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Введение: для больших и сложных по структуре телекоммуникационных сетей расчет вероятности связности ока-
зывается весьма громоздким и трудоемким процессом вследствие огромного числа элементов в результирующем вы-
ражении. Наиболее целесообразным выходом из подобной ситуации является метод, основанный на представлении 
события связности сети в виде сумм произведений несовместных событий. Однако и этот метод также требует вы-
полнения в ряде случаев дополнительных операций над множествами. Цель: устранить основные недостатки метода, 
использующего многопеременную инверсию. Результаты: показано, что событие связности графа следует трактовать 
как объединение событий связности всех его подграфов, что приводит к справедливости выражения для события связ-
ности сети в форме объединения событий связности типовых подграфов (пути, остового, а в общем случае многополюс-
ного, дерева) исходного случайного графа. Предложена итерационная процедура приведения заданного числа событий 
связности к объединению независимых событий путем последовательного добавления событий несвязности подгра-
фов. Доказана возможность устранения повторяющихся рутинных процедур, свойственных методам, использующим 
многопеременную инверсию, путем рассмотрения не объединения событий связности (несвязности), вырождающегося 
в сумму несовместных произведений, а пересечения противоположных событий, приводящего также к подобной сумме, 
но для получения которой нет необходимости выполнять многопеременную инверсию для каждого из слагаемых над 
всеми ранее проанализированными. Практическая значимость: полученные аналитические соотношения могут быть 
применены при анализе надежности, живучести или устойчивости сложноразветвленных телекоммуникационных сетей.
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перехода к замещению.
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Введение

Хорошо известно, что для больших и сложных 
по структуре телекоммуникационных сетей рас-
чет вероятности связности оказывается весьма 
громоздким и трудоемким процессом вследствие 
огромного числа элементов в результирующем 
выражении. Например, даже задачи перечисле-
ния событий связности оцениваются вычисли-
тельной сложностью O(v + s) [1] для простых це-
пей и O[v + e + v(s + n)] [2] для остовых деревьев, 
где v — число вершин в эквивалентном графе; 
e — число ребер в эквивалентном графе; s — чис-
ло событий связности (простых цепей или осто-
вых деревьев); n — число событий несвязности.

В целом задача расчета показателей произ-
вольной связности оказывается NP-трудной [3, 
4], а значит, их точные значения вычисляются 

алгоритмами экспоненциальной трудоемкости. 
В то же время широко известными являются точ-
ные методы факторизации Шеннона — Мура [5] 
и логико-вероятностные методы, использующие 
бинарную диаграмму решения [6]. Особняком 
стоят, по сути, частные случаи метода редук-
ции — «последовательно-параллельные» [7], 
«многоугольник — цепь» [8] и «треугольник — 
звезда» [9], которые приводят к анализу графов 
меньшей размерности.

Существуют методы приближенной оценки 
вероятности связности графов, основанные чаще 
всего на методах статистического моделирования 
[10] или анализе структур графа, имеющих за-
данные ограничения. Подобным образом вычис-
ляются асимптотические константы вероятно-
сти несвязности планарного взвешенного графа 
[11]. Асимптотика вероятности связности графов 
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с низконадежными ребрами использует в каче-
стве основы количество подграфов (остовых дере-
вьев, кратчайших путей) и позволяет отказаться 
от их перечисления [12, 13]. Оценка связности 
планарного графа с высоконадежными ребрами 
предполагает использование минимального чис-
ла ребер в разрезах и числа разрезов с заданным 
количеством ребер, а также рассмотрение двой-
ственных графов, в которых разрезы исходного 
графа порождают циклы [14].

Разработаны методы, использующие разложе-
ния по остовому дереву, производительность ко-
торых при определенных условиях оказывается 
выше метода ветвления [15, 16]. Продолжается 
развитие метода факторизации, направленное на 
его применение для путей произвольной длины 
[17]. Для ограниченного класса графов, отлича-
ющихся небольшой размерностью, разработаны 
модификации метода факторизации, значитель-
но увеличивающие скорость расчета [18]. 

В работе [19] доказана взаимосвязь всеполюс-
ной и многополюсной связностей на основе при-
менения решетки разбиения множества вершин 
неориентированного графа, а также аналитиче-
ские соотношения для вероятности связности 
графа с использованием функции Мебиуса.

Метод кумулятивного оценивания вероятно-
сти связности графов берет свое начало еще с ра-
бот [20, 21], где описаны общие подходы к при-
ближенному расчету. В основу данного метода 
могут быть положены все известные методы точ-
ного анализа: метод факторизации, логико-веро-
ятностные методы, метод разложения по остовно-
му дереву [22–25].

Одним из первых алгоритмов вычисления 
суммы событий связности является подход, из-
ложенный в [26]. Данный алгоритм значительно 
сократил объем вычислений, необходимых для 
получения сумм произведений несовместных 
событий, по сравнению с более ранними подхо-
дами. Применение алфавитно-цифрового упо-
рядочивания переменных состояния приводит 
к сокращению размеров непересекающихся сумм 
[27]. Более эффективен подход [28], в котором ис-
пользуется модификация правил упорядочива-
ния списка произведений. Усовершенствована 
компоновка минимальных простых цепей [29, 
30]. В работе [31] предложен алгоритм инверсии 
произведений переменных взамен применяемого 
ранее инвертирования отдельных переменных. 
Альтернативой выступает способ, предполагаю-
щий рекурсивную процедуру расчета вероятно-
сти объединенного события, изначально разра-
ботанный для анализа вероятности блокировки 
в сетях с вариативной маршрутизацией [32].

Таким образом, наиболее подходящим оказы-
вается подход, основанный на представлении со-
бытия связности сети в виде сумм произведений 

несовместных событий [33], представляющих 
собой форму перехода к замещению [34–36], до-
пускающую непосредственный переход к веро-
ятностной функции заменой логических пере-
менных (множеств) вероятностями, а логических 
операций (операций над множествами) — соответ-
ствующими арифметическими операциями [37–
39]. Данное представление приводит к достаточно 
компактной форме записи результирующего урав-
нения связности и, как следствие, к снижению вы-
числительной сложности и уменьшению резуль-
тирующей ошибки округления [40–43]. Отметим, 
что данный подход рекомендован отечественным 
ГОСТом для расчета устойчивости функциони-
рования сетей [44] и в отечественной научной ли-
тературе получил название метода объединения 
с учетом эффекта поглощения [34].

Основным вкладом настоящей работы в раз-
витие существующих методов точного расчета 
вероятности связности для графов произвольной 
структуры является введение и формализация 
рекурсивной процедуры, использующей опера-
ции поглощения и расщепления над событиями 
несвязности. Предполагается, что устранение по-
вторяющихся процедур сравнения существенно 
упростит алгоритмы расчета показателей связ-
ности.

Общий подход к расчету вероятности 
связности на основе инверсий  
состояний сети

Даже наиболее совершенным модификациям 
метода, использующим многопеременную ин-
версию, свойственен существенный недостаток, 
связанный с необходимостью сравнительного 
анализа каждого слагаемого со всеми ранее рас-
смотренными на предмет уникальности содер-
жащихся ребер, а также необходимость выпол-
нения в ряде случаев дополнительных операций 
над множествами [33, 45, 46]. Для устранения 
подобных повторяющихся рутинных процедур 
целесообразно рассматривать не объединение со-
бытий связности (несвязности), вырождающееся 
в сумму несовместных произведений, а пересече-
ние противоположных событий [47], приводящее 
также к подобной сумме, но для получения ко-
торой нет необходимости выполнять многопере-
менную инверсию для каждого из слагаемых над 
всеми ранее проанализированными [48–50].

Событие S связности графа G следует тракто-
вать как объединение событий связности всех его 
подграфов, что приводит к справедливости следу-
ющего выражения для события S связности сети:

=
=


1
,

s

i
i

S S
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где Si, i = 1, …, s — событие связности i-го типо-
вого подграфа (пути, остового, а в общем случае 
многополюсного, дерева) случайного графа G.

Отметим, что здесь и далее событие связности 
типового подграфа трактуется как событие для 
одного из трех типов связности: для двухполюс-
ной связности — путь или простая цепь, для все-
полюсной связности — остовое дерево, для много-
полюсной связности — многополюсное дерево.

Каждое событие Si связности типового подгра-
фа является сложным и происходит только при 
условии связности (работоспособности) содержа-
щихся в этом подграфе ребер, т. е.

∈
=


,
j i

i j
l S

S l

где lj, j = 1, …, l — событие связности (работоспо-
собности) j-го ребра графа G.

По условию формулировки обобщенной мо-
дели Эрдеша — Реньи все данные события неза-
висимы, а следовательно, вероятность связности 
подграфа [50]

( ) ( ).
j i

i j
l S

P S P l
∈

= ∏

Отметим, что для события S связности графа 
G данная мультипликативная формула в общем 
случае несправедлива, поскольку события iS  
связности типовых подграфов могут быть зави-
симы вследствие присутствия одинаковых ребер 
в данных подграфах [51]. Именно в этом и за-
ключается основная проблема расчета вероят-
ности связности, так как отдельные подграфы 
оказываются взаимозависимыми, а получаемые 
выражения не являются формами перехода к за-
мещению.

Хорошо известный принцип двойственности 
[34] позволяет записать событие S  несвязности 
графа G как пересечение событий iS  несвязно-
сти типовых подграфов:

1
.

s

i
i

S S
=

=


В результате на основе формулы полной веро-
ятности вероятность P(S) связности графа выра-
жается на основе вероятностей событий несвяз-
ности
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Главным достоинством данного выражения 
является то, что дальнейший переход к вероят-
ностной форме не потребует рассмотрения во всех 
суммах инверсии всех ранее учтенных подграфов. 

Подобное выражение, в принципе, не является 
чем-то новым с точки зрения описания события 
связности отдельно взятого графа, однако с пози-
ции дальнейшего получения формы перехода к за-
мещению его использование имеет существенные 
преимущества в совокупности с рекурсивной про-
цедурой, о которой будет сказано далее.

Достаточно просто на основе принципа двой-
ственности формализуется выражение для со-
бытия S  несвязности графа на основе событий lj 
работоспособности ребер 

.
j i j i

i j j
l S l S

S l l
∈ ∈

= =
 

Рекурсивная процедура приведения 
нескольких событий несвязности 
к объединению независимых событий

Процедуру приведения заданного числа собы-
тий связности к объединению независимых со-
бытий можно рассматривать как итерационную, 
добавляя последовательно события несвязности 
подграфов. Несмотря на кажущуюся громозд-
кость, подобная процедура использует всего два 
различных преобразования. Первое из них, рас-
щепление (рис. 1), используется наиболее часто:

 
( )      ,abac a ab c= ∪

 
(1)

где a, b, c — некоторые взаимонезависимые собы-
тия.

В частном случае, когда одно из отрицаний 
включает другое расщепление, (1) вырождается 
в сокращение 

  .a ac a=

Второе, поглощение (рис. 2), применяется при 
условии присутствия события связности

 =  .abac abc  (2)

В результате процедуру приведения выраже-
ния события связности графа к объединению не-
зависимых событий можно представить в форме 
рекурсии, каждый этап которой ассоциируется 
с добавлением нового события iS  несвязности 
подграфа (рис. 3). Этап включает две итерации: 
на первой выполняется при необходимости опе-
рация поглощения (2), а на второй осуществля-
ется последовательная процедура расщепле- 
ния (1), — до того момента, пока события не ока-
жутся независимыми. На рис. 3 римскими циф-
рами обозначены номера этапов, а в квадратных 
скобках указано количество выражений сначала 
для событий связности, а затем через дефис — 
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для противоположных событий. Отметим, что 
операция поглощения (2) не приводит к увеличе-
нию числа объединений, а последовательная про-
цедура расщепления (1) увеличивает число объ-
единений на единицу, причем в результирующих 
выражениях все объединения имеют одно и то же 
количество отрицаний, за исключением послед-
него, где оно увеличено на единицу.

Например, процедура упрощения для двух 
произвольных подграфов основывается на опера-
ции расщепления (1)

( ), / , / , , / /        ,i k i k i k i k k i i k i k i k k iS S a a a a a a a a= = ∪

где ai,k — событие связности ребер, входящих од-
новременно в i-й и k-й подграфы; ai/k — событие 
связности ребер, входящих в i-й и не входящих 
в k-й подграфы; ak/i — событие связности ребер, 
входящих в k-й и не входящих в i-й подграфы.

При этом в результате получается форма пере-
хода к замещению, т. е.

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , / /  .i k i k i k i k k iP S S P a P a P a P a= +

  ab cac

ac

 abac abc=

∩

∩

∩ ac

 

ab

ab

 

a

a

a

a

b

b

c c

 � Рис. 2. Поглощение двух зависимых событий
 � Fig. 2. Absorption of two dependent events
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( )     abac a ab c= ∪

 � Рис. 1. Расщепление отрицаний двух зависимых событий
 � Fig. 1. Splitting the negatives of two dependent events
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Для трех произвольных подграфов пересече-
ние событий несвязности представимо в форме 
объединения тоже двух, но зависимых событий

( ), , / /            .i k j i k j i k i k k i jS S S a S a a a S= ∪

Тогда операция расщепления (1) для первого 
слагаемого приводит к

( )
, , , , / , , / ,

, , , , , / / ,

   

    ,

i k j i k j i k j i k j j i k

i k j i k j i k j j i k

a S a a a a

a a a a

= =

= ∪

где ai,k,j — событие связности ребер, входящих 
одновременно в i-й, k-й и j-й подграфы; ai,k/j — со-
бытие связности ребер, входящих в i-й и k-й и не 
входящих в j-й подграфы; aj/i,k — событие связ-

Расщепление Поглощение

[0-1]

[1-2]

[0-1]

[1-2]

[0-1]

Расщепление

[0-1]

[1-2]

[1-2]

[1-2]

[1-3]

[0-1]

[1-2]

[1-2]

[1-2]

[1-3]

Поглощение Расщепление

II III IV V

[1-2]

[1-2]

[1-3]

[1-2]

[1-2]

[1-3]

[1-2]

[1-2]

[1-3]

[1-3]

[1-3]

[1-3]

[1-4]

iS

jS kS

,i ka , ,i k ja

, / /   i k i k k ia a a , , , / / ,   i k j i k j j i ka a a

, , / /   i k i j k k ia a a

, , / / / , /      i k i j k i j k j k ia a a a

, , / , / / / / / / /          i k i j k j k i i j k j i k k i ja a a a a a

 � Рис. 3. Иллюстрация рекурсивной процедуры приведения выражения события связности графа к объединению 
независимых событий 

 � Fig. 3. Illustration of a recursive procedure for reducing the expression of a graph connectivity event to a union of 
independent events
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ности ребер, входящих в j-й и не входящих в i-й и 
k-й подграфы, а операция поглощения (2) для вто-
рого слагаемого — к

= =, , , , / , , / , , / ,      .i k j i k j i k j i k j j i k i k j i ka S a a a a a a

В результате пересечение событий несвязно-
сти имеет вид двух независимых объединений и 
одного зависимого

( )
( )

, , , , , / / ,

, / , / /

       

        .

i k j i k j i k j i k j j i k

i k j i k i k k i

S S S a a a a

a a a a

= ∪ ∪

∪

Использование операции расщепления (1) для 
последнего слагаемого приводит к

( )
/ , / , / / , / / /

, / , / / / /

   

    ,

j i k i k i j k j i i j k i j k

i j k i j k j i i j k

a a a a a a

a a a a

= =

= ∪

( )
( ) ( )

, , , , , / / ,

, , / / , , / / / / /

       

                .

i k j i k j i k j i k j j i k

i k i j k k i i k i j k j i i j k k i

S S S a a a a

a a a a a a a a

= ∪ ∪

∪ ∪

Дальнейшее применение операции расщепле-
ния (1) к последнему слагаемому формирует ко-
нечный результат

( )
/ / , / / / , / / /

, / , / / / / /

 

    ,

j i k i j k i j i k j k i k i j

j k i j k i j i k k i j

a a a a a a

a a a a

= =

= ∪

( )
( ) ( )

( )

, , , , , / / ,

, , / / , , / / / , /

, , / , / / / / / / /

     

              

             ,

i k j i k j i k j i k j j i k

i k i j k k i i k i j k i j k j k i

i k i j k j k i i j k j i k k i j

S S S a a a a

a a a a a a a

a a a a a a

= ∪ ∪

∪ ∪ ∪

∪

который является формой перехода к замеще-
нию, т. е.

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

, , , , , / / ,

, , / /

, , / / / , /

, , / , /

/ / / / / /

 

.

i k j i k j i k j i k j j i k

i k i j k k i

i k i j k i j k j k i

i k i j k j k i

i j k j i k k i j

P S S S P a P a P a P a

P a P a P a

P a P a P a P a

P a P a P a

P a P a P a

= + +

+ +

+ +

+ ×

×

Стоит отметить, что данную процедуру при 
необходимости следует продолжать и дальше, 
добавляя последовательно события несвязности 
подграфов.

Несмотря в общем случае на очевидное ката-
строфическое увеличение количества объедине-
ний в результирующем выражении для события 

связности графа, при реализации предложен-
ной схемы это число оказывается существенно 
меньше вследствие того, что при выполнении 
большинства операций расщепления (1) образу-
ются события, содержащие пересечения только 
независимых событий. Данная процедура осно-
вывается на хорошо известных операциях над 
булевыми переменными, однако сами операции 
поглощения и расщепления в совокупности с по-
следовательностью их применения позволяют 
получить форму перехода к замещению и по сути 
представляют собой модификацию логико-веро-
ятностного метода.

Пример анализа структуры графа  
сети связи

Рассмотрим реализацию предложенных про-
цедур на примере и определим аналитический 
вид события S  несвязности графа G.

Структура сети представлена на рис. 4 [52]. 
Источник и сток на рисунке отмечены квадрата-
ми: vs = 1, vt = 5. Матрица смежностей графа дан-
ной сети задается формулой

 

0 1 0 0 0 0
1 0 1 0 0 1
0 1 0 1 0 1
0 0 1 0 1 0
0 0 0 1 0 1
0 1 1 0 1 0

,

 
 
 
 

=  
 
 
 
  

A   (3)

а матрица путей (простых цепей) — выражением 

 

1 1 1 1
0 1 1 0
1 0 0 1
0 1 0 1
0 0 1 1
0 1 0 1
1 0 1 0

.

 
 
 
 
 

=  
 
 
 
 
 

W

 

(4)

На основе матрицы путей (4) образуется ана-
литический вид событий их связности

= = = =1 1 3 7 2 1 2 4 6 3 1 2 5 7 4 1 3 4 5 6   ,  ,  ,  .S l l l S l l l l S l l l l S l l l l l

Отметим, что допустимы и эквивалентные за-
писи в формах номеров ребер

1 2 3 41 3 7 1 2 4 6 1 2 5 7 1 3 4 5 6,  ,  ,  ,S S S S= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

и инцидентных им вершин 
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= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅1 212 26 56  12 23 34 45,  ,S S

= ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅3 412 23 36 56  12 26 34 36 45,  ,S S

где · — упрощенная запись операции ∩ пересече-
ния событий, а все номера вершин и ребер упоря-
дочены в порядке невозрастания.

Пересечение событий несвязности первых 
двух путей

1 2 1 3 7 1 2 4 6  .S S l l l l l l l=

Использование процедуры расщепления (1) 
позволяет получить следующее объединение не-
зависимых событий:

1 2 1 1 3 7 2 4 6    .S S l l l l l l l= ∪

Пересечение событий несвязности первых 
трех путей

( )1 2 3 1 1 3 7 2 4 6 1 2 5 7     S S S l l l l l l l l l l l= ∪ =

1 1 2 5 7 1 3 7 2 4 6 1 2 5 7        .l l l l l l l l l l l l l l l= ∪

Применение поглощения (2) ко второму члену 
в объединении

= ∪1 2 3 1 1 2 5 7 1 3 7 2 4 6 2 5 7       S S S l l l l l l l l l l l l l l

с последующим однократным расщеплением 
(1) первого члена и двукратным второго делает 
справедливым объединение независимых собы-
тий

( )= ∪ ∪ =

= ∪ ∪ =

1 2 3 1 1 3 7 2 2 4 6 5 7

1 1 2 3 7 1 2 3 7 4 6 5 7

       

         

S S S l l l l l l l l l l

l l l l l l l l l l l l l

( )1 1 2 3 7 1 2 4 6 7 7 3 5           l l l l l l l l l l l l l= ∪ ∪ ∪ =

= ∪ ∪ ∪1 1 2 3 7 1 2 4 6 7 1 2 7 3 4 6 5              .l l l l l l l l l l l l l l l l l

Пересечение событий несвязности всех четы-
рех путей

(
)

= ∪ ∪ ∪

∪ =

1 2 3 4 1 1 2 3 7 1 2 4 6 7

1 2 7 3 4 6 5 1 3 4 5 6

         

     

S S S S l l l l l l l l l l

l l l l l l l l l l l l

1 1 3 4 5 6 1 2 3 7 1 3 4 5 6       l l l l l l l l l l l l l l l= ∪ ∪

1 2 4 6 7 1 3 4 5 6 1 2 7 3 4 6 5 1 3 4 5 6              .l l l l l l l l l l l l l l l l l l l l l l∪ ∪

Применение поглощения (2) ко второму, тре-
тьему и четвертому членам в объединении

1 2 3 4 1 1 3 4 5 6 1 2 3 7 3 4 5 6       S S S S l l l l l l l l l l l l l l= ∪ ∪

1 2 4 6 7 3 4 5 6 1 2 7 3 4 6 5 3 4 5 6              ,l l l l l l l l l l l l l l l l l l l l∪ ∪

с последующим однократным расщеплением (1) 
всех членов делает справедливым объединение 
независимых событий

 

( )1 2 3 4 1 1 2 3 3 7 4 5 6

1 2 4 6 7 1 2 7 3 4 6 5 1 1 2 3

1 3 2 4 5 6 7 1 2 4 6 7 1 2 7 3 4 6 5

     

             

                ,

S S S S S l l l l l l l l l

l l l l l l l l l l l l l l l l

l l l l l l l l l l l l l l l l l l l

= = ∪ ∪ ∪

∪ ∪

∪

= ∪ ∪

∪ ∪  (5)

которое, по сути, и является аналитическим ви-
дом события S  несвязности графа G.

Отметим, что в результирующем выражении 
оказалось всего пять членов в объединении, что 
существенно ниже количества для общего слу-
чая (см. рис. 3).

Заключение

Таким образом, в работе доказана возмож-
ность устранения повторяющихся рутинных про-
цедур, свойственных методам, использующим 
многопеременную инверсию, путем рассмотре-
ния не объединения событий связности (несвяз-
ности), вырождающегося в сумму несовместных 
произведений, а пересечения противоположных 
событий, приводящего также к подобной сумме, 
но для получения которой нет необходимости вы-
полнять многопеременную инверсию для каж-
дого из слагаемых над всеми ранее проанализи-
рованными [33, 43, 47, 53, 54]. Полученные ана-
литические соотношения могут быть применены 
при анализе надежности, живучести или устой-
чивости сложноразветвленных телекоммуника-
ционных сетей [25, 45, 46].
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Introduction: For large and structurally complex telecommunication networks, calculating the connectivity probability turns 
out to be a very cumbersome and time-consuming process due to the huge number of elements in the resulting expression. The most 
expedient way out of this situation is a method based on the representation of a network connectivity event in the form of sums of 
products of incompatible events. However, this method also requires performing additional operations on sets in some cases. Purpose: 
To eliminate the main disadvantages of the method using multi-variable inversion. Results: It is shown that the connectivity event 
of a graph should be interpreted as a union of connectivity events of all its subgraphs, which leads to the validity of the expression 
for the connectivity event of the network in the form of a union of connectivity events of typical subgraphs (path, backbone, and in 
general, a multi-pole tree) of the original random graph. An iterative procedure is proposed for bringing a given number of connectivity 
events to the union of independent events by sequentially adding subgraph disjoint events. The possibility of eliminating repetitive 
routine procedures inherent in methods using multi-variable inversion is proved by considering not the union of connectivity events 
(incoherence) degenerating into the sum of incompatible products, but the intersection of opposite events, which also leads to a similar 
sum. However, to obtain this sum, there is no need to perform a multi-variable inversion for each of the terms over all those previously 
analyzed. Practical relevance: The obtained analytical relations can be applied in the analysis of reliability, survivability or stability of 
complex telecommunications networks.

Keywords — probability of connectivity, graph, telecommunications network, multi-variable inversion, form of transition to 
substitution.
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