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Введение: использование известных методик расчета помехоустойчивости приема радиосигнала при наличии, на-
пример, гармонических помех приводит к существенно отличающимся численным значениям. Каждая подобная мето-
дика расчета имеет свой алгоритм вывода результирующей формулы, и эти выводы основаны на уровне «инженерной 
строгости». Цель: на основе линейного преобразования координат разработать корректную методику расчета веро-
ятности ошибки корреляционного приема четырехпозиционного фазоманипулированного радиосигнала в присутствии 
когерентной гармонической помехи. Методы: представление четырехмерной плотности вероятности вектора выход-
ных напряжений корреляторов демодулятора в  четырехкратном интеграле произведением одномерных плотностей 
вероятности в пространстве собственных векторов ковариационной матрицы, в котором две плотности вероятности 
представляют собой дельта-функции Дирака. Четырехкратный интеграл приводится к двукратному с новыми преде-
лами интегрирования, определяемыми из уравнений плоскостей, ограничивающих область интегрирования в этом про-
странстве. Результаты: выполнен вывод формул для точного расчета средних вероятностей символьных и битовых 
ошибок когерентного приема четырехпозиционного фазоманипулированного радиосигнала в присутствии когерентной 
гармонической помехи. По выведенным точным формулам построены графики зависимостей средних вероятностей 
символьных и битовых ошибок от отношения сигнал/шум для заданного отношения помеха/шум и заданного сдвига 
фазы помехи относительно фазы сигнала. Исследовано влияние энергетических соотношений сигнала и помехи, а так-
же фазового сдвига помехи на вероятности символьной и битовой ошибки. Установлено, что влияние неэнергетического 
параметра эквивалентно приводит к изменению энергетических соотношений. Практическая значимость: результаты 
могут быть использованы при оценке эффективности связи в условиях воздействия помех. Применение разработанной 
методики позволит точно определить энергетические характеристики радиоканала, обеспечивающие требуемое каче-
ство приема передаваемых сообщений при наличии гармонической помехи.

Ключевые слова — вероятность символьной и битовой ошибки, гармоническая помеха, четырехпозиционная фа-
зовая манипуляция, помехоустойчивость.
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Введение

Определение помехоустойчивости приема ра-
диосигнала с наиболее применяемыми видами 
манипуляции при наличии помех различного ха-
рактера является одной из основных задач в те-
ории и практике передачи дискретных сообще-
ний в инфокоммуникационных радиосистемах, 
особенно для фазоманипулированных полосно-
эффективных сигналов [1–14]. Формализация 
постановки задачи и методы ее решения могут 
существенно отличаться в зависимости от приня-
того алгоритма обработки сигнала и структуры 
системы модулятор-демодулятор. Истинность ре-
шения определяется правильной постановкой за-
дачи, адекватностью моделей сигнала и помехи, 

а также корректностью использования матема-
тического аппарата в методике ее решения.

Радиосигналы с четырехпозиционной фазо-
вой манипуляцией (ФМ-4) находят широкое при-
менение в современных цифровых навигацион-
ных, спутниковых и других коммуникационных 
системах. Наиболее обоснованными и употреби-
тельными показателями качества передачи циф-
ровой информации при этом являются средние 
вероятности символьной и битовой ошибки при-
ема [3, 4, 6, 7, 11, 14], которые представляют со-
бой, как известно, дополнения к единице для ве-
роятностей правильного приема или достоверно-
сти приема. Задачи расчета помехоустойчивости 
приема сигналов с многопозиционной фазовой 
манипуляцией в присутствии эффективной для 
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ФМ-4 [13, 15] гармонической помехи решались во 
многих работах, например [11, 12, 16–19]. Однако 
в настоящее время задача получения точной фор-
мулы для вероятностей символьной и битовой 
ошибок остается актуальной.

Для расчета помехоустойчивости когерент-
ного приема радиосигнала ФМ-4 в присутствии 
когерентной гармонической помехи рассмотрен 
упрощенный вид сигнала ФМ-4 на k-м тактовом 
интервале длительности T. Модель рассматрива-
емых сигнала и помехи можно записать следую-
щим образом:

   c 0cos ,i is t A t     1
2
,i i


    

 1  , ,t k T kT      1  2  3  4, , , ;i

   ï ï 0 ïcos ,s t A t  

где ñ ñ2À Ð  — амплитуда сигнала; Pc — мощ-

ность сигнала; ï ï2À Ð  — амплитуда помехи; 
Pп — мощность гармонической помехи; 0 — ча-
стота несущего колебания; п — сдвиг фазы поме-
хи относительно фазы сигнала. 

На вход демодулятора поступает аддитивная 
смесь сигнала и помех [1–6, 11]:

       ï .j
ju t s t s t n t  

Здесь j — номер позиции принятого инфор-
мационного символа; n(t) — шумовая помеха, 
моделируемая белым гауссовым шумом (БГШ) 
с корреляционной функцией:

     0
2

,
N

n t n t t t   

где N0 — односторонняя спектральная плотность 
БГШ; (t – t) — дельта-функция Дирака [12, 20]. 

Вывод формулы для расчета 
помехоустойчивости когерентного приема 
радиосигнала ФМ-4 при воздействии 
когерентной гармонической помехи

В соответствии с алгоритмом демодуляции на-
пряжение на выходе i-го коррелятора, представ-
ленного на рис. 1, при приеме j-й позиции сигна-
ла i

j в момент отсчета T вычисляется по формуле 
[20, 21]
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где i, j {1, 2, 3, 4}. 
Необходимо отметить, что помеховая и слу-

чайная составляющие величины i
j не зависят 

от номера (позиции) информационного символа 
принимаемого сигнала, а определяются только 
номером коррелятора i. Значение случайной со-
ставляющей вычисляется по формуле
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1
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T
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Правило решения при оптимальном приеме 
многопозиционного ФМ-радиосигнала в данном 
случае может быть представлено в следующем 
формализованном виде [20]:

    1  2  3  4; ; , , , , .j j
ij j i i j    

Напряжения с выходов вычислителей-инте-
граторов сравниваются в решающем устройстве 
(см. рис. 1), и выбирается номер вычислителя с 
максимальным напряжением в момент отсчета Т.

Обозначим вектор напряжений с выходов кор-
реляторов следующим образом:

 T1 2 3 4   , , , ,j j j jj     

где индекс Т — знак транспонирования.
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  Рис. 1. Упрощенная функциональная схема корре-
ляционного демодулятора: s1, s2, s3, s4 — копии при-
нимаемых радиосигналов информационных позиций 

  Fig. 1. The simplified functional diagram of the cor-
relation demodulator: s1, s2, s3, s4 — copies of the accept-
ed radio signals of information positions
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Соответственно  — вектор напряжений слу-
чайных составляющих вектора j — примет вид

 T1 2 3 4   , , , .    

Математические ожидания вектора j можно 
представить в виде
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Здесь s(s1, s2, s3, s4)T — вектор копий при-
нимаемых радиосигналов информационных по-
зиций. 

Тогда из (1) можно выразить вектор j:

.j j     

Нетрудно понять, что  и j есть гауссовы слу-
чайные векторы. Отсюда совместная плотность 
вероятности (ПВ) составляющих вектора j есть 

четырехмерная гауссова:  1 2 3 4   , , , .j
j j j j

    

Общая формула многомерной ПВ 4(j) векто-
ра j в векторно-матричном представлении имеет 
вид [20]

 
 

   

4 2

T 1

1

2

1
2

exp ,

j

j

j

j j j j







  


 
    

 

K

K



      

где   Tj j j j j
   K         — ковариацион-

ная матрица вектора j.
Как известно, вероятность того, что случай-

ная величина j будет больше каждого из множе-
ства чисел {1, …, j–1, j+1, …, M}, равна
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(2)

В данном случае М 4.
Ковариационная матрица для всех индексов 

j  {1, 2, 3, 4} и определяется выражением

  T T .j
j j j j

     K K        
 

Если принимаемая смесь радиосигнала, поме-
хи и шума uj(t)sj(t) + sп(t) + n(t) содержит сиг-

нал sj(t) s(xj, t), а значит, был передан информа-
ционный символ xj, то вероятность (2) интерпре-
тируется как вероятность правильного приема 
символа xj, т. е.

    ïð    1  2  3  4; ; , , , , / .j j
j j jijP P j i j i P x x       

 

С учетом априорных вероятностей Pj передачи 
символов {x1, x2, x3, x4} или сигналов {s1(t), s2(t), 
s3(t), s4(t)} (при j  {1, 2, 3, 4}) средняя вероятность 
ошибки приема символа находится по формуле 
полной вероятности:
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При априорной равновероятности формулу (3) 
можно представить в следующем виде:
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Для расчета средней вероятности ошибки при-
ема символа необходимо определить:

— матрицу преобразования вектора j в новую 
систему координат, в которой ковариационная 
матрица K 

j
 становится диагональной; 

— вероятности правильного приема каждого 
информационного символа.

Определение матрицы преобразования 
в системе координат

Система сигналов в данной статье при ФМ-4 
является биортогональной [1, 3, 6, 20, 21]. 
Ковариационная матрица K является особенной 
(сингулярной, вырожденной). В соответствии 
с известным порядком вычисления ранга матри-
цы и ее определителя можно показать, что ранг 
матрицы равен двум, а ее определитель равен ну-
лю (det K K0). 

Поэтому интеграл (2) не может быть вычислен 
на ЭВМ [21]. При расчетах осуществляется пере-
ход из пространства вектора  в пространство 
собственных векторов  ковариационной матри-
цы K. 

Матрица K в данном случае вычисляется по 
формуле

2
c ,

2
h

 K A
 

где hc
2 Ec /N0 — отношение сигнал/шум [1–5], 

EcPcT — энергия сигнала на длительности ин-
формационного символа, а матрица А имеет вид
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1 0 1 0
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Собственные числа матрицы А находятся 
из известного определения характеристическо-
го уравнения матрицы А [15, 21] det(А – I)0, 

имеющего вид  
221 1 0.      

 Решениями это-

го уравнения являются 1 2 0     и 3 4 2.   
Ковариационная матрица в новой системе ко-

ординат  будет иметь вид

2
c

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

.h

 
 
 
 
 
 

K

Найдем матрицу преобразования системы ко-
ординат  в новую систему координат .

Собственные векторы матрицы А находятся из 
известного определения (A – I) 0. Один из удоб-
ных вариантов собственных векторов имеет вид
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Все векторы попарно ортогональны, т. е. j
Ti 0 

при j  i, где j, i  {1, 2, 3, 4}. Нормы всех векторов 
одинаковы: ║j║ 2.  Ортонормированные век-
торы имеют вид 
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Таким образом, матрица преобразований V 
системы координат  в новую систему координат 
 будет иметь вид

1 1
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V

Непосредственным вычислением можно уста-
новить, что для матрицы V справедливы следу-
ющие равенства: VVTV–1. Следовательно, 
матрица преобразования Якоби равна самой 
матрице V. Преобразования системы координат 
 и  здесь симметричны, т. е. V и V. 
Симметричны также преобразования математи-
ческих ожиданий случайных векторов  и , т. е. 
<>V и <>V<>. 

Расчет вероятности правильного приема 
информационных символов 

Рассмотрим вектор <j> для первой позиции, 
где s1(t)Accos0(t). Непосредственными вычис-
лениями получим вектор математических ожи-
даний вектора 1 для первой позиции принимае-
мого сигнала:
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где hп
2Eп/N0 — отношение помеха/шум [1–5], 

Eп PпT — энергия помехи на длительности ин-
формационного символа.

Используя матрицу преобразования V, полу-
чаем вектор математических ожиданий в новой 

системе координат 1 :
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Отсюда видно, что вероятностная мера задана 
на двумерной плоскости (304) в новой системе 
координат . В этой системе координат четырех-
мерная ПВ 4() представляет собой произведе-
ние четырех одномерных ПВ, а именно:

         1 1 1 1 1
4 1 1 1 2 1 3 1 4 .         

Первые два сомножителя имеют дисперсию, 
равную нулю, и представляют собой дельта-
функцию Дирака:

   1 1 1
1 1 1 1       ,    1 1 1

1 2 2 2       .

Кроме того, имеем 1 1
1 2 0.     Интегриро-

вание дельта-функции в данном случае приводит 
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к единице, и четырехкратный интеграл стано-
вится двукратным.

В общем случае формулу (2) перепишем для 
обеих систем координат 1 и 1 при приеме перво-
го информационного символа:
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где 1
íi  и 1

âi  — нижний и верхний пределы инте-
грирования, которые надо найти.

Первые два сомножителя равны единице, по-
этому выражение упрощается:

 

   
3â 4â

3í 4í

ïðàâ1 3 1 3 1 4 4d d .P
 

 

          (4)

Найдем нижние и верхние пределы интегри-
рования выражения (4). Для этого необходимо 
определить уравнения плоскостей, ограничива-
ющих область интегрирования в четырехмерной 
системе координат  [20]:

 2 1 0;     3 1 0;     4 1 0.      (5)

Используя преобразования V, определяем 
значения составляющих вектора  через состав-
ляющие вектора . Тогда имеем: 

 1 2 4
1

2
;       2 1 3

1

2
;      

 3 2 4
1

2
;      4 1 3

1

2
.   

Подставляя данные выражения в уравнение (5), 
получаем:

 

 

 

2 1 1 3 2 4

3 1 2 4 2 4

4 1 1 3 2 4

1
0

2
1

0
2

1
0

2

;

;

.

         

         


        


Получаем уравнения плоскостей в четырех-
мерном пространстве, ограничивающих область 
интегрирования в системе координат :

4

1 2 3 4

1 2 3 4

0
0
0

;
;
.

 
     
    

Далее найдем уравнения следов пересечения 
этих плоскостей на плоскости (304). Для этого 
приравниваем значения координат 1 и 2 нулю и 
получаем 34, 3–4. 

Пределы интегрирования для (4) имеют зна-
чения 4н0, 4в, 3н–4, 3в4. В фор-
муле (4) одномерные ПВ определены выражени-
ями
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Для получения окончательной формулы для 
расчета в одномерные ПВ необходимо ввести нор-
мированные переменные [20]

4 4 3 3

ñ ñ
 ; .x y

h h

     
 

Вычислим пределы интегрирования в пере-
менных x и y, т. е. xн, хв, yн, yв:
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Определим слагаемое 4

ñh


 в удобном виде из 

выражения нормировки: 

4 4 44

ñ ñ ñ
... ... .x x

h h h

   
   

Тогда можно показать, что нижняя yн и верх-
няя yв границы определяются следующими вы-
ражениями:
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Нормированные ПВ для переменных x и y рав-
ны:
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Полученные значения ПВ подставляются 
в формулу (3) для вычисления вероятности пра-
вильного приема первого информационного сим-
вола Рправ1: 
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Выпишем формулы для расчета вероятности 
правильного приема второго, третьего и четвер-
того информационных символов, полученные по 
приведенной методике:
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В частном случае, когда отношение помеха/
шум будет равно нулю (hп0), имеем Pправ1
Pправ2Pправ3Pправ4, и формула для расчета 
средней вероятности правильного приема инфор-
мационного символа примет следующий вид:
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    (6)

Таким образом, в отсутствие помехи сред-
няя вероятность правильного приема символа 
равна вероятности одной позиции, например: 
PправPправ1.

Учитывая симметрию области определения 
второго интеграла, формулу (6) можно упростить 
и записать следующим образом:
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(7)

Формула (7) может быть представлена и в дру-
гом, равносильном виде [21, 22]:
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ïðàâ c1 ,P Q h     
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  — функция Гаусса.

Средняя по символам вероятность символьной 
ошибки приема определяется выражением

4

îø.ñèìâ ïðàâ
1

1
1

4
.j

j
P P


  

Графики зависимостей Pош.симв(Eb/N0), где 
Eb — энергия одного бита, при разных уровнях 
гармонической помехи hп и значениях ее фазово-
го сдвига п относительно фазы несущего коле-
бания сигнала построены на рис. 2. Для расчета 
Pош.симв(Eb /N0) были приняты следующие исход-
ные данные:

— отношение помеха/шум hп составило 0, 3 и 5 
(в отсутствие помехи 9,5 и 14 дБ соответственно);

— сдвиг фазы помехи п равен 0 и /4.
Фазовый сдвиг помехи может принимать 

различные, в том числе случайные, значения. 
Поэтому целесообразно рассмотреть также усред-
ненные по фазовому сдвигу помехи п вероятно-
сти символьной и битовой ошибок. Примем, что 
случайная величина п имеет равномерное рас-
пределение в пределах (–, ).

Формулы для расчета ошибок приема перво-
го и второго битов, а также средней вероятности 
ошибки приема бита с учетом кода отображения 
Грея получены на основе использования матри-
цы переходных условных вероятностей [22] и 
построения вероятностного пространства на мно-
жестве совместных событий. Подробное изложе-
ние этой методики для QPSK занимает немалый 
объем и будет представлено в отдельной статье.

Графики зависимостей средней вероятности 
битовой и символьной ошибки от отношения сиг-
нал/шум при заданных значениях отношения 
помеха/шум при тех же исходных данных, что и 
для рис. 2, но усредненные по п, представлены 
на рис. 3.
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Как видно из графиков, увеличение фазового 
сдвига помехи приводит к увеличению вероят-
ности ошибки приема символа, а увеличение от-
ношения помеха/шум — к необходимости увели-
чивать отношение сигнал/шум для обеспечения 
требуемой средней вероятности ошибки приема 
символа и бита.

Заключение

Представленный расчет помехоустойчивости 
когерентного приема четырехпозиционного фа-
зоманипулированного радиосигнала в присут-
ствии когерентной гармонической помехи позво-
ляет точно определить вероятность символьной и 
битовой ошибки при заданных значениях уровня 
помехи и сдвига фазы помехи относительно фазы 
сигнала и их усредненные по фазе помехи вели-
чины. 

Наличие когерентной гармонической помехи 
существенно ухудшает качество приема инфор-
мации, полностью нарушая прием информации. 
Кривые имеют пороговый характер при значени-
ях уровня помехи hп  hс.

При некоторых значениях сдвига фазы помехи 
относительно фазы несущего колебания сигнала 
происходит заметное (до 2 дБ) увеличение веро-
ятности символьной ошибки. Таким образом, по-
казано, как промежуточное значение фазового 

сдвига несущего колебания помехи, не совпадаю-
щее с фазой информационной позицией сигнала, 
дополнительно увеличивает значение вероятно-
сти ошибки приема. Это позволяет утверждать, 
что влияние неэнергетического параметра экви-
валентно приводит к изменению энергетических 
соотношений.

Представленные на рис. 3 результаты пока-
зывают, что когерентная гармоническая помеха 
больше оказывает влияние на среднюю по фазе 
помехи вероятность ошибки приема символа 
при заданных значениях отношения сигнал/
шум. 

Установлено, что вероятности ошибки приема 
первого и второго битов при QPSK, усредненные 
по фазовому сдвигу гармонической когерентной 
помехи при отображении по Грею, имеют одина-
ковую величину во всех точках кривой. Отсюда 
следует, что справедлива формула

îø.áèò ïðàâ.ñèìâ1 ,P P 

где Pош.бит — средняя вероятность битовой ошиб-
ки; Pправ.симв — средняя вероятность правильно-
го приема символа.

Влияние величины фазового сдвига несущего 
колебания двоичной фазоманипулированной по-
мехи на качество приема сигнала рассматрива-
лось в работе [22] с применением другой (вектор-
ной) модели сигнала и помехи. 

  Рис. 2. Зависимость вероятности ошибки прие-
ма символа от отношения сигнал/шум

  Fig. 2. Dependences of the probability of a symbol 
reception error on the signal-to-noise ratio

  Рис. 3. Зависимость средней вероятности битовой 
и символьной ошибки от отношения сигнал/шум

  Fig. 3. Dependence of the average probability of bit 
and character errors on the signal-to-noise ratio
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Introduction: The known methods for calculating the interference immunity of radio signal reception in the presence of, for 
example, harmonic interference, often lead to significantly different numerical values. Each calculation technique of this type has its 
own algorithm for the resulting formula output, and these conclusions are based on a different level of “engineering rigor”. Purpose: To 
develop, оn the basis of linear transformation of coordinates, a correct method for calculating the error probability in the correlating 
reception of a four-fold phase-manipulated radio signal in the presence of coherent harmonic interference. Methods: Four-dimensional 
probability density of a vector of output voltages of the demodulator correlators in a four-fold integral was represented by a product of 
one-dimensional probability densities in the space of eigenvectors of the covariance matrix, in which two probability densities are Dirac 
delta functions. The quadruple integral is brought to double, with new integration limits defined from the plane equations bounding 
the integration region in this space. Results: Formulas were derived for accurate calculation of average probabilities of symbol and 
bit errors in coherent reception of a four-fold phase-manipulated radio signal in the presence of coherent harmonic interference. The 
derived exact formulas were used to plot the dependencies of the average probabilities of symbol and bit errors on the signal-to-noise 
ratio for the given interference-to-noise ratio and the given interference phase shift relative to the signal phase. It has been studied how 
the energy ratios of the signal and interference, as well as the interference phase shift, affect the probabilities of symbol and bit errors. 
It was found that the influence of a non-energy parameter equivalently leads to a change in the energy ratios. Practical  relevance: The 
results of the research can be used in assessing the communication efficiency under interference. The developed technique will allow 
you to accurately determine the energy characteristics of a radio channel providing the required quality for the reception of transmitted 
messages in presence of harmonic interference.
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