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Цель: разработка прогнозной модели состояния нелинейной динамической системы на основе реконструкции ее 
фазового пространства. Результаты: сформулирована общая постановка задачи прогнозирования состояния динами-
ческой системы на основе реконструкции аттрактора (предельного множества точек) ее фазового пространства с ис-
пользованием системы дискретных отображений наблюдаемых параметров. Разработан алгоритм реконструкции фа-
зового пространства динамической системы по временному ряду одного из ее параметров, включающий разбиение 
исходной временной реализации на обучающую и тестовую выборки и их предварительную обработку; оценку размер-
ности фазового пространства; определение необходимого для реконструкции аттрактора количества точек временного 
ряда; анализ сечений аттрактора; определение размерности и построение прогнозной модели в виде системы дискрет-
ных отображений; оптимизацию модели и ее тестирование. Приводится пример прогнозной модели телеметрического 
параметра бортовой динамической системы космического аппарата. Для рассмотренного примера определено время 
упреждения прогноза и продемонстрированы возможности предварительной обработки анализируемых временных 
рядов с использованием алгоритмов исключения аномальных отсчетов и сглаживания. Практическая значимость: ре-
конструкция фазового пространства динамической системы позволяет аналитическим путем оценить параметры син-
тезируемой прогнозной модели и ускорить решение задачи оптимизации ее характеристик. Полученные алгоритмы 
и модель использованы в программном комплексе обработки телеметрической информации.
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Введение

Одной из задач технической диагностики слож-
ных технических систем является задача прогно-
зирования изменений параметров их техническо-
го состояния (ТС) в процессе функционирования. 
Данная задача решается, например, при испыта-
ниях и летной эксплуатации объектов ракетно-
космической техники в процессе обработки теле-
метрической информации [1, 2]. При этом в дина-
мике функционирования сложных технических 
систем некоторые параметры их ТС могут иметь 
сложный нелинейный характер как следствие шу-
мов измерений, а также отказов и неисправностей 
отдельных функциональных узлов, что требует 
использования нелинейных прогнозных моделей 
[3–6]. В настоящей работе рассматривается один 
из подходов к построению прогнозных моделей па-
раметров ТС динамических систем, относящихся 
к классу самоорганизующихся систем, основан-
ный на реконструкции фазового пространства, ха-
рактеризующего изменение их ТС.

Общая постановка задачи разработки 
алгоритма реконструкции фазового 
пространства динамической системы

В нелинейной динамике свойства сложных 
технических систем рассматривают в фазовом 
пространстве состояний [5–7]. В соответствии 

с теоремой Такенса, формулирующей требования 
к реконструкции фазового пространства динами-
ческих систем, их поведение можно описать по 
временной реализации одного из параметров си-
стемы с использованием метода задержек [8–10]. 
При этом параметр динамической системы дол-
жен быть представлен дискретными отсчетами: 
x0, x1, x2, …, xM–1, где M — количество отсчетов 
экспериментальной реализации параметра, по-
лученных с интервалом t, который обычно вы-
бирается равным времени первого пересечения 
нуля автокорреляционной функцией временно-
го ряда. Для цифровых телеметрических систем 
значение t кратно периоду дискретизации теле-
метрируемого параметра [9, 10].

Под состояниями динамической системы 
будем понимать точки S0 = [x0, x1, x2, …, xN–1], 
S 1 = [x1, x2, x3, …, xN], …, SМ–N = [xM–N, xM–N+1, 
xM–N+2, …, xM–1] в N-мерном фазовом простран-
стве, где число состояний составляет M – N + 1, 
а координаты xk, xk+1, xk+2, …, xk+N–1 представ-
ляют собой значения параметров k-го состояния 
и образуют траекторию. Порядок формирования 
векторов состояния из элементов временного 
ряда параметра динамической системы должен 
быть одинаковым для всех k-х состояний. Если 
анализируемая динамическая система обладает 
свойством самоорганизации, то с течением време-
ни траектории ее состояний, выходящие из раз-
личных начальных точек фазового пространства, 
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стремятся собраться в некоторых сравнительно 
небольших областях фазового пространства и в 
дальнейшем их не покидают. Такие области по-
лучили названия аттракторов [9, 10]. Аттрактор 
характеризует процесс, происходящий в самоор-
ганизующейся динамической системе, который 
может рассматриваться как выделение некоторо-
го числа параметров (существенных переменных) 
системы, определяющих ее динамику.

Аттрактор представляет собой множество то-
чек фазового пространства, на которое выходит 
самоорганизующаяся система при устремлении 
времени протекания процесса ее функционирова-
ния в бесконечность, и может быть использован 
при прогнозировании ее состояния. Алгоритм ре-
конструкции позволяет найти размерность фазо-
вого пространства N, в котором необходимо рас-
сматривать аттрактор (размерность вложения) и 
получить математическую модель динамической 
системы. Если модель найдена, то она должна 
с заданной точностью воспроизводить имеющи-
еся экспериментальные реализации параметров 
системы и давать прогноз последующего состо-
яния динамической системы

 
по предыдущему 

состоянию на заданное время упреждения про-
гноза T. Такая прогнозная модель параметра ТС 
динамической системы имеет вид системы диск-
ретных отображений [10, 11]
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где xi — дискретные отсчеты параметра ТС, рас-
смотренные в моменты времени it; i — номер 
дискретного отсчета параметра ТС, i = N – 1, N, 
…, M – N – 1.

Функции в правой части выражения (1) связы-
вают  параметры предыдущего и последующего 
состояний в фазовом пространстве динамической 
системы, разнесенных во времени на интервал 
T = Nt. Данные функции можно аппроксимиро-
вать полиномами степени n:
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В выражении (2) 
1 2, , ,..., Nv l l lÀ — коэффициен-

ты v-го полинома, которые могут быть найдены 
с помощью метода наименьших квадратов; lz — 
составляющие степени компонентов полиномов. 
В модели (1) размерность фазового простран-
ства N определяет время упреждения прогноза 
T = Nt. Параметрами модели (1) являются раз-
мерность фазового пространства N и степень по-
линомов n. 

Для повышения точности прогноза зашум-
ленных параметров ТС необходимо использовать 
алгоритмы исключения аномальных отсчетов 
и сглаживания. В настоящей работе в качестве 
таких алгоритмов рассматриваются алгоритм ис-
ключения аномальных отсчетов, основанный на 
вычислении соседних разностей в пределах окна 
заданной размерности, и алгоритм сглаживания 
на основе преобразования Фурье. Данные алго-
ритмы обработки были синтезированы как ите-
рационные и имеют следующие настраиваемые 
параметры: K — количество итераций алгоритма 
исключения аномальных отсчетов; Fгр — значе-
ние граничной частоты (частоты среза) фильтра 
нижних частот.

Для оценки точности прогноза используют-
ся следующие статистические показатели: E1 — 
среднеквадратическая относительная погреш-
ность между прогнозными и сглаженными зна-
чениями параметра; E2 — среднеквадратическая 
относительная погрешность между прогнозными 
и исходными несглаженными значениями пара-
метра. Первый показатель характеризует воз-
можности используемой модели (1), а второй — 
вклад в точность прогноза алгоритмов исключе-
ния аномальных отсчетов и сглаживания. Кроме 
того, для оценки прогноза используются вероят-
ностные показатели достоверности прогноза G1  и 
G2, представляющие собой вероятности того, что 
значения E1 и E2 не превысят заданного значе-
ния Eзадан = 0,05 с доверительной вероятностью 
Pзадан = 0,99.

В алгоритме реконструкции фазового про-
странства должна быть предусмотрена возмож-
ность оптимизировать параметры модели (1) 
и используемых алгоритмов обработки в соот-
ветствии с критериями E1, E2(K, Fгр, n, N)  min 
и G1, G2(K, Fгр, n, N)  max при ограничении E1, 
E2  Eзадан.

Описание алгоритма и 
результаты моделирования

В качестве примера рассмотрим реконструк-
цию фазового пространства одной из бортовых 
динамических систем космического аппарата, 
обладающей свойством самоорганизации, по зна-
чениям временного ряда одного из ее параметров. 
Данный параметр нелинейный, характеризуется 
сложным поведением во времени, содержит ано-
мальные отсчеты и шумы. Исходная выборка 
значений параметра была получена по реальным 
данным телеметрирования бортовой аппаратуры 
космического аппарата с интервалом дискрети-
зации t = 3 мин.

Структурная схема алгоритма реконструкции 
фазового пространства динамической системы 
по временному ряду анализируемого параметра 
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и построения прогнозной модели вида (1) пред-
ставлена на рис. 1.

На шаге 1 исходная временная реализация зна-
чений анализируемого параметра разбивается на 
две — обучающую и тестовую. Первая необходи-
ма для разработки модели вида (1), а вторая — для 
проверки ее работоспособности. Затем выполня-
ется первичная обработка параметра с исполь-
зованием алгоритмов исключения аномальных 

отсчетов и сглаживания случайной составляю-
щей и по исходной временной реализации пара-
метра с использованием  ее автокорреляционной 
функции уточняется значение временного интер-
валаt. При необходимости осуществляется про-
реживание временного ряда значений телеметри-
руемого параметра. 

На шаге 2 по имеющейся временной реали-
зации анализируемого параметра оценивается 

  Рис. 1.  Схема алгоритма реконструкции фазового пространства динамической системы по временному ряду 
параметра и синтеза прогнозной модели

НАЧАЛО

Шаг 1. Обработка временного ряда параметра ТС: исключение 
аномальных отсчетов (параметр K), сглаживание (параметр Fгр), 

оценка необходимой  временной задержки Δt 

Шаг 2. Оценка корреляционной размерности  аттрактора 
динамической системы по временному ряду: D2

Шаг 3. Оценка необходимого количества точек временного ряда: M 

Шаг 4. Анализ сечений Пуанкаре аттрактора исследуемой 
динамической системы и уточнение значения D2

Шаг 5. Определение размерности  пространства вложения N 
и построение   математической прогнозной модели  c полиномами 

степени n, оценка характеристик прогнозной модели E1, E2, G1, G2  
на обучающей выборке 

 E1,q+1 ≤ E1,q, G1,q+1 ≥ G1,q,

 E2,q+1 ≤ E2,q, G2,q+1 ≥ G2,q

Шаг 6. Оценка характеристик прогнозной модели E1, E2, G1, G2  
на тестовой выборке

E1 ≤ Eзадан, E2 ≤ Eзадан

КОНЕЦ

Изменение 
   K, Fгр, n

  Умень-
шение N

Нет

Нет

Да

Да



ИНФОРМАЦИОННО
УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ № 2, 201436

МОДЕЛИРОВАНИЕ СИСТЕМ И ПРОЦЕССОВ

размерность аттрактора. При этом используется 
корреляционная размерность [9]
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характеризующий вероятность того, что две точ-
ки на фазовой траектории динамической систе-
мы будут находиться друг от друга на рассто-
янии, не превышающем заданного;  — задан-
ное расстояние между парой точек в N-мерном 
фазовом пространстве; Sk, Sj — векторы состо-
яния динамической системы из начала коорди-
нат к точкам фазовой траектории с номерами k, j; 
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— функция Хевисайда; 

m — число точек фазовой траектории. Для опре-
деления расстояния  между парами точек 
в N-мерном фазовом пространстве при вычисле-
нии показателя С часто используют евклидову 
метрику

 

и скорректированную евклидову метри-
ку, при которой евклидово расстояние между па-
рами точек нормируется на размерность фазово-
го пространства N.

Корреляционная размерность (3) получает 
широкое практическое применение в нелиней-
ной динамике и входит в семейство размерностей 
Реньи (в это же семейство входят размерность 
Хаусдорфа — Безиковича, информационная раз-

мерность и др.). При значительном времени на-
блюдения за объектом можно полагать, что
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На практике для приближенного расчета по-
казателя C() используется формула [9, 10]

 
2 1

0 1

2
1

( ) .
( )

m m

k j
k j k

C
m m

 

  
     

   S S            (4)

Расчет значений C() по формуле (4) основывает-
ся на определении числа точек фазовой траектории, 
расстояние между которыми меньше заданной ве-
личины или равно ей. Значения C() рассчитыва-
ются для различных значений . Полученная зави-
симость в логарифмическом масштабе отображает-
ся на координатной сетке, причем по оси абсцисс 
откладываются значения ln(), а по оси ординат  —
значения ln(С()). При малых значениях  данная 
зависимость имеет линейный участок. Указанная 
процедура повторяется для различных значений 
размерности фазового пространства N. Предел 
полученной величины при устремлении размер-
ности фазового пространства N в бесконечность 
(на практике N изменяют в диапазоне 1  N  10) 
является корреляционной размерностью D.

Вид в трехмерном пространстве аттрактора 
исследуемой динамической системы получен по 
отсчетам анализируемого телеметрического па-
раметра в отсутствие (рис. 2, а)  и при наличии 

  Рис. 2.  Аттрактор исследуемой динамической системы, полученный по исходным (а) и сглаженным (б) значе-
ниям параметра
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(рис. 2, б) сглаживания и исключения аномаль-
ных отсчетов.

Логарифмические зависимости показателя С 
от заданного расстояния  при различных раз-
мерностях фазового пространства N (рис. 3) по-
зволяют определить по сглаженным значениям 
временного ряда максимальное значение кор-
реляционной размерности аттрактора: D = 2,7. 
Кривые соответствуют значениям N = 1, 2, …, 14; 
с увеличением размерности N кривые С() опу-
скаются ниже.

На шаге 3 определяется необходимое для ре-
конструкции аттрактора динамической системы 
число точек временного ряда М. Существуют 
приблизительные оценки данной величины, на-
пример M  Mmin = 10+D, где D — размерность 
аттрактора;  = 2,  = 0,4 — эмпирические па-
раметры [12]. При М < Mmin малое число точек 
не позволит правильно определить размерность 
аттрактора и описать его аналитически. Более 
того, при малом числе точек траектория дина-
мической системы может не иметь аттрактора 
и восприниматься как случайная. В рассматри-
ваемом случае, применительно к анализируемо-
му параметру, условие выполняется: M  10 000, 
Mmin = 1203.

На шаге 4 проводится визуальный анализ се-
чений аттрактора (сечений Пуанкаре), который 
может помочь при поиске размерности простран-
ства вложения для построения модели вида (1). 
В результате такого анализа можно получить до-
полнительную априорную информацию о слож-
ности аттрактора динамической системы [9]. Это 
бывает необходимо в случае различного рода на-
ложений и складок фазового пространства, кото-
рые имеют место в реальных системах и влияют 
на величину корреляционной размерности, опре-
деляемой выражением (3).

На шаге 5 осуществляется определение раз-
мерности пространства вложения N и построение 
модели вида (1) с полиномами степени n. В соот-
ветствии с теоремой Такенса для определения 
размерности пространства вложения N необхо-
димо использовать следующее соотношение [9]:

2 1.N D                                  (5)

Однако для реальных динамических систем, 
параметры которых содержат шум и искаже-
ния, оценка (5) является завышенной, и для 
сильно зашумленных рядов при выборе N целе-
сообразно ограничиться ближайшим к D сверху 
целым числом. Исходя из этого для рассматри-
ваемого примера получены две оценки размер-
ности пространства вложения: нижняя оценка 
Nmin = 3 и верхняя оценка Nmax = 7. В результа-
те экспериментальных исследований установ-
лено, что при N = Nmax существует риск полу-
чить плохой прогноз на тестовой выборке, а при 
N = Nmin имеет место малое время упреждения 
прогноза. Поэтому целесообразно выбирать сред-
нее значение размерности пространства вложе-
ния N = (Nmax + Nmin)/2. Для рассматриваемого 
примера соответствующее значение размерности 
пространства составляет N = 5.

Для найденного значения размерности фа-
зового пространства N строится модель вида (1) 
с использованием метода наименьших квадра-
тов. На обучающей реализации оцениваются ее 
характеристики E1, E2, G1, G2.  Полученные на 
очередной q-й итерации алгоритма значения E1q, 
E2q, G1q, G2q показателей E1, E2, G1, G2 сравни-
ваются со значениями E1q–1, E2q–1, G1q–1, G2q–1, 
полученными на предыдущей итерации, и путем 
изменения степени полиномов n в правой части 
уравнений модели (1), а также параметров ал-
горитмов исключения аномальных отсчетов K 
и сглаживания Fгр осуществляется поиск усло-
вий оптимизации этих характеристик в соответ-
ствии с выбранными критериями.

На шаге 6 полученная на обучающей реа-
лизации прогнозная модель проверяется на те-
стовой реализации. Если характеристики про-
гноза удовлетворяют заданным условиям (E1, 
E2  Eзадан), работа алгоритма заканчивается. 
В противном случае необходимо уменьшить раз-
мерность пространства вложения N и повторить 
шаги 5 и 6 заново. Для рассматриваемого приме-
ра при N = 5 были найдены оптимальная степень 
полиномов в правой части уравнений модели (1) 
n = 2; оптимальные значения параметров алго-
ритмов исключения аномальных отсчетов и сгла-
живания K = 1, Fгр = 0,25Fд, где Fд — частота дис-
кретизации параметра.

Прогнозные модели получены на тестовой ре-
ализации телеметрического параметра Umgso ис-
следуемой динамической системы в дискретном 

  Рис. 3.   Логарифмические зависимости показате-
ля С от заданного расстояния  при различ-
ных размерностях фазового пространства 
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времени i (интервал дискретизации t = 3 мин) 
без сглаживания (рис. 4, а) и со сглаживанием 
(рис. 4, б). Приведенные результаты показывают, 
что разработанная прогнозная модель позволяет 
получить удовлетворительный краткосрочный 
прогноз анализируемого телеметрического пара-
метра (E1 = 0,05; G1 = 0,92; E2 = 0,005; G2 = 0,99) 
на время упреждения T = 15 мин и может быть ис-
пользована для многошагового прогноза на время 
упреждения T = 30 мин. Дальнейшее увеличение 
времени упреждения в рассмотренном случае ведет 
к значительному ухудшению качества прогноза.

Заключение

Рассмотренный алгоритм создания прогноз-
ных моделей динамических систем по результа-
там анализа их параметров ТС является одним из 

аналитических подходов к синтезу нелинейных 
прогнозных моделей. Данный алгоритм может 
быть использован при обработке измерительной 
информации, характеризующей ТС сложных 
технических систем, а также на этапе создания 
систем со сложной динамикой функционирова-
ния. В последнем случае построение прогнозной 
модели позволяет оценить динамические свой-
ства создаваемой системы и определить кри-
тические значения некоторых параметров. Эта 
информация дает возможность избежать необхо-
димости полного перебора всех возможных зна-
чений и уменьшить тем самым время на создание 
системы. Особенно это важно при больших объ-
емах измерительной информации, что имеет ме-
сто, например, при испытаниях и в ходе летной 
эксплуатации объектов ракетно-космической 
техники. 
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  Рис. 4.  Зависимость значений прогнозных 1 и исходных 2 (а), прогнозных 1 и сглаженных 3 (б) отсчетов параме-
тра ТС от номера отсчета
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Purpose: Development of a predictive model of state of a non-linear dynamic system on the basis of reconstruction of its phase 
space. Results: There has been formulated general problem definition of predicting a state of a dynamic system on the basis of attractor 
reconstruction (a limit set of points) of its phase space using a system of discrete mapping of observed parameters. There has been 
developed a reconstruction algorithm of phase space of a dynamic system according to time series of one of its parameters which includes 
splitting  initial time sampling in training and test samples as well as their preliminary processing; assessment of phase space dimension; 
definition of an amount of time series points required for attractor reconstruction; the analysis of attractor sections; determination of 
dimension and creation of a predictive model in a form of a system of discrete displays; optimization of model and its testing. There has 
been given an example of a predictive model of a telemetric parameter of the spacecraft onboard dynamic system. For the given example 
time of prediction anticipation has been defined and possibilities of preliminary processing of analyzed time series have been shown 
using algorithms of exception of abnormal values and smoothing. Practical significance: Reconstruction of phase space of a dynamic 
system allows to evaluate parameters of a synthesized predictive model and to accelerate the solution of the problem of optimization of its 
characteristics. The obtained algorithms and the model have been used in a software complex for processing of telemetric information. 

Keywords — Dynamic System, Predictive Model, Phase Space, Attractor, Telemetric Information.
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