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Постановка задачи: проблема восстановления значений измерений по косвенным данным актуальна в техниче-
ской диагностике тогда, когда отсутствует возможность прямого измерения и контроля данных. Пять классически сред-
них: арифметическое, геометрическое, гармоническое, квадратическое, контргармоническое — это часто встречаемые 
в технике, науке и быту средние. Ранее найденные инвариантные соотношения этих средних были получены для случая 
двух измерений. Целью данной работы является вывод инвариантных соотношений классических средних от трех изме-
рений, а также решение обратной задачи поиска самих измерений по известным средним. Методы: составлены систе-
мы уравнений; последовательно исключены неизвестные переменные; рассмотрено влияние априорной информации 
об измерениях. Результаты: выведены инвариантные соотношения для каждой тройки из пяти средних от трех аргумен-
тов. Решена задача восстановления измерений по известным средним величинам. Обе задачи решены для двух ви-
дов априорной информации: измерения — соседние члены прогрессии или нет. Выведенные формулы восстановления 
измерений по средним величинам представлены в таблицах. Практическая значимость: выведенные инвариантные 
соотношения, связывающие каждые три из пяти классических средних, могут оказаться полезными в технической диа-
гностике и при обработке результатов косвенных измерений. 

Ключевые слова — классические средние, инвариантные соотношения, средние от трех измерений, прямая 
задача о средних, обратная задача о средних.

Введение

В математике и технике известно много сред-
них величин. Их исследованию посвящены ра-
боты [1–12]. Самыми распространенными яв-
ляются пять классических средних: арифмети-
ческое A, геометрическое G, гармоническое H, 
квадратическое Q, контргармоническое C. Фор-
мулы этих средних для случая трех аргумен-
тов a, b, c:
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Среднее арифметическое имеет наибольшее 
распространение как в научной деятельности, 
в технике, в промышленности, так и в быту. 

Среднее геометрическое применяется в при-
кладной статистике при нелинейной шкале из-
мерений, в теории автоматического регулирова-
ния при анализе быстродействия систем управ-
ления. 

Среднее гармоническое равно обратному сред-
нему арифметическому от обратных величин. 
Оно применяется в расчетах средней скорости, 
средней продолжительности жизни, средней це-
ны продукции при известных объемах продаж 
и в других случаях.

Среднее квадратическое применяется в тео-
рии вероятностей и математической статистике 

при определении дисперсии и среднеквадратиче-
ского отклонения.

Среднее контргармоническое находит приме-
нение в цифровой обработке изображений для 
устранения шумов типа «соль» и «перец». 

В статье рассматриваются две задачи — поиск 
инвариантных соотношений (ИСО) между сред-
ними и решение обратной задачи теории измере-
ний для случая малых выборок. 

Первая задача сводится к поиску выражений, 
связывающих три различных средних из пяти (*). 
Выражения представляют собой полином, кото-
рый включает в себя средние. В зависимости от 
априорной информации в него может войти и из-
вестное измерение, например a.

Вторая задача — она же обратная к первой — 
состоит в восстановлении значений измерений {a, 
b, c} по известным значениям трех средних из 
пяти (*) и выражения ИСО, связывающего по-
следние. 

Решение обеих задач зависит от априорной ин-
формации об измерениях {a, b, c}. Все задачи ре-
шаются для n = 3 измерений.

Два случая вывода 
инвариантных соотношений

Для поиска инвариантных соотношений, как 
правило, задается априорная информация. Рас-
смотрим два случая информации этого рода. 

В основе первого случая лежит допущение о том, 
что значение одной величины из набора {a, b, c}, 
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например a, определяется, а две другие — изме-
няются. 

Алгоритм отыскания ИСО для этого случая 
выглядит следующим образом:

1) берем выражения для трех из пяти сред-
них (*) (всего 10 вариантов); 

2) исключив из этих выражений измерения b, 
c, получаем соотношения, которые инвариантны 
к исключенным измерениям. 

Например, взяв первые три из средних (*), 
можно записать

3A = a + b + c; G3 = abc; 

H(ab + bc + ac) = 3abc.

Выразив из первого и второго уравнений b и c: 

b = 3А – с – a, 
3

,
G

c
ab

 и подставив их в третье,

получаем соотношение, не зависящее от исклю-
ченных измерений:

–3Ha2A + Ha3 – HG3 + 3aG3 = 0.

Это соотношение выполняется при любых 
значениях b и c, т. е. оно является инвариантом. 
Поступая аналогичным образом для оставшихся 
троек средних, взятых из (*), находим еще девять 
ИСО. Все они представлены в табл. 1. 

Заметим, что в табл. 1 ИСО тройки (A, G, C) об-
разуются из тройки (A, G, Q), а пятая (A, H, C) — 
из четвертой (A, H, Q) подстановкой выражения 
тройки (A, Q, C).

Второй случай априорной информации 
имеем, если известно некоторое функциональ-
ное соотношение, связывающее три измеряе-
мые величины. В общем случае оно имеет вид 
f(a, b, c) = 0. Далее мы ограничимся рассмотре-
нием случая, когда априорно известно, что вели-
чины {a, b, c} являются соседними членами ариф-
метической, геометрической или гармонической 
прогрессии.

Формулы, связывающие измеряемые величи-
ны для этих трех прогрессий, имеют вид: 

— арифметическая прогрессия: a = b – q; b, c = 
= b + q, q = 1, 2, 3…; 

— геометрическая прогрессия: a = b/q; b, c = 
= aq, q = 1.1, 1.2, 1.3…;

— гармоническая прогрессия: 
1
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Алгоритм отыскания ИСО в этом случае вы-
глядит так:

1) выбираем формулы одной из трех ранее опи-
санных прогрессий для операции  замены пере-
менных;

2) берем тройку из пяти средних (*) (всего воз-
можны десять комбинаций) и вносим в нее для 
измерений-аргументов {a, b, c} принятую на пре-
дыдущем шаге замену переменных;

3) из полученной тройки выражений, последо-
вательно исключая аргументы a, q (или b, q, или 
с, q), получаем соотношение, инвариантное к ис-
ключенным аргументам.  

Приведем примеры для набора средних (A, G, 
H) при разной априорной информации.

Пример 1. Пусть априори известно, что изме-
рения {a, b, c} образуют арифметическую прогрес-
сию. В этом случае выражения для средних (A, 
G, H) приобретают вид

A = a + q; G3 = a(a + q)(a + 2q); 
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Исключение переменных a и q из получившей-
ся системы дает ИСО:

2HA3 + HG3 – 3AG3 = 0,

где A — среднее арифметическое; G — среднее ге-
ометрическое; H — среднее гармоническое.

  Таблица 1. Инвариантные соотношения при заданном a

Тройка средних Инвариантные соотношения

(A, G, H) Ha3 – 3HAa2 – HG3 + 3G3a = 0

(A, G, Q) –2a3 + 6Aa2 – (3Q2 – 9G2)a + 2G3 = 0

(A, G, C) 2a3 – 6Aa2 + (9A2 – 3CA)a – 2G3 = 0

(A, H, Q) 2a3 – 6Aa2 + (9A2 – 3Q2)a – 3HA2 + HQ2 = 0

(A, H, C) 2a3 – 6Aa2 + (9A2 – 3CA)a – 3HA2 + HCA = 0

(A, Q, C) Q2 – CA = 0

(G, H, Q) H2a6 – 3H2Q2a4 – 2H2G3a3 + 9G6a2 – 6G6Ha + G6H2 = 0

(G, H, C) H2a6 – H2Ca5 + (–2H2G3 – 3G3HC)a3 + (CH2G3 + 9G6)a2 – 6G6Ha + G6H2 = 0

(G, Q, C) 2C2a3 – 6CQ2a2 + (9Q4 – 3C2Q2)a – 2C2G3 = 0

(H, Q, C) 2C2a3 – 6CQ2a2 + (9Q4 – 3C2Q2)a + HQ2C2 – 3HQ4 = 0
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  Таблица 2. Инвариантные соотношения, получаемые при образовании тройкой измерений {a, b, c} арифметиче-
ской прогрессии

Тройка средних Инвариантные соотношения

(A, G, H) –2HA3 – HG3 + 3AG3 = 0

(A, G, Q) –3AQ2 + 5A3 – 2G3 = 0

(A, G, C) –3CA2 + 5A3 – 2G3 = 0

(A, H, Q) –3HA2 + Q2H – 3AQ2 + 5A3 = 0

(A, H, C) –3HA + CH – 3AC + 5A2 = 0

(A, Q, C) Q2 – AC  = 0

(G, H, Q) 50G9 – 12G2Q4G3 + 4H3Q6 – 15HQ2G6 – 27H3G6 = 0

(G, H, C) 50G6 – 9H2G3C – 2H3C3 – 12HC2G3 – 27H3G3 = 0

(G, Q, C) 2C3G3 + 2Q4C2 – 5Q6 = 0

(H, Q, C) 5Q4 – 3Q2C2 – 3Q2CH + HC3 = 0

  Таблица 3. Инвариантные соотношения, получаемые при образовании тройкой измерений {a, b, c} геометриче-
ской прогрессии

Тройка средних Инвариантные соотношения

(A, G, H) G2 – HA = 0

(A, G, Q) 2AG + Q2 – 3A2 = 0

(A, G, C) 2G + C – 3A = 0

(A, H, Q) –4A3H + Q4 – 6Q2A2 + 9A4 = 0

(A, H, C) –4HA + C2 + 9A2 – 6AC = 0

(A, Q, C) Q2 – CA = 0

(G, H, Q) –Q2H2 – 2HG3 + 3G4 = 0

(G, H, C) –HC – 2HG + 3G2 = 0

(G, Q, C) C2 + 2CG – 3Q2 = 0

(H, Q, C) 4CQ2H – C4 + 6C2Q2 – 9Q4 = 0

  Таблица 4. Инвариантные соотношения, получаемые при образовании тройкой измерений {a, b, c} гармониче-
ской прогрессии

Тройка средних Инвариантные соотношения

(A, G, H) –H3 + 3AH2 – 2G3 = 0

(A, G, Q) –Q6 + 9A2Q4 – 27A4Q2 + 27A6 + 6G3Q2A – 18A3G3 + 4G6 = 0

(A, G, C) 4G6 + 6CA2G3 – 18A3G3 – C3A3 + 9C2A4 – 27CA5 + 27A6 = 0

(A, H, Q) 3A2 – 3AH – Q2 + H2 = 0

(A, H, C) 3A2 – 3AH + H2 – CA = 0

(A, Q, C) Q2 – CA = 0

(G, H, Q) 4G6 – 3Q2H4 – 2G3H3 + H6 = 0

(G, H, C) 4G6 – (2CH2 + 2H3)G3 + H6 – CH5 = 0

(G, Q, C) 4C6G6 + (6C5Q4 – 18C3Q6)G3 + 9C4Q8 – 27Q10C2 + 27Q12 – C6Q6 = 0

(H, Q, C)

При замене
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Пример 2. Пусть известно, что измерения {a, b, 
c} являются соседними членами геометрической 
прогрессии: b = aq, c = aq2. Тогда выражения для 
средних (A, G, H) имеют вид

3A = 2a + aq + q2; G3 = a2q(a + q2);

 
   




   

2 2

2 2 2

3
.

a q a q
H

a q aq a q a a q

Исключив из получившейся системы перемен-
ные a и q, получаем ИСО:

G2 – HA = 0.

Пример 3. Аналогичные действия при апри-
орной информации о гармонической прогрессии 
измерений {a, b, c} позволяют из системы
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получить следующее инвариантное соотноше-
ние: 

–H3 + 3AH2 – 2G3 = 0.

Проделав подобные выкладки для всех десяти 
троек средних, получаем  результаты, приведен-
ные в табл. 2–4. В них измерения {a, b, c} образу-
ют арифметическую, геометрическую и гармони-
ческую прогрессии соответственно. 

Обратим внимание, что ИСО для тройки сред-
них A, Q, C во всех случаях совпадают. 

Обратная задача

Как было сказано ранее, обратная задача о трех 
средних от трех измерений {a, b, c} состоит в вос-
становлении самих значений измерений по из-
вестным значениям трех из пяти средних (*) 
и заданному выражению ИСО, связывающему 
последние.

Аналогично прямой задаче, в обратной тоже 
можно выделить два случая в зависимости от ви-
да априорной информации. Решения обратной 
задачи позволяют либо выразить одно среднее 
через другие по заданному ИСО (первый слу-
чай), либо отыскать значения измерений {a, b, c} 
по известным значениям тройки средних (вто-
рой случай).

В первом случае обратная задача формулиру-
ется таким образом: по известному измерению 
и известным двум средним найти третье среднее. 

Для ее решения воспользуемся ИСО, при-
веденными в табл. 1. Например, из ИСО 
Ha3 – 3HAa2 – HG3 + 3G3a = 0 могут быть выве-

дены формулы для расчета среднего арифметиче-
ского, гармонического, геометрического:
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Во втором случае обратная задача формули-
руется так: по известным значениям двух сред-
них величин от трех измерений {a, b, c}, образу-
ющих некоторую прогрессию, найти сами значе-
ния измерений. 

Алгоритм восстановления измерений содер-
жит следующие шаги:

1) из пяти средних (*) берем одну пару (всего 
возможно 10 пар);

2) в выбранной паре средних выполняем заме-
ну переменных. Тройку аргументов-измерений 
{a, b, c} преобразуем в соответствии с априори за-
данной прогрессией; в получаемом выражении 
присутствуют две переменные: аргумент прогрес-
сии q и аргумент-измерение, например b;

3) из полученной системы уравнений исклю-
чаем одну из переменных (допустим, это q или b);

4) решая образовавшееся уравнение относи-
тельно оставшейся в нем переменной, находим ее 
значение.

Пример 4. 
Из набора пар средних: (A, G), (A, H), (A, Q), (A, 

C), (G, H), (G, Q), (G, C), (H, Q), (H, C), (Q, C) — вы-
бираем первую пару. Выполняем замену в паре 
согласно априори известной арифметической про-
грессии измерений: A = a + q, G3 = a(a + q)(a + 2q). 
Выражаем q через a из первого уравнения и, под-
ставив во второе, решаем относительно a полу-
ченное уравнение: 

–G3 – Aa2 + 2A2 = 0.

Его решением будет

 
 

26 6
2

.
A CA
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Найденное значение a позволяет найти q и два 
остальных измерения b и c:

2
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Поступая аналогично, находим результаты 
для случаев, когда измерения {a, b, c} образуют 
геометрическую или гармоническую прогрессию. 
Решение также зависит от того, в каком поряд-
ке извлекались переменные-измерения {a, b, c} 
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из исходной тройки средних. Часть полученных 
результатов, учитывающая очередность удале-
ния переменных и вид априорной информации, 
приведена в табл. 5.

Заключение

В статье рассмотрены задачи поиска инвари-
антных соотношений между средними и восста-
новление измерений по известным средним в слу-
чае малых выборок. 

  Таблица 5. Решение обратной задачи для пары средних (A, G), если измерения {a, b, c} образуют арифметиче-
скую и геометрическую прогрессии 

Пара средних Решение исключением q Решение исключением a

(A, G) 

Арифметическая 

прогрессия

Замена: q = A – a 

Выражение: G3 + Aa2 – 2A2

Решение:

3 3

,
A G

a A
A


 

 
b = A,

3 3

,
A G

c A
A


 

 

3 3A G
q

A


 

Замена: a = A – q
Выражение: Aq2 + G2 – A3 = 0 

Решение:

3 3

,
A G

a A
A


 

 
b = A,

3 3

,
A G

c A
A


 

 

3 3A G
q

A


 

(A,G) 

Геометрическая 

прогрессия

Замена: 

3 3 2

2

3

3

G a Aa
q

Aa

 


Выражение: –a2 + (3A – G)a – G2 
Решение:

2 2

2

3 9 6 3
,

G
q

A G A GA G


   

2 23 9 6 3

2
,

A G A GA G
a

   
 b = G,

2

2 2

2

3 9 6 3

G
c

A G A GA G


   

Замена:

 
2

3

1

A
a

q q


 

Выражение: –Gq2 + (3A – G)q – G
Решение:

2 23 9 6 3

2
,

A G A GA G
q

G

   


2

2 2

2

3 9 6 3
,

G
a

A G A GA G


   
b = G,

2 23 9 6 3

2

A G A GA G
c

   


При решении первой задачи найдены инвари-
антные соотношения для различных троек сред-
них от трех измерений при наличии и отсутствии 
априорной информации. При решении второй за-
дачи получены выражения для расчета неизвест-
ных измерений {a, b, c} по известным значениям 
трех средних (обратная задача теории измерений). 

Полученные формулы сведены в таблицы. 
Они могут оказаться полезными в технической 
диагностике и при обработке результатов косвен-
ных измерений. 
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Purpose: The problem of recovery of measurement values based on implicit data is relevant in technical diagnostics when it is 
impossible to carry out direct measurement and data control. The following five classic averages – arithmetic, geometrical, harmonious, 
quadratic and counter-harmonious – are often used in technology, science and life. Invariant relations of these averages found earlier 
have been received for the case of two measurements. The goal of this paper is to deduce on the invariant relations of the given classical 
averages for the case of three measurements as well as to solve an inverse problem of searching measurements based on known averages. 
Methods: There have been compiled equation systems; then there has been consecutive exception of unknown variable; consideration of 
influence of aprioristic information on measurements. Results: Invariant relations have been deduced for each three of five classical 
averages of three measurements. There have been solved the problem of measurements recovery based on known averages. There have 
also been solved problems of two types of aprioristic information: whether measurements are members of progression or not. The 
deduced formulae of measurements recovery by averages formulas are represented in tables. Practical relevance: The deduced invariant 
relations connecting each three of five classical averages can be useful in technical diagnostics and at processing results of indirect 
measurements. 

Keywords — Classical Averages, Invariant Relations, Average from Three Measurements, Direct Problem of Averages, Reverse 
Problem of Averages.
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