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Постановка проблемы: для систем массового обслуживания с бесконечным числом приборов отсутствует деталь-
ное исследование аналогов пороговому характеру оптимальных дисциплин обслуживания, установленных для систем 
массового обслуживания с конечным числом неоднородных приборов. В то же время модели систем с бесконечным 
числом приборов дают удовлетворительное описание вычислительных узлов с многопоточностью.  Целью работы явля-
ется выявление порогового характера оптимальной дисциплины управления системами с бесконечным числом при-
боров переменной производительности, зависящей от числа требований в системе. Методы: для описания процесса 
обслуживания применяются методы процессов с дискретным временем и счетным числом состояний. При описании 
выходящего потока используется авторегрессионная схема. Результаты: в приближении процессов с дискретным вре-
менем выведены уравнения авторегрессии и скользящего среднего для описания входящего и выходящего потоков 
процесса обслуживания. При этом предполагается, что порядок окончания выполнения требований совпадает с по-
рядком их поступления на выполнение. Для проверки гипотезы о существовании оптимальной дисциплины управления 
очередью проводятся имитационные эксперименты. При проведении экспериментов интенсивность входящего потока 
принимала значения как меньше, так и больше производительности системы при выполнении только одного требова-
ния. Имитационные эксперименты показали зависимость среднего времени пребывания требования в системе от 
разрешенной величины очереди и интенсивности входящего потока. Таким образом, принцип повышения произво-
дительности заключается в том, что при заданной интенсивности потока требований однозначно определяется нижняя 
граница для величины очереди, начиная с которой производительность системы не растет. Практическая значимость: 
предложенные математическая и имитационная модели можно применять для изучения одно- и многофазных систем 
с различным распределением времени выполнения требований и различными законами падения производительности. 

Ключевые слова — система массового обслуживания, бесконечное число приборов, управляемый марковский 
процесс, качество обслуживания, имитационная модель.

Введение

Модели однопроцессорных систем с распре-
делением процессорного времени по задачам из-
учаются с 70-х годов прошлого столетия [1, 2]. 
Задачи исследования времени отклика, времени 
выполнения операций решаются в рамках си-
стем массового обслуживания (СМО) M | M | 1 PS, 
которые обобщают системы M | M | 1  на уровне 
дисциплины обслуживания заявок тем, что пред-
усмотрены циклы, охватывающие буфер с очере-
дью задач и центральный процессор. Таким обра-
зом, для обработки заявки выделяется системное 
время, по окончании которого заявка переходит 
в режим ожидания, пока обрабатываются другие 
заявки.  В работах [3, 4] изучены такие характе-
ристики качества СМО M | M | 1 PS, как среднее 
время ожидания и среднее время выполнения. 
Кроме того, математические модели таких задач 
близки к моделям задач управления транспорт-
ными потоками [5]. Модели управляемых слу-
чайных процессов и цепей находят применение 
при решении ряда других вопросов, связанных 
с организацией работы вычислительных средств, 
например, обработки информации, оптимально-
го обмена данными. 

Модели типа M | G | 1 и M | G | c, в том числе 
с учетом простоев приборов, изучены в рабо-

тах [6–11], где рассматривается как детермини-
рованный, так и стохастический процесс пре-
рываний. Другой цикл работ [12, 13] посвящен 
исследованию систем типа M | G | , в том числе 
с внешним марковским управлением, которые 
моделируют широкий класс систем от телеком-
муникационных до биологических. 

Однако довольно мало исследований в рамках 
моделей управляемых марковских систем или уп-
равляемых СМО для систем M | M | 1 PS, M | G | c, 
M | G | , т. е. проблема оптимального управления 
для систем класса M | G |  является актуальной. 

Задача оптимального управления СМО с K > 2 
неоднородными приборами при различных пред-
положениях относительно входного потока тре-
бований (пуассоновского, рекуррентного, марков-
ского) и распределений длительностей их обслу-
живания (показательных, эрланговских или фа-
зового типа) подробно изучена в работах [14–16]. 
Показано [14], что оптимальная дисциплина 
обслуживания требований в системе с K при-
борами фиксированной суммарной производи-
тельностью M = 1 + … + K (1 > 2 > … > K) 
с ожиданием и конечной очередью по критерию 
минимизации среднего числа требований  в си-
стеме имеет пороговый характер. Суть дисципли-
ны обслуживания порогового типа заключается 
в том, что относительно критерия «среднее время 
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пребывания требования в системе» оптимальная 
дисциплина определяет для каждого состояния 
системы x = (q, d1, …, dK), где q — длина очере-
ди; di = 1, если i-й прибор включен, и di = 0, ес-
ли i-й прибор выключен, значение qj

*(x) = q*(x) 
порога длины очереди  q, начиная с которого 
(qj

*(x)  q*(x), q(x) — длина очереди в состоянии x) 
включается прибор j с наибольшей производи-
тельностью из оставшихся выключенных прибо-
ров. Значение порога qj

*(x) включения j-го прибо-
ра  определяется соотношением
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При этом система описывается управляемыми 
случайными процессами; для функции потерь 
в задаче оптимизации используется уравнение 
Беллмана. В работе [17] вычислены различные 
характеристики производительности СМО с не-
однородными приборами при различных дисци-
плинах занятия приборов.

В то время как описанные выше многолиней-
ные СМО являются адекватной моделью работы 
узла сети передачи данных, модель вычисли-
тельного узла слабо проработана в рамках теории 
управляемых СМО.

В настоящей работе проводится исследование 
типа оптимального управления системой M | M |  
в предположении, что производительность си-
стемы по выполняемому требованию зависит от 
числа уже выполняемых требований в системе. 
Для системы строится стохастическая модель 
процесса в дискретном времени как приближе-
ние к однородным управляемым марковским 
процессам с непрерывным временем, конечны-
ми пространствами состояний и управлений и 
аддитивным функционалом потерь. При этом 
используется модель авторегрессии и скользя-
щего среднего [18]. Приближение дискретного 
времени позволяет сформулировать основные 
уравнения системы и проанализировать прост-
ранства решений, а также использовать имита-
ционное моделирование для исследования по-
ведения системы. Возможность построения мо-
делей СМО в приближении непрерывного или 
дискретного времени подробно обсуждается в ра-
боте [19].

Математическая и имитационная 
модели системы M | M |  
с очередью переменной длины

Будем считать, что поведение системы описы-
вается случайным процессом. На вход в систему 
подается однородный поток требований с интен-
сивностью(t). В системе предусмотрена очередь 
ограниченной длины r. Дисциплина обслужи-

вания: требования из очереди принимаются на 
выполнение в том случае, если система свободна 
или очередь полностью заполнена в момент по-
ступления нового требования в систему. Величи-
ны  r, d1, d2, …, dn… — параметры управления; 
L(r) — накладные расходы на содержание очереди 
длины r в системе; производительность системы 
(n) — количество требований, обрабатываемых 
в единицу времени при условии, что в системе об-
рабатывается n требований, требования начали 
обрабатываться в один и тот же момент времени 
и время выполнения требования распределено 
по показательному закону. Пусть (n) имеет вид 
(n) =  + (n)–1 при n  1, не зависит от числа тре-
бований в очереди и не является случайной вели-
чиной при фиксированном значении n. Введем для 
дальнейшего изложения обозначение (1) = 0. 
Входящий поток опишем процессом восстанов-
ления, а именно введем случайную величину 
Sk = T1 + … + Tk, где Sk есть время поступления 
k-го требования в систему; величина k — слу-
чайная, зависящая от времени; Ti — незави-
симые одинаково распределенные экспоненци-
ально величины. Введем случайную величину 
Qk — время окончания выполнения k-го требо-
вания. 

Введем предположения:
1) порядок окончания выполнения требований 

совпадает с порядком их поступления в систему;
2) величина (n) не является случайной вели-

чиной при фиксированном значении n.
Пусть tk — момент поступления k-го требова-

ния из очереди на выполнение. Выражение 

d 1( )
k

kt

t t


 =ò

определяет для k-го требования, поступившего 
в момент времени tk, момент времени его выпол-
нения k(Qk = k). Производительность системы 
(t) — случайный скачкообразный процесс с раз-
рывами в точках ti и j такой, что (t) = (nt), где 
nt — случайная величина — число обрабатывае-
мых требований в системе. Таким образом, вре-
мя выполнения i-го требования зависит от слу-
чайных моментов времени поступления входя-
щих требований в процессе его выполнения и 
моментов времени окончания выполнения требо-
ваний в интервале времени выполнения i-го тре-
бования. При этом наличие очереди не предпола-
гается. 

В случае если верно предположение 1, момент 
времени окончания выполнения k-го требования 
будем определять из уравнения 

1
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k

t

t t k
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Уравнение (1) можно переписать в терминах 
случайных величин Sk и Qk следующим образом:

1
:

,n n k k
k S t k nk

Q n S S Q   
£ <

= - + - +å å        (2)

где n =  – Nt + (n – 1);  — падение произво-
дительности при поступлении требования в си-
стему; — возрастание производительности при 
окончании выполнения требования.

В том случае если допускаетсяk > j при k<j, 
то уравнение (1) перепишется в виде
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где Gt — число выполненных требований к мо-
менту времени t.

При этом выражение (2) заменится на выра-
жение

1
: :

,
k k

n n t k k
k S t k Q t
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= - + - +å å       (4)

где n =  – Nt + Gt; Qn  t.
Если предположить случайный характер вре-

мени обслуживания в расчете на одно требова-
ние, то выражения (2), (4) преобразуются к виду

1
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Для оценки статистических характеристик 
случайной последовательности Qk, определяе-
мой выражением (2), требуется это выражение 
преобразовать к модели авторегрессии и сколь-
зящего среднего с «белым шумом» и дать стати-
стическую оценку математического ожидания, 
среднеквадратичного отклонения и функции ко-
вариации. При этом аналитическая постановка 
задачи фильтрации, описывающей преобразо-
вание входящего потока в выходящий поток, за-
труднена. 

В настоящей работе задача расчета величины 
очереди рассматривается в среде имитационного 
моделирования AnyLogic Professional 6.4.1, т. е. 
воспроизводится процесс преобразования входя-
щего потока в выходящий поток и подбирается 
оптимальное значение очереди, минимизирующее 
среднее время пребывания требования в системе.

Для проведения экспериментов, подтвержде-
ния адекватности построенной модели и полу-
ченных результатов были приняты следующие 
параметры модели и их значения:

1) интенсивность потока требований (задач) 
требования (lambda) от 0,04 до 0,06 с шагом 0,01; 

2) кортеж требований (l_value) от 1500 до 2500 
с шагом 500 (ограничивает количество поступае-
мых требований в систему); 

3) вместимость очереди (n_queue) от 1 до 50 
с шагом 1 (ограничивает максимальное количе-
ство требований, находящихся в очереди);

4) закон падения производительности (table1). 
Значения зависимости количества одновременно 
обслуживаемых требований от времени их вы-
полнения задаются в табличной форме, после чего 
производится экстраполяция. Исходные значения 
нами были получены с помощью эксперимента: 
производился запуск архивации файла и замер 
времени выполнения этой операции. Затем экспе-
римент проводился для двух файлов одинакового 
объема одновременно. Далее количество файлов 
на параллельную архивацию увеличивали. 

Реализованы параметрические статистические 
оптимизационные эксперименты. Проводилось 
усреднение по серии более 100 экспериментов для 
каждого набора параметров. Вычислялось ми-
нимальное значение очереди по критерию мини-
мального среднего времени обслуживания требо-
ваний в системе с учетом пребывания требований 
в очереди.

Данная система (рис. 1) построена на стандарт-
ных элементах и классах библиотеки Enterprise 
Library пакета имитационного моделирования 
AnyLogic Professional 6.4.1.

  Рис. 1. Схема модели системы в пакете AnyLogic Professional 6.4.1

l_value           n_queue           lambda            table1

Source SelectOutput

Queue
Enter1 Enter

Seize
Work Release Exit

ResourcePool
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Для моделирования объекта Source взят стан-
дартный класс Entity, который модифициро-
ван добавлением уникального идентификатора 
заявки и начального времени обслуживания за-
явки. Поток заявок является пуассоновским, 
table1.get(0) задает время обслуживания заявки 
для одной выполняемой заявки в системе. 

Объект SelectOutput направляет входящие 
требования в один из двух выходных портов 
в зависимости от выполнения заданного усло-
вия. Поступившее требование покидает объект 
SelectOutput в тот же момент времени и посту-
пает в очередь (queue) при условии, что в данный 
момент времени существует нагрузка на систе-
му (resourcePool.busy()) и очередь не заполнена 
(queue.canEnter()). Если же очередь заполнена, то 
первое стоящее в очереди требование поступает 
на обработку (Enter1.take()), а текущее требова-
ние становится в очередь. В противном случае, 
если система не нагружена, требование отправ-
ляется на обслуживание (seize). Объект Queue мо-
делирует очередь требований. Вместимость дан-
ного объекта задается параметром n_queue. 

Требования покидают объект только путем вы-
зова функции removeFirst(). Enter1 —  техниче-
ский элемент модели, служащий для маршрути-
зации требований из очереди (queue) на обслужи-
вание с помощью функции take(). ResourcePool за-
дает набор ресурсов, которые могут захватываться 
и освобождаться требованиями с помощью объек-
тов Seize, Release. В данной модели используется 
моделирование ресурса как числа (а не отдельного 
объекта), что позволяет получать с помощью мето-
да resourcePool.busy() текущее количество одно-
временно обслуживаемых требований в каждый 
дискретный момент времени. 

Попадая на обслуживание в объект Seize, оче-
редное требование захватывает с собой ресурс 
и освобождает его только после обслуживания. 
Реализация данного элемента позволяет моде-
лировать многопоточность обслуживания требо-
вания и перерасчет времени обслуживания для 
каждого требования. 

Seize захватывает для требования заданное 
количество ресурсов определенного типа. При 
захвате ресурса требование мгновенно покидает 
этот объект. Для моделирования процесса (эф-
фекта) падения производительности при увели-
чении количества одновременно выполняемых 
требований был реализован следующий алго-
ритм при выходе требования из объекта: 

1. Изымаются все требования, находящиеся 
на обслуживании в данный момент, со значением 
времени, необходимым до конца обслуживания 
(work.getRemainingTime()).

2. Время обслуживания каждого требования 
(delay) пересчитывается с учетом коэффициента 
падения производительности.

3. Рассчитывается время обслуживания теку-
щего требования из расчета текущей производи-
тельности системы. 

4. Все требования отправляются на обработку 
одновременно (enter) с заново рассчитанными па-
раметрами.

Enter — технический объект модели, служит 
либо для поступления требований с пересчитан-
ными параметрами времени обслуживания, изъ-
ятых в момент поступления, либо для выхода 
требования из обслуживания. 

Элемент Work построен на основе стандартно-
го элемента Delay. Задерживает требование на 
заданный период времени, тем самым моделируя 
время обслуживания требования. Данное время 
задается параметром требования delay. При этом 
данный объект позволяет задерживать множе-
ство требований одновременно. Ограничения по 
вместимости нет. 

Объект Release освобождает после обслужи-
вания требования захваченное им количество 
ресурсов, тем самым изменяется производитель-
ность системы. Соответственно, необходим пере-
счет времени обслуживания требований, нахо-
дящихся в текущий момент на обслуживании. 
Рассматриваемый процесс был реализован с по-
мощью следующего алгоритма: 

1. Изымаются все требования, находящиеся 
на обслуживании в данный момент, со значением 
времени, необходимым до конца обслуживания 
(work.getRemainingTime()).

2. Время обслуживания каждого требования 
(delay) пересчитывается с учетом коэффициента 
падения производительности.

3. Все требования отправляются на обработку 
одновременно (enter) с заново рассчитанными па-
раметрами.

4. Если система является не нагруженной 
(resourcePool.busy()=0) и существуют требования 
в очереди на обслуживание (queue.size()!=0), то 

  Рис. 2. Зависимость среднего времени  пребыва-
ния требования в системе от разрешенной 
величины буфера для значений интенсив-
ности входящего потока: 1 —  = 0,04; 
2 —  = 0,05; 3 —  = 0,06; 0= 0,066
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очередное требование из очереди отправляется 
на обслуживание. 

Объект Exit служит для учета времени окон-
чания обслуживания требования. 

Результаты проведенных экспериментов, пред-
ставленных на рис. 2, позволяют высказать ги-
потезу о существовании для значений /0  1 ве-
личины очереди (емкости буфера) rb(, ), мини-
мизирующей функцию критерия «среднее время 
пребывания требования в системе». Дисперсия 
случайной величины также минимизируется, 
начиная с порогового значения очереди rb.

Заключение

Предложенная модель позволяет использо-
вать в качестве управляющего параметра длину 
очереди требований, ожидающих обработку, в за-
висимости от интенсивности потока заявок и за-
кона падения производительности.

Дальнейшее исследование rb(, ) для системы 
необходимо проводить для значений  / 0 > 1 +, 
проводить расчет среднего времени пребывания 
требования в очереди, вводить функцию потерь, 
учитывающую затраты на содержание очереди.
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Purpose: For queuing systems with infinite servers, there is no detailed study of the analogues of the threshold nature of the optimal 
policy queueing systems established for queuing systems with non-homogeneous infinite servers. At the same time, the model systems 
with infinite servers provide a satisfactory description of the computing nodes with multi-threading. The aim of this study is to discover 
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the threshold nature of optimal policy control queueing systems for infinite servers with the performance of a server depending on the 
amount of the requests in the system. Methods: To describe queuing, we use processes with discrete time and a finite number of states. 
In describing the outgoing flow, an autoregressive scheme is used. Results: An approach was proposed to the solution of the basic 
equations of the model. A simulation experiment was carried out to test the hypothesis of the threshold nature of queue management. 
In the approximation of the processes with discrete time, equations of autoregression and moving average were derived to describe the 
incoming and outgoing flows of the queueing process. It is assumed that the order of closure compliance coincides with the order in which 
they are received to be performed. To test the hypothesis of the existence of an optimal queueing discipine, simulation experiments were 
conducted. In the experiments, the intensity of the incoming flow took values both less and greater than the performance of the system, 
meeting only one requirement. The simulation experiments showed that the mean time a requirement spends in the system depends on 
the allowed queue size and the intensity of the incoming stream. Thus, to improve the performance for a given flow rate, we need to 
uniquely determine the lower bound for the queue value, starting from which the performance of the system does not grow. Practical 
relevance: The proposed mathematical and simulation models can be used for studying single and multi-phase systems with various 
distributions of run-time requirements and various patterns of productivity drop.

Keywords — Queueing Systems, Infinite Servers, Markov Decision Processes, Servering Quality, Simulation Model.
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