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Введение

Нечеткое управление различного рода техни-
ческими объектами в настоящее время получило 
достаточно широкое распространение, прежде 
всего, в тех приложениях, где применение мето-
дов классической теории автоматического управ-
ления осложнено трудностью создания адекват-
ных математических описаний. Разработанные 
нечеткие контроллеры в ряде случаев обеспечи-
вают качество управления, не уступающее клас-
сическим регуляторам [1–5].

Основные алгоритмы нечеткого управления

Среди известных алгоритмов нечеткого управ-
ления наиболее распространены алгоритмы Мам-
дани, Сукамото, Ларсена, которые основаны на 
правилах нечеткого условного вывода (ПНВ), 
образующих базу знаний нечеткого контроллера.

Независимо от вида алгоритма все они содер-
жат следующие этапы:

1) фаззификацию, когда устанавливается со-
ответствие между числовыми значениями вход-
ных переменных и определенными для них лин-
гвистическими значениями;

2) поиск в базе знаний нечеткого контролле-
ра подходящего правила или правил нечеткого 
управления;

3) обработку ПНВ, которая включает в себя 
свертку условий в условной части правил и фор-
мирование нечеткого вывода (вычисление им-

пликации). Если при формировании управления 
предполагается использование нескольких пра-
вил, то формируется интегральный вывод;

4) дефаззификацию — преобразование нечет-
кого вывода в числовое значение для формирова-
ния управляющего воздействия.

Этапы 1, 2, 4 выполняются во всех алгоритмах 
аналогично, а различие между ними заключает-
ся лишь в формировании нечеткого вывода.

Поскольку именно третий этап является пред-
метом рассмотрения настоящей работы, то оста-
новимся на нем более подробно, взяв за основу ал-
горитм Мамдани. Отметим, что алгоритмы Сука-
мото и Ларсена отличаются от алгоритма Мамда-
ни только в части формирования управляющего 
воздействия.

Рассмотрим упрощенный вариант, когда 
в управлении используются две входные пере-
менные x и y, для которых определены лингви-
стические значения:

Lx = {Ai, i = 1, ..., N}, Ly = {Bj, j = 1, ..., M}, кото-
рым соответствуют нечеткие множества с фун-
кциями принадлежности ( ), ( ), ,

i jA B xx y x Uμ μ Î   
,yy UÎ  где Ux, Uy — универсальные множества.

Положим для простоты N = 4, M = 3 (рис. 1). 
Нечеткий вывод представлен лингвистическими 
значениями Lz = {Сk, k = 1, …, K}, (K = 3).

Пусть управление осуществляется по пра-
вилам:

P1: если <x = A2> и <y = B2>, то <z = C2>;

P2: если <x = A3> и <y = B3>, то <z = C3>.   (1)
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Согласно алгоритму Мамдани (аналогично для 
Сукамото и Ларсена), сначала выполняется сверт-
ка условий в левой части правил и вычисляются 
соответствующие функции принадлежности:

μ μ μ
2 21 ( ) ( );A Bx y= Ç

 μ μ μ
3 32 ( ) ( ).A Bx y= Ç  (2)

Сложность состоит в том, что операция пересе-
чения определена для нечетких множеств, задан-
ных на одном и том же универсальном множест-
ве. В нашем случае это условие не выполняется. 
Поэтому в известных алгоритмах операция пере-
сечения заменяется операцией min, которая вы-
полняется не над соответствующими функциями 
принадлежности, а над их так называемыми 
синглтонами, т. е. значениями соответствующих 
функций принадлежности при конкретных зна-
чениях входных переменных, поступающих на 
вход системы в момент времени t (см. рис. 1).

На рисунке
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где xt, yt — текущие значения входных пере-
менных.

На наш взгляд, в этом решении есть несколько 
недостатков.

По существу на данном наборе значений вход-
ных переменных многокритериальная задача сво-
дится к однокритериальной. Правило Р1 приво-
дится к виду

P1: если<x = A2>, то <z = C2>, а Р2 – P2: 

 если <y = B3>, то <z = C3>. (5)

Очевидно, что это — другие правила и вообще 
другая ситуация управления.

Первое правило в некоторых пределах прак-
тически не реагирует на изменение второй вход-
ной переменной, пока a1 ≤ b1. В какой-то мере си-

туацию спасает наличие второго правила, но все 
равно это обстоятельство скажется на качестве 
управления. Аналогичные соображения можно 
высказать и в отношении правила Р2 (5). Очевид-
но, что это же будет иметь место и при большем 
числе условий в левой части правил управления.

Кроме того, указанные выше алгоритмы не 
способны различить ситуации, представленные, 
например, наборами правил:

если <x = A2> и <y = B2>, то <z = C2>;

если <x = A3>, то если <y = B3>, то <z = C3>;  (6)

если <x = A3> и <y = B3>, то <z = C3>;

если <x = A2>, то если <y = B2>, то <z = C2>.  (7)

Нетрудно показать, что в обеих ситуациях (6), 
(7) будет принято одно и то же решение. Это из-
вестный недостаток алгоритма Мамдани. Следу-
ет отметить, что правила вида (6), (7) использова-
лись в работе самого Мамдани [5]. Необходимо 
также отметить, что в указанных алгоритмах 
в определенной мере теряется влияние вида фун-
кции принадлежности (рис. 2). Особенно это про-
является в алгоритме Сукамото, где итоговое ре-
шение вычисляется как взвешенное: Z* = (a1z1

* + 
+ b2z2

*)/(a1 + b2).
На рисунке, где показано три варианта фун-

кций принадлежности нечетких множеств, пред-
ставляющих вывод, видно, что для любой симме-
тричной функции принадлежности решение бу-
дет одним и тем же, так как значения z1

* и z2
* оста-

ются неизменными независимо от вида функций 
принадлежности. Можно ожидать, что это отри-
цательно скажется на качестве управления. Для 
дополнительного доказательства этого положе-
ния рассмотрим ситуацию, когда все нечеткие 
множества, представляющие переменные ПНВ, 
определены на одном и том же универсальном 
множестве. На рис. 3, а представлен результат 
выполнения традиционного алгоритма Мамда-
ни, когда операция пересечения заменена опера-
цией min над синглтонами, на рис. 3, б — если ис-
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 � Рис.  1. Обработка правил нечеткого вывода по ал-
горитму Мамдани

 � Рис.  2. Иллюстрация отсутствия влияния вида 
функции принадлежности на вывод в алго-
ритме Сукамото
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пользуются пересечения нечетких множеств. Ре-
зультат дефаззификации (решение или сигнал 
управления) для рис. 3, а — 4,58, для рис. 3, б — 
3,2. Различия в результатах очевидны и состав-
ляют около 30 %. Конечно, это искусственная си-
туация, но она нужна только как демонстрация 
возможных различий.

В замкнутых системах управления эти недо-
статки в какой-то мере устраняются именно за 
счет обратной связи, что позволяет строить нечет-
кие контроллеры. Однако в разомкнутых систе-
мах результаты не всегда получаются удовлетво-
рительными. При этом надо отметить, что если 
для управления используется только одно прави-
ло, то указанные недостатки только усугубляют-
ся. Кроме того, применение этих алгоритмов в за-
дачах многокритериального альтернативного вы-
бора может дать противоречивые результаты [6].

Вернемся к алгоритму Мамдани. Ограничим-
ся рассмотрением одного правила, например Р1, 
результат обработки которого запишем следую-
щим образом:

 μ μ μ μ
2 2 2

( ) [ ( ) ( )].r C A Bz x y= Ç Ç  (8)

Нетрудно показать, что это соотношение мо-
жет быть представлено в виде

 μ μ μ μ μ
2 2 2 2

[ ( ) ( )] [ ( ) ( )].r C A C Bz x z y= Ç Ç Ç  (9)

Соотношение (9) указывает на то, что нет необ-
ходимости выполнять свертку критериев в услов-
ной части ПНВ. Импликацию можно вычислять 
для каждого критерия, а свертку выполнять над 
частными импликациями. Таким образом можно 

обеспечить участие каждого критерия в форми-
ровании нечеткого управления. Конечно, пока 
остается нерешенной проблема вычисления пере-
сечений множеств, стоящих в квадратных скоб-
ках соотношения (9).

Кроме простых правил вида (1) могут исполь-
зоваться более сложные:

если <x = A> и <y = B>, 

 то если <z = C> и <q = D>, то <p = H>; (10)

если <x = A> и <y = B>, 

 то <z = C>, иначе <z = D>. (11)

Согласно алгоритму Мамдани, для правила 
(10) может быть записано соотношение

 μ1 = [(μAÇμB )]Ç[(μCÇμD)ÇμH], (12)

которое можно переписать и так:

μ1 = μAÇ[(μC ÇμH)Ç(μDÇμH)]ÇμBÇ[(μCÇμH)Ç(μDÇμH)],

т. е. все опять сводится к вычислению частных 
импликаций.

Правило (11) можно записать следующим обра-
зом [7]:

[( ) ] [( ) ].A B C A B DÇ ® Ç Ç ®

Учитывая доказанные соотношения (6), (7), 
получим

[( ) ] [( ) ]

[( ) ( )] [( ) ]

[( ) ( )] [( ) ( )],

A B C A B D

A C B C A B D

A C B C A D B D

Ç ® Ç Ç ® =

= Ç Ç Ç Ç È Ç =

= Ç Ç Ç Ç Ç È Ç

что также подтверждает возможность отказа от 
свертки критериев в условной части правил вида 
(10) и (11).

Кроме этого, следует рассмотреть еще одну си-
туацию, которая может возникнуть при обработ-
ке ПНВ (рис. 4).

Пусть имеется правило: если <x = A> и <y = B> 
и <z = С>, то <h = D>, при этом все нечеткие мно-

 � Рис.  3. Нечеткий вывод: а — по традиционному ал-
горитму Мамдани с использованием сингл-
тонов (a1-, b1-, a2-, b2-синглтоны); б — по ал-
горитму Мамдани с использованием опера-
ции пересечения (– – – — результат вывода)
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жества в условной части правила определены на 
одном и том же универсальном множестве.

На рисунке нетрудно видеть, что попытка по-
строить свертку условий на основе операции пе-
ресечения приведет к получению пустого множе-
ства. Поэтому в известных алгоритмах операция 
пересечения опять же заменяется на операцию 
min, выполняемую не над нечеткими множества-
ми, а над синглтонами. Результатом этой опера-
ции будет значение a1. Недостатки этого подхода 
мы уже обсуждали ранее. Переход на вычисле-
ние частных импликаций позволяет предложить 
следующее решение. Построим из элементов услов-
ной части ПНВ группы, включающие все воз-
можные комбинации нечетких множеств, даю-
щие непустые пересечения (см. рис. 4) (AÇC) ≠ 0, 
(BÇC) ≠ 0, и вычислим частные импликации для 
этих групп (AÇC)ÇD, (BÇC)ÇD.

При обработке ПНВ кроме импликации Мам-
дани часто используется импликация Лукасеви-
ча [8], которая, например, для правила Р1 запи-
шется в виде

μ μ μ μ μ μ
μ μ μ μ μ μ

1 1 1 1
1
( ) ( )

( ) .
A B C A B C

A B C A B C

m = Ç - Ç + = Ç Ç + =
= Ç È + = È + (13)

Действуя аналогично, можно доказать спра-
ведливость равенств

μ μ μ μ1 1 1( ) ,A c A Cm = Ç - + = +  

2 1 1( ) .B C B Cm μ μ μ μ= Ç - + = +

Можно показать, что

μ μ μ μ μ μ μ1 2 ( ) ( ) ,A C B C A B Cm mÈ = + È + = È +

т. е. объединение импликаций Лукасевича, вы-
численных отдельно для нечетких множеств А 
и В, совпадает с импликацией, вычисленной по 
соотношению (11), что также указывает на то, что 
в случае применения импликации Лукасевича 
нет необходимости выполнять свертку критериев 
в условной части ПНВ.

Импликация Заде для простого правила «если 
А, то В» вычисляется по формуле max[min(μA, 
μB), 1 – μA]. Для правила Р1 (1) импликация Заде 
будет вычисляться по формуле max[min(μAÇB, μC), 
1 – μAÇB]. Запишем эту формулу несколько иначе:

μ μ μ
μ μ μ μ μ μ μ

μ μ μ μ μ μ
μ μ μ μ μ μ
μ μ μ μ μ μ

μ μ μ μ μ μ μ
μ μ μ

1
1

max[min( , ), ]
[( ) ] ( ) [( ) ]

[( ) ]
[( ) ( )] ( )
( ) [( ) ( ]

[( ) ( )] [(
) ( )].

A B C A B

A B C A B A B C

A B A B C A B

A C B C A B

A B A C B C

A A C B C B A
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Ç Ç

Ç

Ç
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= Ç Ç È - = Ç Ç È

È = Ç Ç È Ç =
= Ç Ç Ç Ç È =
= È È Ç Ç Ç =

= È Ç Ç Ç È È Ç
Ç Ç Ç

И, наконец, для классической нечеткой им-
пликации для правила Р1max[1 – μAÇB, μC] при 
μAÇB ≥ μС получим

1

1

)

max[ , ]

[( ) ] [ ]
( ) ( ).

A B C

A B C A B C

A B C A c B C

μ μ

μ μ μ μ μ μ
μ μ μ μ μ μ μ

Ç- =

= - Ç È = Ç È =
= È È = È È È

Проведенный выше анализ показывает, что 
для наиболее распространенных вариантов обра-
ботки ПНВ можно отказаться от выполнения 
свертки критериев в условной части, выполняя 
расчет частных импликаций для каждого из кри-
териев, и затем выполнять необходимые преобра-
зования над этими частными импликациями. 
На наш взгляд, в этом есть одно существенное 
достоинство, состоящее в том, что здесь сохраня-
ется участие всех критериев условной части ПНВ 
в его обработке. Определенным недостатком яв-
ляется то, что процедура обработки ПНВ полу-
чается более громоздкой, что, конечно, потребу-
ет больших вычислительных затрат. Однако сов-
ременная элементная база не критична к подоб-
ного рода усложнениям. В случае программной 
реализации этот недостаток вообще малосуще-
ственен.

Отметим, что полученные результаты не явля-
ются окончательным решением задачи, а только 
обеспечивают возможности для дальнейшей мо-
дификации существующих алгоритмов обработ-
ки ПНВ.

Вернемся к одному из правил вида (1), на-
пример:

P1: если <x = A1> и <y = B1>, то <z = C1>.

Как было показано выше, результатом его об-
работки будет нечеткое множество с функцией 
принадлежности

 μ1 = [μC1(z)ÇμA1(x)]Ç[μC1(z)ÇμB1(y)]. (14)

Поскольку нечеткие множества А1, В1, С1 при-
надлежат различным универсальным множест-
вам, то вычисление соответствующих пересече-
ний в соотношении (14) по определению невоз-
можно. Известно использование цилиндриче-
ских продолжений [7] для вычисления конъюн-
ктивных форм, но для управления техническими 
объектами оно достаточно сложное.

В работе [6] была предложена новая операция 
над нечеткими множествами, которая первона-
чально была названа геометрической проекцией 
нечетких множеств. Это название было признано 
неудачным из-за близости по названию с опера-
цией проекции нечетких множеств, поэтому 
было предложено новое название «тень нечетких 
множеств» Sh(A, B). Определим эту операцию 
следующим образом.
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Тень нечеткого множества À  на нечеткое мно-
жество Â  должна удовлетворять следующим усло-
виям:

1)  Sh( , )À Â  — нечеткое множество;
2)   Sh( , ) ;À À À=
3)  Sh( , ) ,A B = Æ  если хотя бы одно из множеств 

À  или Â  пустое или множества À  и Â  ортого-
нальны.

Процедуру построения тени нечеткого множе-
ства À  на нечеткое множество Â  определим сле-
дующим образом (рис. 5):

Sh ( , ) { [ ( ), ( )] / [ , ( )]},A BA B y x y x f yj j μ μ ¢= =
 

    (15)

где 
μ
μ





[ ( )]
( )

[ ( )]
B

A

CG x
f y y

CG y
=  — проекционная функция; 

[ ( )], [ ( )]B ACG x CG yμ μ
 

 — координаты центров тя-
жести фигур, ограниченных функциями принад-
лежности μ μ

 

( ), ( );A By x  j — функционал, зада-
ющий вид преобразований над функциями при-
надлежности.

Смысл этой операции состоит в том, что в за-
висимости от взаимного расположения нечетких 
множеств и, соответственно, угла наклона проек-
ционной прямой изменяется «тень» одного нечет-
кого множества, накладываемая на другое. Этим 
будет определяться степень взаимодействия оце-
нок понятий, представляемых нечеткими мно-
жествами.

Нечеткое множество  ,À  которое проецирует-
ся на другое нечеткое множество Â, назовем 
источником тени. Нечеткое множество ,Â  на ко-
торое проецируется тень нечеткого множества  ,À  
назовем приемником тени.

Тени типа min и max будут иметь место, если 
j = min и j = max соответственно:

μ μ
 

 Shmin( , ) {min[ ( ), ( )] / , ( )};A BA B y x y x f y¢ ¢= =
  
(16)

μ μ
 

 Shmax( , ) {max[ ( ), ( )] / , ( )}.A BA B y x y x f y¢ ¢= =
  
(17)

Обратная тень
1Sh ( , ) { [ ( ), ( )] / , ( )}.B AB A x y x y f xj j μ μ- ¢ ¢= =

 

 

Более подробно свойства этой операции рас-
смотрены в работах [6, 9].

В случае использования этой операции для 
управления техническими объектами примени-
тельно к алгоритмам Мамдани и Сукамото она 
была несколько видоизменена в части определе-

ния проекционной функции 
μ



[ ( )]
( ) ,B

t

CG x
f y y

y
=  

где yt — текущее значение переменной y (рис. 6).

Для нечеткого правила условного вывода 
вида (1)

если <x = A> и <y = B> то <z = C>, 

получим μ1 = Shj(А, C)ÇShj(В, C).
Графическая иллюстрация вывода представле-

на на рис. 7. Нетрудно видеть, что в данном случае 
сохраняется влияние каждого из условий на ре-
зультирующий вывод и, кроме того, будет учтен ха-
рактер используемых функций принадлежности.

И наконец, следует отметить, что предложен-
ный метод обработки импликации свободен от 

 � Рис.  5. Геометрическое представление операции 
«тень нечеткого множества»

y

xx′

y′

1
β

A
∼

( )B xµ 

(    )B x′µ 

( )B xµ 

( )B xµ 

( )A yµ 

(    )A y′µ 

( )A yµ  /y /x

 � Рис.  7. Вывод с использованием операции «тень 
нечетких множеств» (– – – — результиру-
ющее нечеткое множество)

 � Рис.  6. Реализация операции Sh(A, B) с учетом ре-
зультата фаззификации входной перемен-
ной (——— функция принадлежности, по-
лученная после фаззификации перемен-
ной y = yt; – – – — функция принадлежно-
сти нечеткого множества, представляюще-
го Sh(A, B)) 
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еще одного недостатка импликации Мамдани, 
состоящего в том, один и тот же результат по-
лучается для различных по логике условных 
правил. Как уже отмечалось, для правил eсли 
<х = А> и <у = B>, то <z = C> и если <х = А>, то 
если <у = В>, то <z = C>, будет получен один и тот 
же результат.

Если реализовать эти правила через операцию 
Sh, то для первого правила получим Shj(B, C)Ç 
Ç Shj(A, C), для второго — Shj[A, Shj(B, C)].

Нетрудно показать, что Shj(B, C)ÇShj(A, C) ≠ 
≠ Shj[A, Shj(B, C)].

Рассмотрим возможности и результаты практи-
ческого применения описанных выше подходов 
к решению задачи управления техническими объ-
ектами. В качестве объекта управления для прове-
дения исследования была выбрана установка для 
нагрева жидкостей, так как объект данного типа 
является классическим примером САУ в теории 
управления, а также идеологически соответствует 
принципам нечеткого управления (сложная при-
рода процессов и в то же время простая и понят-
ная логика управления объектом) [10]. Упрощен-
ная схема САУ представлена на рис. 8.

Обоснованием этого варианта является нали-
чие, во-первых, стратегий управления, доказав-
ших свою работоспособность, во-вторых, апробиро-
ванной модели, реализованной в среде MatLab [11].

Бак с теплой водой разделяется на несколько 
отсеков, переменный поток холодной воды F2 
проходит последовательно отсеки и покидает бак 
в последнем отсеке. Холодная вода нагревается 
в теплообменнике, в котором течет по трубам пе-
ременный поток горячей воды F1 с температурой 
90 °С. Задача состоит в поддержании постоянной 
температуры воды в одном из отсеков и, по воз-
можности, в сохранении постоянства потока F2 
посредством регулирования динамических зна-
чений F1 и F2.

В среде Simulink программного комплекса 
MatLab построена модель (рис. 9) в соответствии 
со структурой, представленной в работе [10], 
где объект управления описывался соотношени-

ем Q(s) = a1H1(s)F1 – a2H2(s)F2, где a1, a2 — весо-
вые коэффициенты; 

τ τ1 1 2 2
1 2

1 21 1
exp( ) exp( )( ) , ( ) .k s k s

H s H s
T s T s

- -
= =

+ +

Исходные данные для создания нечеткого регу-
лятора были взяты из работы [10] с целью сопостав-
лять получаемые результаты более обоснованно.

Диапазон изменения величин:
— поток горячей воды F1 = 0,5 ÷ 42;
— поток холодной воды F2 = 1 ÷ 18;
— заданное значение температуры нагрева 

+45 °С.
Результаты сравнительного моделирования 

стандартного и модифицированного алгоритмов 
Мамдани представлены на рис. 10, а, б и в таблице.

 � Рис.  10. Переходные процессы (а) и временные ди-
аграммы изменения ошибки (б) в системе: 
1, 2 — стандартный и модифицированный 
алгоритмы Мамдани; 3, 4 — стандартный 
и модифицированный алгоритмы Сукамото � Рис.  8. Схема САУ

 � Рис.  9. Модель САУ
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Интегральная оценка ошибки:
стандартный алгоритм Мамдани: 

2000

1
0

d 8423 C( );I Q t t= = ° ×ò
модифицированный алгоритм: 

2000

2
0

d 5912 C( );I Q t t= = ° ×ò

стандартный алгоритм Сукамото: 
1000

1
0

d 1882 C( );I Q t t= = ° ×ò  

модифицированный алгоритм: 

1000

2
0

d 1790 C( ).I Q t t= = ° ×ò

Нетрудно видеть, что модифицированный алго-
ритм дает заметно лучшее качество управления.

Заключение

Предложенная в статье модификация алго-
ритмов управления на основе ПНВ обеспечивает 
более высокое качество управления, чем тради-
ционные алгоритмы. Это объясняется тем, что 
в процессе управления сохраняется влияние всех 
управляющих переменных, входящих в услов-
ную часть правил управления.

 � Результаты сравнительного моделирования стан-
дартных и модифицированных алгоритмов Мамда-
ни и Сукамото

Параметр
Стандартный 

алгоритм
Модифицированный 

алгоритм

Мамдани Сукамото Мамдани Сукамото

Время регу- 
лирования, с 
(точность 5 %)

1660 410 810 340

Перерегулиро-
вание, %

5,5 0 3,4 0
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