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Введение

В физике и технике спектральные методы 
и приборы принадлежат к числу наиболее рас-
пространенных, и в настоящее время нет види-
мых причин, которые бы привели к изменению 
этого положения. Анализ гармонического спек-
тра относится к числу важнейших физических 
измерений, особенно при исследовании сигналов 
оптического диапазона, где динамика функций 
источников может быть изучена только посред-
ством выполнения спектроскопических измере-
ний, поскольку исследование оптических сигна-
лов как функций времени с помощью осциллогра-
фической техники не представляется возможным.

Среди приборов для научных исследований ап-
паратура гармонического анализа занимает особое 
место: техника спектроскопии развивается в тече-
ние многих лет очень высокими темпами, более 
быстрыми, чем в других областях физического экс-
перимента и анализа. Поэтому результатом разви-
тия техники спектроскопии является целый ряд 
методов анализа гармонических спектров и широ-
чайшая номенклатура спектральных приборов. 

Огромная роль аппаратурного гармоническо-
го анализа в современной науке и технике и вы-
сокий уровень развития спектрального приборо-
строения требуют хорошо разработанной теории 
спектральных измерений, а дальнейший про-

гресс науки и техники требует разработки новых 
методов и принципов измерения спектров дина-
мических сигналов, особенно оптического диапа-
зона, а также интерпретации результатов спек-
тральных измерений. 

Данная статья посвящена исследованию осо-
бенностей измерений оптических спектров, в част-
ности теоретическому описанию параллельного 
анализа спектра с помощью резонансных систем 
методами матричного анализа. 

Постановка задачи анализа спектра 
в оптическом диапазоне

Анализ спектра оптического излучения отно-
сится к одному из двух основных классов обрат-
ных задач в оптике, целью которых является по-
лучение информации о временных изменениях, 
т. е. о динамике функций источников или вре-
менных частотных спектрах [1]. Иными словами, 
речь идет об измерении спектров колебательных 
явлений оптического диапазона. Измерительный 
процесс является видом информационного про-
цесса, поэтому измеряемые величины и функции 
должны описываться в терминах теории вероят-
ностей, и спектральный прибор здесь рассматри-
вается как детерминированная система под сто-
хастическим воздействием, при этом моделью 
анализируемого сигнала является гармонизуе-
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мый случайный процесс, представимый в форме 
интеграла Фурье — Стилтьеса: 
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где  — временная угловая частота; F() — про-
извольная монотонно неубывающая функция ар-
гумента . 

Случайному процессу (1) соответствует одно-
родная плоская стохастическая скалярная вол-
на, в реальных условиях усеченная по простран-
ственным координатам: 
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где V̂  — оператор перехода от колебательного про-
цесса к волне [2]; Fxy — апертурная диафрагма, 
выполняющая пространственное усечение одно-
родной плоской волны; z — расстояние, пройден-
ное волной; c — скорость распространения волны.

Волна (2) несет информацию о динамике функ-
ций источников, т. е. является носителем спек-
троскопической информации. Представление но-
сителя спектроскопической информации в опти-
ческом диапазоне в форме скалярной однородной 
плоской волны полностью соответствует общим 
принципам оптической спектрометрии [3, 4].

Важнейшей задачей спектрометрии является 
установление связи между математическим и фи-
зическим спектром, получаемым с помощью из-
мерительной спектральной аппаратуры [5]. В слу-
чае стохастического анализируемого сигнала воз-
можно два пути решения этой задачи. Первый 
путь заключается в установлении связи вход-
выход спектрального прибора при воздействии слу-
чайного процесса [6]. Второй путь состоит в ис-
следовании обработки реализации случайного 
процесса спектральным прибором и представлен 
в данной работе.

В общем случае случайная спектральная функ-
ция F() в соотношении (1) не является дифферен-
цируемой. Примером может служить стационар-
ный случайный процесс, который хорошо описы-
вает оптические колебания большинства источни-
ков. В условиях реального физического экспери-
мента время T взаимодействия изучаемого про-
цесса и измерительного прибора всегда ограниче-
но. Поэтому анализируемые сигналы должны рас-
сматриваться как финитные, в частности, как ре-
зультат усечения во времени некоторого другого 
случайного процесса Y(t) большей длительности:
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где t — характеристическая функция проме-
жутка [t1, t2]; T = t2 – t1.

Финитный нестационарный случайный про-
цесс XT(t) также является гармонизуемым и пред-
ставим в форме интеграла Фурье — Стил-
тьеса [7]: 
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Случайная спектральная функция Z() в соот-
ношении (4) дифференцируема почти наверное, 
т. е. на всем множестве реализаций существует 
с вероятностью единица комплексная случайная 
спектральная функция [7]
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В условиях реального физического экспери-
мента одна из реализаций kS() ансамбля (5) яв-
ляется математическим спектром, который сле-
дует связать со спектром физическим. Спектраль-
ной реализации kS() соответствует реализация 
k(t) нестационарного случайного процесса (3):
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где 
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— реализация комплексной спектральной функ-
ции из ансамбля (5), которая, являясь преобразо-
ванием Фурье реализации случайного процесса 
k(t), т. е. математическим спектром, подлежит 
дальнейшей обработке спектральным прибором.

Реализации случайного процесса k(t) соответ-
ствует волновой пучок с однородным плоским 
фронтом: 
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Волновой пучок (8) падает на спектральный 
прибор с апертурой Fxy, выдающий спектроско-
пическую информацию о динамике функции ис-
точников, т. е. о спектральных функциях оптиче-
ских колебаний. Эта информация извлекается 
непосредственно из волны (8) и проявляется на 
выходе фотодетекторов. В этом заключается су-
щественное отличие действия спектральных 
приборов оптического диапазона — волновых 
анализаторов [8] от анализаторов спектра радио-
сигналов, где в качестве анализируемых сигна-
лов рассматриваются колебательные явления 
в форме электрического тока или напряжения, 
в частности, формируемые с помощью приемной 
антенны.
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Аналитические методы спектрометрии 
в радио- и оптическом диапазонах

Спектрометрия — это область физики и тех-
ники, разрабатывающая методы и теорию из-
мерения спектров, в рамках которой, как от-
мечалось выше, должна быть установлена связь 
между математическим и физическим спектром. 
Спектрометрия объединяет разделы приклад-
ной спектроскопии, метрологии и теории линей-
ных систем.

Связь между математическим и физическим 
спектром можно установить, опираясь на методы 
теории линейных систем. Основной задачей тео-
рии линейных систем является установление 
связи между входом и выходом системы и в связи 
с этим определение ее исчерпывающей характе-
ристики. 

В теории систем существует два подхода к опи-
санию системы — микро- и макроподход. Микро-
подход предполагает, что известна структура си-
стемы, а макроподход рассматривает систему как 
«черный ящик». В теории спектральных измере-
ний спектральный прибор, рассматриваемый 
в рамках макроподхода, осуществляет линейное 
преобразование, которое в общем виде дается вы-
ражением

 ( ) ( ),y Lx =


 (9)

где L


 — линейный оператор; x(), y() — вход 
и выход линейной системы соответственно. 

Соотношение (9) имеет весьма общий характер 
и не может быть применено к описанию передачи 
сигнала линейной системой. В 1935 г. Дж. фон Ней-
ман сформулировал проблему представления ли-
нейного оператора в (9) в форме интегрального:
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где ядро g(, ), функция-прообраз x() и отобра-
жение y() являются абстрактными функциями 
абстрактных аргументов. 

Решение этой проблемы на математическом 
уровне строгости было получено только к середи-
не 70-х годов [9]. До этого времени предлагались 
различные эвристические методы получения ин-
тегрального оператора (10). Один из них предло-
жен [10] для описания действия оптического спек-
трального прибора, у которого входом и выходом 
являются энергетические спектральные функции:

 d( ) ( ) ( ) ,f x a x x x x
¥

-¥
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где f() — спектральное распределение интенсив-
ности излучения, полученное экспериментально 

с помощью реального спектрального прибора; 
a() — аппаратная функция — реакция спек-
трального прибора на монохроматическое излу-
чение, являющаяся исчерпывающей характери-
стикой спектрального прибора; () — функция, 
описывающая истинное распределение энергии 
по спектру.

С помощью соотношения (11) описывается дей-
ствие всех спектральных приборов оптического 
диапазона, несмотря на присущие ему серьезные 
недостатки, к числу которых относятся следу-
ющие. Во-первых, как отмечалось выше, это со-
отношение получено эвристически, во-вторых, не 
определено понятие () истинного распределения 
энергии по спектру, в-третьих, под аргументами 
x и x понимаются длина волны, частота и коор-
динаты в плоскости спектра либо координаты на 
записи спектра [10], т. е. величины различной 
физической размерности.

Теория линейных систем является дисципли-
ной математической и требует строгого вывода со-
отношения, устанавливающего связь вход-выход 
линейной системы, в частности, спектрального 
прибора. В связи с этим вопрос о представлении 
линейного оператора в форме интегрального был 
пересмотрен [11, 12]. В результате была матема-
тически корректно установлена заново основная 
интегральная связь теории линейных систем 
в форме (10), при этом был определен математиче-
ский смысл аппаратной функции в форме дей-
ствия линейного ограниченного оператора L


 на 

-функцию:

 ( , ) ( ),A L    ¢ ¢= -


 (12)

где A(, ) — аппаратная функция линейной си-
стемы.

Роль аппаратной функции имеет исключи-
тельное значение в теории как линейных систем, 
так и оптических спектральных приборов в част-
ности. Аппаратная функция как реакция спек-
трального прибора на монохроматическое излу-
чение позволяет определить важнейшую харак-
теристику спектрального прибора — его разре-
шающую способность. 

Смысл аппаратной функции как характери-
стики спектрального прибора, являющегося ли-
нейной системой, требует уточнения. Речь идет 
об однозначном определении аргументов x и x 
в соотношении (11). Математической основой тео-
рии спектральных измерений является гармони-
ческий анализ (теория интегралов Фурье), где 
вводится понятие математического спектра, отку-
да следует, что аргументом спектральных функ-
ций может быть только частота. 

Далее, для спектрального прибора необходимо 
определить линейный оператор L


 в соотноше-
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нии (12). Для этого следует представить гармони-
ческое колебание в форме 

 1exp[ ( )] ( ),i t F   -¢ ¢= -


 (13)

где 1F̂-  — оператор обратного преобразования 
Фурье. 

Тогда однородная плоская монохроматическая 
волна дается выражением 

 1ˆ ( ) exp[ ( )],VF i t kz   - ¢ ¢- = -


 (14)

и в случае спектральных измерений оператор 
в соотношении (12) 

 1ˆ ,L SVF-=
  

 (15)

где Ŝ  — линейный оператор, описывающий дей-
ствие собственного спектрального прибора.

Таким образом, аппаратная функция, соот-
ветствующая однократному измерению спектра, 
определяется как

 1ˆ( , ) ( ).A SVF    -¢ ¢= -
 

 (16)

Полученное определение аппаратной функции 
удовлетворяет теории линейных систем и может 
быть использовано для описания действия ана-
лизаторов спектра как радио-, так и оптического 
диапазонов.

Общий подход (10) при описании действия 
анализаторов спектра радиодиапазона нашел свое 
приложение с запозданием. До этого в радио-
спектрометрии применялись частные методы 
описания конкретных методов измерения спек-
тра. При последовательном анализе измерение 
спектра производится с помощью одного узкопо-
лосного фильтра при последовательной пере-
стройке анализатора по всему диапазону анали-
зируемых частот. Эта перестройка выполняется 
двумя способами: либо с помощью перестраивае-
мого гетеродина, либо с помощью перестраивае-
мого резонатора. Для описания действия после-
довательных гетеродинных анализаторов спек-
тра радиодиапазона был детально разработан ме-
тод динамических частотных характеристик ли-
нейных пассивных систем при воздействии на их 
вход колебания с линейно-меняющейся частотой 
[13]. Менее разработанным остался вопрос о ди-
намических частотных характеристиках для по-
следовательного анализа спектра при изменении 
частоты настройки резонансной системы [14]. 
Эти исследования фактически означали установ-
ление аппаратных функций спектральных при-
боров радиодиапазона, однако представления ре-
зультатов измерения спектров в форме, подобной 
(10), сделано не было.

Применение соотношения типа (10), (11) к опи-
санию измерения комплексных спектров в радио-
диапазоне впервые было предложено в работах 
[15, 16] и нашло свое дальнейшее применение, 
в том числе и к описанию действия оптических 
спектральных приборов [2, 12]. В последнем слу-
чае входом и выходом спектрального прибора яв-
ляется комплексный или энергетический спектр 
анализируемого сигнала, а его выходом — фи-
зический (аппаратурный) комплексный спектр 
Sa(, t), переменный во времени, либо энергети-
ческий спектр, зафиксированный за время обра-
ботки. Временная зависимость Sa(, t) определя-
ется спецификой действия спектрального прибо-
ра, что, в конечном счете, определяется свойства-
ми аппаратной функции. Комплексные спектры 
рассматриваются как первичные, а энергетиче-
ские — как вторичные, полученные в результате 
дальнейшей обработки комплексных спектров [2].

При реальных измерениях анализ спектра вы-
полняется на нестационарном промежутке вре-
мени, и аппаратурные спектры являются пере-
менными во времени, а связь вход-выход спек-
трального прибора записывается в форме 

 d( , ) ( , , ) ( ) ,aS t A t S    
¥

-¥

¢ ¢ ¢= ò  (17)

где A(, , t) — комплексная аппаратная функ-
ция, зависящая еще и от времени как от параме-
тра; Sa() — комплексный аппаратурный (физиче-
ский) спектр; S() — комплексный спектр сигнала 
на входе анализатора, т. е. математический спектр.

При параллельном анализе спектра разреша-
ющая система анализатора спектра состоит из 
набора резонаторов, каждый из которых настро-
ен на определенную частоту. При одновременном 
воздействии исследуемого сигнала на все резона-
торы каждый из них будет откликаться на воз-
действие совокупности спектральных компонент, 
находящихся в пределах его полосы пропуска-
ния. По числу и расположению по оси частот воз-
бужденных резонаторов можно судить о структу-
ре исследуемого спектра. 

В случае параллельного анализа исследование 
действия анализатора спектра сводилось либо 
к изучению действия резонатора [8], либо к иссле-
дованию динамической частотной характеристи-
ки при постоянной настройке резонатора и воз-
действии на его вход гармонического колебания 
[17]. И, таким образом, связь между математиче-
ским и физическим спектром установлена не была. 

Дальнейшее исследование преследует цель 
обобщить соотношение (10) на случай многомер-
ной линейной системы в форме параллельного 
анализатора спектра сигналов оптического диа-
пазона.
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Параллельный анализ спектров 
в оптическом диапазоне

Тема параллельного анализа спектра в опти-
ческом диапазоне впервые была обозначена авто-
рами данной статьи в патенте РФ [18]. Структур-
ная схема такого анализатора приведена на ри-
сунке, где блоки 3 и 4 образуют канал анализа 
спектра.

Каждый блок узкополосной фильтрации со-
держит оптический резонатор (интерференци-
онный фильтр), настроенный на определенную 
частоту (длину волны). Совокупность этих бло-
ков образует разрешающую систему парал-
лельного анализатора спектра оптических сиг-
налов.

При параллельном анализе естественным обоб-
щением соотношения (10) является его приме-
нение к теории многомерных линейных систем, 
и это соотношение преобразуется к матричной 
форме. 

В общем случае передача сигнала многомер-
ной линейной системой описывается следующим 
образом [19]:
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где yj — матрица-столбец выходов; Hii — пере-
даточная матрица многомерной линейной систе-
мы, которая является ее исчерпывающей харак-
теристикой; xj — матрица-столбец входов.

Параллельный анализатор спектра является 
многомерной линейной системой без перекрест-
ных связей между каналами (автономной систе-
мой), и свойства такой системы характеризуются 
диагональной матрицей [19]. С учетом выражений 
(17) и (18) спектральная обработка сигнала таким 

спектральным прибором определяется следующим 
образом:
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где Akk(k, , t) — аппаратная функция k-го ка-
нала анализа спектра.

Выражение (19), описывающее алгоритм дей-
ствия разрешающей системы параллельного спек-
трального прибора оптического диапазона, введе-
но впервые.

Комплексная аппаратная функция k-го кана-
ла анализа спектра определяется как

 ( , , ) ( , ) ( ) ,i t
k k k k kA t K B e      ¢¢ ¢ ¢= ⋅  (20)

где Kk(k, ) — передаточная функция k-го блока 
узкополосной фильтрации;  Bk() — передаточ-
ная функция отрезка оптического волокна.

  Структурная схема параллельного анализатора спектра сигналов оптического диапазона
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Для краткости записи представим выражение 
(19) как

{ }diag d( , ) ( , , ) ( ) ,ak kk kS t A t S    
¥

-¥

¢ ¢ ¢= ò   (21)

где diag{Akk(k, , t)} — аппаратная функция 
всей системы; с учетом выражения (20) она опре-
деляется как
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В работе [2] показано, что такой анализатор 
спектра выполняет анализ текущего спектра каж-
дым резонатором в соответствии с определением 
А. А. Харкевича [8] и дается соотношением [2]
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где величина Hk(0) играет роль коэффициента [2].
При параллельном анализе спектра физиче-

ский спектр представляется в виде дискретных 
значений (отсчетов), тогда как спектр финитно-
го сигнала на входе анализатора, согласно тео-
реме Винера — Пэли, описывается целой функ-
цией экспоненциального типа степени T/2. Такие 
функции являются не только непрерывными, но 
и бесконечно дифференцируемыми. Это свойство 
спектральной функции ставит вопрос о соотно-
шении между анализируемым спектром и его 
дискретным представлением.

Названное соотношение устанавливается с по-
мощью интерполяционной теоремы Уиттекера 
(теоремы отсчетов), определяющей свойства пре-
образований Фурье финитных функций. Теорема 
отсчетов известна в теории связи как теорема Ко-
тельникова и доказана им для функций времени. 
Интерполяционная теорема Уиттекера носит об-
щий характер и таким образом имеет аналог в ча-
стотной области [20]. Теорема отсчетов в частот-
ной области утверждает: если S() есть спектр 
функции s(t), тождественно равной нулю вне ин-
тервала T1 < t < T2, то S() однозначно определя-
ется последовательностью его значений в точках, 
отстоящих на расстоянии [20]
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где T = T2 – T1 — длительность импульса.
Тогда спектр определяется как
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Анализ текущего спектра выполняется на не-
стационарном интервале [t0, t], который непре-
рывно возрастает. Иными словами, длительность 
обрабатываемой реализации в соответствии с (23) 
изменяется и непрерывно возрастает как t – t0 до 
значения T. Это соответствует непрерывному сгу-
щению отчетных точек, которые определяются 
интервалами частот между частотами настройки 
резонаторов: 
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В реальных условиях количество резонаторов 
и интервал между частотами настройки резона-
торов определены заранее, поэтому при t – t0 > T 
восстановление спектра в соответствии с соотно-
шением (24) становится невозможным.

Заключение

В настоящей работе дан анализ специфики 
спектральных измерений в оптическом диапазо-
не. Отмечено, что анализ спектра принадлежит 
категории информационных процессов, при этом 
в качестве адекватной модели анализируемого 
колебания источника принят гармонизуемый 
случайный процесс.

Условия реального физического эксперимента 
позволили рассматривать в качестве математиче-
ского спектра преобразование Фурье единствен-
ной реализации, обрабатываемой спектральным 
прибором. В отличие от традиционных принци-
пов оптической спектрометрии, проведенные тео-
ретические исследования исходят из понятия 
комплексного спектра. Переход к энергетиче-
ским спектрам выполнен в работе [2] и здесь не 
рассматривается.

Исследование резонаторного параллельного 
анализатора спектра оптических сигналов рас-
сматривается с позиций теорий многомерных ли-
нейных систем. Впервые соотношение вход-
выход спектрального прибора дается в матрич-
ном виде, исчерпывающей характеристикой та-
кого прибора является матричная аппаратная 
функция, которая вводится в форме диагональ-
ной матрицы.

Впервые поставлен и решен вопрос о связи 
числа резонаторов и максимально допустимого 
времени анализа на базе интерполяционной тео-
ремы Уиттекера. 

Выполненные теоретические выкладки опи-
раются на общую теорию линейных систем 
и одинаково применимы для описания дей-
ствия параллельных анализаторов спектра, ра-
ботающих как в радио-, так и в оптическом диа-
пазонах.
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