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Введение

Решение задачи ортогональной упаковки име-
ет широкий спектр применения в различных сфе-
рах экономической деятельности, что объясняет 
повышенный интерес исследователей к совер-
шенствованию методов оптимального распреде-
ления ортогональных ресурсов.

Сложность решения задачи упаковки обуслов-
лена ее принадлежностью к классу NP-полных 
задач [1]. Практическое применение методов ре-
шения задач упаковки, использующих полный 
перебор вариантов, оказывается неэффективным 
из-за больших затрат временных ресурсов. Рабо-
ты многих исследователей посвящены разработ-
ке эвристических методов оптимизации решения 
задачи упаковки, представленного в виде после-
довательности подачи объектов к размещению. 
Большую роль играет выбор эффективного способа 
конструирования упаковки при решении задач 
ортогональной упаковки различной размерности.

Постановка задачи упаковки

В общем виде задача ортогональной упаковки 
объектов размерности D описывается следующим 
образом: имеются набор N ортогональных кон-
тейнеров (D-мерных параллелепипедов) с габа-

ритными размерами { }1 2, , , ,D
j j jW W W  1, ,j N= 

и набор n ортогональных объектов (D-мерных 

параллелепипедов) с габаритными размерами 

{ }1 2, , , ,D
i i iw w w  1, , .i n=   Обозначим положение 

объекта i в j-м контейнере следующим образом: 

( )1 2; ; ; .D
ij ij ijx x x  Необходимо разместить все объ-

екты в минимальном числе контейнеров при вы-
полнении следующих условий:

1) ребра размещенных в контейнере ортого-
нальных объектов параллельны ребрам этого 
контейнера;

2) упакованные объекты не перекрывают друг 
друга, т. е. 

1 1 1, , , , , , , ,j N d D i k n i k" = " = " = ¹    

( ) ( );d d d d d d
ij kj k kj ij ix x w x x w³ +  ³ +

3) упакованные объекты не выходят за грани-
цы контейнеров, т. е. 

1 1 1, , , ; , ,j N d D i n" = " = " =    

( ) ( )0 .d d d d
ij ij i jx x w W³  + £

Решение задачи упаковки объектов произ-
вольной размерности может быть закодировано 
строкой размещения, содержащей последова-
тельность выбора размещаемых объектов. Каж-
дый размещаемый объект i в строке размещения 
описывается кортежем ci=<i, bi>, где bi — номер 
варианта ориентации этого объекта в простран-
стве контейнера.
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Процесс решения задачи упаковки можно пред-
ставить в виде схемы (рис. 1).

Формирование решений, как правило, осу-
ществляется с помощью алгоритмов многокрите-
риальной оптимизации, например, эволюцион-
ных алгоритмов [2, 3]. Конструирование упаковки 
по заданной в строке размещения последователь-
ности объектов выполняется блоком декодирова-
ния. Для оценки качества полученной упаковки 
используется целевая функция, в качестве кото-
рой предлагается отношение суммарного объема 
размещенных в контейнере объектов к объему V* 
описанного вокруг полученной D-мерной упаков-
ки D-мерного ортогонального контейнера:

 11
* ,

tn D
d
i

di
w

S
V
===

å
 (1)

где nt — число размещенных в контейнере объек-
тов. Наиболее плотной упаковке соответствует 
значение целевой функции, равное единице.

Модели представления объектов 
в контейнерах

Для решения задачи упаковки обычно исполь-
зуются блочная [4] и узловая [5] модели пред-
ставления объектов. В узловой модели выполня-
ется присоединение объектов к особым точкам, 
расположенным в пространстве контейнера, на-
зываемым узлами. Каждый узел описывается 
кортежем

 , , ,k kU a b= X  (2)

где k — номер узла; { }1 2, , , D
k k k kx x x=X   — век-

тор, описывающий положение этого узла в D-мер-
ном ортогональном контейнере; a — присоеди-
ненный к узлу k ортогональный объект; b — ва-
риант ориентации этого объекта в контейнере. 
Присоединение объектов возможно только к так 
называемым свободным узлам (т. е. не содержа-
щим присоединенные объекты).

Разработанная авторами модель «виртуаль-
ные объекты» является производной от узловой 
модели. В этой модели все узлы содержат допол-
нительную информацию о наибольших габари-
тах ортогональных объектов, которые могут быть 
присоединены к узлам (так называемых вирту-
альных объектов). Каждый узел контейнера опи-
сывается кортежем

 * , , , ,k k kU a b= X P  (3)

где { }1 2, , , D
k k k kp p p=P   — вектор, описывающий 

виртуальный объект узла и содержащий габа-
ритные размеры ортогонального объекта наи-
большего объема, который может быть присоеди-
нен к узлу k без перекрытий с размещенными 
в контейнере объектами и выхода за границы 
контейнера. Например, при размещении в точке 
{0, 0} пустого двухмерного контейнера с габарит-
ными размерами L  W прямоугольника с габа-
ритными размерами l  w в его углах формируют-
ся новые узлы, содержащие виртуальные объек-
ты, описываемые векторами P = {L – l; W}, P = 
= {L – l; W – w} и P = {L; W – w}.

Декодирование строки решения и конструи-
рование упаковки выполняет декодер. Разрабо-
танный унифицированный декодер размещения 
может быть применен при декодировании любой 
строки, содержащей последовательность разме-
щаемых ортогональных объектов произвольной 
размерности при использовании узловой и произ-
водных от нее моделей представления объектов 
в контейнерах.

Алгоритм работы декодера размещения.
1. Выбрать очередной объект i из строки раз-

мещения. Выбрать первый контейнер j, содержа-
щий, как минимум, один свободный узел. Если 
выбраны все объекты, выполнить переход к п. 4.

2. Произвести последовательный поиск сво-
бодного узла k текущего контейнера j, к которому 
возможно присоединить текущий объект i (для 
модели «виртуальные объекты» должно выпол-
няться условие 1, , ).d d

i kw p d D£ " =   Если иско-
мый узел не найден, выполнить переход к следу-
ющему контейнеру j: = j + 1 и повтор п. 2. Если 
среди всех контейнеров не найден искомый узел, 
выполнить переход к п. 1.

3. Присоединить объект i к найденному узлу k 
контейнера j. Образовать в углах размещенного 
объекта новые узлы контейнера и определить 
векторы их виртуальных объектов. Выполнить 
сортировку узлов контейнера в порядке убыва-
ния приоритета присоединения к ним объектов, 
т. е. для любого узла k контейнера j должно вы-
полняться следующее неравенство:

1
1 11 1

.
D DD D

h d h d
k j k j
d h d hh h

x W x W+
= + = += =

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç£÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø
å å 

Выполнить переход к п. 1.
4. Завершить работу декодера.
Описанный алгоритм размещения объектов по-

зволяет динамически заполнять контейнеры объ-
ектами в порядке, определяемом положением уз-
лов контейнеров. Декодер при размещении объ-
ектов учитывает все свободные области контей-

  Рис. 1. Процесс решения задачи упаковки
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становится другая область контейнера, которую 
занимает второй виртуальный объект, в резуль-
тате чего в контейнере возможно образование ло-
кальных пустот.

Вычислительные эксперименты

Сравнение эффективности различных моде-
лей представления объектов в контейнере прово-
дилось при решении частной задачи трехмерной 
упаковки 90 параллелепипедов пяти различных 
видов, габариты которых приведены в таблице. 
Для каждой тестируемой модели представления 
объектов была проведена серия из 100 вычисли-
тельных экспериментов.

При решении задачи трехмерной упаковки 
объектов модель «виртуальные объекты» демон-
стрирует меньшую эффективность по качеству 
размещения объектов, что подтверждается про-
веденными вычислительными экспериментами: 
значение целевой функции решения ниже, чем 
при использовании узловой модели (рис. 4, а). Од-

  Рис. 2. Алгоритм размещения объектов в модели 
«виртуальные объекты»

  Рис. 3. Виртуальные объекты узла в трехмерном 
контейнере
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нера и размещает новые объекты максимально 
близко к основанию контейнера благодаря упо-
рядочиванию узлов после добавления каждого 
объекта в контейнер.

Реализация модели «виртуальные объекты» 
при размещении заданной последовательности 
объектов в одном контейнере представлена в виде 
блок-схемы (рис. 2).

Использование модели «виртуальные объекты» 
позволяет повысить скорость размещения объек-
тов за счет оптимизации процедуры определения 
возможности присоединить объект к узлу, по-
скольку вместо проверки на перекрытие со всеми 
размещенными в контейнере объектами необхо-
димо выполнить единственную проверку нахож-
дения размещаемого объекта целиком внутри 
виртуального объекта узла k, к которому он при-
соединяется: ( ) 1, , .d d

k kw p d D£ " = 
При решении задач упаковки объектов раз-

мерности выше двух возможно возникновение 
неоднозначности в определении габаритов вирту-
ального объекта узла. Пример такой неоднознач-
ности, которая возникла после размещения 
в контейнере объекта IV, в результате чего одно-
му узлу могут соответствовать сразу два вирту-
альных объекта, приведен на рис. 3. При выборе 
для узла области, которую занимает один вирту-
альный объект, недоступной для размещения 

  Параметры тестовой задачи трехмерной упаковки

Наименование Габариты Количество

Контейнеры 300100100 1

Объекты

252525 20

253025 20

103060 20

453060 10

303030 20
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нако модель «виртуальные объекты» обеспечива-
ет наивысшую среди прочих моделей скорость 
размещения ортогональных объектов в контей-
нерах (рис. 4, б).

Узловая модель и модель «виртуальные объек-
ты» обеспечивают одинаковое качество размеще-
ния прямоугольников при решении задач двух-
мерной упаковки, поэтому при решении задачи 
двухмерной ортогональной упаковки наиболее 
эффективной является модель «виртуальные 
объекты», обеспечивающая наивысшую скорость 
размещения объектов (см. рис. 4, б). Однако при 
решении задач упаковки высших размерностей 

целесообразно использовать узловую модель 
представления объектов.

Заключение

Предложена модель «виртуальные объекты», 
обеспечивающая наиболее быстрое размещение 
объектов среди всех известных моделей пред-
ставления ортогональных объектов в контейне-
рах. Проведенные исследования показали, что 
при решении задачи двухмерной ортогональной 
упаковки наиболее эффективной является мо-
дель «виртуальные объекты», а при конструиро-
вании ортогональной упаковки высшей размер-
ности — узловая модель.
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  Рис. 4. Плотность (а) и время (б) размещения па-
раллелепипедов при использовании раз-
личных моделей представления объектов
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