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Введение

Интерес к изучению процесса запоминания 
и обучения возник, когда человек осознал, что он 
способен обучаться путем запоминания, перера-
ботки и хранения информации. Переработка ин-
формации мозгом человека осуществляется отча-
сти посредством активизации оперативной и дол-
говременной памяти. Не вдаваясь в теоретиче-
ские рассуждения и гипотезы об информацион-
ном значении различных видов памяти, уместно 
напомнить, что по некоторым данным, объем па-
мяти на различные предметы и цвета равен 3, на 
числа и точки — 8–9, на буквы — 6–9, на геоме-
трические фигуры — 3–8 и т. д. [1]. Специалиста-
ми в области психофизиологии предложено не-
сколько подходов к развитию и совершенствова-
нию памяти. Самым эффективным из них, безу-
словно, является процесс обучения, в том числе 

периодического или циклического. Основные 
способы оценки эффективности этих методик — 
построение соответствующих кривых, отражаю-
щих либо динамику объема запоминаемой ин-
формации, либо количество правильно исполнен-
ных поведенческих актов. Иными словами, су-
тью процесса обучения является дозированное 
управление информационными потоками, предъ-
являемыми испытуемому.

Математический анализ кривой обучения у жи-
вотных и человека предпринимался с начала XX в. 
[2]. Совершенствование математической модели 
кривой обучения продолжается и по сегодняш-
ний день. Таким образом, цель настоящей статьи 
заключается в систематизации различных мате-
матических моделей кривой обучения и выявле-
нии наиболее информативной модели для приме-
нения в фундаментальных и прикладных иссле-
дованиях обучения животных и человека.
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Подходы к математическому 
моделированию кривой обучения

В литературе выделяются четыре основных 
подхода. Первый подход заключается в примене-
нии эмпирических математических моделей для 
аппроксимации кривой обучения. Второй подход 
состоит в использовании дифференциальных 
уравнений. Третий подход основывается на так 
называемых «рациональных уравнениях», выво-
димых из некоторых базисных теорий, отражаю-
щих взаимоотношения, обнаруженные в экспе-
риментальных данных. Четвертый подход бази-
руется на системном подходе с использованием 
передаточных функций и, по нашему мнению, 
является наиболее универсальным.

Эмпирические модели
Эмпирические модели применялись для наи-

лучшей аппроксимации экспериментальных ре-
зультатов, получаемых в различных исследова-
ниях. При использовании простых парадигм обу-
чения экспериментальные данные представляли 
собой монотонно возрастающие или убывающие 
значения. В этих случаях применялись различ-
ные непрерывные монотонно возрастающие вы-
пуклые (с отрицательным ускорением) функции, 

например гипербола вида 
1

x
x+

 [3], а также более 

сложные гиперболы, например 
( )
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x c b
+

+ +
 [4]. Не-

давно была предложена гиперболическая функ-
ция для моделирования кривой запоминания 
слов [5] в виде 
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где y(t) обозначает количество правильно запом-
ненных слов из предъявляемого списка; t — но-
мер предъявления списка слов; α является асим-
птотическим числом запомненных слов; β опре-
деляет количество запомненных слов при первом 
предъявлении списка; γ определяет скорость за-
поминания.

Ряд авторов использовали arcctg(x), при этом 
было обнаружено, что кривые обучения крыс 
в простом лабиринте при аппроксимации гипер-
болой или арккотангенсом почти совпадали [6, 
7]. Логарифмическая модель вида aln(x) + b была 
применена для анализа кривой обучения у жи-
вотных [8], а в виде aln(x) + ln(x) +bx + c — для ап-
проксимации данных по запоминанию слов чело-
веком [9]. При использовании сложных парадигм 
обучения данные могли представлять собой кри-
вые обучения S-образного вида, поэтому были 
применены соответствующие функции. Напри-
мер, использовали логистическую функцию, ко-

торая имеет вид 
1

1 –a+bx ,
+ e

 где x — номер сеанса 

обучения; a и b — коэффициенты, расчет которых 
является задачей логистической регрессии [10]. 

Модели на основе дифференциальных уравнений
Иногда выбор подходящей математической 

модели для аппроксимации кривой обучения ба-
зировался на некоторых начальных предположе-
ниях. Предположение о том, что скорость обуче-
ния прямо пропорциональна разности между уже 
заученным материалом и физиологическим пре-
делом способности к запоминанию (асимптотиче-
ским уровнем), приводило к следующему диффе-
ренциальному уравнению:

 
d
d

( ).y
a y y

x ∞= −  (1)

Решением такого уравнения с начальным 
условием y = y0 при x = 0 была модель экспонен-
циального типа y = y0 – (y∞ – y0)e–ax. Ту же самую 
модель можно записать в ином виде:

 y0e–ax + y∞(1 – e–ax),  (2)

где y0 — начальное состояние обученности при 
x = 0; y∞ — асимптотическое значение степени об-
ученности при x = ∞; x — номер предъявления 
условного раздражителя или сеанса обучения, 
а коэффициент a представлял собой скорость обу-
чения. Такая модель была использована в раз-
личных вариантах, в частности при задании ну-
левого начального значения, т. е. y0 ≡ 0, целым 
рядом авторов [2, 11].

Встречающаяся иногда S-образная форма кри-
вой обучения соответствует предположению, что 
скорость обучения пропорциональна произведению 
текущего уровня обученности на разность между 
текущим уровнем и асимптотическим уровнем 

обученности и приобретает вид 
d
d

( ).y
ay y y

x ∞= −  

Решение этого уравнения с начальными условия-
ми y = y0 при x = 0 имеет вид 
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где x — номер предъявления условного раздра-
жителя или сеанса обучения; y0 — начальное со-
стояние обученности при x = 0; y∞ — асимптоти-
ческое значение степени обученности при x = ∞, 
а коэффициент a — скорость обучения [12].

Рациональные уравнения
Тарстоун (Thurstone) был первым, кто вывел 

математическую модель кривой обучения из це-
лого набора постулатов [13]. Он предложил раз-
делить все виды поведения во время сеансов обуче-
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ния на две группы, из которых одни ведут к успе-
ху, а другие — к неудаче. Затем Тарстоун разрабо-
тал целый ряд дифференциальных и алгебраиче-
ских уравнений для связи между накопленным 
количеством ошибок и количеством повторов (се-
ансов обучения). В конечном итоге, окончатель-
ным результатом этих расчетов стала модель вида 

( / ) ,
( / )

m ak R
u

R m k
=
+

где u — суммарное количество ошибок; m, k — 
константы, связанные со способностью субъекта 
выучивать задание; a — константа для сохране-
ния постоянства размерности; R — количество 
повторов. Очевидно, эта модель представляет со-
бой гиперболу того типа, который ранее был 
предложен самим Тарстоуном [4], но на этот раз 
данная модель была получена не путем эмпири-
ческого отбора, а выведена из теоретической фи-
зиологической модели.

Позднее Галликсен (Gulliksen) [14] развил 
представления Тарстоуна по математическому 
моделированию кривой обучения, опираясь при 
разработке своих рациональных уравнений на 
закон эффекта, предложенного Торндайком [15]. 
Галликсен использовал такие переменные, как 
количество неправильных ответов, вероятности 
правильных и неправильных ответов, суммарное 
количество правильных ответов и суммарное ко-
личество ошибок. В результате он предложил мо-
дель, описывающую суммарное количество оши-
бок как функцию от суммарного количества пра-
вильных ответов. Однако поскольку кривая за-
висимости суммарного количества ошибок от 
суммарного количества правильных ответов не 
отражает исходную форму кривой обучения, эта 
модель не получила широкого распространения.

Модель Хала
Хал (С. Hull) разработал математическую мо-

дель процесса обучения на основе теории подкре-
пления. Хал исходил из предположения, что ско-
рость обучения пропорциональна разности меж-
ду текущим значением величины силы навыка 
и ее физиологическим пределом. Это предположе-
ние математически выражалось в виде дифферен-
циального уравнения (1). Поскольку Хал утверж-
дал, что до начала обучения сила навыка всегда 
равна нулю, то он дал решение этого уравнения 
с нулевым начальным значением, т. е. y(x = 0) = 0 
или в иных обозначениях y0 = 0. Таким образом, 
зависимость силы навыка от количества подкре-
плений получила вид 

sHr = M(1 – e–kN),

где sHr — сила навыка; M — физиологический 
максимум силы навыка; k — скорость обучения; 

N — количество подкреплений [16]. Следует от-
метить, что все его рациональные уравнения ба-
зировались на физиологических переменных, ко-
торые не могли быть измерены непосредственно, 
а потому носили гипотетический характер. Хал 
не применял свою формулу зависимости силы на-
выка непосредственно к измеряемой в экспери-
менте кривой обучения, полагая, что форма кри-
вой зависит от условий эксперимента, принимая 
экспоненциальный либо S-образный вид [17].

Модификация модели Хала
В начале 80-х гг. прошлого столетия сделана 

попытка применить модель Хала для аппрокси-
мации кривых обучения условному рефлексу от-
каза от пищи наземных улиток Helix pomatia 
[18]. Модель имела вид

 y = B4(1 – e–B2x), (3)

где x — номер предъявления условного раздра-
жителя или сеанса обучения; B4 = y при x = ∞; 
B2 — скорость обучения. Было обнаружено, что 
модель удовлетворительно описывала данные по 
обучению только тех улиток, которые обучались 
первый раз и не подвергались никакому воздей-
ствию до начала обучения. Если же животных 
обучали повторно или животным до обучения 
вводили различные биологические модуляторы 
обучения, то модель не обеспечивала удовлетво-
рительной аппроксимации. Однако хорошей ап-
проксимации удалось добиться при модифика-
ции модели (3) путем добавления ненулевых на-
чальных условий в виде коэффициента B3, рав-
ного y при x = 0, т. е. переходом к модели 
y = B4(1 – e–B2x) + B3 [18, 19]. В окончательном виде 
модифицированная нами модель приобрела вид 

 y = B3e–B2x + B4(1 – e–B2x). (4)

Данная модель оказалась идентичной упомя-
нутому выше решению дифференциального урав-
нения (2) при ненулевом начальном условии 
y(0) = y0. Таким образом, добавление в модель 
кривой обучения ненулевых начальных условий 
существенно повышает ее информативность.

Модель Рескорлы—Вагнера
Рескорла и Вагнер (R. Rescorla, А. Wagner) 

основывали свою модель на большинстве предпо-
ложений, сделанных ранее Халом, но исходили 
не из дифференциального уравнения, а разност-
ного. При этом они оперировали гипотетической 
физиологической переменной, названной ими 
«ассоциативная сила» и обозначенной через V. 
Они полагали, что после каждого сочетания 
условного (УР) и безусловного (БР) раздражите-
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лей новое значение ассоциативной силы Vnew рав-
но предшествующему значению плюс прирост ас-
социативной силы deltaV за счет сочетания двух 
раздражителей. Иными словами: Vnew = Vold + 
+ deltaV. Ученые постулировали, что 

deltaV = αβ(λ – V),

где V — текущее значение ассоциативной силы; 
α — относительная сила воздействия условного 
раздражителя, варьирующаяся между 0 и 1; β — 
относительная сила воздействия безусловного 
раздражителя, также варьирующая между 0 и 1; 
λ — физиологический максимум ассоциативной 
силы [20]. При практических расчетах по этой 
формуле надо задать начальное значение V0, зна-
чения α, β и λ. Тогда после первого сочетания УР 
и БР deltaV = αβ(λ – V0) и V = V0 + deltaV. Анало-
гично вычисляется значение ассоциативной силы 
при каждом из последующих сочетаний УР и БР. 
Подчеркнем, что авторы допускали ненулевое на-
чальное значение ассоциативной силы V0.

Для того чтобы увидеть, к какой модели кри-
вой обучения приводит решение разностных 
уравнений Рескорлы—Вагнера, мы, записав их 
базисную формулу в виде yn = yn – 1+ αβ(y∞ – yn – 1), 
с помощью программы Mathematica получили об-
щее решение при ненулевых начальных услови-
ях: y = y0 при n = 0. Оказалось, что оно имеет вид 
y = y0(1 – αβ)n + y∞(1 – (1 – αβ)n). Если заменить y0 
на B3, а y∞ — на B4, как в нашей модели (4), то 
выражение приобретает вид y = B3(1 – αβ)n +  
+ B4(1 – (1 – αβ)n), откуда ясно, что e–B2 = (1 – αβ). 
Применив модель (4) к экспериментальным дан-
ным по выработке простого условного рефлекса 
и рассчитав произведение αβ = (1 – e–B2), мы под-
ставили полученные значения в модель Рескорлы—
Вагнера и обнаружили, что кривые обучения пол-
ностью совпали. Это и не удивительно, поскольку 
обе математические модели основываются на 
предположении о пропорциональности скорости 
обучения разности между текущим значением 
ассоциативной силы (уровня навыка) и физиоло-
гическим пределом ассоциативной силы. 

Передаточная функция системы  
первого порядка как математическая модель 
кривой обучения

Итак, очевидно, что добавление ненулевого на-
чального значения существенно повышает ин-
формативность модели кривой обучения. Однако 
информативность может быть повышена еще до-
полнительно, если обратить внимание на выбор 
начальной точки отсчета. При использовании 
первоначальной модели (4) в ряде случаев коэф-
фициент B3 принимал нулевые и отрицательные 

значения [19]. Рескорла и Вагнер указывали, что 
с теоретической точки зрения ассоциативная 
сила может принимать как положительные, так 
и отрицательные значения, при этом те и другие 
откладываются вдоль одной и той же оси y выше 
и ниже нулевой линии [20]. Тем не менее, отрица-
тельные значения числа правильных ответов мо-
гут не вполне корректно отражать функциональ-
ное состояние мозга в начале обучения.

Указанное противоречие снимается при под-
ходе к моделированию кривой обучения с позиции 
теории управления, рассматривающей идентифи-
цируемую систему как «черный ящик» и анали-
зирующей ее поведение в терминах входного 
и выходного сигналов, связанных друг с другом 
через передаточную функцию.

Если обозначить входной сигнал, действую-
щий на систему, через F, а ответный выходной 
сигнал системы — через y, то передаточную функ-

цию записывают в виде 
1 ,y
K F
=  где K — коэффи-

циент пропорциональности [21, 22]. Реакция ли-
нейной системы первого порядка на ступенчатое 
входное воздействие подчиняется дифференци-
альному уравнению τ ⋅ dy/dt + y = F/K. Это урав-
нение после соответствующих преобразований 
приобретает вид (1). Итак, мы пришли к приве-
денному выше решению (1), которое совпадает 
с нашей исходной моделью (4).

Для технических систем момент начала дей-
ствия входного сигнала, обозначаемого через t0, 
для простоты дальнейших расчетов приравнива-
ют нулю, а начальное условие формулируется 
как y = y0 при t = 0, где t — время, а входной сиг-
нал начинает действовать в момент времени t = 0. 
Если обратиться к обучению животных и челове-
ка, то входной сигнал — это безусловный раздра-
житель, определяющий подкрепление либо на-
бор объектов для запоминания, например слов. 
Этот раздражитель действует на биологическую 
систему первый раз во время первого сеанса обу-
чения или при первом предъявлении объектов 
для запоминания. Поэтому начальное состояние 
биологической системы y = y0 следует оценивать 
при x = 1, т. е. при первом предъявлении условно-
го раздражителя или набора тестовых объектов 
для запоминания.

Таким образом, модель приобретает оконча-
тельный вид

 y = B3e–B2(x – 1) + B4(1 – e–B2(x – 1)), (5)

где x — номер сеанса обучения; B3 — начальное 
состояние обученности (y = B3 при x = 1); B4 — 
асимптотическое значение степени обученности 
(y = B4 при x = ∞), а коэффициент B2 представля-
ет собой величину, обратную постоянной време-
ни системы (B2 = 1/τ). 
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Использование независимой переменной в фор-
ме (x – 1) означает, что при первом предъявлении 
объекта для запоминания (например, списка 
слов) оценивается объем внимания [23] или, по 
нашей терминологии, готовность к обучению, ко-
торая включает объем внимания, предваритель-
ное ознакомление с этим видом обучения, если 
субъект ранее уже обучался по данному методу, 
и уровень мотивации. Само обучение начинает-
ся, когда объект для запоминания предъявляют 
второй раз, так что второе предъявление являет-
ся первым повтором. Собственно механизмы па-
мяти отражены в коэффициентах B2 и B4. Коэф-
фициент B4 интерпретируется как способность 
к обучению; он отражает состояние долгосрочной 
памяти. Так как B2 = 1/τ, то 1/B2 — это количе-
ство повторов, требующихся для достижения 
63 % от разницы между начальным и конечным 
уровнями обученности, т. е. (B3 – B4). Отметим, 
что в недавно предложенной гиперболической 
модели кривой запоминания слов независимая 
переменная также была приведена в форме (t – 1) 
[5]. Таким образом, информативность модели кри-
вой обучения еще более повышается за счет при-
менения независимой переменной в форме (x – 1).

Моделирование процесса  
запоминания слов

Проиллюстрируем практическое применение 
предложенной математической модели (5) на при-
мере аппроксимации кривой запоминания слов 
по методу А. Р. Лурия [24]. Каждому испытуемо-
му зачитывали список из 10 слов русского языка. 
Эмоционально нейтральные существительные 
выбирали по частотному словарю русского языка 
[25] с частостью не более 12 % и общим количе-
ством букв 45. Список давался в магнитофонной 
записи за 20 с. Слова предъявлялись в ритме 
1 слово в секунду с интервалом 2 с. Испытуемого 
просили вспоминать как можно больше слов из 
списка в произвольном порядке. Предъявление 
слов повторяли 7 раз. Всего было обследовано 
116 чел., разделенных на три группы. Первая 
группа включала 16 здоровых испытуемых обое-
го пола в возрасте от 25 до 35 лет. Вторая груп-
па — 20 больных наркоманией в возрасте от 19 до 
52 лет. Третья группа включала 80 мужчин боль-
ных алкоголизмом в возрасте от 24 до 60 лет.

Расчет значений параметров модели — коэф-
фициентов В2, В3 и В4, а также коэффициента 
детерминации, называемого также R2, осуществля-
ли с помощью статистического пакета SPSS [26]. 

Значения коэффициентов модели у группы здо-
ровых испытуемых оказались следующие: В2 = 
= 0,43 ± 0,085; В3 = 5,62 ± 0,20; В4 = 9,96 ± 0,31 
и R2 = 0,9862. Значения коэффициентов модели 

у группы больных наркоманией: В2 = 0,96 ± 0,12; 
В3 = 5,15 ± 0,12; В4 = 8,01 ± 0,08 и R2 = 0,9905. 
Значения коэффициентов модели у группы боль-
ных алкоголизмом: В2 = 0,22 ± 0,03; В3 = 5,01 ± 
± 0,08; В4 = 10,38 ± 0,41 и R2 = 0,9974. Кривые 
представлены на рис. 1. Значение R2, близкое 
к 1,0, показывает, что модель объясняет почти 
всю изменчивость соответствующих перемен-
ных, т. е. хорошо аппроксимирует эксперимен-
тальные значения.

У больных наркоманией кривая запоминания 
начиналась несколько ниже кривой запомина-
ния группы здоровых испытуемых, так как зна-
чения коэффициента B3 имели тенденцию к раз-
личию (p = 0,08). При последующих повторах 
кривая запоминания у больных наркоманией 
прошла также ниже кривой запоминания груп-
пы здоровых испытуемых, так как скорость за-
поминания (коэффициент B2) оказалась выше 
(p = 0,007), а асимптотический уровень (коэффи-
циент B4) — ниже (p = 0,0003). У больных алко-
голизмом кривая запоминания начиналась ниже 
кривой запоминания группы здоровых испытуе-
мых, так как значение коэффициента B3 оказа-
лось ниже (p = 0,022). В то же время скорость за-
поминания оказалась почти в два раза ниже, чем 
у здоровых испытуемых (p = 0,047). Способность 
к запоминанию (коэффициент B4) у больных ал-
коголизмом не отличалась от таковой для группы 
здоровых испытуемых (р > 0,2). 

Косвенно можно дополнительно повысить ин-
формативность модели путем выбора оптималь-
ного количества объектов для запоминания. Сле-
дует отметить, что тест Лурия имеет существен-
ный недостаток, заключающийся в использова-
нии только 10 слов, что незначительно превыша-
ет объем краткосрочной памяти, равный (7 ± 2) 
объекта для запоминания [27]. Таким образом, 

Рис.  1.  � Кривые запоминания слов в тесте Лурия, 
усредненные по группам испытуемых:  — 
здоровые; � — больные алкоголизмом;  — 
больные наркоманией
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у здоровых испытуемых зачастую отмечается эф-
фект «потолка», т. е. испытуемый может запом-
нить больше слов, чем ему предъявляют. Этот не-
достаток теста Лурия учтен в тесте CVLT на запо-
минание 16 слов при 5 предъявлениях [23]. 

Мы разработали несколько наборов слов по 
аналогии со списком слов, использованных в те-
сте CVLT, при этом список слов предъявляли 
6 раз для оптимизации достижения асимптоти-
ческого уровня. На рис. 2 показана кривая запо-
минания со средними значениями и их стандарт-
ными ошибками по данным обследования группы 
из 21 здорового мужчины в возрасте 25–30 лет. 
Коэффициенты математической модели приняли 
следующие значения: В2 = 0,4283 ± 0,0769; В3 = 
= 8,16 ± 0,26; В4 = 15,72 ± 0,57. Модель удовлет-
ворительно аппроксимировала число названных 
слов — коэффициент детерминации R2 = 0,9932. 

Испытуемые с самого начала называли в сред-
нем 8 правильных слов, а к концу тестирования 

запоминали 15–16 слов. Таким образом, здоровые 
испытуемые в состоянии запомнить в 1,5 раза 
больше слов по сравнению с 10 словами из теста 
Лурия. Следовательно, в нашем тесте «эффект по-
толка» минимизирован, что повышает чувстви-
тельность теста по выявлению ранних признаков 
нарушения памяти, и количественный анализ 
кривой запоминания позволяет более точно оце-
нить состояние памяти у больных в процессе их 
лечения и реабилитации.

Заключение

Многочисленные данные относительно дина-
мики процесса запоминания, полученные с помо-
щью описанной математической модели, дают 
основания предполагать, что предложенная мо-
дель на основе передаточной функции линейной 
системы первого порядка является универсаль-
ной моделью для описания кривых обучения и за-
поминания у человека и животных. Она более 
чувствительна по сравнению с визуальной оцен-
кой кривой запоминания. Параметры модели 
имеют определенный функциональный смысл. 
Модель можно использовать для оценки состоя-
ния памяти человека в клинических условиях 
для мониторинга эффекта лечебного воздействия. 
Перспективным также является ее применение 
для исследования индивидуальных специфиче-
ских характеристик и профессионального отбора 
операторов информационно-управляющих систем, 
систем массового обслуживания и др., где требу-
ется оперативная переработка больших объемов 
информации в условиях действия помех и меня-
ющейся внешней среды. Представляется целесо-
образным введение описанной методики в состав 
тренажерных биотехнических систем.

Рис.  2.  � Кривая запоминания здоровыми испытуе-
мыми 16 слов из четырех семантических 
групп
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