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Рассматривается процесс предоставления информационной услуги, который регламентируется соглашения-
ми о качестве обслуживания. Предлагается процедура вычисления вероятности своевременной обработки за-
проса пользователя как одной из основных характеристик качества обслуживания. Приводится методика оцен-
ки вероятности своевременного предоставления информационных услуг центрами обработки данных. Показа-
но, что искомая вероятность может быть вычислена, если преобразование Лапласа — Стильтьеса функции рас-
пределения времени обработки запроса пользователя представляет собой произведение или частное двух 
функций, является суперпозицией двух функций или задано неявно.
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Введение 

В последние годы государственными органа-
ми и бизнесом все шире используются центры 
обработки данных (ЦОД), обеспечивающие на-
дежное хранение данных, круглосуточную под-
держку бизнес-процессов, качественное предо-
ставление других информационных услуг [1, 2].

Процесс предоставления услуг регламенти-
руется соглашениями о качестве обслуживания 
(Service Level Agreement — SLA). SLA — это 
часть договора между провайдером и клиентом, 
в котором приводится система показателей для 
контроля качества предоставляемых услуг, а 
также штрафы за нарушение соглашения и воз-
награждения в случае успешного его выполне-
ния.

Вероятность эрланговского старения 
информации как характеристика качества 
обслуживания

SLA не регламентирует содержательную 
сторону процесса информационного взаимо-

действия, а относится только к процессу предо-
ставления информационной услуги. Качество 
этого процесса оценивается вероятностью свое-
временной обработки запроса пользователя, под 
которой понимается вероятность того, что ответ 
на запрос будет получен за допустимое время 
[3]. При моделировании сложных информаци-
онных систем и сетей, подобных ЦОД, эту ха-
рактеристику обычно называют вероятностью 
старения информации или вероятностью сво-
евременного предоставления информационной 
услуги (Pусл). В общем случае Pусл определяется 
выражением
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где доп(x) — функция распределения (ФР) допу-
стимого времени реализации моделируемого про-
цесса предоставления информационной услуги, 
устанавливаемая SLA; T(x) — ФР времени реали-
зации этого процесса.

 При нормировании вероятности Pусл, как 
правило, выбирается постоянное ограничение 
на время предоставления услуги доп(x). Приме-
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ром такой нормы может служить рекомендация 
Q.543ITU-T, в которой один из показателей каче-
ства обслуживания вводится как 95%-квантили 
распределений времени своевременной обработ-
ки запросов пользователей. В ряде работ получе-
ны результаты для так называемого экспоненци-
ального старения, когда функция доп(x) имеет 
показательное распределение.

Наиболее общим случаем является использо-
вание в качестве ограничения обобщенного рас-
пределения Эрланга, т. е. функции вида
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где 1/ — среднее допустимое время предоставле-
ния услуги. Эту характеристику можно назвать 
вероятностью эрланговского старения информа-
ции ЦОД. Путем соответствующего выбора значе-
ний параметров n, r, kr и r функцией (2) можно 
достаточно точно аппроксимировать любую ре-
альную ФР допустимого времени предоставления 
услуги. Так, например, при n1 и kr функ-
ция (2) стремится к постоянному ограничению, а 
при n1 и kr1 превращается в экспоненциаль-
ное распределение.

Подставляя (2) в (1), после ряда преобразова-
ний получаем
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где s0krr; t(i)(s0) — значение i-й производной 
преобразования Лапласа — Стильтьеса (ПЛС) 
функции распределения времени предоставле-
ния услуги в точке s0.

Процедура вычисления вероятности Pусл

Рассмотрим лежащую в основе расчета ве-
роятностей Pусл по формуле (3) процедуру вы-
числения производных от ПЛС ФР t(s) в точке 
s0, предполагая, что функция t(s) может пред-
ставлять собой произведение или частное двух 
функций, может быть сложной функцией (су-
перпозицией двух функций) или может быть за-
дана неявно.

Пусть x(s) и y(s) n раз дифференцируемы 

в точке ss0. Тогда для n-й производной  
0

n
sZ  

функции Z(s)x(s)y(s) в точке s0 справедлива 
формула Лейбница
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где  
0

i
sx  и  

0

i
sy  — значения производных функций 

x(s) и y(s) в точке s0 и предполагается, что 
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Если функция Z(s)x(s)/y(s), то n-я произ-

водная  
0

n
sZ  может быть вычислена рекуррент-

но. Умножим левую и правую части последнего 
уравнения на y(s) и возьмем n-ю производную от 
левой и правой частей полученного равенства. 
Тогда, применяя (4), получим
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откуда следует рекуррентное соотношение
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которое позволяет вычислить  
0

n
sZ  через произ-

водные Z(s) в точке s0 более низких порядков.
Если функция Z(s)y[x(s)] и известны значе-

ния    
0

1,i
xy i n  производных по x функции y(x) 

в точке x0x(s0), то  
0

n
sZ  может быть вычислена 

следующим образом:
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Переходя к производным порядка n и приме-
няя (4), получаем
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где     
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s

y  — i-я производная по s функции 

dy(x)/dx в точке s0.
Формула (8) позволяет вычислить  

0
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 причем последние так-

же зависят от производных функции x(s) поряд-
ка не выше (n1) и могут быть вычислены рекур-
рентно:
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где     
   0

km
x

s
y  — k-я производная по s функции 

dmy(x)/dxm в точке s0.
Пусть теперь x(s)y[x(s)]s. Тогда после диф-

ференцирования левой и правой частей и при-

ведения подобных для первой производной  
0

1
sx  

получаем

 

     
0
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а для производных более высокого порядка непо-
средственно из (8) после замены Z(s) на x(s) полу-
чаем следующую рекуррентную формулу:
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где производные    
 

0

1   1  1,
k

x
s

y k n     
 могут 

быть рассчитаны по формуле (9).
Таким образом, для того чтобы вычислить 

n-ю производную (n>1) функции x(s)y[x(s)]s, 
необходимо вычислить:
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и так далее, пока не будут получены значения 
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Приложение вычисления вероятности 
эрланговского старения информации 
для ЦОД

Проиллюстрируем изложенную процедуру 
вычисления вероятности эрланговского старе-
ния на примере ЦОД, который содержит серве-
ры, обменивающиеся блоками данных взаимо-
действия (БДВ). Предположим, что обмен осу-
ществляется через среду множественного досту-
па, а при обработке данных серверами использу-
ется дисциплина обслуживания с относительны-
ми приоритетами. Структура современного ЦОД 
подробно рассматривается в работе [4].

В этом случае для ПЛС ФР времени th(s) про-
цесса предоставления услуги в ответ на БДВ с от-
носительным приоритетом h имеем

 
 îáð äîñò( ) ( ) ( ),h hht s s s s     (12)

где îáð ( )h s  и îáð ( )h s  — соответственно ПЛС ФР 
времени ожидания начала обработки и времени 
обработки в сервере БДВ с приоритетом h; 
дост(s) — ПЛС ФР времени доставки БДВ к серве-
ру через среду множественного доступа.

Для îáð ( )h s  справедливы выражения
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где  — загрузка сервера; j — интенсивность по-
ступления БДВ, имеющих приоритет j.

 Преобразование дост(s) определяется прото-
колами доступа управляющих элементов к среде 
передачи и управления логическим каналом и 
параметрами физического уровня и среды пере-
дачи [5]:
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где y и y — соответственно загрузка и интенсив-
ность потока БДВ на среду множественного до-
ступа; T — временной параметр среды множе-
ственного доступа; g(esT) — ПЛС ФР интервала 
обслуживания БДВ для выбранной совокупности 
указанных протоколов.
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Методика вычисления вероятности 
своевременного предоставления 
информационной услуги

В соответствии с разработанным методом вы-
числение вероятности Pусл осуществляется в сле-
дующем порядке.

1. Найти значения производных    0
i

j s  от 
ПЛС j(s) в точке  0 1  1, .rs i k   Если, напри-
мер, время обработки БДУ с приоритетом j рас-
пределено по показательному закону со средним 
значением ,jt  то
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2. Найти значения производных    0
i

j G  
функций j(Gh(s)) по Gh(s) в точке G0Gh(s0). Ре-
шая (14) методом последовательных приближе-
ний при ss0, находим G0, а затем — искомые 

значения    0
i

j G  по формуле (17) путем замены 

s0 на G0.
3. Найти значения производных    0

îáð i
h s  

от преобразования    îáð i
h s  в точке s0. Для это-

го обозначим числитель и знаменатель формулы 
(13)  îáð

1,h s  и  îáð
2,h s  соответственно.

Очевидно, что производные  0
îáð

1,h s  и 
 0

îáð
2,h s  равны
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В свою очередь производные    0
i

hG s  функ-
ции (14) могут быть вычислены из (9)—(11), 
если положить x(s)Gh(s), а производные по s 

    
0

i
j h s

G s    сложной функции j(Gh(s)) — по 

(8) и (9), если положить Z(s)j(Gh(s)), x(s)Gh(s).

Значения производных    îáð
0

i
h s  могут 

быть найдены по формуле (6) с заменой функ-
ций Z(s), x(s), y(s) и их производных на функции 

     îáð îáð îáð
1 2    , ,, ,h h hs s s    и их производные со-

ответственно.
4. Аналогично п. 1—3 найти (kr1)-ю произ-

водную от (15).
5. Найти производные    0

i
ht s  от ПЛС ФР 

(12), применяя последовательно (4) к следующим 

парам функций: h(s) и  îáð îáð  , ( ) ( )hh hs s s      и 

дост(s), вычисляя таким образом производные 
произведения трех функций.

После вычисления производных    0 , i
ht s  

 1  1, ri k   искомая вероятность эрланговского 
старения Pусл может быть найдена по формуле (3).

Заключение

Рассмотрен подход к вычислению вероятно-
сти старения информации, основанный на рекур-
рентных процедурах расчета производных боль-
шого порядка от ПЛС функции распределения 
времени формирования информационных услуг. 
Предложенный метод может использоваться для 
вычисления вероятности старения информации 
для центров обработки данных и других инфор-
мационных систем при формировании и контро-
ле выполнения SLA.
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