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Предложена конструктивная процедура построения линейной входо-выходной модели, которая представляет 
собой статистический эквивалент некоторой нелинейной многомерной динамической стохастической системы 
с гауссовым входным процессом в виде белого шума. Ключевым моментом такой процедуры является исполь-
зование в качестве критерия статистической линеаризации условия покомпонентного совпадения взаимной 
информации входного и выходного процессов системы и взаимной информации входного и выходного процес-
сов модели. Данный подход позволяет получить явные соотношения, определяющие элементы весовых матриц 
линеаризованной модели. 
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Введение

Решение задачи идентификации систем всег-
да основано на применении тех или иных мер за-
висимости случайных величин (процессов), идет 
ли речь о представлении исследуемых систем 
в виде входо-выходного соотношения или в про-
странстве состояний. Наиболее часто в качестве 
такой меры выступают традиционные линейные 
ковариационные или корреляционные меры за-
висимости, использование которых непосредствен-
но вытекает из самой постановки задачи иденти-
фикации на основе среднеквадратического кри-
терия. Их основным достоинством является удоб-
ство использования, включая как возможность 
построения явных аналитических выражений 
для определения искомых характеристик, так 
и относительную простоту построения их оценок, 
в том числе и на основе наблюдения зависимых 
данных. Однако главным недостатком мер зави-
симости, основанных на линейной корреляции, 
является, как известно, возможность их обраще-
ния в нуль даже в случае существования детер-
минированной зависимости между парой иссле-
дуемых переменных [1–3].

Именно на преодоление этого недостатка на-
правлено использование в задачах идентифика-
ции более сложных, нелинейных, мер зависимо-

сти, таких как дисперсионная функция, являю-
щаяся аналогом известного в литературе диспер-
сионного отношения, максимальная корреля-
ция, взаимная информация по Шеннону. При 
этом две последние меры, как известно, являют-
ся состоятельными, по терминологии А. Н. Кол-
могорова, мерами зависимости, т. е. обращающи-
мися в нуль тогда и только тогда, когда случай-
ные процессы (величины) в данной паре являют-
ся стохастически независимыми. В этом, в пер-
вую очередь, состоит привлекательность приме-
нения максимальной корреляции и взаимной ин-
формации в задачах идентификации, особенно 
в случае рассмотрения нелинейных систем.

К задачам нелинейной идентификации, реше-
ние которых существенно определяется характе-
ристиками зависимости входных и выходных 
процессов системы, относится статистическая 
линеаризация входо-выходного отображения ис-
следуемых систем. При этом известные подходы 
к статистической линеаризации основаны на при-
менении либо обычных корреляционных функ-
ций, либо дисперсионных функций, что, в силу 
указанных выше причин, может приводить к по-
строению моделей, выход которых тождественен 
нулю. В частности, возможность такой ситуации 
иллюстрируется в последнем разделе примером. 
Предлагаемый в настоящей работе подход на-
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правлен на исключение отмеченных недостатков, 
связанных с применением корреляционных и дис-
персионных (основанных на корреляционном от-
ношении) мер зависимости при идентификации 
систем на основе линеаризованных представле-
ний их входо-выходных моделей. В его рамках 
рассматривается постановка задачи статистиче-
ской линеаризации многомерных систем с диск-
ретным временем по информационному крите-
рию, обобщающая подход, представленный в ра-
боте [4] для одномерных систем.

Предварительные замечания

Применение состоятельных мер зависимо-
сти имеет свои особенности и ограничения. 
В этих рамках шенноновская взаимная инфор-
мация выглядит предпочтительнее максималь-
ной корреляционной функции, вычисление ко-
торой сопряжено с необходимостью использо-
вать сложную итеративную процедуру опреде-
ления первого собственного числа и пару пер-
вых собственных функций стохастического ядра 

( , , ) ( ) ( )yw w yp y w p w p yτ  [1, 5], где pw(w), py(y), 
pyw(y, w, τ) представляют собой маргинальные 
и совместную плотности распределения случай-
ных процессов w(s) и y(t) соответственно, τ = t – s. 
К использованию взаимной информации приво-
дит выбор в качестве критерия идентификации 
теоретико-информационного критерия. Приме-
ром такого подхода является работа [6], в которой 
постановка задачи идентификации ограничена 
рассмотрением класса линейных гауссовых си-
стем и естественным образом приводит к исполь-
зованию следующего соотношения для взаимной 
информации I(Y, X) многомерного нормального 
распределения:
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В формуле (1) приняты следующие обозначе-
ния: Z — нормально распределенный случайный 
вектор с ковариационной матрицей QZZ, dimZ = 
= n + m, причем Z = (XT YT)T, где dimX = n, 
dimY = m; QXX, QYY — ковариационные матрицы 
случайных векторов X и Y соответственно. При 
этом целью работы [6] является демонстрация эк-
вивалентности ряда критериев идентификации 
и управления для линейных гауссовых систем. 
В то же время нельзя не отметить, что в этих рам-
ках в принципе исчезает сам смысл обращения 
к подобному информационному критерию, по-
скольку в данном случае достаточно использо-
вать обычный среднеквадратический критерий 
(как хорошо известно, в случае нормальности со-
вместного распределения максимальная корре-
ляция линейна и совпадает с обычной).

Постановка задачи

Пусть в некоторой многомерной (MIMO — multi 
input / multi output) нелинейной динамической 
стохастической системе Y(t) = (y1(t), …, yn(t))T — 
n-мерный выходной случайный процесс системы, 
предполагающийся стационарным и эргодиче-
ским; W(s) = (w1(s), …, wm(s))T — m-мерный вход-
ной случайный процесс системы, предполагаю-
щийся в данной постановке задачи белым гауссо-
вым шумом с известной ковариационной матри-
цей CW, а зависимость компонент входных и вы-
ходных процессов системы характеризуется (ко-
нечно, неизвестными исследователю) плотностя-
ми распределения

, ( , , ),
i jy wp y w τ  i = 1, …, n, 

 j = 1, …, m, τ = 1, 2, …. (2)

Ради простоты построения, но без потери  
общности, компоненты данных процессов Y(t) 
и W(s) предполагаются имеющими нулевые сред-
ние и единичные дисперсии

M{yi(t)} = M{wj(s)} = 0, D{yi(t)} = D{wj(s)} = 1,
 i = 1, …, n, j = 1, …, m, (3)

где M{·}, D{·} — символы математического ожида-
ния и дисперсии соответственно. В сделанных 
предположениях
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Также процессы Y(t) и W(s) предполагаются 
стационарно связанными в строгом смысле.

Линейная входо-выходная модель системы, ха-
рактеризуемой плотностями распределения (2), 
ищется в виде 

 
1

ˆ ( ; ) ( ) ( ),
k

Y t G k W t k
¥

=
= -åG  t = 1, 2, …., (5)

где 1ˆ ˆ ˆ( ; ) ( ( ; ), , ( ; ))T
nY t y t y t=G G G  — выходной про-

цесс модели, G = {G(k), k∈[1, ∞)}, G(k), k = 1, 2, …. — 
матричнозначные (размерностью n × m) коэффи-
циенты весовой функции линеаризованной моде-
ли, подлежащие идентификации в соответствии 
с условием совпадения взаимной информации i-й 
компоненты выходного процесса yi(t) и j-й компо-
ненты входного процесса wj(s) системы, характе-
ризуемой плотностями распределения (2), и вза-
имной информации i-й компоненты выходного 
процесса ˆ ( , )iy t G  и j-й компоненты входного про-
цесса wj(s) модели (5) для всех i = 1, …, n, j = 1, …, 
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m. Аналитически данный критерий имеет следу-
ющий вид: 

 ˆ ( )( ) ( ),
i j i jy w y wI Iτ τ= G  τ = 1, 2, …. (6)

Безусловно, с точки зрения задачи статистиче-
ской линеаризации условие (6) необходимо допол-
нить условием совпадения математических ожи-
даний выходных процессов системы и модели

 { } { } 0ˆ( ) ( ; ) ,i iy t y t= =M M G  i = 1, …, n. (7)

Очевидно, что в рамках данной постановки за-
дачи условие (7) выполняется автоматически.

Далее, следуя условию нормировки (3), на ком-
поненты выходного процесса модели (5) налагает-
ся условие единичности дисперсии

 { } 1ˆ ( ; ) ,iy t =D G  i = 1, …, n, (8)

и, как следствие, строки матричнозначных коэф-
фициентов модели (5) должны удовлетворять 
условию
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 i = 1, …, n, (9)

где 1( ) ( ( ), , ( ))i i img k g k g k=


  — i-я строка матрицы 
G(k) из (5).

Соотношение (9) очевидным образом опреде-
ляется цепочкой
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в силу описания модели (5) и условий нормиров-
ки (3), (4), (8).

Выражения (6) и (7) представляют собой, та-
ким образом, критерий статистической линеари-
зации системы, характеризуемой плотностями 
распределения (2). В терминах плотностей рас-
пределения условие (6) записывается в виде 
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i = 1, …, n, j = 1, …, m, τ = 1, 2, ...,

где , ( , , ),
i jy wp y w τ  ˆ ( ), ˆ( ( ), , )

i jy wp y G w τG  — соответ-
ственно совместные плотности распределения i-й 

компоненты выходного и j-й компоненты входно-
го процессов системы, характеризуемой плотно-
стями распределения (2), и i-й компоненты вы-
ходного и j-й компоненты входного процессов мо-
дели (5); ( ),

iyp y  ˆ ( ) ˆ( ( ))
iyp yG G  и ( )

jwp w  — соответ-
ственно маргинальные плотности распределения 
i-х компонент выходных процессов Y(t) системы, 
характеризуемой плотностями распределения 
(2), модели ˆ ( ; )Y t G  (5) и j-й компоненты входного 
процесса системы, характеризуемой плотностя-
ми распределения (2), равно как и модели (5), 
W(s), τ = t – s.

Метод решения
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τ = 1, 2, … 

— последовательность случайных величин, ко-
торые очевидно являются гауссовыми с нулевы-
ми средними и дисперсиями, имеющими в силу 
(9) вид 
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τ = 1, 2, … .

Тогда, в рамках введенных обозначений, (m + 1)-
мерный случайный вектор 
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T

i i mV t v t w t w tτ τ τ τ= - - -

является гауссовым с ковариационной матрицей
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и, как и всюду, gi1(τ), …, gim(τ) — элементы i-й 
строки матрицы G(τ) из (5).

Следовательно, случайный вектор ˆ( ( ; ) ( ))T
i jy t w t τ-G  

ˆ( ( ; ) ( ))T
i jy t w t τ-G

 
является гауссовым с ковариационной 

матрицей ˆ( ) ( ),
i iy wC τ  определяемой соотношением

ˆ ( , )( ) ( ) ( ) ( ).
i iji i

T
ij V ty wC A C Aττ τ τ=

Вычисление произведения трех матриц в пра-
вой части дает
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Таким образом, в силу формулы (1) следует, 
что взаимная информация ˆ ( ) ( )

i jy wI τG  выходного 
и входного процессов модели (5) имеет вид
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Тогда из условия (6) следуют искомые выраже-
ния для строк ( )ig τ



 матричнозначных весовых 
коэффициентов G(τ), τ = 1, 2, … модели (5): 
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В формуле (10) ( )
i jy w τm  — регрессия yi(t) на 

wj(t – τ); sign(x) = 1 при x ≥ 0, sign(x) = –1 при x < 
< 0 — знак соответствующей функции регрессии 
соответствует «взаимной ориентации» входного 
и выходного процессов; подкоренное выражение 
всегда неотрицательно, поскольку взаимная ин-
формация принимает значения на положитель-
ной полуоси [0, + ∞).

Таким образом, обращение в нуль весовых ко-
эффициентов линеаризованной модели (5) систе-
мы (2) эквивалентно обращению в нуль взаимной 
информации выходного и входного процессов си-
стемы (2). В свою очередь, последнее возможно 
лишь тогда, когда данные процессы стохастиче-
ски независимы. При этом, как отмечено выше, 
существуют примеры, когда традиционные меры 
зависимости обращаются в нуль при наличии сто-
хастической зависимости между переменными.

Так, можно рассмотреть следующую плот-
ность распределения, принадлежащую классу 
распределений О. В. Сарманова [7, 8], которая 
имеет вид

Рис. 1. �  Форма плотности (11) при различных зна-
чениях параметра λ
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Ее маргинальные плотности являются стан-
дартными гауссовыми. Для плотности (11) коэф-
фициент корреляции и дисперсионное отноше-
ние равны нулю, а максимальный коэффициент 
корреляции имеет вид

4 1
7

( ) .ywS λ λ
æ ö÷ç= - ÷ç ÷÷çè ø

Значение параметра λ оказывает существен-
ное влияние на форму плотности (11) (рис. 1).

При этом величина 1 2exp( ( ))ywI λ- -  из вы-
ражения (10), соответствующая плотности pλ(y, 
w) в (11), зависит от модуля параметра λ строго 
монотонно (рис. 2) и обращается в нуль только 
при λ = 0, что эквивалентно независимости слу-
чайных величин.

На рис. 2 показана зависимость значений 

 1 2exp( ( ))ywI λ- -  (12)

от параметра λ в плотности (11) в сравнении с со-
ответствующими значениями максимального ко-
эффициента корреляции Syw(λ), наглядно демон-
стрирующая практически полное их совпадение.

Таким образом, если, например, стохастиче-
ская зависимость (2) между компонентами вы-
ходного процесса, yi(t), и входного процесса, wj(s), 
некоторой нелинейной системы определяется 
плотностью распределения (конечно, предпола-
гаемой неизвестной исследователю) вида (11) с па-
раметром λ = λij(τ), τ = t – s, то применение как 

Рис. 2. �  Близость значений выражения (12) и Syw(λ) 
при различных значениях параметра λ 
в плотности (11)

традиционных корреляционных, так и дисперси-
онных методов статистической линеаризации 
привело бы, при построении модели (5), к пред-
ставлению компонент выходного процесса систе-
мы как тождественного нуля, что исключается 
при использовании данного теоретико-информа-
ционного подхода.

Заключение

В настоящей работе для многомерных нели-
нейных систем с белым гауссовым векторнознач-
ным входным шумом рассмотрена задача опреде-
ления статистически эквивалентных линейных 
входо-выходных моделей из условия покомпо-
нентного совпадения взаимной информации 
входного и выходного процессов системы и вход-
ного и выходного процессов модели. Получаемые 
в конечном итоге уравнения для элементов весо-
вых матриц линеаризованной модели определя-
ют их как функции взаимной информации вход-
ного и выходного процессов системы, обращаю-
щиеся в нуль только при обращении в нуль вза-
имной информации, т. е. при стохастической не-
зависимости данных компонент входного и вы-
ходного процессов системы.
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