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Введение

Гибридные системы сочетают непрерывную 
и дискретную динамику. В последнее время моде-
лирование и управление гибридными системами 
представляет собой активно развивающееся на-
правление в теории управления. Повышение ин-
тереса к ним вызвано расширением области при-
менения этого класса систем. Сюда можно отне-
сти задачи управления коммуникационными се-
тями, информационными системами, транспорт-
ными и производственными потоками. На 16-м 
(2005 г.) Конгрессе Международной федерации 
по автоматическому управлению (ИФАК) среди 
важнейших проблем, стоящих перед научным 
сообществом, была отмечена необходимость раз-
вития теории гибридных систем. Различным во-
просам моделирования и управления в этой обла-
сти посвящены исследования отечественных и за-
рубежных ученых [1–9].

Несмотря на значительный прогресс, достиг-
нутый в исследовании конкретных задач и моде-
лей, нет единого подхода к их исследованию, об-
щая теория гибридных систем еще находится 
в стадии становления. В настоящей статье разви-
вается структурный подход к моделированию 
и анализу сложных систем с переменными связя-
ми и составом. Их можно отнести к классу ги-
бридных систем. Понятие структуры было введе-
но и использовалось для моделирования линей-
ных систем с переменным составом в работах [10–
12]. В данной статье продолжается исследование 
структурной динамики систем. Предлагаются 
различные типы структурных движений и ор-
бит. Развиваемый аппарат позволит моделиро-

вать структурные изменения в различных при-
кладных задачах, возникающих при исследова-
нии сложных динамических систем. Особенно 
это касается систем, в состав которых может вхо-
дить большое количество подсистем со сложны-
ми взаимосвязями. В этом случае традиционные 
подходы к исследованию динамических моделей 
оказываются малопригодными в силу большой 
переменной размерности и нелинейности систем. 
Предлагаемые понятия внешней и внутренней 
структуры позволяют в этом случае дать хотя бы 
грубое описание динамики, а также прогнозиро-
вать и управлять поведением сложных систем. 

Структурная полудинамическая система

Рассмотрим сложную динамическую систему 
S. Пусть в процессе ее функционирования неко-
торые подсистемы, входящие в S, могут отклю-
чаться или вновь подключаться к ней. При этом 
подсистемы Si, входящие в S, взаимодействуют 
между собой. Рассмотрим понятие структуры 
γ(t) = (γ1, …, γn)∈Rn системы S [10]. В состав S могут 
входить подсистемы из упорядоченного набора 
{S1, …, Sn}. Полагаем, что γi(t) = 1, если подсистема 
Si в момент времени t входит в S, γi(t) = 0, если 
подсистема Si в момент времени t не входит в S. 

Определение [10]. Вектор γ(t) = (γ1(t), …, γn(t))∈Rn 
называется структурой системы S в момент вре-
мени t. 

Пусть Γ — множество всевозможных структур 
системы S: γγ∈Γ. Можно считать, что Γ — подмноже-
ство вершин единичного n-мерного куба In: Γ⊂In.

На множестве структур Γ введем динамику, 
используя метрику Хэмминга
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Определение. Общей структурной полудина-
мической системой называется двухпараметри-
ческое семейство преобразований G(t, t0) множе-
ства структур Γ в себя, удовлетворяющее условиям: 

1) для любых γγ∈Γ, t0 ∈R определено множество 
G(t, t0)(γ) ≡ G(t, t0, γ)⊂Γ при t ≥ t0, G(t, t0, γ) ≠ ∅, G(t0, 
t0, γ) = γ;

2) для любого ηη∈G(t1, t0, γ) определено множе-
ство G(t1, t0, η) такое, что ∪ηG(t, t1, η) = G(t, t0, γ), 
где объединение берется по всем ηη∈G(t1, t0, γ) при 
t ≥ t1; 

3) 
0   0

lim
→ +t t

ρ(G(t, t0, γ), γ) = 0, где ρ(G(t, t0, γ), γ) = 

= maxρ(η, γ) по всем η∈G(t, t0, γ).
Таким образом, G(t, t0, γ) — множество струк-

тур, которые S может иметь в момент времени 
t ≥ t0, если в момент времени t0 система имела 
структуру γ. 

Ниже будет построена реализация общей 
структурной полудинамической системы. Пусть 
S(γ) — система S, имеющая структуру γ, M(γ) — 
фазовое пространство динамической системы 
S(γ). Предлагается следующая динамическая мо-
дель изменения структуры во времени. Пусть 
Ω(γ) — подмножество соответствующего фазового 
пространства: Ω(γ)⊂M(γ); Ωf(γ) — граница Ω(γ), т. е. 
Ωf(γ) = ΩC(γ)\Ω (γ), ΩC(γ) — замыкание Ω(γ). 

Определение. Множество Ω(γ) будем называть 
фазовым подпространством динамической систе-
мы S(γ). 

Произведем разбиение фазового подпростран-
ства Ω(γ): Ω(γ) = ∪pΩp(γ), где Ωp(γ)∩Ωq(γ) = ∅, p, 
q∈P(γ) — множество индексов, соответствующих 
структуре γ. 

Определение. Разбиением τ(γ) фазового под-
пространства Ω(γ) называется множество τ(γ) =
= {Ωp(γ): Ω(γ) = ∪pΩp(γ), Ωp(γ)∩Ωq(γ) = ∅, p, q∈P(γ)}.

Определение. Системой S со структурными 
изменениями (ССИ) называется следующее мно-
жество {Γ, Ω, F, τ, Φ, Φf, Θ}, где: 

Γ — структурное пространство системы S, т. е. 
множество структур γ, которые может иметь си-
стема в процессе функционирования: γγ∈Γ;

Ω = {Ω(γ): γγ∈Γ} — множество фазовых подпро-
странств; 

F = {S(γ): γγ∈Γ} — множество динамических си-
стем S(γ), заданных в фазовых пространствах 
Ω(γ);

τ = {τ(γ): γγ∈Γ} — множество разбиений фазовых 
пространств Ω(γ);

Φ = {ϕ*
γγγγ: P(γ) Q(γ*), q(γ*) = ϕ*

γγγγ(p(γ)), p(γ)∈P(γ), 
q(γ*)∈Q(γ*)} — множество отображений перехода 

от системы S(γ) к S(γ*), P(γ), Q(γ*) — множества ин-
дексов, соответствующих структурам γ, γ*; 

Φf = {ϕ*
fγγγγ: Ωf(γ) Ω(γ*)\Ωf(γ*)} — множество ото-

бражений границ Ωf(γ) фазовых подпространств 
Ω(γ) во внутренности фазовых подпространств 
Ω(γ*);

Θ = {θ(γ, γ*)} — множество функций временных 
задержек при переходе от структуры γ к γ*. 

Опишем, как происходит функционирование 
ССИ. Предположим, что в начальный момент вре-
мени t0 система имеет структуру γ. 

Пусть X0(γ) — вектор начального состояния 
системы S(γ), X0(γ)∈Ωp(γ), а X(t, t0, X0(γ)) — движе-
ние динамической системы S(γ), причем X(t0, t0, 
X0(γ)) = X0(γ). 

Если найдется первый момент времени tpq ≥ t0 
такой, что состояние Xpq = X(tpq, t0, X0(γ))∈Ωf(γ), 
то отображение перехода ϕ*

fγγγγ переводит состоя-
ние Xpq в точку ϕ*

fγγγγ(Xpq)∈Ωq(γ*)\Ωf(γ*), где q = q(γ*) =
= ϕ*

γγγγ(p(γ)). Далее, спустя время θ(p(γ), q(γ*) = θ(X(tq, 
t0, X0(γ)) начинается движение X(t, tq + θ(X(tq, t0, 
X0(γ)), X(tq, t0, X0(γ))) динамической системы S(γ*) 
в подпространстве Ω(γ*) и процесс повторяется. 
Таким образом, происходит переход от структу-
ры γ к γ*.

Если движение динамической системы S(γ) 
не попадает на границу Ωf(γ), то переключение 
структуры не происходит.

Определенная выше ССИ обладает как не-
прерывной, так и дискретной динамикой, поэто-
му ее можно отнести к классу гибридных систем. 
Предложенное понятие наиболее близко к опре-
делению гибридной системы, приведенному в ра-
боте [8].

Структурные движения и орбиты

Качественное исследование в общем случае 
функционирования ССИ представляется нераз-
решимой задачей в силу сложности поведения 
динамических систем S(γ), их состыковки с помо-
щью переходных отображений и т. д. Из опреде-
ления ССИ следует, что процесс функционирова-
ния системы S порождает конечную или беско-
нечную последовательность структур {γk}, каж-
дый член которой характеризует состав системы. 
В связи с этим более перспективным представля-
ется изучение последовательностей структур, вы-
деление классов систем с одинаковым в некото-
рых смыслах поведением этих последовательно-
стей. Исследование динамики структур может 
сыграть важную роль при математическом моде-
лировании сложных динамических информаци-
онных, эколого-экономических, производствен-
ных, энергетических систем.

Начальная структура, как следует из определе-
ния, не устанавливает однозначно последователь-
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ность структур {γk}. Действительно, структура 
γk + 1 зависит не только от γk, но и от Ωp(γk) — эле-
мента разбиения τ(γk), которому принадлежит на-
чальное для динамической системы S(γk) состоя-
ние X0(γk). В связи с этим предлагается рас-
смотреть следующие последовательности струк-
тур, различающиеся способом задания началь-
ной структуры. В начальный момент времени 
можно задать один из трех элементов включения 
X0(γ0)∈Ωp(γ0)⊂Ω(γ0). 

1. Пусть задано Ω(γ0) или γ0, а само начальное 
состояние X0(γ0) и элемент Ωp(γ0) разбиения неиз-
вестны. Тогда процессу функционирования будет 
соответствовать последовательность множеств 
структур {Γk(γ0)} такая, что Γ0(γ0) = γ0 , т. е. Γk(γ0) — 
множество всех структур, которые может иметь 
система S на тот момент времени, когда произо-
шло k переключений структур, если задана ее на-
чальная структура γ0. Пусть Γ(t, t0, γ0) — множе-
ство всех структур, которые может иметь система 
S в момент времени t ≥ t0, если в начальный мо-
мент времени t = t0 задана лишь ее начальная 
структура γ0.

Определение. Последовательность структур 
{Γk(γ0)}, k = 0, 1, 2, …, для которой Γ0(γ0) = γ0, будем 
называть структурной орбитой.

Множество Γ(t, t0, γ0), где Γ(t0, t0, γ0) = γ0, будем 
называть структурным движением.

2. Пусть задано множество Ωp(γ0) или ин-
декс p(γ0)∈P(γ0). При этом начальное состояние 
X0(γ0)∈Ωp(γ0) неизвестно. Тогда, как следует из 
определения ССИ, процессу функционирования 
системы будет соответствовать однозначно опре-
деленная последовательность структур{γk(p(γ0))}. 
Пусть γ(t, t0, p(γ0)) — множество структур, ко-
торые может иметь система S в момент времени 
t ≥ t0, причем γ(t0, t0, p(γ0)) = γ0. В этом случае γ(t, 
t0, p(γ0)) — не единственная структура, посколь-
ку от значения X0(γ0)∈Ωp(γ0) зависит момент пере-
ключения, временная задержка и начальное со-
стояние следующей структуры. Следовательно, 
несмотря на то, что последовательность структур 
определена однозначно, в некоторый момент вре-
мени γ(t, t0, p(γ0)) может иметь различные значе-
ния: γ(t, t0, p(γ0))∈{γk(p(γ0))}, k = 0, 1, 2, … .

Определение. Последовательность структур 
{γk(p(γ0))}, k = 0, 1, 2, …, для которой γ0(p(γ0)) = γ0, 
будем называть p-структурной орбитой.

Структура γ(t, t0, p(γ0)) называется p-структур-
ным движением. 

3. Пусть задано начальное состояние X0(γ0)∈
∈Ωp(γ0) в начальный момент времени t0. Тогда 
процессу функционирования системы будет со-
ответствовать однозначно определенная последо-
вательность структур {γk(X0(γ0))}. Пусть γ(t0, t0, 
X0(γ0)) — структура, которую имеет система в мо-
мент времени t ≥ t0, причем γ(t0, t0, X0(γ0)) = γ0.

Определение. Последовательность структур 
{γk(X0(γ0))}, k = 0, 1, 2, …, для которой γ0(X0(γ0)) = γ0, 
будем называть X-структурной орбитой.

Структура γ(t, t0, X0(γ0)) называется X-струк-
турным движением. 

Остановимся на различиях между введенны-
ми понятиями. Очевидно, p- и X-структурные ор-
биты совпадают, если у них совпадают индексы 
p(γ0) начальных элементов разбиений. Далее от-
метим, что γ(t, t0, X0(γ0))∈γ(t, t0, p(γ0)). При этом, 
очевидно, γ(t, t0, X0(γ0)) — однозначно определен-
ная структура. Начальное состояние X0(γ0)) одно-
значно определяет не только последовательность 
структур, но и промежуток Δtk существования 
каждой из них. 

Построенная ССИ задает динамику структур 
и дает возможность развития общей теории пу-
тем переноса с соответствующими изменениями 
понятий теории динамических систем. Для при-
мера рассмотрим понятие инвариантного мно-
жества. Множество структур Γ*⊂Γ можно на-
звать инвариантным по отношению к струк-
турному движению Γ(t, t0, γ0), если из включе-
ния γ0∈Γ* следует, что Γ(t, t0, γ0)⊂Γ* при всех t ≥ t0. 
Аналогично можно ввести понятия инвариант-
ных множеств по отношению к X- и p- структур-
ным движениям и орбитам. Таким образом, опре-
деленная выше ССИ позволяет реализовать 
структурную полудинамическую систему G(t, t0) 
и развить для нее соответствующую качествен-
ную теорию. 

Геометрия структур

Структуру γ можно назвать внешней, посколь-
ку она характеризует состав системы S. Введем 
понятие внутренней структуры для описания 
взаимосвязей подсистем, входящих в состав S. 
Положим bij = 1(bij = 0), если подсистема Si воз-
действует (не воздействует) на подсистему Sj в то 
время, когда они обе находятся в составе S. Вве-
дем матрицу внутренней структуры B = {γiγjbij}, i, 
j = 1, …, n. Процесс функционирования системы S 
порождает последовательность {Bk} = {γi

kγj
kbk

ij}, где 
(γ1

k, …, γn
k) = γk. Далее, сопоставим каждой струк-

туре два комплекса. Пусть в состав первого (R) 
входят симплексы, вершинам которых соответ-
ствуют подсистемы, воздействующие на какую-
то одну подсистему. В составе второго (R*) — сим-
плексы, вершины которых соответствуют подси-
стемам, на которые воздействует какая-либо одна 
подсистема. Эти комплексы можно назвать двой-
ственными. Номера вершин считаем совпадаю-
щими с номерами подсистем. Тогда любой сим-
плекс первого комплекса имеет номера вершин, 
равные номерам ненулевых элементов соответ-
ствующих столбцов матрицы B. Для второго ком-
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плекса аналогичную роль играют номера ненуле-
вых элементов строк. Зададим на каждом из вве-
денных комплексов неотрицательные функции 
H и H*, принимающие на отдельных симплексах 
положительные значения. Смысл этих функ-
ций — плата за установление связей между под-
системами. Процессу функционирования соот-
ветствует последовательность двойственных ком-
плексов, симплексы которых задаются матри-
цами Bk. Пусть Hi

k(p(γ0)) (или Hi
k*(p(γ0))) — значе-

ние функции H (или H*) на симплексе i, соответ-
ствующем структуре γk(p(γ0)). Пусть Hk(p(γ0)) = 
= ΣiHi

k(p(γ0)), где сумма берется по всем симплек-
сам, входящим в комплекс R (γk(p(γ0))), соот-
ветствующий γk(p(γ0)). Аналогично определяем 
функцию Hk*(p(γ0)) = ΣiHi

k*(p(γ0)). Можно выска-
зать гипотезу, что естественные системы со струк-
турными изменениями (экологические, биоло-
гические) функционируют так, чтобы функции 
Hk(p(γ0)), Hk*(p(γ0)) принимали по возможности 
меньшие значения. Для искусственных систем 
можно ставить задачу оптимального управления 
в смысле введенных плат за установление связей 
между подсистемами.

Можно рассмотреть случай, когда B зави-
сит не только от конфигурации, но и от времени 
или от очередности вхождения подсистем Si в си-
стему S. 

Рассмотрим последовательность структур 
{γk(p(γ0))}, т. е. p-структурную орбиту. Это наибо-
лее информативная об изменении структуры по-
следовательность при наименьшей возможной 
информации о начальных данных. Действитель-
но, последовательность {γk(X0(γ0))}, т. е. X-струк-
турная траектория, также однозначно определя-
ет последовательность структур, но при этом она 
требует знания начального состояния X0(γ0). 

На основе определенной ССИ можно ввести 
оператор G: Γ  Γ такой, что G(γk(p(γ0)) = γk + 1(p(γ0)). 
Оператор G однозначно определяет последова-
тельность структур, если задан начальный ин-
декс p(γ0). Каждому индексу p(γ) поставим в соот-
ветствие вершину Ap(γ) графа. Пусть из вершины 
Ap(γ) ведет дуга в вершину Aq(γ*), если q(γ*) =
= ϕ*

γγγγ(p(γ)). При этом γ = γk(p(γ0)), γ* = γk + 1(p(γ0)) при 
k∈{1, …, n}. Таким образом, каждой p-структурной 
орбите{γk(p(γ0))} системы S можно однозначно со-
поставить ориентированный граф, отражающий 
ее структурную динамику. Итак, системе S сопо-
ставлен ориентированный граф. Такое представле-
ние ССИ позволяет применять теорию графов к ис-
следованию структурных орбит, сводя их исследо-
вание к исследованию геометрических свойств гра-
фов. В частности, можно использовать изомор-
физм графов для реализации подхода к определе-
нию эквивалентности ССИ. Возникают следую-
щие задачи: выделить класс операторов, для ко-

торых можно провести классификацию соответ-
ствующих им графов; по данному оператору по-
строить ССИ, принадлежащую определенному 
классу (задача синтеза). Отметим, что в работе 
[13] с помощью графов представлялись разност-
ные операторы для определения сложности ко-
нечной двоичной последовательности.

Приведем некоторые примеры процессов, при 
моделировании которых возникает ССИ и дина-
мика структуры. 

Пример 1. В работах [9, 14] рассмотрена дина-
мическая сеть, представляющая информацион-
ную систему с переменными взаимосвязями и со-
ставом. В состав сети входят узлы трех типов: ис-
точники информации, трансляторы, потребите-
ли. В дискретные моменты времени ti, i = 0, …, k 
происходит изменение состава и параметров сети. 
Задается динамическая система, определяющая 
изменение состояния узлов и моменты ti. При 
этом γi = 1, если i-й узел функционирует, γi = 0 
в противном случае. Таким образом, имеем при-
мер ССИ, задающей динамику структуры γ. 

Пример 2. Рассмотрим процесс биологической 
очистки сточных вод активным илом. Перемен-
ными величинами, задающими состояние систе-
мы, являются плотности различных субстратов-
загрязнителей и видов микроорганизмов, окис-
ляющих соответствующие типы субстратов. Ди-
намика задается системой обыкновенных нели-
нейных дифференциальных уравнений. При этом 
количество уравнений изменяется в процессе 
функционирования системы, поскольку количе-
ство видов, которые успевают закрепиться в аэ-
ротенке, зависит от скорости подачи ила в аэро-
тенк. Скорость рециркуляции ила u — управля-
ющий параметр — подстраивается под нагрузку 
на входе в систему биоочистки. Можно положить 
γi = 1, если i-й вид присутствует в системе, что со-
ответствует определенному значению u, γi = 0 
в противном случае. В работе [15] представлена 
математическая модель стабилизации этого про-
цесса с использованием ССИ. 

Предлагаемый аппарат можно использовать 
при моделировании динамики больших групп 
роботов (динамика стаи), крупных производ-
ственных комплексов, транспортных сетей и т. д. 

Заключение

Предложен структурный подход к матема-
тическому моделированию гибридных систем. 
Развивается понятийный аппарат, который мо-
жет быть применен при построении конкрет-
ных моделей сложных динамических инфор-
мационных, производственных, транспортных, 
энергетических систем с изменяющейся струк-
турой. 
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