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Введение

При использовании когерентного приема сиг-
налов подразумевается, что отсутствует фазовая 
ошибка в контуре фазовой автоподстройки часто-
ты, т. е. передатчик и приемник синхронизирова-
ны по частоте и фазе. На практике может возник-
нуть такая ситуация, что генератор, который 
формирует несущую для демодуляции в прием-
нике, не синхронизирован с фазой передатчика. 
Можно подчеркнуть важность получения точной 
оценки фазы, рассмотрев влияние фазовой ошиб-
ки на помехоустойчивость когерентного приема 
сигналов. Характер зависимости вероятности 
ошибки от погрешности в определении фазы не-
сущей чаще всего является нетривиальным 
и трудно анализируемым без отсутствия точных 
соотношений, справедливых во всем диапазоне 
изменения параметров. В данной статье показа-
но, что зависимость вероятности ошибки от фазо-
вой ошибки носит существенно нелинейный ха-
рактер и, начиная с некоторого порогового значе-
ния, дальнейшее увеличение отношения сигнал/
шум не приводит к повышению помехоустойчи-
вости. Таким образом, имеется своеобразный эф-
фект энергетического насыщения, после которо-
го уже нецелесообразно дальнейшее повышение 
энергетики.

Математическая модель канала связи и обо-
значения приведены в работе [1]. Представлен-
ные здесь результаты являются дальнейшим 
обобщением и развитием результатов, отражен-
ных в статье [1], применительно к многопозици-

онным сигналам: многопозиционной фазовой ма-
нипуляции (ФМ-M, Multiple�Phase�Shift�Keying�—�
МPSK) и квадратурной амплитудной манипуля-
ции (КАМ-M, Quadrature�Amplitude�Modulation�—�
M-QAM).

Анализ вероятности ошибки когерентного 
приема сигналов КАМ-4 (QPSK)

Битовая вероятность ошибки в первом бите 
для 4-позиционной квадратурной манипуляции 
(КАМ-4, Quadrature�Phase�Shift�Keying�—�QPSK) 
при ϕ∈[−π, π] будет определяться
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Используя простейшие тригонометрические 
преобразования, можно показать, что битовые 
вероятности ошибки равны: 

2 2
1 2( , ) ( , ).b bc b bcP h P hϕ ϕ=

Два варианта поворота сигнальных точек 
и расстояния от них до границ областей принятия 
решения в зависимости от фиксированного угла 
фазовой ошибки j показаны на рисунке, а,�б.
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Канал�связи�без�замираний�и�с�фазовой�ошиб-
кой. Рассматривая (1а), получаем, что в канале 
связи с фазовой ошибкой
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После несложных преобразований приходим 
к соотношению
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При значениях ρ >> 1 и ϕ∈[0, π] 0
2

,πω ϕ
  + ≅  

 

поэтому при численных расчетах второй инте-
грал можно упростить и использовать прибли-
женную формулу
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Дальнейшие преобразования (2а) приводят 
к соотношению
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где M�= 4 и wal(p, θ), θ∈[−0,5; 0,5] — функции Уол-
ша, упорядоченные по Уолшу. В частности, из 
(2б) следует, что функция 2

1( , )b bcP h ρ  является 
убывающей по аргументу 2 ,bch  ( )
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Смещение�сигнальных�точек�при�фазовой�ошибке�� :�а�—�ϕ∈[0,�π/4]; б�—�ϕ∈[π/4,�π/2]�и�соответствующие�рас-
стояния�до�границ�областей�принятия�решения

4
cosmE2 t

4
cosmE 1 t

2 t

3
4

cosmE

1 t

4
cosmE

а) б)



ИНФОРМАЦИОННОУПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ № 1, 201054

ИНФОРМАЦИОННЫЕ кАНАЛЫ И СРЕДЫ

( )
2

2
1 2,lim ( , ) ,

bc

b
b bc QPSK

h
P h Gρ ρ

→∞
=  и, следовательно, для всех отноше-
ний сигнал/шум 2

bch  будет выполняться нера-
венство ( )2

1 2, ( , ) ,b
b bc QPSKP h Gρ ρ≥  т. е. существу-

ет нижняя граница вероятности ошибки, кото-
рая не может быть достигнута. Используя свой-
ство четности плотности распределения Тихоно-
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Выражение (2б) можно записать в виде
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Рассмотрим предельные случаи. При ρ → ∞ 
ω(ϕ − ϕ0) = δ(ϕ − ϕ0), поэтому
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впадает с формулой, приведенной в работах [2, 3]. 
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так как U(ϕ,�0) = V(ϕ,�0) = 0. Если ρ ≠ 0 и 2 0,bch →  
то значение ошибки остается тем же:
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Символьная вероятность ошибки определяет-
ся по формуле
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Из этой формулы следует, что при отсутствии 

фазовой ошибки, т. е. при ϕ = 0, 2 2 22 2 2 .e bc bcP Q h Q h
      = −        
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 Таким образом, при фикси-

рованных значениях ошибки можно использо-
вать соотношение (3). Если предположить, что 
фазовая ошибка является случайной величиной, 
то средняя вероятность ошибки может быть най-
дена при использовании (2). Для усреднения (3) 
по распределению Тихонова преобразуем форму-
лу к виду
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Анализируя (4), видим, что усреднение пер-
вых двух слагаемых с точностью до множителя 
совпадает с (2), поэтому рассмотрим третье слага-
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чаем, что

4
2

0
4

2

0
4

2

0

32 d
4

3 32 2 d
4 4

32 2 d
4 4

32
4

( , )

sin

cos

bc

bc

bc

R h

Q h

Q h

π

π

π

πρ ω ϕ ϕ

π πω ϕ ω ϕ ϕ ϕ

π πω ϕ ω ϕ ϕ ϕ

πω ϕ ω ϕ

 = + +  

          + − − + +             

          + + − + +             

 + − − + −  

∫

∫

∫
4

0

2 2

3
4 4 4

2 2 dsin cos .bc bcQ h Q h

π
π π πω ϕ ω ϕ

ϕ ϕ ϕ

           − + + + ×               

      ×         

∫



ИНФОРМАЦИОННОУПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ№ 1, 2010 55

ИНФОРМАЦИОННЫЕ кАНАЛЫ И СРЕДЫ

Следовательно:
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Очевидно, что
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что совпадает с формулой, полученной при иде-
альном когерентном приеме [2, 3]. При ρ = 0 
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и обрыве канала связи 2 0( )bch →  значение вероят-
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Канал�связи�с�замираниями�и�с�фазовой�ошиб-
кой. Для битовой вероятности ошибки формулы 
в канале связи с замираниями могут быть легко 
получены, если усреднять (2б). Например, для 
замираний Райса—Накагами
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Несколько более сложная ситуация возникает 
при использовании (5) для получения аналогич-
ных формул вероятности ошибок в канале с за-
мираниями Райса—Накагами или четырехпара-
метрическими замираниями. Основная слож-
ность заключается в том, что дополнительно не-
обходимо усреднить произведение функций Гаус-
са. Так как получение общей формулы в этом слу-
чае не представляет сложности, ограничимся 
лишь записью усреднения произведения функ-
ций Гаусса. Например, для замираний Райса—
Накагами
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Анализ вероятности ошибки когерентного 
приема сигналов ФМ-M (МPSK)

Битовая� вероятность� ошибки� при фиксиро-
ванной фазовой ошибке в первом и втором битах 
для ФМ-M, M=2k определяется по формулам
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Покажем, что при таком выборе ( )2 1 ,k k

M
πα = −  

1 4,k M=  битовые вероятности ошибок в первом 

и втором битах совпадают: 2 2
1 2( , ) ( , ).b bc b bcP h P hϕ ϕ=  

Действительно, для произвольной функции f(∗) 
справедливо соотношение

1 1

1
1 1

2
( cos( )) sin

( sin( )) ( sin( )),

K K

k k
k k

K K

K k k
k k

f h f h

f h f h

πα ϕ α ϕ

α ϕ α ϕ

= =

− +
= =

   ± = − =     

= =

∑ ∑

∑ ∑

∓

∓ ∓

которое выполняется, если αK−k+1 + αk�= π/2, для 
любых 1, .k K=  Последняя формула справедли-

ва, если 2Kπ/M�= π/2, т. е. при K�= M/4. Таким об-
разом, при проведении дальнейших расчетов 
можно ограничиться использованием либо (6а), 
либо (6б). Рассмотрим оба варианта, чтобы в даль-
нейшем их можно было использовать для числен-
ных расчетов и контроля результатов.

Путем простейших преобразований усредне-
ние (6а) по распределению Тихонова может быть 
приведено к виду

( )

( ) ( )

4
2 2

1 2
1 0

2

4
2

2 d

, ( , ) cos

cos

M

b bc k c
k

k c

P h Q h
M

Q h

π
ρ ϕ α

ϕ α ω ϕ ϕ

=

     = + +     
  + −      

∑ ∫

или

( )

( )

2
1 2

4
2

1

2

4 2 d

2 d

, ( , )

cos

cos ,

k

k

k

k

b bc

M

c k
k

c k

P h

Q h
M

Q h

π α

α

π α

α

ρ

ϕ ω ϕ α ϕ

ϕ ω ϕ α ϕ

+

=

− +

=

     − −=     
    −−     

∑ ∫

∫

( )

2
1 2

4
2

1

4
2 d

, ( , )

cos .
k

k

b bc

M

c k
k

P h

Q h
M

π α

π α

ρ

ϕ ω ϕ α ϕ
+

= − +

=

     = −       
∑ ∫    (7)

Используя приложение 1, можно переписать 
(7) в виде

( )

( )

2
1 2

2
2

0

2 d

, ( , ) ,

cos , , ,

b
b bc MPSK

c M

P h G M

Q h U M
π

ρ ρ

ϕ ϕ ρ ϕ

= +

  +    ∫      (8а)

где

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

2 24

1

24

1 2

24

1 0

4
d d

4
d

4
d

,

;

k k

b
MPSK

M

k k
k

M

k
k

M

k k
k

G M

M

M

M

π π

α α

π

π

π

ρ

ω ϕ α π ϕ ω ϕ α π ϕ

ω ϕ α π ϕ

ω ϕ α π ω ϕ α π ϕ

= −

= −

=

=

 
 
 = − − + + − =
 
  

 
 
 = − ± =
 
  

 
  = − ± + + ±   
  

∑ ∫ ∫

∑ ∫

∑ ∫

( ) ( )

( ) ( ) ( )

4

1

4
, ,

.

M

M k
k

k k k

U M
M

ϕ ρ ω ϕ α

ω ϕ α ω ϕ α π ω ϕ α π
=

= + +

+ − − − − − + − 

∑
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Рассмотрим предельные случаи. При ρ → ∞ 
ω(ϕ − ϕ0) = δ(ϕ − ϕ0), поэтому

( )

( ) ( )
2 24

1

4
d d 0

lim ,

,
k k

b
MPSK

M

k k
k

G M

M

ρ

π π

α α

ρ

δ ϕ α π ϕ δ ϕ α π ϕ

→∞

= −

=

 
 
 = − − + + − =
 
  
∑ ∫ ∫

так как для любого 1 4,k M=  αk� + π∉[αk, π/2] 
и −αk�+ π∉[−αk, π/2]. Отсюда следует, что

4
2 2 2

1 2 1 2
1

4
2, ,( ) lim ( , ) cos ,

M

b bc b bc k c
k

P h P h Q h
Mρ

ρ α
→∞ =

  = =    
∑

так как αk∈[0, π/2]. Эта формула совпадает с фор-
мулой, полученной для вероятности битовой 
ошибки при идеальном когерентном приеме сиг-
налов ФМ-M [4]. При обрыве канала связи 

2 0( )bch →  и идеальном когерентном приеме полу-
чаем ( ) ( )1 2 1 20 0 0 5, ,lim , , .b bP P

ρ
ρ

→∞
= =

Если ρ = 0, то ( )2
1 2 0 0 5, ( , ) , ,b

b bc MPSKP h G Mρ= =  
для любых отношений сигнал/шум 2

bch , так как 
UM(ϕ, 0, M) = 0. При обрыве канала связи 2 0( )bch →  
и произвольных значениях ρ вероятность ошиб-
ки ( )

2

2
1 2 1 2

0
0 0 5, ,, lim ( , ) , .

bc
b b bc

h
P P hρ ρ

→
= =

Если 2
bch →∞, то ( )

2

2
1 2,lim ( , ) ,

bc

b
b bc MPSK

h
P h G Mρ ρ

→∞
=  

и для всех отношений сигнал/шум 2
bch  будет вы-

полняться неравенство ( )2
1 2, ( , ) , ,b

b bc MPSKP h G Mρ ρ≥  
т. е. существует нижняя граница вероятности 
ошибки, которая не может быть достигнута при 
конечных значениях ρ > 0.

Соответственно, используя приложение 1 для 
(6б), получаем другую форму записи битовой ве-
роятности ошибки

 

( )

( )

2
1 2

2

0

2 d

, ( , ) ,

sin , , ,

b
b bc MPSK

c M

P h G M

Q h V M
π

ρ ρ

ϕ ϕ ρ ϕ

∗= +

  +    ∫  (8б)

где

( ) ( )
4

10

4 d, ;
M

b
MPSK k

k
G M

M

π
ρ ω ϕ α ϕ∗

=

 
 = + 
  
∑∫

( ) ( ) ( )
4

1

4, , .
M

M k k
k

V M
M

ϕ ρ ω ϕ α ω ϕ α
=

 = − − + ∑

Предельные случаи рассматриваются анало-
гично предыдущему варианту и приводят к тем 
же результатам.

Символьная�вероятность�ошибки�когерентно-
го�приема�сигналов ФМ-M. Сложность получения 
формулы для вычисления символьной вероятно-
сти ошибки когерентного приема сигналов ФМ-M 

в данном случае связана с тем, что существует 
пять вариантов взаимного расположения сиг-
нальной точки, повернутой на угол ϕ, и области 
оптимального принятия решения. Учитывая сим-
метричность расположения сигнальных точек, 
ограничимся рассмотрением интервала ϕ∈[0, π]. 
Введем следующие обозначения:

sin ,Mu
M

ϕ πϕ
 = −     

sin ,M M
ϕ πν ϕ

 = +     

ctg ,Mb
M

ϕ πϕ
 = −     

ctg .Ma
M

ϕ πϕ
 = +   

Тогда
2

2 2

2 2

2 2

1
2 2

2

2 2

0

1
1 2 2

2

( , )

, , ,

, ;

e
MPSK bc

c cM M

c cM M M M

c cM M

P h

Q h u Q h

T h u b T h a

M

Q h u Q h

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ

ν

ν

πϕ

ν

=

        − + +           
        + − +           
 
 ∈
  
        − −          

=

2 2

2 2

2 2

2 2

2

1
1 2 2

2

2 2

, , ,

, ;

, ,

c cM M M M

c cM M

c cM M M M

T h u b T h a

M M

Q h u Q h u

T h u b T h u b

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ π ϕ

ϕ ϕ π ϕ π ϕ

ν

π π πϕ

−

− −

−


        − −           
 
 ∈ −
  
        − − −           

        − +         

2 2

2 2

2

2 2

1
1 2 2

2

2 2

2

1
1 2

2

,

, ;

, , ,

, ;

c cM M

c cM M M M

c M

M M

Q h Q h u

T h u b T h a

M M
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π ϕ π ϕ

π ϕ π ϕ π ϕ π ϕ

ϕ π

π π π πϕ

ν

ν

π π πϕ π

ν

− −

− − − −

−





 
 
 ∈ − +
  
        − − −           

        − −           
 
 ∈ + −
  
 − 

2

2 2

2

2 2, , ,

, .

c M

c cM M M M

Q h

T h a T h a

M

π ϕ

ϕ π ϕ π π ϕ π ϕ

ν

ν ν

πϕ π π
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     + +       
        + +           
 
 ∈ −
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Учитывая, что

,M Muπ ϕ ϕν− =
 

,M Muπ ϕ ϕν − =
 

,M Mb aπ ϕ ϕ− =−
 

;M Ma bπ ϕ ϕ− =−

,M M
ϕ π ϕν ν− =−

 
,M Muπ ϕ ϕν − =

 

,M Ma aϕ π ϕ− =
 

,M Ma bπ ϕ ϕ− =−

получаем, что усреднение вероятности символь-
ной ошибки по распределению Тихонова приво-
дит к соотношению

( )2

2 2

0

2 2 2 ctg

d

( , ) ,

sin sin ,

,

e e
MPSK bc MPSK

c c

P h G M

Q h T h

M M

π

ρ ρ

ϕ ϕ ϕ

π πω ϕ ω ϕ ϕ

= +

        + + ×           
       × − − +         

∫

 (9а)

где 2 2
2logc bch h M=  и

 

( )

( ) ( )
0

2 d 1 2 d

,

.

e
MPSK

M

M

G M
ππ

π

ρ

ω ϕ ϕ ω ϕ ϕ

=

= = −∫ ∫  (9б)

Рассмотрим предельные случаи. При ρ → ∞ 
ω(ϕ − ϕ0) = δ(ϕ − ϕ0), поэтому ( ) 0lim , ,e

MPSKG M
ρ

ρ
→∞

=  
следовательно:

2 2

2
2

2
2

2

2 2 ctg

( ) lim ( , )

log sin

log sin , ,

e e
MPSK bc MPSK bc

bc

bc

P h P h

Q h M
M

T h M
M M

ρ
ρ

π

π π

→∞
= =

 = +  
 +   

что совпадает с формулой, полученной для веро-
ятности символьной ошибки при идеальном коге-
рентном приеме сигналов ФМ-M [4].

Если ρ = 0, то, как видно из (9б), 

( )2 1
0 0 1( , ) ,e e

MPSK bc MPSKP h G M
M

= = −  для любых 

отношений сигнал/шум 2 .bch  При обрыве канала 
связи 2 0( )bch →  и произвольных значениях ρ ве-
роятность символьной ошибки ( )

2

2

0

1
0 1, lim ( , ) .

bc

e e
MPSK MPSK bc

h
P P h

M
ρ ρ

→
= = − 

( )
2

2

0

1
0 1, lim ( , ) .

bc

e e
MPSK MPSK bc

h
P P h

M
ρ ρ

→
= = −  В этом случае (9) 

принимает вид

( ) ( )

0

0

1 d

, ,

.

e e
MPSK MPSKP G M

M M

π

ρ ρ

ϕ π πω ϕ ω ϕ ϕ
π

= +

           + − − − +               
∫

Если 2 ,bch →∞  то ( )
2

2lim ( , ) ,
bc

e e
MPSK bc MPSK

h
P h G Mρ ρ

→∞
= 

( )
2

2lim ( , ) ,
bc

e e
MPSK bc MPSK

h
P h G Mρ ρ

→∞
=  и для всех отношений сигнал/шум 

2
bch  будет выполняться неравенство ( )2( , ) , ,e e

MPSK bc MPSKP h G Mρ ρ≥ 
( )2( , ) , ,e e

MPSK bc MPSKP h G Mρ ρ≥  т. е. существует нижняя граница 
вероятности ошибки, которая зависит от величи-
ны ρ и позиционности сигналов M и которая не 
может быть достигнута при ρ > 0.

Получение формул для символьной и битовой 
вероятности ошибок приема сигналов ФМ-M 
в условиях совместного действия фазовой ошиб-
ки и замираний не представляет особой сложно-
сти и может быть проведено самостоятельно. При 
этом, как и ранее, следует ожидать, что общие за-
мирания значительно больше влияют на помехо-
устойчивость приема, чем фазовая ошибка. Поэ-
тому можно использовать результаты расчета по-
мехоустойчивости для канала связи только с об-
щими замираниями [4].

Анализ вероятности ошибки когерентного 
приема сигналов КАМ-16 (16-QAM)

Символьная вероятность ошибки при фикси-
рованной фазовой ошибке будет определяться по 
формуле

2 2 2 2
1 2 3

2 2 2
1 2 3

2 2
4 1

1
2

1
4

( , )e bc bc bc bc

bc bc bc

bc bc

P h Q k h Q k h Q k h

Q h Q h Q h

Q h Q h Q

ϕ

ω ω ω

ω γ γ

              = + + +                   
              + + + +                 
      + + +        

2
2

2 2 2
1 2 3

2 2
1 2

2 2
3 4

1
2

1
4

bc

bc bc bc

bc bc

bc bc

h

Q k h Q k h Q k h

Q h Q h

Q h Q h

ω ω

ω ω

   −    
              − + −                   

         − + ×            
       × +         

2 2
1 2

1
4

,bc bcQ h Q hγ γ

  −   
      −         

где

( )1
4 2 2
5

sin ,k ϕ Φ= − +
 

( )2 2 2 sin ,k ϕ Φ= +
 

( )3
42 2
5

cos ,k ϕ Φ= + − ;

1
10

sin ,Φ=
 

3
10

cos ;Φ=

1
22
5 4

sin ,πω ϕ
 = +     

2
4 22

5 45
sin ,πω ϕ
 = − +     
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3
22
5 4

cos ,πω ϕ
 = +     

4
4 22

5 45
cos ;πω ϕ
 = − +   

1
2 46
5 4 5

sin ,πγ ϕ
 = + −    

2
2 46
5 4 5

cos .πγ ϕ
 = + −  

При идеальном когерентном приеме (ϕ = 0) 1 2 3
2
5

;k k k= = =

1 2 3
2
5

;k k k= = =  1 2 3 4
2
5

;ω ω ω ω= = = =  1 2
2
5

,γ γ= =  

отсюда получаем известную формулу вероятности 
символьной ошибки для сигналов КАМ-16 [2–4]

2
2

2

2 2
2

31 1 2
2 5

93 2 2
5 4 5

( )

.

bc
e bc

bc bc

h
P h Q

h h
Q Q

      = − − =          
        = −          

Битовая� вероятность� ошибки� при фиксиро-
ванной фазовой ошибке в первом и втором битах 
для КАМ-M, M�= 2K, K — четном определяется по 
формуле

( ) ( )

( ) ( )

2
1 2

2 2

01 1

0

2 1 2 12
2

2 1 2 1

2

, ( , )

cos sin

cos sin
,

b bc

M M

i j

P h

i j
Q d

M N

i j
Q d

N

ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

= =

=

   − + −    = +     
  − − −    +     

∑ ∑

(10)

где ϕ∈[−π, π]; 
6

1
;cE

d
M

=
−

 2

0
,c

c
E

h
N

=   2 2
2log .c bch h M=

Для нахождения средней вероятности ошибки 
выражение (10) удобнее представить в виде

2 2
2 2 2

1 2
1 1

2 2

2
2

2

, ( , ) cos

cos ,

M M

b bc ij bc ij
i j

ij bc ij

P h Q gr h
M
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ϕ α ϕ

α ϕ
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     = + +        
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∑ ∑

где 23
2 1

log
;

M
g

M
=

−
 ( ) ( )2 22 2 1 2 1 ;ijr i j= − + −  

2 1arctg
2 1

,ij
j
i

α −
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−
 

2 1arctg
2 1

,ij
j
i

α −
=

−
 1 2, , .i j M=  Дальнейшие преобра-

зования на основе формул, полученных в прило-
жении, позволяют записать среднюю вероят-
ность в виде

( )2
1 2

22 2
2 2

1 1 0
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2 d

, ( , ) ,

cos ( , ) ,

b
b bc QAM

M M

ij bc ij
i j

P h G M
M

Q gr h U
π

ρ ρ

ϕ ϕ α ϕ
= =

= + ×

      ×         
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где

( )
22 2

1 1 2

4
d, ( ) ;

M M
b
QAM ij

i j
G M

M

π

π

ρ ω ϕ α π ϕ
= = −

   = − ±     
∑ ∑ ∫

( , ) ( ) ( )

( ) ( ).
ij ij ij

ij ij

U ϕ α ω ϕ α ω ϕ α
ω ϕ α π ω ϕ α π

= + + − −

− + − − − −

Заключение

В данной статье применительно к многопози-
ционным сигналам КАМ и ФМ показано, что за-
висимость вероятности ошибки от фазовой ошиб-
ки носит существенно нелинейный характер 
и, начиная с некоторого порогового значения, 
дальнейшее увеличение отношения сигнал/шум 
не приводит к повышению помехоустойчивости. 
Для многопозиционных сигналов, так же как 
и для двоичных, имеется своеобразный эффект 
энергетического насыщения, после которого уже 
нецелесообразно дальнейшее повышение энерге-
тики и необходимы другие методы борьбы с этим 
эффектом. Полученные формулы могут быть ис-
пользованы, в частности, для сравнительной 
оценки сигналов ФМ и КАМ в условиях неиде-
альной синхронизации, а разработанная методи-
ка — для получения аналогичных формул для 
других сигнальных конструкций, применяемых 
в современных системах передачи (например, 
сигналы АФМ в стандарте DVB-S2).

Приложение

Интегралы. Расчет интегральных выражений 
(α > 0), встречающихся при усреднении вероят-
ностей ошибок.

1. Рассмотрим интегралы

( )

( )( ) ( )( ) ( )1
d

2

,

cos cos ;

ñI h

Q h Q h
π

π

ρ

α ϕ α ϕ ω ϕ ϕ
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 = + + −  ∫  (П1)
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d

2

,

sin sin .

sI h

Q h Q h
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π

ρ

α ϕ α ϕ ω ϕ ϕ
−

=

 = + + −  ∫   (П2)

1.1. Рассмотрим выражение (П1). Используя 
четность функции косинус и плотности распреде-
ления вероятностей, получаем

( ) ( )( ) ( )( ) ( )
0

d, cos coscI h Q h Q h
π

ρ ϕ α ϕ α ω ϕ ϕ = + + −  ∫
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∫
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( ) ( ) ( )d, cos .cI h Q h
π α

π α

ρ ϕ ω ϕ α ϕ
+

− +

= −∫
Разбиваем интервал интегрирования на три 

подынтервала, в каждом из которых тригономе-
трическая функция косинус сохраняет постоян-
ный знак:

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2

2

2

2

d

d

d

, cos

cos

cos .

cI h Q h

Q h

Q h

π

π α
π

π
π α

π

ρ ϕ ω ϕ α ϕ

ϕ ω ϕ α ϕ

ϕ ω ϕ α ϕ

−

− +

−

+

= − +

+ − +

+ −

∫

∫

∫
Каждый из интегралов можно преобразовать 

различными способами. Например, первый� ин-
теграл, используя замену ϕ + π = ψ и тождество 
cos(ψ − π) = −cosψ, можно переписать в виде

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2
1

2

d

d

, cos

cos

cI h Q h

Q h

π

π α
π

α

ρ ϕ ω ϕ α ϕ

ϕ ω ϕ α π ϕ

−

− +

= − =

= − − −

∫

∫
или

( ) ( )

( ) ( )

2
1

2

d

d

,

cos .

cI h

Q h

π

απ

α

ρ ω ϕ α π ϕ

ϕ ω ϕ α π ϕ

= − − −

− − −

∫

∫
Соответственно, второй� интеграл можно за-

писать в виде

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
2

2
2

0

d

d

, cos

cos .

cI h Q h

Q h

π

π
π

ρ ϕ ω ϕ α ϕ

ϕ ω ϕ α ω ϕ α ϕ

−

= − =

 = + + − 

∫

∫
Используя замену ϕ − π = ψ и тождество cos(ψ + 

+ π) = −cosψ, получаем, что третий�интеграл

( ) ( ) ( )

( ) ( )

3

2

2

d

d

, cos

cos

cI h Q h

Q h

π α

π
α

π

ρ ϕ ω ϕ α ϕ

ϕ ω ϕ α π ϕ

+

−

= − =

= − − +

∫

∫
или

( ) ( )

( ) ( )

2
3

2

d

d

,

cos .

cI h

Q h

π

απ

α

ρ ω ϕ α π ϕ

ϕ ω ϕ α π ϕ

−

−

= + − −

− + −

∫

∫

Заметим, что

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2

2

0

0

d

d

d

cos

cos

cos ;

Q h

Q h

Q h

π

α
π

α

ϕ ω ϕ α π ϕ

ϕ ω ϕ α π ϕ

ϕ ω ϕ α π ϕ

− − =

= − − −

− − −

∫

∫

∫

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2

2

0

0

d

d

d

cos

cos

cos .

Q h

Q h

Q h

π

α
π

α

ϕ ω ϕ α π ϕ

ϕ ω ϕ α π ϕ

ϕ ω ϕ α π ϕ

−

−

+ − =

= + − −

− + −

∫

∫

∫

Последнее выражение можно преобразовать 
к виду

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2

2

0

0

d

d

d

cos

cos

cos .

Q h

Q h

Q h

π

α
π

α

ϕ ω ϕ α π ϕ

ϕ ω ϕ α π ϕ

ϕ ω ϕ α π ϕ

−

+ − =

= + − +

+ − +

∫

∫

∫

Подставляя полученные формулы, получаем, 
что

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2
1

2

0

0

d

d

d

,

cos

cos ;

cI h

Q h

Q h

π

α
π

α

ρ ω ϕ α π ϕ

ϕ ω ϕ α π ϕ

ϕ ω ϕ α π ϕ

= − − −

− − − +

+ − −

∫

∫

∫

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2
3

2

0

0

d

d

d

,

cos

cos .

cI h

Q h

Q h

π

α
π

α

ρ ω ϕ α π ϕ

ϕ ω ϕ α π ϕ

ϕ ω ϕ α π ϕ

−

= + − −

− + − −

− − +

∫

∫

∫
Следовательно, учитывая, что справедливо 

тождество ω(ϕ − α − π) = ω(ϕ − α + π), можно пере-
писать Ic(h, ρ) в виде
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( ) ( ) ( ) ( )
2

0

d, cos , ,c ñI h G Q h U
π

ρ ρ ϕ ϕ α ϕ= + ∫
где

( ) ( ) ( )
2 2

d d ;cG
π π

α α

ρ ω ϕ α π ϕ ω ϕ α π ϕ
−

= − − + + −∫ ∫
 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

,

.

U ϕ α ω ϕ α ω ϕ α

ω ϕ α π ω ϕ α π

= + + − −

− + − − − −

Выражение Gc(ρ) можно представить в виде

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

2

2

2

2

2

0

d d

d

d .

cG
π α

α π
π

π
π

ρ ω ϕ α π ϕ ω ϕ α π ϕ

ω ϕ α π ϕ

ω ϕ α π ω ϕ α π ϕ

−

−

= − − + − + =

= − ± =

 = − ± + + 

∫ ∫

∫

∫ ∓

Рассмотрим предельные случаи:
а) при ρ → ∞ ω(ϕ − ϕ0) = δ(ϕ − ϕ0), поэтому

( ) ( )lim , cos ,cI h Q h
ρ

ρ α
→∞

=  ( ) 0lim ,cG
ρ

ρ
→∞

=

так как (−α)∉[0, π]. При h� → 0 получаем, что 
( ) 0 5lim , , ;cI h

ρ
ρ

→∞
=

б) если ρ = 0, то ( ) ( )
0 0

0 5lim , lim ,c cI h G
ρ ρ

ρ ρ
→ →

= =  

для любых значений h;
в) если h� → ∞, то ( ) ( )lim ,c c

h
I h Gρ ρ

→∞
=  и для 

всех значений h будет выполняться неравенство 
Ic(h, ρ) ≥�Gc(ρ);

г) если h�→ 0, то 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

0
0

1
2

d

lim ,c
h

I h
π

ρ ω ϕ α ω ϕ α

ϕω ϕ α π ω ϕ α π

→
= − + + +

+ − − + + − 

∫

и 

( ) ( )
0

1 1
d

2 2
lim , .c
h

I h
π α

π α

ρ ω ϕ ϕ
+

→
− +

= =∫

1.2. Рассмотрим выражение (П2). Несложно 
убедиться, что

( ) ( ) ( )d, sin .sI h Q h
π α

π α

ρ ϕ ω ϕ α ϕ
+

− +

= −∫
Разбиваем интервал интегрирования на три 

подынтервала, причем в первом и третьем интер-
валах тригонометрическая функция синус сохра-
няет постоянный знак:

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

d

d

d

, sin

sin

sin .

sI h Q h

Q h

Q h

π

π α
π

π
π α

π

ρ ϕ ω ϕ α ϕ

ϕ ω ϕ α ϕ

ϕ ω ϕ α ϕ

−

− +

−
+

= − +

+ − +

+ −

∫

∫

∫

Тогда

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

d, sin ,s sI h G Q h
π

ρ ρ ϕ ω ϕ α ω ϕ α ϕ = + − − + ∫
 

( ) ( )
0

d .sG
π

ρ ω ϕ α ϕ= +∫

Рассмотрим предельные случаи:
а) при ρ → ∞ ω(ϕ − ϕ0) = δ(ϕ − ϕ0), поэтому

( ) ( )lim , sin ,sI h Q h
ρ

ρ α
→∞

=  ( ) 0lim ,sG
ρ

ρ
→∞

=

так как (−α)∉[0, π]. При h� → 0 получаем, что 
( ) 0 5lim , , ;sI h

ρ
ρ

→∞
=

б) если ρ = 0, то ( ) ( )
0 0

0 5lim , lim ,s sI h G
ρ ρ

ρ ρ
→ →

= =  

для любых значений h;
в) если h�→ ∞, то ( ) ( )lim ,s s

h
I h Gρ ρ

→∞
=  и для всех 

значений h будет выполняться неравенство Ic(h, 
ρ) ≥�Gc(ρ);

г) если h�→ 0, то 

( ) ( ) ( )
0

0

1
d

2
lim ,s
h

I h
π

ρ ω ϕ α ω ϕ α ϕ
→

 = − + + ∫

и 

( ) ( )
0

1 1
d

2 2
lim , .s
h

I h
π α

π α

ρ ω ϕ ϕ
+

→
− +

= =∫

2. Рассмотрим интеграл

( ) ( )( ) ( )( ) ( )d, sin cos .scI h Q h Q h
π

π

ρ ϕ α ϕ α ω ϕ ϕ
−

= + +∫

Делая замену ψ = ϕ + α, получаем, что

( ) ( ) ( ) ( )d, sin cos .scI h Q h Q h
π α

π α

ρ ψ ψ ω ψ α ψ
+

− +

= −∫

Разбивая интервал интегрирования на три ча-
сти: [π + α, π], [π, −π] и [−π, −π + α], используя за-
мену соответственно в первом и третьем интегра-
ле: ψ = ϕ + π, ψ = ϕ − π, получаем, что эти интегра-
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лы в сумме дают ноль, так как ω(ϕ − α − π) = ω(ϕ − 
− α + π):

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

0

d

d

d

, sin cos

sin cos

sin cos .

scI h Q h Q h

Q h Q h

Q h Q h

α

π

π

α

ρ ϕ ϕ ω ϕ α π ϕ

ϕ ϕ ω ϕ α ψ

ϕ ϕ ω ϕ α π ϕ

−

= − − − + +

+ − +

+ − − − −

∫

∫

∫

Следовательно:

( ) ( ) ( ) ( )d, sin cosscI h Q h Q h
π

π

ρ ϕ ϕ ω ϕ α ϕ
−

= −∫
или

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0

0

d

d

, cos

sin cos .

scI h Q h

Q h Q h

π

π

ρ ϕ ω ϕ α ϕ

ϕ ϕ ω ϕ α ω ϕ α ϕ

= + +

 + − − + 

∫

∫

Делая замену 
2
πϕ ψ= + , 

2 2
,

π πψ
 
 ∈ −
  

, получа-
ем, что

( ) ( )

( ) ( )

2

2

2

2

d
2

d
2 2

, sin

sin cos

.

scI h Q h

Q h Q h

π

π
π

π

πρ ψ ω ψ α ψ

ψ ψ

π πω ψ α ω ψ α ψ

−

−

 = − + + +  

+ − ×

       × − + − + +         

∫

∫

Первый интеграл

( )

( )

2 2

2 0

2

0

d d
2 2

d
2 2

sin

sin ,

Q h

Q h

π π

π
π

π πψ ω ψ α ψ ω ψ α ψ

π πψ ω ψ α ω ψ α ψ

−

     − + + = + + +       

       + − − − + +         

∫ ∫

∫

второй интеграл

( ) ( )

( ) ( )

2

0
2

0

d
2 2

d
2 2

sin cos

sin cos

Q h Q h

Q h Q h

π

π

π πψ ψ ω ψ α ω ψ α ψ

π πψ ψ ω ψ α ω ψ α ψ

       − − + − + + +         

       + + − − − −         

∫

∫

или

( )

( ) ( )

2

0
2

0

d
2 2

2

d
2 2 2

cos

sin cos

.

Q h

Q h Q h

π

π

π πψ ω ψ α ω ψ α ψ

πψ ψ ω ψ α

π π πω ψ α ω ψ α ω ψ α ψ

       − + − + + +         

  + + − +   

          + + + − − − − − +              

∫

∫

Окончательно

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

0

d

, sin ,

cos , sin cos , ,

sc scI h G Q h U

Q h V Q h Q h Z

π

ρ ρ ϕ ϕ ρ

ϕ ϕ ρ ϕ ϕ ϕ ρ ϕ

= + +

+ + 

∫

где

( )
2

0

d
2

,scG
π

πρ ω ψ α ψ
 = + +   ∫ ;

( )
2 2

, ,U
π πϕ ρ ω ψ α ω ψ α

     = − − − + +       
;

( )
2 2

, ,V
π πϕ ρ ω ψ α ω ψ α

     = − + − + +       
;

( )
2 2

2 2

,

.

Z
π πϕ ρ ω ψ α ω ψ α

π πω ψ α ω ψ α

     = + − + + + −       
     − − − − − +       
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