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Введение

В настоящее время трудно представить на-
правления в науке и технике без использования 
достаточно развитой теории оптимального управ-
ления. Однако применение на практике класси-
ческих методов вариационного исчисления, ди-
намического программирования и принципа 
максимума вызывает ряд затруднений, связан-
ных с необходимостью решать двухточечную кра-
евую задачу и применять мощные вычислитель-
ные средства [1–5]. Кроме того, полученные на их 
основе алгоритмы представляют собой лишь про-
граммы оптимального управления, а для реше-
ния задач синтеза требуются дополнительные, 
сложные построения [6, 7].

Возможен и другой подход, основанный на ис-
пользовании экстремальных свойств истинных 
траекторий [8, 9]. При этом условия оптимально-
сти могут быть получены из условия минимума 
расширенного функционала, объединяющего ин-
теграл действия и интегральный функционал 
меры качества. Процедура приводит к требова-
нию максимума для функции обобщенной мощ-
ности ( , , )u q qΦ  , которая является трансформаци-
ей гамильтониана Л. С. Понтрягина. В результа-

те получается прямое решение задачи синтеза 
оптимальных управлений, а не решение задачи 
оптимального программного управления. В этом 
заключается отличительная особенность резуль-
тата, получившего название объединенный прин-
цип максимума [1]. Он является дальнейшим 
развитием идеи Л. С. Понтрягина о принципе 
максимума и его приложении к практическим 
задачам.

Постановка задачи  
синтеза оптимального управления

Примем принцип Гамильтона — Остроград-
ского в качестве исходного положения динамики 
материальной системы, интеграл действия кото-
рой имеет вид

 
1

0

d( ) ,
t

R Ò À t= +∫  (1)

где T — кинетическая энергия системы; А — ра-
бота внешних обобщенных сил.

При движении системы из начального состоя-
ния t = t0, q(t0) = [q01, …, q0n], 0 01 0[ ]( ) ,..., nq t q q=    
в конечное t = t1, q(t1) = [q11, …, q1n], 1 11 1( ) [ ,..., ]nq t q q=    
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под действием внешних сил Q  =  [Q1, …, Qs] 
и управлений u = [u1, …, um] принцип Гамильто-
на — Остроградского записывается [3] в виде

 
1

0

d 0( ) ,
t

t

R T A tδ δ δ′ ′= + =∫  (2)

где δ′A — элементарная работа обобщенных сил:
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здесь 1[ ]( , , ),..., ( , , )sQ Q q q u Q q q u=    — непрерыв-
ный по совокупности переменных вектор обоб-
щенных внешних сил; u  =  [u1,  …,  um] — вектор 
управления:
 ( ) .uu t G∈  (4)

Из принципа Гамильтона — Остроградского 
(2) вытекают уравнения Лагранжа второго рода
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Пусть задана непрерывная вместе с частными 
производными во всей области определения опре-
деленно-положительная функция ( , , , )F q q u t . Тог-
да имеет место следующая формулировка задачи 
синтеза оптимального управления: определить 
вектор управления ( , )u u q q=  , ( ) uu t G∈  как функ-
цию обобщенных координат и обобщенных ско-
ростей 2( , ) nq q R∈  и соответствующую ему траек-
торию q(t)∈Rn перевода фазовой точки из началь-
ного состояния в конечное такие, что обеспечива-
ется минимум целевого функционала
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J F q q u t t= →∫   (6)

при условии (5) и ограничениях на управления (4).

Необходимые и достаточные условия 
оптимальности управления

Поиск минимума целевого функционала (6) 
проведем методом неопределенных множителей 
Лагранжа. Рассмотрим задачу поиска минимума 
расширенного функционала 
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J R J T A F tλ λ= + = + + →∫  (7)

где λ — неопределенный множитель Лагранжа, 
λ∈R1.

Пусть ( ) uu t G∈  — произвольное допустимое 
управление. Если u доставляет минимум функ-

ционалу (7), то первая и вторая вариации этого 
функционала должны быть неотрицательными 
(δJ ≥ 0, δ2J ≥ 0) для любых допустимых вариаций 
управления.

Введем в рассмотрение скалярную функцию
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где s
s

F
V

q
δ
δ
′

=  — фиктивная обобщенная сила, за-

висящая от способа задания функционала (6).
Функция Ô( , , , )q q u λ  непрерывна по совокуп-

ности переменных и определена на области

 2 1( , , , ) .n
uq q u R G Rλ ∈  (9)

Предположим, что функция Ф имеет макси-
мум

 Ô Ô
( , )

( , , , ) max ( , , ( , ), ),
uu q q G

q q u q q u q qλ λ
∈

=


    (10)

где ( ), ( )q t q t  принимают значения в области R2n, 
а ( , )u q q  — в области ( ) .uu t G∈

Положим 

 1( , ) { ( , ) },s s sQ q q q q q Vλ µ−= −    1, ,s n=  (11)

где ( , )s q qµ   — знакоотрицательная функция, µs < 0, 
что устанавливается подстановкой (11) в (8): 

 2 0
( , )
max ( , , , ) .

u
s s

u q q G
q q u qΦ λ µ

∈
= ≤


   (12)

Теорема о необходимых и достаточных усло-
виях оптимальности: для того чтобы управле- 
ние ( , ) uu q q G∈  и соответствующая ему траекто-
рия ( , )q q  доставляли минимум расширенному 
функционалу (7) при ограничениях (4), необхо-
димо и достаточно выполнение условия макси-
мума для функции Ф переменных 2( , ) nq q R∈ , 

( , ) uu q q G∈ :

 
( , )

( , , , ) max {( ) },
uu q q G

q q u Q V qΦ λ λ
∈

= +


   (13)

при этом множитель Лагранжа постоянен:

 0 const,λ λ= =  (14)

а на концах траектории t = t0, t = t1 выполняются 
условия трансверсальности

 0( ) .A T Fλ − + =  (15)

Доказательство теоремы и способ нахождения 
функции ( , )q qµ   приведены в прил. 1, 2.

Поскольку при получении условий оптималь-
ности (13) использовалась вторая вариация функ-
ционала, то эти условия являются необходимы-
ми и достаточными. А так как управление оказа-
лось явно зависящим от обобщенных координат, 
то доказанная теорема позволяет решить задачу 
синтеза.
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Исследование режимов в однопараметри-
ческой задаче оптимального управления

Рассмотрим отличительные особенности опти-
мальных управлений с нефиксированным време-
нем и интегральным функционалом, зависящим 
от параметра. Алгоритм определения параметров 
кривой переключения для управлений с учаща-
ющимися переключениями получен в работе [8] 
для случаев, когда управления выбираются из 
классов кусочно-непрерывных функций.

Поставим задачу синтеза оптимального управ-
ления объектом:

( , );q u q q= 
 10 ;t t≤ ≤  

21
2

,T q=   

1

0

d ;
q

q

A u qδ =∫

 00( ) ;q q=  00( ) ;q q=   1 0( ) ;q t =  1 0( ) ;q t =  

 0 1,u u u≤ ≤  (16)

где t1 — нефиксированный момент окончания 
процесса; u  —  скалярный управляющий пара-
метр. Целевой функционал зависит от управле-
ния:

1 1
2

1
0 0

1 d 1 d 0( ) ( ) ( ) , .
t t

J ku q t ku F q t k= + = + ≥∫ ∫    (17)

Допустимым управлением считаются кусоч-

но-непрерывные функции 11
max, .u u k

k
− 

 ∈ − <−
  

 

При условии u  <  –k–1 не существует минимума 
функционала.

Решение задачи методом объединенного прин-
ципа максимума (ОПМ) запишем в виде

 ( , ) ( ) ,q q
u q q w a w

kq
µ
λ
 −  = =    + 
 

  (18)

где w(a) = a, если –k–1 ≤ a ≤ u1; w(a) = –k–1, если 
a < –k–1; w(a) = u1, если a > u1.

Для построения знакоотрицательной функ-
ции ( , )q qµ   приведем уравнение (16) к закону из-
менения кинетической энергии T и воспользуем-
ся условиями трансверсальности (15):

 
2d 1 d

d d
( )

.
T q F q

uq
t kq kq t

µ
λ λ

= = −
+ +


  (19)

Рис.  1.  � Структура управления (слева) и линия переключения (справа): а — q0 = –10; q.0 = 10; k = 0,5; λ = 2; L = 2; 
u∈[–2, 7]; б — q0 = –20; q.0 = 10; k = 0,25; λ = 0,125; L = 2; u∈[–4, 7]
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Из условий трансверсальности имеем 
d d
d d
F T
t t

λ= 

d d
d d
F T
t t

λ=  и, применив правило Уиттекера [10], полу-

чаем выражение 

2( , ) ,
q

q q kq
L q

µ λ=− +




а искомое управление в классе кусочно-непре-
рывных функций имеет вид

 
2 1( , ) .

( )
q q kq

u q q w q
L q kq
λ

λ

  +  = − −    +   

 
  (20)

Из (19) также вытекает, что процесс управле-
ния будет устойчивым при условии

 0.kqλ+ >  (21)

Результаты численного моделирования для 
различных случаев управления показаны на 
рис. 1, а, б.

Если управление выбирается из класса 
кусочно-постоянных функций u∈[–1,  1], то про-
блема сводится к обобщению решения Фуллера 

для управлений с учащающимися переключени-
ями и с участками разрежения (рис. 2, а—г), при-
чем в точке t = tуст (см. рис. 2, б) система находит-
ся на границе устойчивости. 

Заключение

Полученный на основе объединения принци-
пов Гамильтона — Остроградского и принципа 
максимума Л. С. Понтрягина метод ОПМ отлича-
ется универсальностью, простотой, обладает вы-
сокой точностью и быстродействием [8, 9]. Мате-
матическое моделирование подтверждает уни-
версальность и простоту предлагаемого метода. 

Приложение 1

Доказательство  теоремы. Для доказатель-
ства теоремы исследуем результат игольчатого 
варьирования траектории [1–3]. Выберем произ-
вольное допустимое управление ( ) uu t G∈  и рас-
смотрим вариацию расширенного функционала 
(7) с учетом выражения для асинхронной вариа-
ции [1, 2], получим

Рис.  2.  � Решение задачи Фуллера: а — переходной процесс; б — поведение условия устойчивости (21); в — струк-
тура управления с учащающимися переключениями; г — линия переключения
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Определим синхронную вариацию кинетиче-
ской энергии ( , )T q q  через вариации обобщенных 
координат и обобщенных скоростей. Для элемен-
тарной действительной работы примем выраже-
ние (3), а для элементарной работы фиктивных 
сил — выражение
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тогда асинхронная вариация функционала
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Производя интегрирование по частям, преоб-
разуем (28) к виду
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В краевых условиях (25) синхронную вариа-
цию заменим асинхронной. Тогда второе слагае-
мое краевого условия примет вид
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Результат (26) получен в силу того, что долж-
но быть выполнено необходимое условие про-
хождения траекторий (действительных и вирту-
альных) через одни и те же точки q0s, q1s фазово-
го пространства, а второе слагаемое приводится 
к удвоенной кинетической энергии в соответ-
ствии с теоремой Эйлера об однородных функци-
ях [10].

Теперь подставим (26) в (25) и после очевидных 
преобразований получим
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Соотношения на концах траектории являются 
условиями трансверсальности

 0( )A T Fλ − + =  при 0,t t=  1.t t=  (28)

Асинхронная вариация для функционала при-
мет вид
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Выберем теперь из допустимой области другое 
управление ( ) uu t Gε ∈ , но полученное из произ-
вольного u(t) игольчатым варьированием. Асин-
хронная вариация функционала для этого управ-
ления будет иметь вид, аналогичный (28):
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В силу произвольности синхронных вариаций 
примем условие их стыковки

 ( ) ( )s sq t q tεδ δ=  при ,t τ=  (31)

а обобщенные силы будем считать зависящими 
и от обобщенных координат, и от управлений:
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Распорядимся выбором неопределенного мно-
жителя Лагранжа так:
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t
λ λ λ= = =  (33)

и сравним значения асинхронных вариаций для 
траекторий q(t) и qε(t), полученных для управле-
ний u(t), uε(t) соответственно. Получаем
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Разность обобщенных сил вычислим так:
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( , , ) ( , , )

( ) ( ).

s s s s s s s s

s s s s s s
s s s s

s s

Q Q Q u q q Q u q q

Q u q q Q u q q
q q q q

q q

ε ε

ε ε

− = − +
∂ ∂
+ − + −

∂ ∂

 
 

 


(35)

Выражение под знаком интеграла будет пред-
ставлено двумя частями уравнения

 

d
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( , , )( ) ( )
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s s s

s s s

s s s
s s s s

s
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 (36)
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Это уравнение Лагранжа второго рода в вариа-
циях. Вторая часть вариации функционала будет 
неотрицательной и примет вид

1

0

2

1
d 0{ ( ) ( )} .

tn

s s s s s
s t

J Q Q V V q tε εδ λ δ
=

=− − + − ≥∑∫  (37)

Разобьем отрезок [t0, t1] на три подынтервала. 
На интервале t∈[t0,  τ) произвольное и варьируе-
мое управления совпадают: uε(t)  =  u(t). Поэтому 
вторая вариация функционала равна нулю. На 
интервале t∈[τ, τ + δt] uε(t) ≠ u(t), причем uε(t) полу-
чается из u(t) игольчатым варьированием. На ин-
тервале t∈[τ + δt, t1] uε(t) =  u(t). Вторая вариация 
функционала в целом теперь может быть опреде-
лена формулой

1

2

1

1

d

d

[( ) ( )]

( ) .

tn

s s s s s
s

tn

s s s
s t

J Q V Q V q t

V V q t

τ δ

ε ε
τ

ε
τ δ

δ λ λ δ

δ

+

=

= +

= + − + +

+ −

∑ ∫

∑ ∫ (38)

Положим теперь, что произвольное управление 
u(t) является оптимальным и выберем на интерва-
ле t∈[τ,  τ  +  δt] синхронную вариацию так, чтобы 
асинхронная равнялась нулю, а на интервале 
t∈[τ + δt, t1] асинхронная вариация являлась ре-
шением уравнения (36) при начальных условиях

 
, ( ) ( ) ,

( ) ( ) ,
t t q t q q t

q t q q t
ε

ε

τ δ δ τ δ δ
δ τ δ δ

= + + = −
+ = −

 
    (39)

и рассмотрим предельный переход 0  , , ,t q q q q q qε ε εδ → → → →   
0  , , ,t q q q q q qε ε εδ → → → →   . Тогда

1

2 2
0 1

1
d 0

lim [( ) ( )]

( ) .

n

s s s s s
t s

tn

s s s
s

J Q V Q V q t

V V q t

ε ε
δ

ε
τ

δ λ λ δ

δ

→ =

=

=− + − + +

+ − ≥

∑

∑∫



(40)

Из этого выражения следует, что вариация 
функционала δ2J разрывная функция: при 0 ≤  
≤ t ≤ τ  δ2J = 0, а при t > τ удовлетворяет дифферен-
циальному уравнению 

 2

1

d
d

( ) ( )
n

s s s
s

J V V q
t εδ δ

=
= −∑  (41)

с начальными условиями t = τ:

2 2

1
0[( ) ( )] .

n

s s s s s
s

J Q V Q V q tε εδ λ λ δ
=

=− + − + ≥∑   (42)

В дифференциальном уравнении (41) вариа-
ции δqs(t) являются решением уравнения (36). 
При t → τ, δt → 0 0lim ( ) [ ( ) ( )]s s s

t
q q q tεδ τ δ τ τ δ

→∞
= − ≥  . 

Поэтому при t > τ 

 2 2 const 0lim ( ) ( ) .
t

J t J
τ
δ δ τ

→
= = ≥  (43)

Условие минимума расширенного функциона-
ла запишется в виде

 

2 2
0

1
0

lim /

[( ( ( )) )

( ( ( )) )] .

t
n

s s
s

s s s

J t

Q u t V

Q u t V q

δ

ε ε

δ δ

λ

λ
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=

=

=− + −

− + ≥

∑
  (44)

Из этой формулы следует необходимое и до-
статочное условие оптимальности управления

 ( , , , ) max [ ( ( )) ] .
s u

s s s s s s
u G

u q q Q u t V qΦ λ λ
∈

= +   (45)

Поскольку для любой точки τ  ≤  t  ≤  t1 упра-
вления u(t) оптимальным образом переводят фа-
зовую точку из положения ( ( ), ( ))q qτ τ  в конеч-
ную 1 1( ( ), ( ))q t q t , то имеет место соотношение 

( ) ( ( ), ( ))u u q qτ τ τ=   [7]. 
Таким образом, формулировка объединенного 

принципа максимума получает вид

 
1( , )

( ( , ), , , )

max [ ( ( , )) ] .
s u

s s
n

s s s s
u q q G s

u q q q q

Q u q q V q

Φ λ

λ
∈ =

=

= +∑

 

   (46)

Выражение для оптимального управления 
имеет вид

 1( , , ) { ( , ) }.s s s sQ u q q q q q Vλ µ−= −    (47)

Теорема доказана.

Приложение 2

Способ построения знакоотрицательной функ-
ции. Подставим оптимальное управление (47) 
в уравнение Лагранжа в форме (8), получим

 d
d

( ).s
s s

T T
Q u

t q q
∂ ∂
− =

∂ ∂
 (48)

Выделим часть оптимальной траектории, вы-
пущенной при t = t′ из точки стыка на линии пе-
реключения и заканчивающейся при t = t′′ в точ-
ке стыка на линии переключения. В точках сты-
ка выполняются условия трансверсальности (15). 
Определим из этих условий функцию

 ( )s
s

V T A
q

λ∂= −
∂

 (49)

и учтем, что на истинной траектории s
s

A
Q

q
∂

=
∂

, 

s
s

T
p

q
∂
=

∂ 
 — обобщенный импульс. Тогда вместо 

(48) будем иметь
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d
d

,s
s s s

p
Q q

t
λ λ µ− =   1, .s n=  (50)

В точке стыка должен выполняться закон из-
менения импульса для неуправляемой системы. 
Тогда следует положить

 
d
d

.s
s s

p
q

t
µ λ=−  (51)

Заменяя по способу Уиттекера [10] производ-
ную по времени производной по обобщенной ко-
ординате, получим выражение

 d 1
d

( , ) , , ,s
s

s

p
q q s n

q
µ λ=− =  (52)

которое по физическому содержанию является мо-
дулем углового коэффициента касательной к фазо-
вой траектории с коэффициентом деформации λ.

При расчетах можно перейти к конечным раз-
ностям

 1, ,s
s

s s

p
s n

L q
µ λ=− = , (53)

где Ls — коэффициент, зависящий от формы ли-
нии переключения.
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