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Разработан алгоритм полного расчета стационарных характеристик системы обслуживания вида
C2/C2/n: стационарного распределения числа заявок, их распределения перед прибытием оче�
редной заявки, моментов распределения интервалов между обслуженными заявками. Обсужда�
ются частные случаи и обобщения. Рассмотрены особенности программной реализации алгорит�
ма, приведены результаты тестирования. Алгоритм предлагается использовать при расчете сетей
обслуживания методом потокоэквивалентной декомпозиции.

An algorithm is proposed to compute the characteristics of the system C2/C2/n. This algorithm computes
the stationary distribution of the number of demands, its distribution before arriving, and the moments of
interdeparting intervals. Particular cases and generalizations, programming realization and testing results
are discussed. The algorithm is planned to be used in the flow�equivalent network analysis.

Введение

Известно значительное влияние на результа$
ты расчета сложных систем и сетей обслуживания
не только средних интервалов между заявками и
длительностей обслуживания, но и их распреде$
лений. Универсальным методом получения требу$
емых числовых характеристик является имита$
ционное моделирование, существенными недо$
статками которого являются сложная логика про$
грамм, большой расход машинного времени и низ$
кая точность определения малых вероятностей.
Системы автоматизации имитационного модели$
рования типа GPSS (включая новейшую модифи$
кацию последней – GPSS World) не снимают пере$
численных проблем, а лишь упрощают програм$
мирование ценой замедления работы моделей (как
показали проведенные автором эксперименты – в
десятки раз). Таким образом, несмотря на увели$
чение быстродействия ЭВМ, численные методы
расчета СМО сохраняют свою актуальность.

Опубликовано множество методов расчета раз$
личных классов немарковских систем обслужива$
ния, наиболее универсальные из которых опирают$
ся на подбираемые по методу моментов фазовые
аппроксимации исходных распределений показа$
тельным, эрланговским, гиперэкспоненциаль$
ным, коксовым и общим распределением Ньютса.
Для последнего, однако, отсутствуют алгоритмы
расчета параметров аппроксимации. Эрланговские
распределения из$за требования целочисленности
фазового параметра не обеспечивают точного вы$

равнивания даже двух моментов. Поэтому наи$
большую практическую ценность представляют
гиперэкспоненциальное и коксово распределения.
Однако для первого из них распределения Эрланга
являются особыми случаями: система последова$
тельных фаз не может быть сведена к тому же чис$
лу параллельных. Это гарантирует аварийное за$
вершение программы подбора параметров аппрок$
симирующего распределения, вынуждает менять
тип аппроксимации в зависимости от исходных
данных и требует обширного набора программ,
включающего все возможные комбинации. От
данного недостатка свободно распределение Кок$
са, исследование свойств и систематическое ис$
пользование которого в обеих позициях систем
вида GI/G/n впервые описываются ниже.

Распределение Кокса

К фазовым распределениям относятся порож$
даемые системой подлежащих прохождению фаз
обслуживания (прибытия заявки) с показательно
распределенной длительностью пребывания в
каждой из них. При фиксации номера фазы та$
кие распределения приобретают марковское
свойство, что и определяет целесообразность их
использования. Для практических целей приме$
нение двухфазного распределения C2, обеспечива$
ющего выравнивание трех начальных моментов,
представляется вполне достаточным. Диаграмма
этого распределения представлена на рис. 1. Па$
раметры μ1 и μ2 задают интенсивности потоков пе$
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рехода, y – вероятность потребности во второй
фазе, y  – вероятность отсутствия таковой.

Получим алгоритм расчета параметров распре$

деления C2 по его моментам{ }f� . Прежде всего за$
метим, что эти моменты с вероятностью y являют$
ся моментами свертки показательно распределен$
ных задержек в фазах, а с дополнительной к ней
суть моменты задержки в первой фазе. Таким об$
разом, для расчета параметров C2 имеем систему
уравнений
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Конечная форма задачи – квадратное уравне$
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Решение для x1 берется с плюсом, y определя$
ется из равенства (2). Заметим, что случай 2

2 1f f=
соответствует одной экспоненте и должен выяв$
ляться на первом этапе алгоритма. Здесь есте$

ственно принять y = 0 и μ1 = 1/f1, а значение μ2 мож$
но выбрать произвольно (например, равным μ1).

Подставим в эти формулы моменты гамма$рас$
пределения с параметрами α и μ. Подкоренное вы$
ражение
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Таким образом, при α > 2 аппроксимация дол$
жна иметь комплексные параметры. Случай α = 2
является граничным: он соответствует распреде$
лению Эрланга второго порядка с y = 1 и μ1 = μ2.

В табл. 1 приведены параметры C2$аппрокси$
мации гамма$распределения при единичном пер$
вом моменте. Таблица подтверждает сделанный про$
гноз и снимает опасения относительно возможной
отрицательности {μj}. Отметим парадоксальный, но
ожидаемый результат: при α < 1 вероятность выхо$
да процесса во вторую фазу отрицательна.
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� Рис. 1. Двухфазное распределение Кокса

� y �1 �2

2.0 691.01– 862 237.3

4.0 286.3– 884. 215.3

6.0 485.1– 776. 323.3

8.0 775.– 548. 551.3

0.1 000. 000.1 000.1

2.1 547. 358.2 741.1

4.1 518. 707.2 392.1

6.1 088. 555.2 544.1

8.1 049. 873.2 226.1

0.2 000.1 000.2 000.2

2.2 110.–160.1 i 453.+000.2 i 453.–000.2 i

4.2 720.–111.1 i 584.+000.2 i 584.–000.2 i

6.2 440.–451.1 i 775.+000.2 i 775.–000.2 i

8.2 260.–091.1 i 946.+000.2 i 946.–000.2 i

0.3 970.–222.1 i 707.+000.2 i 707.–000.2 i

� Таблица 1. Параметры коксовой аппроксимации
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Приведем результаты расчета распределения
числа заявок в системе M/G/1 (табл. 2). Процеду$
ра MG1 использовала общеизвестные соотноше$
ния, реализующие метод вложенных цепей Мар$
кова на базе рекуррентного расчета распределения
{qi} числа заявок, прибывающих за случайное вре$
мя обслуживания:
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для вырожденного и гамма$распределений [1]. Проце$
дура MCN опиралась на C2$аппроксимацию и решала
описанные ниже векторно$матричные уравнения ба$
ланса. Индекс j указывает число заявок в системе. Па$
раметр 1е9 фактически определяет вырожденное рас$
пределение, т. е. модель M/D/1.

Гамма$распределение было выбрано как удоб$
ный эталон по двум причинам:

1) параметры его плотности
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легко выражаются через среднее b1 и дисперсию D
согласно

 2
1 1/ , / ;b D bα = μ = α

2) вышеупомянутые {qj} для него вычисляются
до удивления просто [1, с. 82]:
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� Таблица 2. Распределение числа заявок в системе M/G/1

j

яинеледерпсар$аммагртемараП

5.0 5.1 0.3 9е1

1GM NCM 1GM NCM 1GM NCM 1GM NCM

0 0$e003. 0$e003. 0$e003. 0$e003. 0$e003. 0$e003. 0$e003. 0$e003.

1 0$e561. 0$e761. 0$e332. 0$e332. 0$e362. 0$e362. 0$e403. 0$e603.

2 0$e021. 0$e811. 0$e951. 0$e951. 0$e471. 0$e371. 0$e091. 0$e781.

3 1$e219. 1$e309. 0$e601. 0$e601. 0$e601. 0$e601. 0$e101. 0$e101.

4 1$e607. 1$e307. 1$e696. 1$e696. 1$e736. 1$e836. 1$e715. 1$e425.

5 1$e055. 1$e055. 1$e754. 1$e654. 1$e973. 1$e083. 1$e362. 1$e762.

6 1$e034. 1$e134. 1$e992. 1$e992. 1$e622. 1$e622. 1$e431. 1$e531.

7 1$e633. 1$e833. 1$e691. 1$e691. 1$e431. 1$e431. 2$e286. 2$e286.

8 1$e462. 1$e562. 1$e821. 1$e821. 2$e897. 2$e897. 2$e743. 2$e443.

9 1$e702. 1$e802. 2$e248. 2$e148. 2$e474. 2$e474. 2$e771. 2$e371.

01 1$e261. 1$e761. 2$e155. 2$e155. 2$e282. 2$e182. 3$e998. 3$e378.

11 1$e721. 1$e821. 2$e163. 2$e163. 2$e861. 2$e761. 3$e754. 3$e044.

21 2$e699. 1$e001. 2$e732. 2$e732. 3$e699. 3$e399. 3$e332. 3$e222.

31 2$e287. 2$e487. 2$e551. 2$e551. 3$e295. 3$e095. 3$e811. 3$e811.

41 2$e316. 2$e416. 2$e101. 2$e101. 3$e253. 3$e053. 4$e306. 4$e265.

51 2$e184. 2$e184. 3$e566. 3$e666. 3$e902. 3$e802. 4$e703. 4$e382.

61 2$e773. 2$e773. 3$e634. 3$e634. 3$e421. 3$e421. 4$e651. 4$e341.

71 2$e692. 2$e692. 3$e582. 3$e682. 4$e047. 4$e537. 5$e497. 5$e917.

81 2$e232. 2$e232. 3$e781. 3$e781. 4$e044. 4$e634. 5$e404. 5$e263.
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Хорошее согласие прямого расчета модели M/G/1
 и конечных результатов ее коксовой аппроксима$
ции в широком диапазоне условий, в том числе для
комплексных и отрицательных параметров, убе$
дительно свидетельствует о приемлемости обсуж$
даемой аппроксимации.

Достоинством C2$аппроксимации является ес$
тественное включение в нее как частных случаев
M$ и E2$моделей, а недостатками – трудность обоб$
щения на большее число составляющих и услож$
нение диаграмм переходов.

Многофазное представление системы

Будем представлять состояние системы C2/C2/n
полным числом заявок в системе, фазой прибытия
очередной заявки и расстановкой проходящих об$
служивание заявок по его фазам («ключами» со$
ответствующих микросостояний). Например,
ключ (21) означает, что две заявки проходят пер$
вую фазу обслуживания с интенсивностями μ1,
а одна – вторую с интенсивностью μ2. Диаграмма
состояний разделяется по фазам прибытия на две
вертикальные ветви с интенсивностями λ1 и λ2 со$
ответственно, а по числу заявок в системе – на го$
ризонтальные ярусы. Совокупности ключей в ле$
вой и правой ветвях диаграммы дублируются. На
рис. 2 показаны переходы по завершению фазы
обслуживания для половины диаграммы (для дру$
гой половины они тождественны).

Обозначим через Sj множество всех возможных
микросостояний системы, при которых на обслу$
живании находится ровно j заявок, а через σj – ко$
личество элементов Sj. Нам потребуются следую$
щие матрицы интенсивностей инфинитезималь$
ных переходов:

1j j jA +⎡ ⎤σ ×σ⎣ ⎦ – в Sj + 1 (прибытие заявки),

j j jF ⎡ ⎤σ × σ⎣ ⎦ – в Sj (конец промежуточной фазы

обслуживания или прибытия заявки),

1j j jB −⎡ ⎤σ ×σ⎣ ⎦ – в Sj–1 (полное завершение обслу$

живания заявки),

j j jD ⎡ ⎤σ ×σ⎣ ⎦ – ухода из состояний яруса j.

В квадратных скобках здесь и далее указыва$
ется размер матриц. Элемент (i, k) любой из этих
матриц представляет интенсивность перехода из
i$го состояния j$го яруса в k$е состояние смежного
(по переходам рассматриваемого типа) яруса. За$
метим, что при j > n все эти матрицы перестают за$
висеть от индекса. Ниже будут приведены приме$
ры матриц для второго яруса.

Переходы по завершению фазы обслуживания
не меняют фазы прибытия, что позволяет ограни$
читься изображением для них половины диаграм$
мы (рис. 2). Здесь окончание первой фазы с интен$
сивностью yμ1 переводит заявку во вторую фазу
обслуживания, а с интенсивностью 1yμ  – заверша$

ет обслуживание и поднимает изображающую точ$
ку на вышележащий ярус. Последнее при завер$
шении второй фазы (интенсивность μ2) происхо$
дит всегда. Интенсивности переходов проставле$
ны с учетом числа заявок, находящихся в каждой
фазе исходного микросостояния.

Например, для полной диаграммы переходов по
завершению обслуживания («удвоенный» рис. 2)
имеем клеточно$диагональную матрицу интенсив$
ностей переходов со второго на первый ярус:
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Диаграмма переходов по фазам прибытия зая$
вок в трехканальной системе оказывается весьма
запутанной; поэтому мы ограничимся описанием
логики ее построения. Если интервалы между за$
явками подчинены C2$распределению с параметра$
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� Рис. 2. Интенсивности переходов по завершению
обслуживания в фазе
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ми { }1 2, , ,u λ λ  то все переходы из первой фазы с
интенсивностями uλ1 приводят в аналогичное
микросостояние второй фазы прибытия того же
яруса, а с интенсивностями 1uλ  – в первую фазу
нижележащего яруса. Переходы по завершению
второй (всегда последней) фазы имеют интенсив$
ность λ2 и также приводят в первую фазу нижеле$
жащего яруса. Соответственно интенсивности
«окончательных прибытий» описывает матрица
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Переходы в пределах яруса могут быть связа$
ны с выходом из первой во вторую фазу обслужи$
вания (в пределах каждой ветви) либо с прибыти$
ем заявки (переход из левой ветви в одноименное
микросостояние правой):

1 1

1 1

1
2

1

1

0 2 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0
.

0 0 0 0 2 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

y u

y u

u
F

y

y

μ λ⎡ ⎤
⎢ ⎥μ λ⎢ ⎥
⎢ ⎥λ

= ⎢ ⎥μ⎢ ⎥
⎢ ⎥μ
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

Для диагональной матрицы D2 суммарных ин$
тенсивностей ухода из микросостояний яруса мы
приведем только ее диагональ:

[
]

= λ + μ λ + μ + μ

λ + μ λ + μ λ + μ + μ λ + μ
2 1 1 1 1 2

1 2 2 1 2 1 2 2 2

diag 2 ,   ,

2 ,   2 ,   ,   2 .

D

Уравнения глобального баланса
и их решение

Получим стационарные вероятности микросо$
стояний, представленных на диаграммах преды$
дущего раздела.

Введем векторы$строки { },1 ,2 ,, , ..., 
jj j j j σγ = γ γ γ

нахождения системы в состоянии (j, i), j = 0, 1, ….
Теперь можно записать векторно$матричные урав$
нения баланса переходов между состояниями

0 0 0 0 1 1

1 1 1 1

;

, 1, 2, ... .j j j j j j j j

D F B

D A F B j− − + +

γ = γ + γ
γ = γ + γ + γ =  (4)

Система (4), дополненная условием нормиров$
ки, даже для моделей с ограниченной очередью

характеризуется чрезвычайно высокой размерно$
стью, и стандартные методы решения систем ли$
нейных алгебраических уравнений применитель$
но к ней оказываются малоэффективными. Для
расчета разомкнутых систем обслуживания мож$
но применить восходящий к Ивэнсу [5] метод мат$
рично$геометрической прогрессии. Этот метод ос$
нован на представлении векторов вероятностей
микросостояний для j > n формулой

, , 1, ...,j n
j nR j n n−γ = γ = +  (5)

где R – некоторая матрица (знаменатель прогрес$
сии). Перепишем второе из уравнений (4) с учетом
(5) для значения j, при котором произошла выше$
упомянутая стабилизация матриц, так что их ин$
дексы можно опустить:

2
1 1 1 1 .j j j jRD A RF R B− − − −γ = γ + γ + γ  (6)

Теперь ясно, что R удовлетворяет матричному
квадратному уравнению

2 0,R B RE A+ + =  (7)

где E = F–D. Применим к его решению метод ите$
раций. Будем искать поправку Δ к очередному при$
ближению из уравнения (7), заменив в нем R на
R + Δ. Пренебрегая членом, содержащим квадрат
поправки, имеем

2 0R B RB R B RE E A+ Δ + Δ + + Δ + ≈
или

2( ) ( ).RB E R B R B RE AΔ + + Δ ≈ − + +

Последнее уравнение приводится к уравнению

,G R B HΔ + Δ =

которое можно расписать как систему линейных
алгебраических уравнений относительно компо$
нент матричной поправки Δ и решить любым стан$
дартным методом. В качестве начального прибли$
жения можно принять

2 22/( ) ,A Bv vR I+= ρ  где ρ – коэф$
фициент загрузки системы; vA и vB – коэффициен$
ты вариации распределений интервалов между
смежными заявками и длительности обслужива$
ния соответственно; I – единичная матрица.

Далее усеченная система (4) для 0, ,j n=  в пос$
леднем из уравнений которой вектор γn + 1 заменен
на γnR, расписывается относительно компонент
векторов {γj}, 0, .j n=  Затем одно из уравнений за$
меняется на условие баланса заявок

1

0

( ) / ,
n

j j
j

n j n b a
−

=
− γ = −∑ 1

где 1j – вектор$столбец из σj единиц; a и b – средние
интервал между заявками и длительность обслу$
живания. Наконец, находится решение системы
для компонент начальных векторов.
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Последующие векторы вероятностей микросо$
стояний вычисляются согласно формуле (5).

Для решения системы (4) можно также приме$
нить менее быстродействующий, но более универ$
сальный итерационный метод, впервые предло$
женный Такахаси и Таками [7] и описанный в ра$
ботах [1, 2] в более общей форме, с детальной про$
работкой расчетных зависимостей и с частными
вариантами.

Расчет выходящего потока

В сетях обслуживания потоки на входе узлов
формируются из выходящих потоков других уз$
лов. В общем случае выходящий поток сохраняет
среднюю интенсивность (и средний интервал меж$
ду заявками) входящего, но меняет вид распреде$
ления интервалов между заявками. Последнее
удобно характеризовать коэффициентами немар$
ковости

1/ !, 2, 3, ...,i
i id d i iξ = − =

где {dj} – моменты распределения интервалов меж$
ду заявками выходящего потока, который пред$
полагается рекуррентным. Для простейшего по$
тока упомянутые коэффициенты согласно данно$
му определению равны нулю.

Ключом к проблеме преобразования потока в
коксовом узле обслуживания является расчет мар$
ковской системы.

Марковские системы. В системе M/M/n, за$
груженной полностью, частное преобразование
Лапласа–Стилтьеса (ПЛС) интервала до очередно$
го обслуживания при наличии в системе j n≥  зая$
вок

( )( ) / , , 1, ... .j s n n s j n nδ = μ μ + = +

При j < n интенсивность обслуживания меняет$
ся с прибытием каждой очередной заявки. Будем
интерпретировать s как параметр простейшего
потока «катастроф». Тогда ( )j sδ  можно считать
вероятностью отсутствия катастроф за интервал
от ухода заявки, оставившей в системе ровно j за$
явок, до следующего завершения обслуживания.
Вероятности появления событий каждого из рас$
сматриваемых простейших потоков (катастроф,
завершений обслуживания и прибытия новых за$
явок) пропорциональны их интенсивностям, т. е.
s, jμ и λ соответственно. Теперь ясно, что

1( ) ( ),

1, 2, ..., 0.

j j
j

s s
j s j s

j n n

+
μ λδ = + δ

μ + λ + μ + λ +
= − −

Здесь первое слагаемое соответствует заверше$
нию обслуживания, а второе – прибытию новой
заявки (отчего число заявок в системе увеличилось
на единицу) и отсутствию катастроф до следующе$
го завершения обслуживания при новом началь$
ном условии.

Результирующее распределение интервалов
между заявками выходящего потока задается ПЛС

− −

= =

⎛ ⎞
= π δ + − π δ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

∑ ∑
1 1

0 0

( ) ( ) 1 ( ),
n n

j j j n
j j

D s s s

где финальные вероятности{ }jπ  наличия в систе$
ме сразу после завершения обслуживания ровно j
заявок при t → ∞  подсчитываются согласно урав$
нению

1 1
1

, 0, 1, ... .j j j i i
i

p p j
∞

+ +
=

π = μ μ =∑  (8)

Здесь {pj} – стационарное распределение числа
заявок в системе, а μj равно jμ при j<n и nμ – в про$
тивном случае. Знаменатель формулы (8) сводит$
ся к равенству

1

1 1

/(1 ) .
n

i i i n
i i

p ip np
∞ −

= =

⎡ ⎤
μ = μ + − ρ⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∑

Моменты искомого распределения можно полу$
чить многократным численным дифференцирова$
нием в нуле таблично заданной функции D(s), s = 0,
h, 2h, … с последующей сменой знаков у нечетных
производных. Однако предпочтительнее вычис$
лять их непосредственно. Обозначим E(x) набор
моментов показательного распределения с пара$
метром x, имеющий компоненты

( ) !/ , 1, 2,i
iE x i x i= = �

Символом * будем обозначать свертку распре$
делений в моментах. Для наборов моментов рас$
пределений между выходящими заявками сохра$
ним индексацию прежних обозначений, заменив
лишь ( )sδ  на d. В модели M/M/n при числе заявок
в системе j n≥

( ), , 1, ... .jd E n j n n= μ = +

Перепишем формулу для ( )j sδ  при j < n в виде

1

1

( ) 1 ( )

( ).

j j

j

j j
s s

j s j j

j j j
s

j j s j j s

+

+

⎛ ⎞μ + λ μ λδ = ⋅ + δ =⎜ ⎟μ + λ + μ + λ μ + λ⎝ ⎠
μ μ + λ λ μ + λ= + δ

μ + λ μ + λ + μ + λ μ + λ +

Заменяя преобразование Лапласа показатель$
ных плотностей их моментами и произведение
ПЛС – сверткой, убеждаемся, что

+
μ λ= μ + λ + μ + λ

μ + λ μ + λ
= − −

1( ) ( ) * ,

1,  2, ..., 0,

j j
j

d E j E j d
j j

j n n

в частности:

= λ0 1( ) * .d E d
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Заметим, что свертка в моментах распределе$
ний A и B может быть выполнена на основе симво$
лического разложения

( )n nc a b= + (9)

путем перевода показателей степени в индексы со$
ответствующих моментов. Для выполнения свер$
ток полезно составить автономную процедуру.

Результаты практически совпали с моментами
распределения интервалов между входящими за$
явками, а коэффициенты немарковости с точнос$
тью до пяти знаков оказались нулевыми (выходя$
щий поток – простейший). Это согласуется с клас$
сическим результатом Берке, позволяет считать
основную идею расчета правильной и распростра$
нить ее на более сложные немарковские системы,
для которых теория расчета выходящего потока
до сих пор отсутствовала (в частности, на интере$
сующую нас «дважды коксову»).

Коксова система. Введем обозначения для j$го
яруса:

Mj,i – суммарная интенсивность обслуживания
в i$м микросостоянии каждой ветви;
�

,j iM – интенсивность переходов вверх по завер$
шению обслуживания;

,j iM
���

– интенсивность переходов вправо по завер$
шению фазы обслуживания (сумма двух последних
интенсивностей равна Mj,i);(1) (2)

, ,,j i j id d – наборы моментов распределения вре$
мени до ближайшего обслуживания при соответ$
ствующем исходном состоянии (верхние индексы
указывают левую и правую ветвь диаграммы соот$
ветственно);

jσ – количество микросостояний в одной ветви
диаграммы.

В этих обозначениях для j n≥  и правой ветви
диаграммы имеем

�
= + λ +

+ λ

⎡ ⎤λ
+ + λ +⎢ ⎥+ λ + λ⎢ ⎥⎣ ⎦

= σ σ −

���

,(2)
, , 2

, 2

, (2) (1)2
, 2 , ,

, 2 , 2

( )

( ) * ,

, 1, ..., 1.

n i
n i n i

n i

n i
n i n i n i

n i n i

n n

M
d E M

M

M
E M d d

M M

i

Для тех же значений j и левой ветви диаграммы
надо дополнительно учитывать возможные пере$
ходы в правую ветвь по завершению фазы прибы$
тия заявки:

�
= + λ + + λ

+ λ

⎡ ⎤λ λ
+ +⎢ ⎥+ λ + λ + λ⎢ ⎥⎣ ⎦

= σ σ −

���

,(1)
, , 1 , 1

, 1

, (1) (2) (1)1 1
, , ,

, 1 , 1 , 1

( ) ( )*

* ,

, 1, ..., 1.

n i
n i n i n i

n i

n i
n i n i n i

n i n i n i

n n

M
d E M E M

M

u uM
d d d

M M M

i

После выполнения сверток в моментах соглас$
но формуле (9) замечаем, что для каждого i иско$
мые { },n id  входят в обе части приведенных урав$
нений, причем «с перекрестом». Поэтому для их
определения приходится последовательно решать
σn систем из шести линейных алгебраических урав$
нений (по три момента в обеих ветвях на каждое
микросостояние).

Для «ненасыщенных» ярусов j = n–1, n–2, …, 1
в правой ветви диаграммы прибытие заявки при$
водит в одноименные состояния левой ветви ни$
жележащего яруса. Соответственно имеем рекур$
рентные формулы

 

�

+ +

= + λ +
+ λ

⎡ ⎤λ
+ + λ +⎢ ⎥

+ λ + λ⎢ ⎥⎣ ⎦
= σ σ −

���

,(2)
, , 2

, 2

, (2) (1)2
, 2 , 1 1,

, 2 , 2

( )

( )* ,

, 1, ..., 1.

j i
j i j i

j i

j i
j i j i j i

j i j i

j j

M
d E M

M

M
E M d d

M M

i

Для левой ветви зоны ненасыщенных состоя$
ний завершение фазы прибытия заявки может
привести как в правую ветвь диаграммы, так и в
нижележащий ярус:

�

+ +

= + λ + + λ
+ λ

⎡ ⎤λ λ
+ +⎢ ⎥

+ λ + λ + λ⎢ ⎥⎣ ⎦
= σ σ −

���

,(1)
, , 1 , 1

, 1

, (1) (2) (1)1 1
,, 1 1,

, 1 , 1 , 1

( ) ( ) *

* ,

, 1, ..., 1.

j i
j i j i j i

j i

j i
j ij i j i

j i j i j i

j j

M
d E M E M

M

u uM
d d d

M M M

i

Здесь первое слагаемое соответствует непосред$
ственному завершению обслуживания, а последу$
ющие – переходам по завершению первой фазы
обслуживания и фазы прибытия заявки (оконча$
тельной или с переходом во вторую фазу ожида$
ния прибытия) с рекуррентным учетом моментов
распределения времени до ближайшего обслужи$
вания во вновь возникшем состоянии.

Наконец, в случае полного освобождения сис$
темы до очередного завершения обслуживания
сначала придется дождаться прибытия хотя бы
одной заявки. Здесь

( )
= λ

= λ +

(2) (1)
2 1,10,1

(1) (2) (1) (1)
1 1,1 1,10,1 0,1

( ) * ;

( ) * .

d E d

d E ud ud d

В «ненасыщенной» зоне искомые наборы мо$
ментов определяются последовательно через ранее
вычисленные: для каждого i сначала вычисляют$
ся «правые», а затем «левые» моменты.
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Распределение времени ожидания

Интересующее нас распределение можно задать
его первым моментом �1w  и набором коэффициен$
тов немарковости. Тогда высшие моменты можно
вычислить по формуле

= ξ + =� �1( !), 2, 3, ... .i
i iw w i i (10)

Известно, что условное распределение времени
ожидания заявки в системе GI/M/n подчинено
показательному закону. Это обстоятельство позво$
ляет считать, что вид распределения времени ожи$
дания не зависит от распределения интервалов меж$
ду смежными заявками и числа каналов и определя$
ется только распределением времени обслуживания.
В работе [4] предложен конструктивный метод ре$
шения этой задачи, основанный на сохранении
коэффициентов немарковости системы M/G/1.

Проблемы программной реализации

Зависимость структуры матриц переходов от
типа и порядка аппроксимирующих фазовых рас$
пределений ставит ценность программной реали$
зации расчетной схемы в прямую зависимость от
возможности автоматического построения матриц
переходов. Эту проблему в общем случае можно
решить следующим образом:

– для каждого j$го яруса системы, 0, ,j n= ав$
томатически сгенерировать последовательность
ключей микросостояний;

– формировать матрицы переходов, сопостав$
ляя «ключи$источники» j$го яруса и совместимые
с ними по выбранному типу переходов ключи$«пре$
емники» для матрицы Bj на (j–1)$м ярусе, для Fj –
на j$м, для Aj – на (j + 1)$м.

В обсуждаемом случае C2$аппроксимации струк$
тура матриц и правила их формирования относитель$
но очевидны. Однако программная реализация ме$
тода оказалась значительно сложнее, чем это пред$
ставляется при ознакомлении с его идеей. Дело в том,
что метод предполагает работу с переменным числом
матриц перехода изменяемой размерности, опреде$
ляемой в процессе счета. Соответственно при про$
граммировании на Фортране пришлось упаковывать
матрицы каждого вида (и их половинки для треу$
гольных матриц) в линейные массивы, выделять под
эти объекты динамическую ([allocatable]) память,
фиксировать отдельно их размеры и координаты в
линейных структурах, явно переадресовывать опе$
ранды матричных операций.

На эти проблемы наложились порождаемые
специфической структурой упомянутых матриц:
A – блочная с ненулевыми блоками в виде диаго$
нальных матриц, B – блочно$диагональная с оди$
наковыми блоками, F – верхняя треугольная, D –
диагональная.

Учет этих особенностей при программировании
требуемых матричных операций оказался нетри$
виальным и весьма поучительным.

Тестирование метода

Для проверки корректности метода и его про$
граммной реализации оценивалась средняя дли$
на очереди (показатель компактный, наглядный,
чувствительный к входным данным и инвариант$
ный к масштабу времени) при коэффициенте заг$
рузки системы ρ = 0,7 для различных видов ис$
ходных распределений и числа каналов. Для мо$
делей (в обозначениях Кендалла) M/M/1,
M/E3/1, M/D/1, M/Г1,5/1, E4/M/1, D/M/1,
Г1,5/M/1, M/M/2, M/D/2, M/E3,/2, E4/D/2
были получены соответственно значения 1,633,
1,089, 0,817, 1,361, 0,861, 0,599, 1,292,
1,345, 0,692, 0,911, 0,113. Эти результаты
практически совпали с полученными ранее по$
средством других численных методов, в том числе
не использующих фазовые аппроксимации (напри$
мер, метода Кроммелина для систем M/D/n, Бы$
кадорова для Ek/D/n, Такача для GI/M/n).

Правильность расчета выходящего потока под$
тверждается:

– равенством средних интервалов между заяв$
ками входящего и выходящего потоков;

– получением практически нулевых коэффи$
циентов немарковости выходящего потока для
моделей вида M/M/n, обработанных по общей
схеме;

– приближением этих коэффициентов к тако$
вым для распределения времени обслуживания –
в случае одноканальных систем при устремлении
коэффициента загрузки к единице;

– совпадением результатов обсчета вышепере$
численных моделей с полученными посредством
менее универсальной аппроксимации H2/H2/n.

Частные случаи и обобщения
Самостоятельную ценность имеет наиболее

типичный частный случай рассмотренной моде$
ли – с простейшим входящим потоком. В этом
случае диаграмма переходов сводится к одной
ветви и программная реализация сильно упро$
щается.

Как обобщение алгоритма можно рассматри$
вать его вариант для системы с ограниченной оче$
редью. В этом случае в микросостояния нижнего
яруса диаграммы нет переходов снизу. Соответ$
ственно для этого яруса корректируется матри$
ца D–F и отпадает надобность в расчете одного
из вспомогательных векторов итерационного ме$
тода ( ).j′′β  Для определения вероятности свобод$
ного состояния на заключительном этапе итера$
ционного метода здесь условие баланса заявок
заменяется условием нормировки вероятностей.
Дальнейшим обобщением является расчет зам$
кнутой системы с интенсивностью входящего
(простейшего) потока, зависящей от числа зая$
вок в системе – в типичном случае линейно убы$
вающей до нуля. Здесь дополнительно модифи$
цируются числовые значения матриц.
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Заключение

Конкретные результаты данной статьи сводят$
ся к следующим.

1. Предложен алгоритм расчета параметров
распределения Кокса C2, выравнивающий три за$
данных момента.

2. Проведено исследование алгоритма; выявле$
на область входных данных, порождающая «па$
тологические» вероятности переходов (комплекс$
ные и отрицательные); показано, что при обрат$
ном переходе от вероятностей микросостояний к
укрупненным вероятностям патология исчезает и
конечные результаты согласуются с полученными
существенно иными методами. Указаны преиму$
щества C2$аппроксимации в сравнении с другими
фазовыми распределениями.

3. Впервые предложены диаграммы переходов
для «дважды коксовой» системы, на основе кото$
рой получены матрицы интенсивностей переходов.

4. Разработан способ расчета распределения
интервалов между заявками выходящего потока,

в частности – непосредственно моментов этого рас$
пределения.

5. Даны рекомендации по программной реали$
зации основных этапов алгоритма.

Эти результаты вместе с методами решения
уравнений баланса и расчета временных характе$
ристик позволяют, наконец, сравнительно просто
и достаточно точно проводить полный расчет мно$
гоканальных систем с произвольными распреде$
лениями интервалов между заявками и времени
обслуживания.

В сравнении с имитационным моделированием
метод существенно выигрывает по объему и точ$
ности вычислений. Он избавляет от изучения и ис$
пользования других фазовых аппроксимаций и (если
не говорить о подготовке будущих теоретиков) –
вообще всех прочих методов расчета немарковских
систем обслуживания. Метод может использовать$
ся как составная часть процедур расчета сетей об$
служивания методом потокоэквивалентной деком$
позиции [1].
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