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Проверка на имитационной модели известных частных методов расчета систем с очередями
при случайном выборе на обслуживание выявила заметные ошибки в высших моментах распреде�
ления времени ожидания. Предлагается решать задачу построением вложенной цепи Маркова,
описывающей изменение числа заявок в очереди на моменты перед завершением обслуживания
в многоканальной системе — до выбора меченой заявки. Конечный результат получен в виде
преобразования Лапласа распределения времени ее ожидания. Алгоритм тестирован на модели с
простейшим входящим потоком и обобщен на рекуррентный поток.

The verification of known special approaches to queuing systems with random choice by imitation
has detected noticeable errors in the high order moments of waiting time distribution. It is proposed to
construct embedded Markov chain which describe the changing of queue length in multi�channel system
before service completing – until the marked demand is selected. The final result is the Laplace transform
of waiting time distribution. An algorithm is tested for Poissonian input flow and generalized for recurrent
flow.

Постановка задачи

Подавляющее большинство работ по теории
очередей посвящено системам с выборкой из оче�
реди по принципу FCFS (первый пришел — пер�
вый обслужен). Однако значительный интерес вы�
зывает и другой принцип — случайный выбор из
очереди (RANDOM). Он особенно типичен для связ�
ных приложений и ситуаций с разъездными бри�
гадами обслуживания (ремонтными, аварийными,
скорой помощи, групп быстрого реагирования
и т. п.), где очередность обработки заявок не опре�
деляется моментами их поступления. Различные
подходы к этой задаче предлагаются или воспро�
изводятся в работах [1–7]. В работах [2, 3, 6] об�
суждаются чисто марковские системы M/M/n.
В частности, в них выводятся формулы для коэф�
фициентов увеличения высших моментов времени
ожидания в сравнении с дисциплиной FCFS:
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В статье Кингмана [5] выполнен анализ систе�
мы M/G/1, к сожалению, не доведенный до рас�
четных зависимостей. Дисперсия времени ожида�
ния для этой же системы приводится в справочни�
ке Дж. Мартина [1]. В работе Розенлунда [7] для

модели GI/M/n получены преобразования Лапла�
са—Стилтьеса (ПЛС) распределения времени ожи�
дания и рекуррентный алгоритм вычисления мо�
ментов. Фрагмент его итоговой таблицы приведен
в табл. 1.

Наконец, в статье Картера и Купера [4] рассмат�
риваются системы GI/M/n и M/G/n. Здесь под�
тверждены известные результаты для систем
M/M/n и M/D/1, рассчитана система M/Ek/1.

Все перечисленные результаты выводятся весь�
ма громоздкими методами, к тому же различными
для разных классов моделей, с трудно прослежи�
ваемой аргументацией и с привлечением эвристи�
ческих приемов. Это делает весьма желательной
их проверку на простой и надежной имитацион�
ной модели. В табл. 2 приведены результаты ими�
тационного моделирования системы M/M/3 c дис�
циплинами FCFS и RANDOM при 500 тыс. испы�
таний.

Средний интервал между заявками предпола�
гался единичным, интенсивность обслуживания
выбиралась через заданный коэффициент загруз�
ки ρ. Аналитические результаты хорошо согласу�
ются с имитационной моделью FCFS c учетом об�
щеизвестного нарастания погрешностей при уве�
личении порядка моментов и коэффициента за�
грузки системы. Переделка модели под случайный
выбор из очереди затронула лишь четыре операто�
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ра программы, и в ней было невозможно ошибить�
ся. Правильность RANDOM�модели подтвержда�
ется и практическим совпадением средних времен
ожидания. Однако отношения высших моментов
заметно отличаются от приведенных в табл. 1, что
вынуждает поставить вопрос о новых методах рас�
чета систем обслуживания с RANDOM�дисципли�
ной.

Вложенная цепь Маркова для простейшего
входящего потока

Рассмотрим режим полной занятости системы
GI/G/n/R и обозначим:

J = R – n — максимальную длину очереди;
Bn(t) — распределение интервалов между по�

следовательными завершениями обслуживания;
* ( )nB t — распределение интервала от прибытия

«меченой» заявки до ближайшего завершения об�
служивания;

λ — интенсивность входящего потока.
Вычислим вероятности прибытия ровно j зая�

вок за время до ближайшего обслуживания:
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и с заменой * ( )nB t  на Bn(t) — аналогичный набор
{qj} вероятностей прибытия ровно j заявок за вре�
мя между смежными обслуживаниями. Введем
также вектор { }0 1, , , Jp p p= …P  стационарного
распределения вероятностей длины очереди в мо�
мент прибытия меченой заявки. Построим вложен�
ную цепь Маркова изменения числа заявок в оче�

реди непосредственно перед очередным выбором на
обслуживание. Элементы матрицы R* переходов
за время ожидания первого обслуживания долж�
ны вычисляться согласно

− −= − = = +* *
, 1( 1)/ , 0, , 1,i j j ir q j j i J j i J

(было i заявок, пришли меченая и еще j – i – 1 ≥ 0).
Дробный множитель учитывает вероятность невы�
бора меченой и, следовательно, продолжения про�
цесса. Процесс завершается выбором меченой за�
явки с вероятностью 1/j. Вектор�столбец T* опре�
деляет вероятности перехода в поглощающее со�
стояние. Его компоненты
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Продолжение процесса (переходы на интерва�

лах между смежными обслуживаниями) возмож�
но при начальных состояниях 2, .i J=  Соответ�
ственно переход i → j  получается после прибытия
j – i + 1 заявок (одна заявка уходит сразу после
начала отсчета интервала). Итак, элементы новой
матрицы R

, 1( 1)/ , , 2, ,i j j ir q j j i j J− += − =

а элементы нового вектора вероятностей поглоще�
ния
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� Таблица 1. Поправки к FIFO�моментам

кодяроП
вотнемом

D/M/n E4/M/n M/M/n

5.0 7.0 9.0 5.0 7.0 9.0 5.0 7.0 9.0

2 0552.1 5005.1 5218.1 4882.1 4615.1 8418.1 3333.1 5835.1 2818.1

3 2879.1 2060.3 8967.4 6770.2 9411.3 3977.4 2222.2 3591.3 4397.4

4 9886.3 1596.7 832.61 0759.3 7298.7 682.61 4073.4 6981.8 653.61

� Таблица 2. Расчет и имитация марковской системы

� ытнемоМ )течсар(SFCF )яицатими(SFCF
MODNAR

)яицатими(
еинешонтО

SFCF/MODNAR

5.0
w1
w2
w3

8632.0
7374.0
1124.1

6432.0
8264.0
2753.1

6432.0
2635.0
9012.2

0000.1
5851.1
0926.1

7.0
w1
w2
w3

8841.1
1163.5
825.73

4941.1
8012.5
261.43

4941.1
0511.7
006.68

0000.1
4563.1
0535.2

9.0
w1
w2
w3

5353.7
63.231
9.3753

7056.7
71.041
5.7863

8263.7
07.622
08941

4269.0
3716.1
4260.4
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Введем ПЛС временных распределений:
β*(s) — от прибытия меченой заявки до ближай�

шего обслуживания;
β(s) — между смежными завершениями обслу�

живания;
ωk(s) — ожидания меченой заявки, завершае�

мого через k шагов марковской цепи, k = 1, 2, …
Нетрудно видеть, что
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Суммируя эти выражения по всем k, находим
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Искомые моменты распределения могут быть
получены численным дифференцированием w(s)
(точнее, построенного в окрестности s = 0 интер�
поляционного многочлена) с последующей сменой
знака у нечетных производных.

Тестирование базовой схемы на модели
M/M/n

Описанную расчетную схему целесообразно тес�
тировать применительно к простейшей ситуации —
с показательными распределениями. При этом нет
проблем с потоком заявок: все остаточные распре�
деления остаются показательными с исходным па�
раметром λ, а связанные с процессом обслужива�
ния распределения суть  *( ) ( ) 1 n

n nB t B t e− μ= = −   и со�
ответственно ( )*( ) ( ) / .s s n n sβ = β = μ μ +  При λ = 1,
коэффициенте загрузки ρ = 0,7 и шаге h = 10–3μ
для построения таблицы ω(s) при интерполирова�
нии по Стирлингу были получены значения момен�
тов времени ожидания w1 = 1,1479, w2 = 7,3481,
w3 = 91,338. Соотнесенные с аналогичными ре�
зультатами при дисциплине FCFS, они дают коэф�
фициенты роста k1 = 1,0000, k2 = 1,3706, k3 =
= 2,4339. Хорошее их согласие с полученными на
имитационной модели позволяет считать основ�
ной алгоритм правильным и применить его к бо�
лее сложным случаям: с немарковским распреде�
лением обслуживания и произвольным рекуррент�
ным потоком заявок.

Немарковское распределение
длительности обслуживания

В данном случае получение распределения ин�
тервалов до очередного обслуживания становится
самостоятельной проблемой. Дополнительная

функция распределения (ДФР) интервала от при�
бытия меченой заявки до ближайшего завершения
обслуживания может быть подсчитана согласно

* *
( ) ( ) .

n
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Для работы с этой формулой вычислим момен�

ты * ( )nB t  через моменты В*(t), аппроксимируя

ДФР последнего распределением Вейбулла:

*
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с моментами ( )* / 1 / , 1, 2,m k
mb W m k m= Γ + = …  Под�

ставляя (2) в формулу (1), убеждаемся, что инте�
ресующее нас распределение 

*
( )nB t  вновь описы�

вается формулой (2) с заменой W на W/n. Соответ�
ственно вычисляются и его моменты.

Вторым удобным вариантом аппроксимации
ДФР является гиперэкспоненциальная H2. В этом

случае параметры ДФР 
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Для основного режима марковской цепи прихо�
дится строить распределение интервалов между
смежными завершениями обслуживания в n�каналь�

ной системе. Здесь (см. [3]) 
1
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n
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В данной ситуации аппроксимация распределени�
ями Вейбулла не имеет смысла, а гиперэкспонен�
циальная аппроксимация приводит к
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Ее моменты можно считать по формулам
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Далее по найденным моментам подбирается
аппроксимация, обеспечивающая удобное вычис�
ление {qj}. В частности, для гамма�плотности

( )1( ) ( ) /mtb t m mt eα− −= Γ α  параметры выражаются

через среднее b1 и дисперсию D согласно 2
1 / ,b Dα =

1/ .m b= α  Теперь

0
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1
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Применение гамма�плотности с поправочным
многочленом, который строится на основе теории
обобщенных многочленов Лагерра, позволяет вы�
равнивать произвольное число моментов. При
этом сохраняется возможность рекуррентного вы�
числения {qj}, но по более сложному алгоритму.

Рекуррентный поток

При рекуррентном входящем потоке общего
вида приходится учитывать следующие дополни�
тельные обстоятельства.

1. Для начального шага марковской цепи ко�
эффициенты {qj} считаются как вероятности при�
бытия ровно j заявок рекуррентного потока за мо�
дифицированный интервал между смежными об�
служиваниями (отсчет времени начинается с при�
бытием меченой заявки).

2. На последующих шагах расчет начинается с
завершения очередного обслуживания, которое
приходится на случайную точку интервала между
смежными заявками. Соответственно, поток зая�
вок представляется как рекуррентный с запазды�
ванием, а интервалы между обслуживаниями не
модифицируются.

Рассмотрим  способ  расчета  распределения
числа событий рекуррентного потока на фиксиро�
ванном интервале времени. Пусть Ak(t) есть функ�
ция распределения суммы k независимых случай�
ных величин, подчиняющихся распределению

1( ) ( ).A t A t≡  Очевидно, вероятность неприбытия за�

явок 0 ( ) 1 ( ) ( ),q t A t A t= − =  а вероятность появления

ровно k ≥ 1 требований потока 1( ) ( ) ( ).k k kq t A t A t+= −
Обозначим через α(s) ПЛС от плотности распре�

деления A(t). Тогда производящая функция ПЛС
интересующих нас вероятностей

1

0 0

1 1 ( )
( ) ( ) ( ) ( ).k k k k k

k k

s
Q s z s s a z s

s as

∞ ∞
+

= =

− α⎡ ⎤= α − α = α⎣ ⎦∑ ∑
Здесь  a  есть  средний  интервал  между  смеж�

ными заявками, а дробь перед суммой — ПЛС от
остаточного распределения интервалов между
ними. Таким образом, для рекуррентного потока

1 *( ) ( ) ( ) , 0,1,k
kq t aL s s k− ⎡ ⎤= α α = …⎣ ⎦  (через L–1 обо�

значен оператор обратного ПЛС). Контрольное
суммирование ПЛС дает 1/s, откуда следует равен�
ство суммы {qk(t)} единице. Произведение сверток
в последней формуле имеет прозрачную вероятно�
стную интерпретацию: чтобы за время t пришло
ровно k заявок, в него должны уложиться k пол�
ных интервалов между заявками и один остаточ�
ный (последний). Напомним, что отсчет времени
здесь начинается сразу после прибытия очередной
заявки.

В случае рекуррентного потока с запаздывани�
ем интервал времени до прибытия первой заявки
является случайной модификацией типового. Это
позволяет по аналогии с предыдущим вариантом
сразу записать итоговые формулы в виде

*
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1 * 2 1

( ) ( );

( ) ( ( )) ( ) , 1, 2,k
k

q t A t

q t aL s s k− −

=

⎡ ⎤= α α = …⎣ ⎦

Условие нормировки {qj} здесь проверяется (и
выполняется) аналогично. Эти выражения долж�
ны интегрироваться с учетом вышеуказанных рас�
пределений длительности шагов марковской цепи.

Заключение

Результаты статьи позволяют с единых пози�
ций подойти к расчету ПЛС  распределения време�
ни ожидания для многоканальных систем со слу�
чайным выбором заявок из очереди и произволь�
ными распределениями длительности обслужива�
ния и интервалов между заявками.
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