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Предложено аналитическое описание алгоритма работы сигма�дельта АЦП  в виде нелинейного
отображения, на основании которого осуществлено исследование его характеристик и выполнен
аналитическими методами и посредством имитационного моделирования сравнительный анализ
особенностей его функционирования.

We propose a non�linear mapping that describes the algorithm of work of the delta�sigma analog�
to�digital converter. This model is used to investigate the characteristics of the converterand give a
comparative analysis of its features.

Известно, какую роль играют в информацион�
ных технологиях средства преобразования форм ин�
формации, в том числе различные типы и модифи�
кации аналого�цифровых преобразователей (АЦП),
составляющие заметную долю продукции на совре�
менном рынке электронных компонентов [1–8].
Именно поэтому это направление  в информацион�
ных технологиях обуславливает теоретический
интерес, так как не только способствует дальней�
шему совершенствованию АЦП, а и содействует
обоснованному выбору типа АЦП с учетом требова�
ний решаемой технической задачи. Для этого необ�
ходимо знать, по возможности, все нюансы, свя�
занные с особенностями работы соответствующего
типа АЦП.  Не останавливаясь на анализе различ�
ных способов реализации и разнообразных видах
алгоритмов аналого�цифрового преобразования,
лежащих в основе соответствующих типов АЦП,
рассмотренных, например, в работах  [1, 2, 7, 9–
11], подвергнем анализу особенности алгоритма
функционирования широко разрекламированного,
высокоточного так называемого сигма�дельта (ΣΔ)
АЦП [1–3, 7, 8 ]. В дальнейшем под понятием функ�
ционирования подразумевается смена состояний
анализируемого прибора или устройства по опре�
деленным  правилам, законам или алгоритмам в за�
висимости от значения входного сигнала.

В современной, в основном технической лите�
ратуре, а также в публикациях  фирм�производи�

телей данного типа АЦП (например, фирмы Analog
Devices) даются, как правило, технические сведе�
ния и отрывочные данные о свойствах и особенно�
стях работы ΣΔ АЦП [2, 4–6].  В то же время вы�
зывает теоретический  интерес принцип функцио�
нирования, свойства и подробный аналитико�ими�
тационный сравнительный анализ адекватного
алгоритма функционирования  ΣΔ АЦП, который
обеспечивает по сравнению с другими типами
АЦП, по данным фирм�производителей, его очень
высокую разрядность  (до 24) в результатах ана�
лого�цифрового  преобразования. Но для такого
анализа необходимо в математической форме опи�
сать и в явном виде представить соответствующий
адекватный алгоритм, отсутствие которого затруд�
няет полное понимание специфики и сущности
работы ΣΔ АЦП даже у самих инженеров�разра�
ботчиков. Различные модификации основной схе�
мы ΣΔ АЦП, естественно, будут приводить к неко�
торой модификации алгоритма функционирова�
ния основной схемы ΣΔ АЦП.

Прежде чем составить аналитическое представ�
ление алгоритма работы ΣΔ АЦП, рассмотрим ос�
новной вариант его структурной схемы с кратким
описанием ее принципа действия. На рис. 1 изоб�
ражена наиболее распространенная  структурная
схема ΣΔ АЦП [2].  Приведем краткое описание
принципа действия схемы. Входной аналоговый
сигнал хвх  поступает на суммирующий вход ана�
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логового сумматора, который совместно с анало�
говым интегратором АИ, сравнивающим устрой�
ством СУ и одноразрядным (1�битовым) цифро�
аналоговым преобразователем  (ЦАП), состоящим
из D�триггера с входами D и S и двухполярного
источника образцового напряжения ИОН, выпол�
няет так называемую  функцию сигма�дельта�мо�
дулятора (сумматора приращений). Непосредствен�
но функция дельта�модуляции реализуется СУ и
D�триггером.  Выходной  импульсный  сигнал D�
триггера  с заданной тактовой частотой ft параллель�
но поступает на цифровой фильтр и в цепь обратной
связи, включающей 1�битовый ЦАП, управление по�
лярностью которого осуществляется выходным сиг�
налом D�триггера. Таким образом, частота переклю�
чения полярности 1�битового ЦАП, образующего
цепь отрицательной обратной связи, зависит от час�
тоты переключения D�триггера, т. е. от тактовой
частоты ft. Выходной сигнал ЦАП, уровень которо�
го совпадает с заданным диапазоном преобразова�
ния Е0 сигнала хвх,  фактически непосредственно
участвует в организации уравновешивающей вели�
чины. Сама уравновешивающая величина формиру�
ется интегратором АИ в темпе с поступлением так�
товой частоты ft. Таким образом, чем выше такто�
вая частота ft, тем за меньшее время устанавливает�
ся приращение сигнала на интеграторе АИ. Сигнал
Е0 с выхода ЦАП, согласно схеме, вычитается из
входного сигнала хвх, и результат вычитания снова
поступает на вход интегратора АИ.

Структурная схема, изображенная на рис. 1, по
принятой  разработчиком  классификации, отобра�
жает архитектуру ΣΔ АЦП первого порядка. Поря�
док модулятора определяется числом задействован�
ных в его схеме сумматоров и, как следствие, ин�
теграторов. Сигма�дельта модуляторы k�го поряд�
ка содержат k сумматоров и k интеграторов и по
логике работы схемы должны обеспечивать боль�
шее соотношение сигнал/шум при той же частоте
отсчетов, по сравнению с модуляторами первого
порядка. Применяют сигма�дельта модуляторы
высокого порядка, например,  в одноканальном ΣΔ
АЦП седьмого порядка, реализованном в микросхе�
ме AD7720, и двухканальном ΣΔ АЦП пятого по�
рядка, выполненном в микросхеме ADMOD79.

В соответствии с релятивным описанием рабо�
ты АЦП по представленной структурной схеме
аналитическая запись алгоритма функционирова�
ния ΣΔ АЦП с модуляторами первого порядка име�
ет адекватное нелинейное описание в виде следую�
щего отображения:
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Выполняя интегрирование в (1) с учетом того,
что выражение в фигурных скобках не зависит от
времени (пренебрегая конечной частотной  поло�
сой пропускания интегратора), получаем
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где E(nΔt) и Е[(n – 1)Δt] — значение физической
величины, например напряжения, которое накап�
ливается на интеграторе за период Δt тактовой

частоты ft; 
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α = = Δ =∫  β = αЕ0;  λ = х/Е0,

0 ≤ λ ≤ 1, если 0 ≤ х ≤ Е0.
В общем случае выражения (2) и (3) можно объ�

единить в виде

( ) ( ){ }0, , , 1 ,E n t G x E E n t⎡ ⎤Δ = α − Δ⎣ ⎦ (4)

где G {x, E0, Е [(n – 1)Δt]} — нелинейная функция,
описывающая характер отклонения входного сиг�
нала от уравновешивающей величины. Конкрет�
ный вид данной функции раскрыт выше. Причем
слабое влияние полосы пропускания интегратора
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� Рис. 1. Структурная схема сигма�дельта АЦП
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на формирование сигнала нелинейной отрицатель�
ной обратной связи обусловлено наличием двух не�
линейных элементов — сравнивающего устройства
и триггера, при этом срабатывание сравнивающе�
го устройства практически не зависит от уровня
приращения сигнала на его входе.

С учетом известного равенства, связывающего
индикаторную и знаковую функции:

( ) ( ){ }0,5 1 sign ,h θ = + θ

получаем следующее эквивалентное аналитиче�
ское отображение  алгоритма работы ΣΔ АЦП:

( ) ( )
( ){ }

1

2 1 ,

E n t E n t

h x E n t

⎡ ⎤Δ = − Δ +⎣ ⎦
⎡ ⎤⎡ ⎤+ β − − Δ + χ⎣ ⎦⎣ ⎦ (5)

где 1χ = λ − .
Прежде чем перейти к исследованию получен�

ных алгоритмов, целесообразно отметить, что
данные алгоритмы в соответствии с принятой в ма�
тематике терминологией относятся к нелинейным
итерационным уравнениям или более кратко –
отображениям  [11–17]. Следовательно, с техни�
ческой точки зрения, заданные в явном виде ото�
бражения как раз и определяют закономерности
функционирования рассматриваемого устройства,
прибора или системы, т. е. алгоритмы их работы.

Переход к математической форме описания ал�
горитма функционирования и идентификация
принадлежности его к соответствующему классу
математических объектов позволяют применить
по ходу изложения статьи с необходимыми допол�
нениями и пояснениями относительно рассматри�
ваемого случая исследования тот богатый арсенал
идей, терминологии, методов исследования и дру�
гих атрибутов, которые накоплены в математике
в области нелинейной динамики. Такой подход к
исследованию алгоритмов работы АЦП, несмотря
на имеющийся уже достаточно большой истори�
ческий период, связанный с созданием и исследо�
ванием АЦП и их алгоритмов (см., например, ра�
боты [9, 10, 18–24]), далеко не традиционен и не
очевиден и именно поэтому требует введения до�
полнительных понятий и пояснений. В дальней�
шем термины «алгоритм»,  «отображения», «ите�
рационные уравнения в конечных разностях» или
просто «уравнения» будут пониматься как сино�
нимы.

Математическое представление (3) алгоритма
ΣΔ АЦП первого порядка инициирует предвари�
тельное  рассмотрение алгоритма следящего АЦП,
заданного в виде

( ) ( ) ( )1 sign 1 ,E n t E n t q x E n t⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤Δ = − Δ + − − Δ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ (6)

где q = 2–N Е0 — величина кванта. Этот алгоритм
подробно исследован автором [24] с учетом воздей�
ствия помех относительно традиционными мето�

дами. Отметим, что алгоритм (6) представляет со�
бой типичный пример одномерного нелинейного
отображения, куда входит значение входного сиг�
нала в виде некоторого параметра. При визуаль�
ном сравнении  алгоритмов (3) и (6) возникает не�
вольно ощущение, что появление алгоритма ΣΔ
АЦП является продуктом  эволюции алгоритма
следящего АЦП. Фактически алгоритм (3), если
принять  точку зрения теории  генетических алго�
ритмов   [25],   является   мутантом   алгоритма
следящего АЦП, поскольку выполняет функцию
аналого�цифрового преобразования на другом ка�
чественном уровне — параметрического и времен�
ного  усреднения  с  признаками  следящего  алго�
ритма аналого�цифрового преобразования и экс�
поненциального алгоритма усреднения [26]. Осо�
бенностью и общностью всех алгоритмов аналого�
цифрового преобразования, обладающих всеми
признаками нелинейных отображений, является
следующее:

• наличие нелинейной функции сравнения;
• область изменения параметра строго ограни�

чена диапазоном преобразования Е0;
• число итераций, т. е. число операций сравне�

ния, конечно и определяется способом выполне�
ния операции сравнения (параллельным, парал�
лельно�последовательным и последовательным) и
числом разрядов;

• решение уравнений, описывающих алгорит�
мы, при заданном числе итераций должно оказать�
ся в некоторой окрестности установленного зна�
чения параметра (значения входного сигнала),
т. е. фактически данная окрестность представля�
ет собой аттрактор [11–17].

С точки зрения метрологии, указанная в по�
следнем пункте окрестность как раз и определяет
погрешность аналого�цифрового преобразования.
Поэтому очень важно количественно связать  свой�
ства алгоритма с некоторыми характеристиками
данной окрестности или аттрактора, подразуме�
вая при этом, что специфика построения алгорит�
ма аналого�цифрового преобразования предусмат�
ривает решенным вопрос его сходимости в задан�
ную окрестность. Однако, как это будет показано
ниже, для алгоритма ΣΔ  АЦП эта задача далеко
не тривиальна и, как представляется, именно при
исследовании сходимости данного алгоритма при�
менение идей нелинейной динамики наиболее пло�
дотворно.

Для лучшего представления о возможностях
использования идей  нелинейной динамики иссле�
дуем свойства следящего алгоритма (6), начав
с предварительного анализа переходного процес�
са, связанного с поиском его решения при отсут�
ствии помех.  Пусть для начального значения урав�
новешивающей величины выполняется равенство
Е(0) = 0, тогда при n = 1 и х > 0 имеем Е(1) = q. Для
n = 2 и х > q  имеем Е(2) = 2q и т. д. Пусть для n = k
выполняется равенство Е(k) = kq, а для k + 1 полу�
чаем  х < Е(k + 1) = (k + 1)q. Следовательно, со�
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гласно алгоритму, при следующих итерациях урав�
новешивающая величина, соответствующая реше�
нию уравнения (6), на каждом такте будет изме�
няться относительно значения kq на величину ±q
и, таким образом, она будет равна входному сиг�
налу с точностью до кванта и, с точки зрения не�
линейных отображений, образует аттрактор. Ат�
трактор, представляющий в виде псевдофазового
портрета [17] (в дальнейшем — просто фазового
портрета) финальную траекторию уравновешива�
ющей величины при бесконечном увеличении чис�
ла итераций, периодичен (рис. 2). При дальней�
шем анализе для упрощения формул положим ве�
личину временного шага Δt = 1. Это допущение ни�
как не влияет на общие результаты анализа.

Рассмотрим другой подход к анализу алгорит�
ма (6). Поскольку уравновешивающая величина
при достаточно большом числе итераций стремит�
ся с точностью до кванта к фиксированному значе�
нию параметра, то представим этот параметр в виде
двоичного кода с погрешностью усечения, т. е.

0
1

2 ,
N

i
i

i

x Е a −

=
= + γ∑

где  0 ≤ γ ≤ q есть случайная величина с равномер�
ным законом распределения вероятностей (по�
грешность квантования или усечения). Тогда ал�
горитм (6) можно представить в виде отображения
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Усредним полученное отображение по случай�
ной величине γ, в результате перейдем к следу�
ющему эквивалентному усредненному отображению:
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=

⎡ ⎤
− −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑  — функция распреде�

ления погрешности усечения.
Для этого отображения нетрудно определить

так называемую особую или неподвижную точку
[11–17] усредненного алгоритма из уравнения

( )0
1

2 2 1 1 0.
N

i
i

i

F Е a E n−
γ

=

⎡ ⎤
− − − =⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑

Ввиду симметричности функции распределения
вероятностей приходим к выводу, что решение
данного уравнения будет достигаться при равен�

стве ( ) 0
1

1 2 ,
N

i
i

i

E n Е a −

=
− = ∑  т. е. неподвижная точка

соответствует случаю, когда уравновешивающая
величина равна двоичному эквиваленту входного
сигнала.

Пусть теперь будем учитывать влияние адди�
тивной помехи, тогда алгоритм (6) преобразуется
к виду

( ) ( ) ( ) ( )1 sign 1 ,E n E n q x n E n⎡ ⎤= − + + ξ − −⎣ ⎦ (7)

и динамика решения алгоритма (7) будет повто�
рять динамику решения алгоритма (6), пока раз�
ность между сигналом и уравновешивающей ве�
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� Рис. 2. Фазовый портрет, характеризующий аттрактор следящего алгоритма в отсутствие помех
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личиной не будет соизмерима с уровнем помехи,
т. е.  когда решение отображения (7) не достигнет
области аттрактора. В этом случае при многократ�
ном повторении алгоритма с одним и тем же значе�
нием входного сигнала независимо от начального
значения уравновешивающей величины его реали�
зации (траектории решения) от преобразования к
преобразованию будут отличны друг от друга. Со�
гласно алгоритму (7), при последующих итераци�
ях уравновешивающая величина будет иметь дру�
гой фазовый портрет, отличный от портрета, при�
веденного на рис. 2, и, следовательно, другую фор�
му аттрактора. Этот фазовый портрет для погреш�
ности преобразования представлен в трехмерном
фазовом пространстве (рис. 3).

По существу, учет аддитивной помехи приво�
дит, с математической точки зрения, к случайно�
му изменению параметра алгоритма при фиксиро�
ванном входном сигнале. Если это изменение ог�
раничено и происходит в заданном диапазоне, то в
связи с устойчивостью алгоритма в целом оно не
должно существенно влиять на конечный резуль�
тат преобразования. Однако картина может изме�
ниться, если помеха на верхней и нижней грани�
цах диапазона выведет значение параметра за за�
данные пределы. Именно устойчивость алгоритма
в целом приводит к заметному эффекту помехопо�
давления данного типа алгоритмов, если средне�
квадратическое отклонение (СКО) помехи превы�
шает величину кванта. Чтобы убедиться в этом,
для сравнения с фазовым портретом уравновеши�
вающей величины приведен фазовый портрет га�

уссова шума, представляющего собой аддитивную
помеху ξ(n) (рис. 4).

Отметим попутно, что приведенный на рис. 4
фазовый портрет помехи выявляет его хорошие
статистические свойства, в частности, свойство
независимости. Сравнение фазовых портретов по
геометрическим параметрам (см. рис. 2–4) демон�
стрирует их качественное различие. Фазовые порт�
реты дают интегральный образ характера поведе�
ния уравновешивающей величины как решения
соответствующего отображения (алгоритма) с уче�
том влияния различных дополнительных факто�
ров. В принципе по геометрическим параметрам фа�
зового портрета можно получить определенные ко�
личественные оценки исследуемого объекта, вклю�
чая оценки его метрологических характеристик,
учитывающих  влияние различных дополнитель�
ных факторов.  Для иллюстрации сказанного при�
ведем в матричной форме фазовые портреты поме�
хи и погрешности преобразования следящим ал�
горитмом при воздействии помехи (рис. 5). На ри�
сунке наглядно представлена трансформация фа�
зового  портрета  помехи  в  фазовый  портрет
погрешности преобразования; отражена в этом же
виде зависимость помехи и погрешности преобра�
зования при фиксированном значении входного
сигнала; отчетливо просматривается эффект вза�
имодействия помехи и погрешности преобразова�
ния, приводящий к определенной упорядоченно�
сти исходного фазового портрета помехи.

Однако традиционно в метрологии количе�
ственную оценку соответствующих свойств ат�

� Рис. 3.  Трехмерный фазовый портрет, представляющий аттрактор следящего алгоритма при воздействии
аддитивной помехи
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p:=0.3532; M:=2^13; N:=1; d:=2^(-13);s:=0.000001; g:=0.0005; 
Data(i+1,j):=Data(i,j)+d*(Sign(Data(M+2,j)+Normal(g)-Data(i,j)+s));
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� Рис. 5. Матричный график, характеризующий гистограммы распределения помехи, воздействующей на сиг�
нал,  погрешность преобразования и их фазовые портреты
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� Рис. 4.  Трехмерный фазовый портрет, характеризующий аддитивную помеху
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p:0.3532; M:=2^13; N:=1; d:=2^(�13); s:=0.000001; g:=0.0005:
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трактора выполняют по первым двум моментам,
т. е. по математическому ожиданию и дисперсии,
и значительно реже — по другим вероятностным
характеристикам, например плотности распреде�
ления вероятностей. Для алгоритма следящего
АЦП данные вероятностные характеристики мож�
но получить в аналитической форме. Подробные
аналитические преобразования при выводе этих
характеристик, кроме плотности распределения
вероятностей, сделаны в приложении к статье.
Методология нахождения математического ожи�
дания отображения (7) заключается в следующем.
Усредним правую и левую части отображения (7)
по помехе. В результате усреднения получим но�
вое отображение, эквивалентное в установленном
смысле исходному отображению (7):

( ) ( ) ( )1 2 1 1 ,E n E n q F x E nξ⎡ ⎤⎡ ⎤= − + − − −⎣ ⎦⎣ ⎦ (8)

где ( )E n  и ( )1E n − — усредненные по помехе зна�
чения уравновешивающей величины на n�м и
(n –1)�м тактах итерации.

Помеха, как правило, имеет гауссов закон рас�
пределения вероятностей с нулевым средним и, тем
самым, симметрична относительно нуля. Поэто�
му после вычитания из входного сигнала значе�
ний правой и левой частей итерационного алгорит�
ма (8) с последующим линейным приближением
функции распределения вероятностей в малой ок�
рестности неподвижной точки приходим к следу�
ющему линейному приближению (8):

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2 0 0 1 1V n V n q F w V nξ ξ⎡ ⎤= − − + − −⎣ ⎦ (9)

или

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 0 2 0 .V n V n qw qF qξ ξ⎡ ⎤= − − − +⎣ ⎦

Далее, учитывая, что ( ) 1
0 ,

2
Fξ =  а ( ) 1

0 ,
2

wξ
ξ

=
πσ

получаем из (9)

( ) ( ) 2
1 1 ,

2

q
V n V n

ξ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − −
⎜ ⎟πσ⎝ ⎠

(10)

где V(n) = x – E(n) и V(n – 1) = x – E(n – 1).
Поскольку, как было показано выше, для оп�

ределенного значения числа итераций до выхода в
стационарную точку уравновешивающая величи�
на в алгоритме (7) изменяется линейно, то при до�
стижении разности V(n), например, для n = k ве�
личины, при которой она становится соизмеримой
с уровнем помех, начинает действовать условие
сходимости, описываемое отображением (9). При�
меняя правило трех сигм для определения началь�
ного значения итерационного уравнения (9), по�
лучаем для n = k разность V(k) = = 3σξ. Следова�

тельно, выполняя последовательно итерации в
(10) для n = k + 1, k + 2, …, m при начальном значе�
нии V(k) = 3σξ, приходим к решению

( ) 2
3 1 .

2

m
q

V m ξ
ξ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= σ −
⎜ ⎟πσ⎝ ⎠

Пусть σξ = μq, тогда  после упрощения получаем

( ) 2 1
3 1 .

m

V m q
⎛ ⎞

= μ −⎜ ⎟⎜ ⎟π μ⎝ ⎠
(11)

Обычно  значение  параметра  μ  таково,  что

2
,< μ

π
 поэтому выражение (11) можно предста�

вить в приближенной, но более наглядной форме
записи

( )
2

3 .

m

V m qe
−

π μ≈ μ (12)

Из равенства (12) следует, что переходный про�
цесс и, следовательно, его математическое ожида�
ние в условиях воздействия помех экспоненциаль�
но стремится к нулю с ростом числа итерации.
Применяя аналогичный подход, можно получить
оценку дисперсии погрешности. При этом (см.
приложение) с учетом равенства нулю математи�
ческого ожидания финальная (или предельная при
достаточно большом числе итераций m) дисперсия
погрешности преобразования при воздействии оп�
ределяется по формуле

( )
( )

21
.

2 24 0

q
D V m q

w
ξ

ξ
π⎡ ⎤ ≈ = μ⎣ ⎦

Если взять отношение полученной дисперсии к
дисперсии помехи

( )
1 1

,
2 24 0

q
K

w
ξ

π≈ =
μ

то из формулы следует, что эффект подавления
помехи возникает при условии, что  μ > 0,6267.
Следовательно, для подавления помехи с фикси�
рованным значением СКО желательно брать вели�
чину кванта q как можно меньше.

Иллюстрация эффекта подавления помехи ал�
горитмом следящего АЦП хорошо просматрива�
ется на рис. 6, где представлены по результатам
имитационного моделирования в одном и том же
масштабе гистограммы погрешности преобразова�
ния в присутствии помех и самой помехи с гауссо�
вым законом распределения вероятностей с указа�
нием соответствующих средних и СКО.

Аналитическая запись алгоритма работы ΣΔ
АЦП, как отмечалось выше, позволяет сравнить
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его со следящим алгоритмом. Так, сравнение ал�
горитмов (3) и (7) показывает их аналитическую
идентичность с, казалось бы, совсем незначитель�
ными отличиями. В частности, это отличие зак�
лючено в множителе перед знаковой функцией и в
наличии дополнительного слагаемого βλ. Поэто�
му можно было бы предположить, что и динами�
ческие свойства данных алгоритмов будут в какой�
то степени идентичны. Действительно, как это
будет следовать из дальнейшего анализа, вид и,
соответственно, аналитическая форма представле�
ния переходного периода у обоих алгоритмов со�
впадают. Заметим, что отличие в множителе, сто�
ящем  перед знаковой функцией, заключается в
его размерности, так как  в алгоритме (3) множи�
тель β = α Е0 = Е0/ft имеет размерность вольт на
секунду. Поэтому следует утверждение, что чем
выше частота, тем меньше величина множителя
α. Если выбрать частоту ft, равную 2N, то получа�
ем для β = Е0/2N = q почти полную идентичность
следящего алгоритма и алгоритма работы ΣΔ АЦП
первого порядка, отличающуюся только зависи�
мостью в последнем приращении уравновешива�
ющей величины на каждом шаге итерации от уров�
ня входного сигнала. В следящем алгоритме урав�
новешивающая величина изменяется кратно ве�

личине кванта, а в алгоритме ΣΔ АЦП, согласно
отображению

( ) ( ) ( ){ }1 sign 1 ,E n E n q x E n⎡ ⎤= − + − − + λ⎣ ⎦ (13)

уравновешивающая величина изменяется в зави�
симости от величины входного сигнала пропорци�
онально величине θq, где  q ≤ θ ≤ 2q и λ = х/Е0.

Наличие второго параметра в отображении (13)
в виде дополнительного слагаемого существенно
изменяет фазовый портрет. Причем геометриче�
ская форма аттрактора меняется в зависимости от
изменения входного сигнала, т. е. параметра ото�
бражения, и тем самым форма аттрактора в отли�
чие от просто следящего алгоритма несет инфор�
мацию о величине входного сигнала. Как будет
показано в части 2 статьи, изменение формы ат�
трактора дает новое качество алгоритму, следстви�
ем которого является значительное улучшение
метрологических характеристик ΣΔ АЦП.

Приложение
Вычислим условное математическое ожидание

следящего алгоритма  без учета аддитивной поме�
хи при условии, что входной сигнал принимает
значение mq ± γ, где γ — погрешность усечения.

� Рис. 6.  Гистограммы погрешности преобразования следящего алгоритма в присутствии помех и гауссовой
помехи с параметрами, указанными на рисунке: Е(n + 1) = Data(i + 1, j); Е(n) = Data(i, j), d = q =2–12 ≈
≈ 0,000244; x = p; N = 12; g соответствует СКО; s — вспомогательный параметр (математическое
ожидание помехи)
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Выполним для этого значения входного сигнала
усреднение  по случайной погрешности усечения
правой и левой частей алгоритма после вычита�
ния справа и слева фиксированного значения вход�
ного сигнала Kх = mq в установившемся режиме,
т. е. после переходного процесса.  В результате по�
лучим (для наглядности  оставим значение времен�
ного такта Δt, принимающего любую величину)

( ){ }
( ) ( ){ }{ }

( ){ }
( ){ } ( ){ }{ }

1 sign 1 ;

1 sign 1 ,

M V n t

M V n t q V n t

M V n t

M V n t qM V n t

γ

γ

γ

γ γ

Δ =

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − Δ − − Δ ± γ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦
Δ =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − Δ − − Δ ± γ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

где 0 ≤ γ ≤ q, причем γ изменяется по равномерному
закону с плотностью распределения вероятностей
1/q; V(nΔt) = Kx – qK(nΔt), V[(n – 1)Δt] = Kx –
– qK [(n – 1)Δt] — разность кодовых эквивалентов
на n�м и (n – 1)�м тактах итерации, при этом на�
чальное значение для шага итерации  n = 0 опреде�
ляется в соответствии с равенством K(0) = 0.

В переходном режиме для всех n ≤ m знаковая
функция равна единице, а после окончания пере�
ходного режима при qK(mΔt) = Kх с точностью до
кванта V(mΔt) = ±γ. Поэтому математические ожи�
дания соответствующих значений разностей нахо�
дятся из равенств

( ){ } ( )
( ){ } ( ) ( )

;

1 2 0 1 0

x

x

M V m t K m q

M V m t K m q F

γ

γ γ

Δ = −

⎡ ⎤+ Δ = − + − =⎣ ⎦

с учетом того, что функция распределения погреш�
ности усечения в нуле равна 1/2.

Таким образом,  для неподвижной точки мате�
матическое ожидание погрешности преобразова�
ния следящим алгоритмом в отсутствие помехи
равно нулю.

Рассмотрим условие сходимости при воздей�
ствии аддитивной помехи, причем, помеха не за�
висит от номера такта итерации. В этом случае в
результате аналогичных действий получаем

( ){ }
( ) ( ){ }{ }

( ){ }
( ){ } ( ){ }{ }

1 sign 1 ;

1 sign 1 ,

M V n t

M V n t q V n t

M V n t

M V n t qM V n t

η

η

η

η η

Δ =

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − Δ − − Δ + ξ + γ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦
Δ =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − Δ − − Δ + η⎣ ⎦ ⎣ ⎦

так как η = ξ + γ. Представим математические ожи�
дания разностей  V(nΔt) и V[(n – 1)Δt] в виде

( ){ } ( ) { }
( ){ } ( ) { }

;

1 1 ,

M V n t V n t M

M V n t V n t M

η η

η η

Δ = Δ + η

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− Δ = − Δ + η⎣ ⎦ ⎣ ⎦

тогда

( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 2 1 1

1 2 0 2 0 1 1

1 2 0 1

1 1 2 0 .

V n t V n t q F V n t

V n t q F w V n t

V n t qw V n t

V n t qw

η

η η

η

η

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤Δ = − Δ − − Δ − =⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − Δ − + − Δ − =⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − Δ − − Δ =⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤⎡ ⎤= − Δ −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

В результате

( ) ( ) ( )
( ) ( )2 0

1 2 0
m

mqw

V n m t V n t qw

V n t e η

η

−

⎡ ⎤⎡ ⎤+ Δ = Δ − ≈⎣ ⎦ ⎣ ⎦

≈ Δ

при условии, что 2qwη(0)  < 1.
Средний  квадрат  разности  V(nΔt) = Kx – q×

×K(nΔt) следящего алгоритма без учета воздей�
ствия аддитивной помехи определяется следу�
ющим образом. Пусть разность V[(n – 1)Δt] равна
погрешности усечения, т. е. итерационный процесс
вышел в неподвижную точку и разность между
уравновешивающей величиной и входным сигна�
лом равна погрешности усечения, тогда

( ){ } ( ){ }
{ } ( ){ } ( ){ }

22

22 2

sign

2 sign sign .

M V n t M q

M qM q M

γ γ

γ γ γ

⎡ ⎤Δ = γ − γ =⎣ ⎦

= γ − γ γ + γ

Заметим,  что

( ){ }
0

2

0

d d 1 1
sign 1,

2 2 2 2

q

q

M
q qγ

−

γ γγ = + = + =∫ ∫
поэтому

( ){ } { } ( ){ }2 2 22 sign .M V n t M qM qγ γ γΔ = γ − γ γ +

Поскольку для погрешности усечения выпол�
няется равенство

{ }
2 3 2

2 2
d ,

2 6 3

q

q

q q
M

q qγ
−

γγ = γ = =∫
то

( ){ } ( ){ }
2

2 22 sign .
3

q
M V n t qM qγ γΔ = − γ γ +

Учитывая,  что  ( )sign ,γ γ = γ   ( ){ }signMγ γ γ =

0

d d ,
2 2

q q

q

q

q q−

γ γ= γ = γ =∫ ∫ окончательно  получаем  для
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среднего квадрата методической погрешности пре�
образования равенство

( ){ }
2 2

2 22 .
3 2 3

q q q
M V n t q qγ Δ = − + =

В анализируемом  случае усреднение осуществ�
ляется только по погрешности квантования, со�
ответствующей погрешности усечения, поэтому
здесь должен учитываться тот факт, что при вы�
ходе алгоритма (3) в стационарную точку для раз�
ности   V(nΔt)   справедливо  равенство  V(nΔt)=
= Kх[(n – 1)Δt] + γ – qK[(n – 1)Δt] = γ.  Так как эта
погрешность распределена равномерно в интерва�
ле q, то ее средний квадрат равен  q2/3.

Рассмотрим вариант оценки среднего квадрата
с учетом воздействия помехи ξ  при учете равенств
V[(n– 1) Δt] = Kx – qK[(n – 1)Δt] и V(nΔt) = Kx

 – q ×
× K(nΔt), х = Kx+ γ. Зафиксируем значение вход�
ного сигнала с точностью до погрешности кванто�
вания. Тогда итерационное уравнение при вычи�
тании справа и слева погрешности усечения мож�
но представить в виде

( ){ }
( ) ( ){ }{ }{ }

( ){ }
( ){ } ( ) ( ){ }{ }{ }

( ){ }{ }

2

2

2

2

2 2

1 sign 1 ,

;

1

0 2 0 sign 0

sign 0 .

M V n t

M V n t q V n t

M V t

M V qM V V

q M V t

η

η

η

η η

γ

Δ =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − Δ − − Δ + ξ + γ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
η = ξ + γ

Δ =

= − + η +

+ Δ + η

Заметим, что

( ){ }{ }2
sign 0 1M V tγ Δ + η =  и ( ){ } ( )2 20 0 .M V Vη =

При достижении разности V(nΔt), например
для n = k, определенной величины, при которой
она становится соизмеримой с уровнем помех, на�
чинает действовать условие сходимости, описыва�
емое отображением (9). Применяя правило трех
сигм для определения начального значения ите�
рационного уравнения (9), получаем для n = k раз�

ность V(kΔt) = 3ση. Следовательно, выполняя по�
следовательно итерации для n = k + 1, k + 2,…, m
при начальном значении V(kΔt) = 3ση, приходим к
решению

( ){ }
( ) ( ) ( ){ }{ }

2
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2 sign
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η
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2
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2

2
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1 4 0
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1 4 0 ;

( ) 9 1 4 0

1 1 4 0
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4 0

lim ( ) ,
4 0

m

m i

i

m

m

m

M V k t V k t qw

q w q q

M V m t V k t qw

q w q

M V m t qw

w q
q

w q

q
M V m t

w

η η

η
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−

η
=
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η

η

η→∞ η

⎡ ⎤⎡ ⎤+ Δ = Δ − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤+ − + …⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤Δ = Δ − +⎣ ⎦⎣ ⎦

⎡ ⎤+ −⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤Δ = σ − +⎣ ⎦⎣ ⎦

− −
+

⎡ ⎤Δ =⎣ ⎦

∑

поскольку 4qwη(0) < 1.
Следует заметить, что в общем случае суммар�

ная погрешность η имеет не совсем симметричную
функцию распределения вероятностей, тем не ме�
нее, она достаточно близка к симметричной функ�
ции. Поэтому погрешность используемого линей�
ного  приближения функции распределения допу�
стима для технических расчетов.
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