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Приведены аналитические зависимости, позволяющие оценить потенциальные возможности по разрешению 
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Ключевые слова — обратная задача рассеяния, сверхрелеевское разрешение, групповая сосредоточенная 
цель, граница Крамера—Рао, разрешающая способность.

Введение

В работе [1] предложен один из вариантов про-
екционного подхода к решению обратной задачи 
группового рассеяния, которую для стационарно-
го случая можно сформулировать следующим об-
разом.

По наблюдаемому сигналу y требуется восста-
новить портрет (характеристику рассеяния) цели 
x, т. е. получить его оценку ˆ.x  Как правило, счи-
тают, что x и y принадлежат комплексным гиль-
бертовым пространствам 2

õ  и 2
y  [2], а оператор-

ная модель наблюдения при достаточно общих 
допущениях имеет вид

  y = Ax + ν, (1)

где А — компактный линейный оператор, область 
определения которого плотна в 2;õ  ν — шумы на-
блюдения. 

Не останавливаясь здесь на причинах некор-
ректности задачи (1) [2, 3] и на проблемах приме-
нения регуляризационных подходов к ее реше-
нию [например, 4], для понимания используемых 
в дальнейшем обозначений целесообразно кратко 
напомнить проекционный подход к решению (1).

Для редукции множества решений (1) до клас-
са корректности при проекционном подходе в ка-
честве математической модели портрета группо-
вой сосредоточенной цели (ГСЦ) предлагается ис-
пользовать не элементы 2,õx∈  а их проекции 

 Px x=  на некоторое, выбираемое на основе физи-
чески имеющейся априорной информации, опор-
ное пространство Mn — n-мерное подпростран-
ство 2

õ  (P — оператор проецирования). Если 
γ1, …, γn — выбранный на основе априорной ин-
формации базис Mn, то

  1P   , ,x x x−= = =,Г Г Г Г ГE  (2)

где 
[ ]γ γ γ1 1 ;... n=Г

 

, , ,x x E E EE Г Г Г Г T1 1
1 2 n

— вектор комплексных коэффициентов рассея-
ния целей; Y = 〈Г, Г〉 — матрица Грама базисных 
функций.

В настоящей статье не исследуются вопросы 
целесообразности использования тех или иных 
базисных функций γi для аппроксимации портре-
тов отдельных одиночных целей (ОЦ), следует 
лишь отметить, что без ограничения общности 
их можно положить нормированными:  Aγi = 1. 
Важным для практики представляется рас-
смотрение (1) в несколько обобщенном виде, соот-
ветствующем ситуации m-канального приема: 
   … 1 2

2 2 2 2 .my y yyy∈ = × × ×  Скалярное произведе-
ние в пространстве наблюдений ν

1 R, ,−• •  «де-
коррелирующее» и нормирующее в 2

y  шумы ν 
и тем самым, с точки зрения обработки входного 
сигнала, приводящее к компенсации помех с из-
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вестным корреляционным оператором Rν, для 
краткости далее удобнее записывать как ν , .• •

Симметризация (1) воздействием сопряженно-
го оператора A* приводит к уравнению

 A*y = A*Ax, (3)

решения которого, совпадающие с оценками мак-
симального правдоподобия ˆ,õ  минимизируют 

2A ˆy x−  [5]. Необходимо подчеркнуть, что урав-
нение (1) из-за шумов в общем случае несовмест-
но, т. е. возможно, что A.Imy∉

Проецирование (3) на Mn с учетом того, что Р 
коммутирует с А*А, а также в силу идемпотент-
ности Р (Р = Р2) позволяет записать слабый вари-
ант (3): 

 PA*y = PA*APx.  (4)

Уравнение (4) с учетом того, что 
ν

A   A* , ,• • = • • 

ν
A   A* , ,• • = • •  и наоборот, можно представить в виде

 
Г Г Г Г Г E1 1A  A  A, , .y

 
(5)

Приравнивание множителей при одноимен-
ных членах, а также использование более лако-
ничного обозначения в виде m  × n-матрицы для 
модели системы эхо-сигналов S = АГ = [Aγ1 Aγ2 … 
Aγn] делают правомерной запись основного выра-
жения для нахождения  :ˆx̂=ГЕ

 
1ˆ ,−=E Q Z  (6)

где ν ,=Q S S  — n  × n-матрица Грама системы 
входных сигналов Aγi; ν , y=Z S  — векторный 
корреляционный интеграл.

Интересным может быть факт, что к (6) можно 
прийти несколько другим способом. Подстановка 
принятой модели портрета (2) в уравнение (1) при-
водит непосредственно к уравнению 

ν νA ,y x≈ + = +SE

более знакомому «локаторщикам», для которого 
(6) является оценкой максимального правдоподо-
бия Е [2, 6].

Важной частью процедуры разрешения ГСЦ 
является оценка реального количества ОЦ в соста-
ве ГСЦ, для чего предлагается воспользоваться 
многосеточным подходом [7–9], модифицирован-
ным с учетом особенностей обратной задачи груп-
пового рассеяния, в том числе с учетом существен-
ного уровня шумов ν в практических задачах. 

В соответствии с общим многосеточным под-
ходом размерность опорного подпространства по-
следовательно увеличивается от n = 1 вверх. На 
каждом этапе для выбранной на основе априор-
ной информации системы базисных функций 
рассчитываются вероятностные характеристики 
шумов оценки ˆ ,Е вектора коэффициентов разло-

жения Е в зависимости от вида априорной инфор-
мации и осуществляется пороговая обработка 
с требуемым уровнем ложных тревог F (вероятно-
стей принятия решений о большем, чем в дей-
ствительности, количестве ОЦ в составе ГСЦ). 
Если на (n + 1)-м этапе количество элементов век-
тора ˆ ,Е  превысивших порог, осталось прежним, 
то количество ОЦ в составе ГСЦ принимается 
равным n и многосеточная процедура останавли-
вается.

Таким образом, актуальными являются выяв-
ление закономерностей и оценка вероятностных 
характеристик (6) в зависимости от качества 
априорной информации.

Эффективность разрешения ГСЦ  
при качественной априорной информации

Сравнивая выражения (2) и (6) с аналогичны-
ми, использующимися в методах Релея—Ритца 
[10–13] и Петрова—Галеркина [11] (на базе ука-
занных методов в настоящее время широко при-
меняется мощный аппарат метода конечных эле-
ментов [12–15 и др.]), необходимо отметить следу-
ющее. Используя соответствующие схемы дока-
зательств, можно показать, что ошибка решения 
(6) удовлетворяет оценке η ,x x x− ≤ −  для лю-
бого η∈Mn, т. е. решение x  является ближай-
шим к истинному х из всех возможных в опорном 
пространстве Mn. Рассматривая основные общие 
и отличные стороны анализируемых подходов, 
можно заключить, что центральным отличием 
схемы (1)–(6) от известных проекционных схем 
является то, что для выявления слабых решений 
на весовое подпространство проецируется не ис-
ходное (в данном случае некорректное) уравнение 
(1), множество решений которого неограничено, 
а симметризованное уравнение (3), множество ре-
шений которого заранее «обужено» условием ми-
нимизации 2A ˆ .y x−  Конечно, выражение (6) 
можно получить и непосредственно используя 
в методе Петрова—Галеркина в качестве весовых 
функции Аγi. Таким образом, выражения (2) и (6) 
можно рассматривать как частный случай соот-
ветствующих выражений метода Петрова—
Галер кина, в котором весовые функции выбраны 
из условия минимизации  2A .y x−  Ниже будет 
также показано, что при этом обеспечивается 
максимальная устойчивость к шумам ν. Напро-
тив, в методах Бубнова—Галеркина и Релея—
Ритца в качестве весовых используются сами ба-
зисные функции γi, что не обеспечивает миними-
зацию  2Ay x−  и снижает помехоустойчивость 
решения, особенно когда у практически ортого-
нален к Mn. 

Можно доказать равенство математического 
ожидания оценки портрета ГСЦ проекции ее ис-
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тинного портрета на опорное подпространство: 

γ
1

M P M( )ˆˆ ,
n

i i
i

x E x
=

   = = ⇒ =   
∑ Е Е  что является след-

ствием несмещенности оценок, полученных по 
методу максимального правдоподобия [1]. Отсю-
да непосредственно следует [1], что при каче-
ственной априорной информации о форме и поло-
жении портретов ОЦ корреляционная матрица 
шумов коэффициентов разложения портрета ГСЦ 

ÍM( ˆ ˆ( )( ) )= − −V E E E E  обратна матрице Грама 
системы сигналов Аγi:

 
1.−=V Q  (7)

Свойства матрицы Q определяются значениями 
функции рассогласования A A,i j ν

γ γ  (i, j = 1, …, n), 
а ее определитель равен квадрату объема системы 
сигналов Аγi. Величину, обратную определителю 
матрицы Q, следует рассматривать как обобще-
ние известной функции неопределенностей Вуд-
ворда [16]. С точки зрения устойчивости решения 
к воздействию шумов существенно то, что опре-
делитель ν

1 R, −′ ′=Q S S  максимален при S′ = S, 
т. е. любой другой, кроме использующегося, выбор 
весовых функций в методе Петрова—Галеркина, 
приведет к повышению шумов оценки портрета.

Важно, что для практически интересных слу-
чаев система Аγi является линейно независимой. 
Это основное ограничение на выбор γi и обеспечи-
вает невырожденность Q, которая, в свою оче-
редь, обусловливает ограниченность поперечника 
эллипсоида рассеяния V (устойчивость к ν форми-
руемых согласно проекционному подходу оценок). 
Однако увеличение n и уменьшение расстояния 
между сигналами Аγi приводит к снижению числа 
обусловленности Q и повышению дисперсий шу-
мов оценивания Е, что можно рассмат ривать как 
аналитическое выражение физически естествен-
ного принципа о требовании более высокого отно-
шения сигнал/шум (ОСШ) для построения про-
тяженных портретов высокой детальности.

Эффективность разрешения ГСЦ  
в условиях полной априорной 
неопределенности о положении ОЦ

Следует подчеркнуть, что зависимость (7) ха-
рактеризует потенциальныe возможности оцени-e возможности оцени- возможности оцени-
вания портретов ГСЦ и соответствующие показа-
тели разрешающей способности, так как строго 
справедлива только при качественной априорной 
информации и совпадении положения в 2

õ  апри-
орно задаваемых базисных функций γi с положе-
нием портретов реально присутствующих ОЦ. 
Можно говорить, что выражение (7) максималь-
но соответствует реальным условиям, только ког-
да для выбора базисных функций используются 

оценки, полученные на экстраполяционном эта-
пе применяемой совместно вторичной обработки.

Для формализации учета и оценки влияния 
качества априорной информации из многообра-
зия способов задания базисных функций γi мож-
но выделить ситуации, когда они заданы с точно-
стью до вектора параметров ai  ∈ W (Ω — много-
мерное поле параметров, на котором в общем слу-
чае определено 2

õ ). 
Для указанных ситуаций описание потенци-

альных вероятностных характеристик формиру-
емых оценок можно получить, вычислив грани-
цу Крамера—Рао для среднего квадрата ошибки 
оценивания параметров портрета ГСЦ. 

Поскольку вычисление производных от функ-
ционала правдоподобия p(y/x) по комплексным 
Еi не имеет смысла (так как не выполнены усло-
вия Коши—Римана), то целесообразно разложить 
их на амплитудные εi и фазовые ϕi составляю-
щие: E = [ε1expjϕ1 ε2expjϕ2 … εnexpjϕn]T. Таким об-
разом, все неизвестные параметры ГСЦ образуют 
три вектора: ε = [ε1 ε2 … εn]T, ϕ = [ϕ1 ϕ2 … ϕn]T  

и 
 TT T T

1 2 ,n  а зависимость для ниж-

ней границы ˆ ˆ( )( ) )T
1 M(V  (l = [εT ϕT … 

aT]T) может быть представлена блочно-сим-
метричной матрицей, обратной соответствующей 
информационной матрице Фишера:

1
1// // //

// // //

// // //

( / ) ( / ) ( / )

Ì ( / ) ( / ) ( / )

( / ) ( / ) ( / )

ln ln ln

ln ln ln .

ln ln ln

p y p y p y

p y p y p y

p y p y p y

εε εϕ εα

ϕε ϕϕ ϕα

αε αϕ αα

λ λ λ

λ λ λ

λ λ λ

−

=

       =−          

V

(8)

Введя обозначение

εε εϕ

ϕε ϕϕ

λ λ

λ λ

// //

1 // //

( / ) ( / )
Ì

( / ) ( / )

ln ln

ln ln

p y p y

p y p y

    =−      
Q

и воспользовавшись формулой Фробениуса, можно 
записать зависимость для четырех блоков верхнего 
левого угла V1, соответствующих шумам ампли-
тудных и фазовых составляющих портрета ГСЦ:

εαεϕ
αα

ϕα

αε αϕ

λ
λ

λ

λ λ

//
// 1

11 //

1

// //

( / )
M ( ( / )

( / )

( / ) ( / )

ln
ln )

ln

ln ln .

p y
p y

p y

p y p y

−

−

     = + ×       

   ×     

V Q

 (9)

Анализ (9) позволяет сделать вывод, что с по-
вышением качества априорной информации (по-
вышением точности оценивания a) значение εϕ

1V  
будет стремиться к 1

1 .−Q
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Вместе с тем � учетом введенных обозначений 
справедливы следующие соотношения для бло-
ков матрицы Q1:

Ì( ( / ) diag diagln ) Re( );// Íp y Q

ϕϕλ // ÍÌ( ( / ) diag diagln ) Re( );p y =− E Q E

 Ì( ( / ) diag diagln ) Im( ),// Íp y Q E  (10)

где Ф = [expjϕ1 expjϕ2 … expjϕn].
Применение формулы Фробениуса к блокам 

(9) [без учета второго слагаемого в скобках (9)] по-
зволяет записать выражение для корреляцион-
ной матрицы амплитудных составляющих пор-
трета ГСЦ:

Ì( ) ) diag diagˆ ˆ( ( ) Re( ).V QT Í 1
1   (11)

Следует отметить, что элементы главной диа-
гонали ε

1V  (средние квадраты отклонений оценок 
амплитуд) совпадают с элементами главной диа-
гонали V в выражении (7). Это свидетельствует 
об адекватности полученных зависимостей. Не-
совпадение остальных элементов естественно 
и обусловливается тем, что (7) получено для ком-
плексного Е, а (11) — для действительного ε.

Также можно показать, что не входящие в Q1 
блоки информационной матрицы Фишера описы-
ваются выражениями

// ÍÌ( ( / ) diag diagln ) Re( );p y Q E

ϕαλ // ÍÌ( ( / ) diag diagln ) Im( );p y ′=− E Q E

ααλ // ÍÌ( ( / ) diag diagln ) Re( ),p y ′′= E Q E    (12)

где 
α

, ,i j

j

Q ∂ ′ =  ∂  
Q  а 

α α

2
, ,i j

i j

Q ∂ ′′ =  ∂ ∂  
Q  i, j = 1, …, n.

Подстановка (10) и (12) в (9) с последующим 
применением к результирующим блокам (9) фор-
мулы Фробениуса позволяет записать оконча-
тельное выражение для нижней границы корре-
ляционной матрицы амплитудных составляю-
щих коэффициентов рассеяния портрета ГСЦ:

diag diagIm( )) ] .

diag diagRe( )

diag diag diag diag( Im( ) Re( )

diag diag diag diag

diag diag diag diag(Re( ) Im( )

diag diag diag diagRe( ) Im( ))

diag diag diag diag( Im( ) Re( )

diag diag diag diagRe( ) Re( )

diag diag diag diag[Re( ) Re( )V Q QÍ Í T
1

Í 1 Í T

Í Í

Í 1 Í

Í Í

Re(

Q Q

Q Q

Q Q

Q Q
Í 1 Í 1

Í Í

Í 1

Í T 1

) Im( ))Q Q

Q Q

Q

Q (13)

Важной закономерностью, вытекающей из 
(13), является то, что даже в отсутствие априор-
ной информации о положении ОЦ граница Кра-
мера—Рао для оценки амплитудных составляю-
щих коэффициентов рассеяния портрета ГСЦ не 
зависит от самих амплитудных составляющих, 
т. е. от ОСШ по эхо-сигналам ОЦ. Вместе с тем 
следует отметить существенную зависимость шу-
мов оценок амплитудных составляющих от фазо-
вых соотношений в эхо-сигнале ГСЦ (от разно-
стей начальных фаз эхо-сигналов ОЦ).

Пример оценки влияния качества 
априорной информации на эффективность 
разрешения ГСЦ

В качестве примера, демонстрирующего вы-
шеописанные закономерности, в соответствии 
с выражениями (7) и (13) был выполнен расчет 
дисперсий оценок амплитудных составляющих 
коэффициентов рассеяния при разрешении пар-
ной цели и функции рассогласования νρ ∆ γ γ ∆2

1 2A A 2( ) , exp( ),= = − 

νρ ∆ γ γ ∆2
1 2A A 2( ) , exp( ),= = − где Δ = (a1 – a2)/δa — относи-

тельная детальность сетки портрета — деталь-
ность портрета относительно релеевского преде-
ла δa. Функции рассогласования такого вида на 
практике встречаются, например, в случае раз-
решения по времени запаздывания эхо-сигналов 
двухточечной цели при зондировании ее сигна-
лом без внутриимпульсной модуляции и гаус-
совой огибающей. Подобная функция рассогласо-
вания встречается также при использовании 
линейно-частотно-модулированных зондирую-
щих импульсов и наличии весовой обработки 
в приемном тракте. В принципе, полученные 
оценки можно распространить и на случаи, когда 
функция рассогласования имеет вид ρ(Δ) = sin� Δ, 
а детальность Δ лежит в диапазоне от 0 до 0,8 
(рис. 1). Последнее характерно, например, для за-
дачи разрешения синусоид по частоте (разреше-
ния эхо-сигналов ОЦ по частоте Доплера).

Закономерности влияния основных факторов 
на прирост потребного для обнаружения отдель-
ных целей из состава парной прироста ОСШ отно-
сительно случая обнаружения ОЦ при различном 

Рис. �   1. Приближение  функции  sin�  Δ  функцией 
exp(–2Δ2) на интервале от 0 до 0,8
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качестве априорной информации демонстрирует 
рис. 2.

Так, разность начальных фаз эхо-сигналов от-
дельных целей из состава ГСЦ существенно вли-
яет на возможность разрешения (раздельного об-
наружения и измерения параметров) этих целей. 
Достижение предельных показателей разрешаю-
щей способности возможно при разности фазо-
вых составляющих коэффициентов рассеяния, 
близкой к π/2. И наоборот, при разности фазовых 
составляющих, близкой к нулю (или π), разреше-
ние существенно затруднено (см. рис. 2). Можно 
говорить, что в условиях, когда эхо-сигналы от-
дельных целей существенно «близки» по инфор-
мативным параметрам (время запаздывания, ча-
стота, пеленг), их ортогональность и, соответ-
ственно, возможность разрешения в основном за-
висят от их взаимных фазовых соотношений. 

Усредненная по разности фаз характеристика 
потенциальных возможностей по разрешению 
парной цели (штриховая линия на рис. 1) при-
близительно соответствует разности фаз π/4. Эта 
кривая в условиях априорной неопределенности 
характеризует возможности по разрешению це-
лей в реальных условиях, когда разность фазо-
вых составляющих коэффициентов рассеяния 
целей имеет равномерную плотность вероятно-
сти. С повышением качества априорной инфор-
мации требования к ОСШ постепенно снижаются 
и в пределе характеризуются сплошной кривой 
на рис. 2, соответствующей достоверной априор-
ной информации. Последняя кривая, таким об-
разом, определяет предельные возможности про-

екционных методов разрешения ГСЦ в рассма-
триваемом случае.

Заключение

Замечательным является тот факт, что при за-
дании базиса на поле параметров с помощью 
функций Дирака первый этап (при n = 1) описан-
ной выше многосеточной процедуры вырождает-
ся в стандартные процедуры обнаружения и из-
мерения параметров сигналов ОЦ. Это свидетель-
ствует о важном с теоретической точки зрения 
положении, что задачу разрешения ГСЦ — част-
ный случай обратной задачи рассеяния — целе-
сообразно рассматривать как более общую по от-
ношению к таким задачам, как обнаружение 
и измерение параметров сигнала ОЦ. Характер-
но, что при этом показатели эффективности раз-
решения, рассчитываемые по приведенным в ста-
тье выражениям, вырождаются в стандартные 
показатели эффективности процедур обнаруже-
ния и измерения параметров сигнала ОЦ (кривые 
обнаружения, потенциальные точности измере-
ния параметров и т. п.).

Кстати, используя выражения (8), (10) и (12), 
можно оценить и потенциальную точность изме-
рения информативных параметров портретов ОЦ 
из состава ГСЦ (дальностей, скоростей, пеленгов 
и т. п.), однако исследование определяющих их 
закономерностей выходит за рамки настоящей 
статьи.

Следует заметить, что в выражении (8) при  
нетривиальной, но недостоверной априорной  

Рис. 2. �  Прирост ОСШ, потребного для обнаружения отдельных целей из состава парной для ρ(Δ) = exp(–2Δ2)
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информации к правой части информационной 
матрицы Фишера прибавится матрица Гесса  
натурального логарифма априорной плотности 
вероятности, что соответствующим образом  
повысит показатели разрешающей способно-
сти ГСЦ.

В заключение целесообразно отметить, что 
при одномерном разрешении функция рассогла-
сования, например треугольного вида, обеспечи-
вает более высокие возможности по разрешению 
целей, чем рассмотренная в статье, что позволяет 

существенно снизить требования к ОСШ для об-
наружения и измерения параметров ОЦ из соста-
ва ГСЦ. Еще более низкими требованиями к ОСШ 
характеризуются проекционные процедуры мно-
гомерного разрешения, т. е. разрешения по не-
скольким параметрам.

Исследования проводились при поддержке 
гранта Российского фонда фундаментальных ис-
следований и Администрации Смоленской обла-
сти (проект № 08-07-97503), а также гранта Прези-
дента Российской Федерации (№ МК-6.2008.10).

Литература

Чижов А. А.1.  Метод разрешения групповых сосре-
доточенных целей как пример преодоления факто-
ра некорректности обратных задач// Информацион-
но-управляющие системы. 2009. № 2(39). С. 2–9.
Фалькович С. Е., Пономарев В. И., Шкварко Ю. В.2.  
Оптимальный прием пространственно-временных 
сигналов в радиоканалах с рассеянием. — М.: Ра-
дио и связь, 1989. — 296 с.
Колмогоров А. Н., Фомин С. В.3.  Элементы теории 
функций и функционального анализа. — М.: Нау-
ка, 1981. — 544 с.
Винокуров В. А. 4. О погрешности приближенного ре-
шения линейных обратных задач// Докл. АН СССР. 
1979. Т. 246. № 4. С. 792–793.
Агошков В. И.5.  Методы оптимального управления 
и сопряженных уравнений в задачах математиче-
ской физики/ ИВМ РАН. — М., 2003. — 256 с.
Чижов А. А., Авласенок А. В. 6. Оценивание количе-
ства и параметров движения одиночных радиоло-
кационных целей из состава групповой сосредото-
ченной// Изв. вузов. Радиоэлектроника. 2003. Т. 46. 
№ 12. C. 20–29.
Василевский Ю. В., Ольшанский М. А.7.  Краткий 
курс по многосеточным методам и методам деком-
позиции. — М.: МГУ, 2007. — 103 с.

Тартышников Е. Е8. . Методы численного анализа/ 
ИВМ РАН. — М., 2006. — 290 с.
Шайдуров В. В. 9. Многосеточные методы конечных 
элементов. — М.: Наука, 1989. — 288 с.
Хатсон В., Пим Дж.10.  Приложения функционально-
го анализа и теории операторов. — М.: Мир, 1983. — 
432 с.
Флетчер К.11.  Численные методы на основе метода Га-
леркина. — М.: Мир, 1988. — 352 с.
Саббонадьер Ж.-К., Кулон Ж. Л. 12. Метод конечных 
элементов и САПР. — М.: Мир, 1989. — 190 с.
Сильвестер П., Феррари Р.13.  Метод конечных эле-
ментов для радиоинженеров и инженеров-электри-
ков. — М.: Мир, 1986. — 229 с.
Стренг Г., Фикс Дж14. . Теория метода конечных эле-
ментов. — М.: Мир, 1977. — 351 с.
Сьярле Ф. 15. Метод конечных элементов для эллипти-
ческих задач. — М.: Мир, 1980. — 511 с.
Вудворд Ф. М.16.  Теория вероятностей и теория ин-
формации с применениями в радиолокации. — М.: 
Сов. радио, 1955. — 128 с.


