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Введение: точное значение вероятности ошибки декодирования обычно не удается вычислить, поэтому стандартный 
подход при получении верхней границы вероятности ошибки декодирования по максимуму правдоподобия базируется 
на использовании аддитивной границы и границы Чернова и (или) ее модификаций. Для многих ситуаций этот подход не 
обеспечивает достаточной точности. Цель: разработка метода точного вычисления  аддитивной границы вероятности 
ошибочного декодирования для широкого класса кодов и моделей каналов без памяти. Методы: использование ха-
рактеристических функций логарифма отношения правдоподобия для произвольной пары кодовых слов, решетчатого 
представления кодов и численного интегрирования. Результаты: полученная точная аддитивная граница вероятности 
ошибочного декодирования основана на сочетании использования характеристических функций и произведения ре-
шетчатых диаграмм для рассматриваемого кода, благодаря чему можно получить итоговое выражение в интегральной 
форме, удобной для численного интегрирования. Важной особенностью предложенной процедуры является то, что она 
позволяет точно вычислить аддитивную границу с помощью подхода, основанного на использовании передаточных 
(производящих) функций. При таком подходе метки ветвей в произведении решетчатых диаграмм для рассматрива-
емого кода заменяются соответствующими характеристическими функциями. Полученное итоговое выражение по-
зволяет с использованием стандартных методов численного интегрирования вычислять значения аддитивной границы 
вероятности ошибочного декодирования с требуемой точностью. Практическая значимость: по итогам проведенной 
работы можно заметно улучшить качество оценивания вероятности ошибочного декодирования и тем самым повысить 
эффективность решений, связанных с применением конкретных схем кодирования для широкого класса каналов связи. 
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Введение

Широкое использование кодов с исправлени-
ем ошибок для хранения, обработки и передачи 
данных диктует интерес к разработке новых, бо-
лее точных методов оценки вероятности ошибки, 
достигаемой при введении помехоустойчивого 
кодирования. Эффективный метод вычисления 
вероятности ошибки декодирования может значи-
тельно снизить затраты, связанные с анализом и 
реализацией процедуры кодирования, как за счет 
рационального выбора параметров схемы кодиро-
вания, так и благодаря тому, что не требуется при-
бегать к компьютерному моделированию.

Поскольку точное значение вероятности ошиб-
ки декодирования обычно не удается вычислить, 
стандартный подход при получении верхней гра-
ницы вероятности ошибки как для декодирова-
ния по максимуму правдоподобия (МП), так и 
для декодирования по максимуму апостериорной 

вероятности (MAВ) базируется на использовании 
аддитивной границы [1, 2]. Хотя эти процедуры 
декодирования, как правило, являются чрезмер-
но сложными для длинных кодов, получение по-
добного рода верхних границ для вероятности 
ошибки декодирования представляет интерес для 
коротких и умеренно длинных кодов. При исполь-
зовании аддитивной границы точная вероятность 
ошибки декодирования ограничивается сверху 
суммой попарных вероятностей. Попарная веро-
ятность ошибки представляет собой вероятность 
такого события для пары кодовых слов, при кото-
ром значение правдоподобия (или апостериорная 
вероятность) для правильного (переданного) кодо-
вого слова меньше, чем для неправильного кодово-
го слова. Для канала без памяти и двоичного кода 
эта вероятность представляет собой вероятность 
того, что сумма некоторых случайных величин 
превосходит определенный порог. В ряде ситуа-
ций аддитивная граница позволяет достаточно 
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точно оценить истинное значение вероятности 
ошибочного декодирования.

Наряду с аддитивной границей, для оценки 
вероятности ошибки декодирования могут быть 
использованы и другие, более точные верхние 
границы (см., например, обзор [3]), которые обыч-
но подразделяют на две категории (хотя между 
ними существует весьма тесная связь). К первой 
категории относятся граница Галлагера — Фано 
и ее вариации, такие как граница Думана — 
Салехи (Duman — Salehi bound) и граница 
Шульмана — Федера (Shulman — Feder bound), 
а ко второй — так называемые тангенциальные 
границы (tangential bounds), восходящие к тан-
генциальной границе Берлекемпа и включающие, 
в частности, тангенциальную сферическую гра-
ницу (tangential-sphere bound — TSB) Полтырева, 
границу Дивсалара (Divsalar bound) и границу 
Энгдаля — Зигангирова (Engdahl — Zigangirov 
bound) для сверточных кодов. Однако сфера при-
менения указанных границ довольно ограниче-
на, что связано со следующими факторами. Во-
первых,  улучшенные верхние границы получены, 
как правило, для простейших моделей канала 
(в частности, для канала с аддитивным белым 
гауссовым шумом) и частных вариантов сигналь-
ных созвездий. Во-вторых, для коротких и уме-
ренно длинных кодов (длиной до 100) улучшенные 
верхние границы практически совпадают с адди-
тивной границей при вероятности ошибки деко-
дирования порядка 10–6 и меньше. Заметный же 
выигрыш в точности наблюдается для турбокодов 
(с большой величиной перемежения) и длинных 
низкоплотностных кодов, имеющих достаточно 
большую сложность декодирования. И, наконец, 
вычисление улучшенных верхних границ ока-
зывается существенно более сложным, чем адди-
тивной границы. Поэтому аддитивная граница 
остается доминирующим инструментом, особенно 
в плане прикладных исследований для практиче-
ски значимых моделей каналов, при анализе по-
мехоустойчивости конкретных кодовых схем на 
основе коротких и умеренно длинных кодов. 

Для произвольных кодов и каналов без памя-
ти вычисление как попарных вероятностей, так 
и аддитивной границы в целом оказывается весь-
ма сложным, поэтому обычно используется сле-
дующий подход. Попарная вероятность вначале 
оценивается сверху с использованием границы 
Чернова, позволяющей представить ее в виде 
произведения ряда сомножителей, а затем с по-
мощью передаточной (производящей) функции 
кода учитываются и суммируются все возмож-
ные попарные вероятности, обеспечивая окон-
чательный результат для аддитивной границы 
в замкнутой форме. Некоторые результаты по 
уточнению границы Чернова для ряда моделей 
каналов без памяти можно найти в работе [4].

Точное вычисление попарных вероятностей 
в замкнутой форме возможно только для отно-
сительно простых моделей каналов без памяти. 
Среди известных подходов к получению в зам-
кнутой форме выражений для попарных вероят-
ностей [5–9] следует выделить подход, предло-
женный в работе W. Turin: Union Bound on Viterbi 
Algorithm Performance, AT&T Tech. Journal, 
1985, основанный на использовании аппарата ха-
рактеристических функций. Модификация этого 
подхода с ориентацией на произвольные модели 
каналов без памяти и использование компьютер-
ных методов, таких как квадратурные формулы 
Гаусса — Чебышева и численное интегрирова-
ние, оказывается более предпочтительным под-
ходом по сравнению с подходами, основанными 
на получении аппроксимации аддитивной гра-
ницы в замкнутой форме. 

Также важно, что численное интегрирова-
ние, а также квадратурные формулы Гаусса — 
Чебышева могут применяться для вычисления 
аддитивной границы, даже если передаточная 
функция не задана аналитически.

В данной работе предоставлен метод точного 
вычисления аддитивной границы вероятности 
ошибочного декодирования для широкого класса 
кодов и произвольных моделей каналов без па-
мяти. Предложенный метод включает получение 
 точного выражения для попарной вероятности, 
используемой при получении аддитивной грани-
цы. Получение точного выражения для попарной 
вероятности достигается благодаря использова-
нию характеристических функций (х.ф.) лога-
рифма отношения правдоподобия для рассматри-
ваемой пары кодовых слов. 

Представление аддитивной границы 
с использованием характеристических 
функций 

Решение при декодировании некото-
рого кода по МП принимается по правилу 

|ˆ argmax ( | ),p x y xx y x
 
 где py|x(y | x) — условная 

вероятность (для канала с дискретным выходом), 
или n-мерная условная функция плотности ве-
роятности (ф.п.в.), задающая распределение вы-
ходных значений y (y(1), ..., y(n)) канала с непре-
рывным выходом; x — переданное кодовое слово 
длиной n. Для канала без памяти 

  1

( ) ( )
| |( | ) ( | ),

n
l l

y x
l

p p y x


y x y x   (1) 

где py|x(y | x) — одномерная условная вероятность 
или условная ф.п.в. для канала с дискретным и 
непрерывным выходом соответственно. Вероят-
ность ошибки при передаче слова x может быть 
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ограничена сверху с использованием аддитивно-
го неравенства как

 

( ) ( | ),e eP P


 
x x

x x x x   (2) 

где

 
( | ) Pr ( | ) ( | )eP p p     x x x y x y x x   (3) 

— вероятность ошибки декодирования для кода 
из двух слов x и x при условии, что было пере-
дано слово x, а суммирование по x здесь и да-
лее понимается как суммирование по словам 
кода. Вероятность (3) с использованием равен-
ства (1) может быть записана в эквивалент-
ной форме Pe(xx | x) Pr[Z(y | x, x) > 0 | x], где 
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Вычисление аддитивной границы для вероят-
ности ошибки декодирования pe базируется на 
использовании следующего результата [10]: 

«Утверждение. Пусть Z — вещественная слу-
чайная величина и wZ() — ее ф.п.в. Пусть С() — 
х.ф. случайной величины Z, т. е.
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черта сверху здесь и далее обозначает усреднение. 
Тогда

0
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где 0 — максимальное значение Im, при кото-
ром сходится интеграл (5), который может быть 
записан в виде 
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Заметим, что обычно х.ф. определяется как 
функция вещественного аргумента, но здесь рас-
смотрено ее обобщение как функции комплекс-
ного аргумента .

Используя это утверждение, а также то обсто-
ятельство, что канал описывается моделью без 
памяти [см. (1)], можно записать, что 
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где 

 
   ( ; , ) exp( ( | , ))zc x x j z y x x      (8)

— х.ф. случайной величины z(y | x, x), определен-
ной равенством (4), а верхняя граница 0 следует 
из условия сходимости интеграла (6). 

Вероятность о шибки декодирования pe оцени-
вается сверху с использованием аддитивного не-
равенства (2)
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где P(x) — вероятность использования последо-
вательности x. При записи равенства в выраже-
нии (9) учтено предположение о равновероятном 
использовании последовательностей x, т. е. что 
P(x)  1/M», где M — объем кода. 

Поскольку cz(; x, x) 1 для любого значения 
аргумента , то 
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Поэтому можно записать, что 
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где

 1
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  (11) 

Задача вычисления границы (10) состоит из 
трех этапов: получение выражения для функции 
D(), получение выражений для х.ф. cz(; x, x) 
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и вычисление интеграла (10). Первые две задачи 
могут быть решены аналитически, а для реше-
ния последней задачи обычно требуется числен-
ное интегрирование. 

Вывод выражения для функции D() 

Функция D(), определенная равенством (11), 
зависит от структуры кода (включающей ка-
нальный алфавит) и от вида х.ф. и их значений, 
определяемых моделью рассматриваемого канала 
без памяти. В частном случае — для геометриче-
ски равномерных кодов (geometrically uniform 
codes) — функция D() может  быть вычислена 
с использованием спектра кода. Основным приме-
ром геометрически равномерных кодов являются 
линейные коды в совокупности с равномерной фа-
зовой модуляцией. В общем же случае для произ-
вольных кодов (как блоковых, так и сверточных) 
и произвольных канальных алфавитов функция 
D() может быть вычислена с использованием 
подходящей решетчатой диаграммы. Рассмотрим 
сначала случай блокового кодирования. Для опи-
сания структуры кода воспользуемся понятием 
решетчатой диаграммы, или кодовой решетки 
блокового кода. При этом описании используются 
терминология и определения из работы [11]. 

Решетчатая диаграмма представляет собой 
размеченный направленный граф  (V, E, A), 
где V, E, A — множество вершин, множество ре-
бер и множество меток ребер (алфавит) соответ-
ственно. Множество ребер E состоит из троек 
e (v, v, a), v, vV, aA. Множество вершин V 
решетчатой диаграммы (кодовой решетки) разде-
ляется на непересекающиеся подмножества как 

 
0 1 1( ) ( ) ( ) ( )... ,n nV V V V V       (12)

где каждое множество V(i) образует вершины 
i-го уровня диаграммы, i  0, 1, ..., n – 1. При 
этом каждое ребро eE начинается в верши-
не из V(i) и заканчивается в вершине из V(i+1), 
и каждая вершина vV лежит хотя бы на од-
ном из путей от вершины из множества началь-
ных вершин V(0) до вершины из множества ко-
нечных вершин V(n). Представление (12) множе-
ства вершин V приводит к тому, что множество 
ребер может быть задано как E  E(1) E(2) …
E(n–1)  E(n), где E(i) — непересекающиеся подмно-
жества, содержащие ребра, которые завершают-
ся в вершинах из V(i). Аналогично можно запи-
сать, что A  A(1)  A(2) …  A(n–1)  A(n), где под-
множества A(i) образуют множества меток ребер 
из E(i). Множества A(i) не обязательно должны 
быть дизъюнктными, т. е. не имеющими общих 
элементов, и во многих случаях A(1)  A(2)  ...   
 A(n)  A. Последовательность меток вдоль пути 

в диаграмме, начинающегося в вершине из V(0) и 
приходящего в вершину из V(n), представляет со-
бой кодовое слово блокового кода. Очевидно, что 
номер последнего уровня n равен длине блоково-
го кода. В решетчатых диаграммах многих бло-
ковых кодов  | V(0) |  | V(n) |  1. Примерами блоко-
вых кодов, в решетках которых | V(0) | > 1, | V(n) > 1, 
могут служить циклически усеченные сверточ-
ные коды (tail-biting convolutional codes). Обозна-
чим (i)  {0, 1, …,  | V(i) | – 1}. Будем считать, что за-
фиксировано некоторое взаимно-однозначное со-
ответствие V(i) (i), обозначаемое как (v)  k, 
vV(i), 0  k  | V(i) | – 1. Тогда элементы множе-
ства (i)  могут рассматриваться как индексы вер-
шин i-го уровня. Множество   (1)  (2) …
(n–1)  (n) образует множество состояний решет-
чатой диаграммы и S  maxi | (i) |  maxi | V

(i) |  
представляет собой максимальное число состоя-
ний диаграммы, которое некоторым образом ха-
рактеризует ее сложность. 

Отметим, что в литературе представлены фор-
мализованные процедуры построения кодовых ре-
шеток для различных блоковых кодов [11]. В час т-
ности, для любого линейного двоичного блокового 
кода кодовая решетка с максимальным числом 
состояний диаграммы S  min(M, 2n/M) легко 
строится по проверочной матрице кода. Также 
легко могут быть построены кодовые решетки для 
каскадных кодов над недвоичным алфавитом, со-
стоящие из двоичных компонентных кодов (неко-
торые примеры приведены в работах [10, 12]). 

Вычисление функции D() базируется на ис-
пользовании произведения кодовых решеток. 
Произведение решеток 1 (V1, E1, A1) и 2 (V2, 

E2, A2), где 0 1 1
1 1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )... n nV V V V V      и 
0 1 1

2 2 2 2 2
( ) ( ) ( ) ( )... ,n nV V V V V      обозначается 

как 12 и представляет собой решетку вида 

12 {V12, E12, A12}, где 

0 0 1 1
12 1 2 1 2 1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ... ( ).n nV V V V V V V     

Ребро 1 2 1 2 1 2 12    (( , ), ( , ), ( ))e v v v v a a E     для 

вершин 1 2 1 2 ( ) ( )( , ) i iv v V V   и 1 1
1 2 1 2 ( ) ( )( , ) i iv v V V      

существует в решетке 12, если существуют 
ребра e1(v1, v1, a1) и e2(v2, v2, a2) в решетках 

1 и 2 соответственно для пар вершин 1 1
( ),iv V  

1
1 1

( )iv V    и 2 2
( ),iv V  1

2 2
( ).iv V    Символ «» обо-

значает здесь некоторую композицию символов 
a1 и a2, а алфавит пр оизведения решеток опре-
деляется как A12{a1  a2 | a1A1, a2A2}. На 
рис. 1 приведена поясняющая иллюстрация. 

Для получения выражения для функции 
D(), определенной равенством (11), применя-
ется ранее использовавшийся подход [10, 12]. 
Чтобы построить функцию D(), необходимо 
рассмотреть все пары кодовых слов x, x или все 
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возможные пары путей в решетчатой диаграмме кода  (V, E, X), E E(1)  E(2) … E(n), X — ко-
довый алфавит. Суммирование по x и x в (11) соответствует суммированию по всем путям в решетке 
2{VV, E2, {cz(; x, x)}}, в которой любое ребро имеет вид ((v1, v2), (v1, v2), cz(; x, x)), если в ре-
шетке  соответствующие ребра на одном уровне решетки имеют вид (v1, v2, x)E(i) и (v1, v2, x)E(i), x, 
xX. Иными словами, здесь композиция меток ребер задается как x x cz(; x, x). 

Рассмотрим сначала простой случай, когда кодовая решетка  имеет одну начальную и одну ко-
нечную вершину. В этом случае и решетка 2 имеет одну начальную и одну конечную вершину. Пусть 

2
( )iE  — множество ребер решетки 2 на i-м уровне, i1, 2, ..., n. Для уровня i определим величины

2

  
( )

( )

( , , ( ; , ))
( ) ( ; , ),

i
z

i
zkl

e v v c x x E

P c x x
  

  

где k = (v), l = (v) — индексы вершин v и v, или состояния решетки 2, т. е. 
( ) ( )i
klP   вычисляется как 

сумма меток параллельных ребер, связывающих состояния k и l в решетке 2. Определим матрицы 

                                          
( )( ) ( ) [ ( )],ii
klP  P  (13)

k0, 1, ...,  | V(i–1) | 2 – 1, l0, 1, 2, ...,  | V(i) | 2 – 1. Тогда нетрудно заметить, что 

                               
1 2( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )... ( ).nD     P P P   (14)

Следующий пример иллюстрирует процесс получения выражения для функции D() для простого не-
линейного недвоичного блокового кода. 

Пример. Пусть решетка  (V, E, A), задающая некоторый блоковый код, имеет вид, показанный на рис. 2.
Этот код, очевидно, имеет длину n4, построен над алфавитом A{x0, x1, x2, x3} и содержит четыре 

кодовых слова: (x0 x0 x1 x0), (x0 x0 x3 x0), (x0 x1 x0 x2), (x2 x3 x0 x2), т. е. для него M 4. На рис. 3 показана 
решетка 2  .

а) б)

( )( , , )

( )( , , )

( )(( , ), ( , ),  )

( , ) (        )

a1

a2

,

 Рис. 1. Вид ребер в исходных решетках (а) и в произведении 1  2 (б)

 Fig. 1. The form of edges in the original trellises (а) and in the product 1  2 (б) 

x3

x0
x1x0x0

x2 
x1 

x3

x2

x0

0 

1 

 Рис. 2. Пример решетки  = (V, E, A)

 Fig. 2. Example of trellis  = (V, E, A)
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00
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 Рис. 3. Решетка 2 =   

 Fig. 3. Trellis 2 =   
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Далее под композицией x x, представляющей собой метку ребра в решетке 2, будем понимать х.ф. 
cz(; x, x). Поэтому для матриц P(1)(), P(2)(), P(3)() и P(4)() с учетом того, что cz(; x, x) 1, можно за-
писать следующие выражения:

1
0 2 2 01     1( ) ( ) ( ; , ) ( ; , ) ;z zc x x c x x     P

   
   

   

0

0

1 1 0

3 1 32

3 0 3 1

    
0    
1 1

0  
   0 0  

0 0 0 1

( )

; , ; ,
; , ; ,

;
(

;
) ;

, ,

z z

z z

z z

c x x c x x

c x x c x x

c x x c x x

 
 



 
 
    
 
 





P

   
   

   

3 3 1

1

1

0 3 03

0 1 0 3

    0
0    

2 0 0
0 0

0 0 0
0 0 0

 
   

1
 

( )

; , ; ,
; , ;

( ) ;
,

; , ; ,

z z

z z

z z

c x x c x x

c x x c x x

c x x c x x

  
     
 
 





 
 


P

    T4
2 20 0 1 1   ( ) ( ) .; , ; ,z zc x x c x x     P

Вычисляя выражение для D(), получаем, что 

1 2 3 4( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )D       P P P P

1 3 3 1 0 2 1 3 2 0 3 1            ( ; , ) ( ; , ) ( ; , ) ( ; , ) ( ; , ) ( ; , )z z z z z zc x x c x x c x x c x x c x x c x x          

0 1 0 2 1 0 0 1 1 0 2 0            ( ; , ) ( ; , ) ( ; , ) ( ; , ) ( ; , ) ( ; , )z z z z z zc x x c x x c x x c x x c x x c x x        

0 1 0 2 3 0 0 3 1 0 2 0            ( ; , ) ( ; , ) ( ; , ) ( ; , ) ( ; , ) ( ; , )z z z z z zc x x c x x c x x c x x c x x c x x        

2 2
0 2 0 3 1 0 0 2 0 3 3 0            ( ; , ) ( ; , ) ( ; , ) ( ; , ) ( ; , ) ( ; , )z z z z z zc x x c x x c x x c x x c x x c x x        

2 2
0 1 2 0 3 0 0 3 2 0 3 0            4( ; , ) ( ; , ) ( ; , ) ( ; , ) ( ; , ) ( ; , ) .z z z z z zc x x c x x c x x c x x c x x c x x        

Это выражение содержит M2 16 слагаемых вида 
4

1
  ( ) ( )( ; , )l l

l
c x x

  по числу пар кодовых слов (x, 
x), из них M(M – 1) 12 нетривиальных слагаемых по числу пар (x, x), x ¹ x и M 4 тривиальных сла-
гаемых, равных единице, по числу пар (x, x), x x. 

Если решетка  имеет несколько начальных и столько же конечных состояний, т. е.  | V(0) |  | V(n) | S, 
то вычисление функции D() становится чуть сложнее. Обозначим через s подрешетку в решетчатой ди-
аграмме  (V, E, X), в которой есть только одно начальное состояние s(vs), vsV(0), и только одно ко-
нечное состояние s(vs), vsV(n), s 0, 1, ..., S – 1, т. е. s (Vs, Es, Xs), где Vs {vs}V(1) …V(n–1)  {vs}. 
Очевидно, решетчатая диаграмма  может быть представлена как набор из S таких подрешеток s 
(малых решеток) с идентичными начальными и конечными состояниями. Обозначим ss {VsVs, 
E2 ss, {cz(; x, x)}} решетку, в которой каждое ребро имеет вид ((v1, v2), (v1, v2), cz(; x, x)), если 

в решетках s и s соответствующие ребра на одном уровне решетки имеют вид 1 2  ( )( , , ) i
sv v x E  и 

1 2  ( )( , , ) ,isv v x E      x,xX, s,s0, 1, ..., S – 1. С учетом такого представления функция D() может быть 
построена как

                                        

1 1

0 0
( ) ( ),

S S

ss
s s

D D
 


 

      (15)

где 

                             
1 2( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )... ( ),n

ss ss ss ssD        P P P
  

 (16)

а матрицы ( ) ( )i
ss P  строятся для решеток ss по той же процедуре, по какой были построены матри-

цы P(i)(), i1, 2, ..., n, для решетки  для случая с одной начальной и одной конечной вершинами. 
Очевидно, что выражение (14) — это частный случай формул (15) и (16) для случая S| V(0) | | V(n) | 1.
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Можно показать, что при 1/2, т. е. когда 
  – j/2, выполняется равенство Dss() 
Dss(). Поэтому равенство (15) может быть 
представлено как 

1 1 1

0 0 1
2 2 2 2( / ) ( / ) ( / ).

S S S

ss ss
s s s s

D j D j D j
  


   

         

Это свойство используется для уменьшения 
сложности вычисления верхней границы вероят-
ности pe. Окончательное выражение для вероят-
ности ошибки декодирования, в котором исполь-
зуются функции (16), имеет вид

1

0
1 1

0 1

0

2

2 2
1

d
1 2

( / )

( / )
Re .

/

S

ss
s

S S

ss
s s s

e

D j

D j M

p
M j




 


  

  

   

 
  



 


 

(17) 

Отметим, что для вычисления правой части 
(17) нужно вычислить S(S + 1)/2 функций Dss(), 
а не S2, как это следует из формулы (15). 

Упрощение для линейных кодов 
и аддитивных каналов 

Для линейных кодов и для каналов, для кото-
рых выполняется следующее свойство для х.ф.: 

 
   0  ( ; , ) ( ; , ),z zc x x c x x       (18) 

вычисление границы (9) может быть упрощено. 
Заметим, что определение разности x – x в этом 
выражении зависит от модели канала и может 
вычисляться по-разному для различных случа-
ев. Примерами каналов, для которых выполня-
ется это равенство, могут служить дискретные 
и непрерывные каналы с аддитивным шумом, 
в частности, двоичный симметричный канал и 
двоичный канал с аддитивным белым гауссовым 
шумом. Для двоичного симметричного канала 
разность x– x понимается как разность в GF(2), 
т. е. xx. Для канала с аддитивным белым га-
уссовым шумом и модуляционного отображения 
s: GF(2) {A0, A1}, A0, A1 , эта разность также 
понимается как xx, а при вычислении значе-
ний х.ф. используются условные гауссовы ф.п.в. 
со средними s(0) и s(xx). В этом случае двой-
ная сумма по словам кода в выражении (9) может 
быть представлена как

1 1
 0  ( ) ( ) ( ) ( )( ; , ) ( ; , )

n n
l l l l

z z
l l
c x x c x x

   

         
x x x x x x

 

 1
 0  ( ) ( )( ; , )

n
l l

z
l
c x x

  

     
x x x 0   

(19) 

 

1

1

 0  

 0  1

( )

( )

( ; , )

( ; , ) ,

n
l

z
l
n

l
z

l

M c x

M c x

 



  

 
    

 





x 0

x
  (20) 

где в переходе от (19) к (20) использовано свой-
ство линейности кода. Для представления сум-
мы по x в (20) рассмотрим решетку вида   , 
где  = {{v0} {v0} ... {v0}, E, {0}} — решетка, со-
держащая лишь одну вершину на каждом уровне 
и только один путь из начальной вершины в ко-
нечную, отмеченный нулевыми символами. То-
гда сумму по кодовым словам x в (20) можно пред-
ставить как 

 

1
1

1 2
1 1 1

 0  ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ; , )

( ) ( )... ( ),

n
l

z
l

n

D c x


   

   


x

P P P
  

(21)

где матрицы 1
( ) ( )i P  строятся на основе решет-

ки    аналогично тому, как были построены 
матрицы (13) на основе решетки   . То есть 

1 1
( ) ( )( ) [ ( )],i i

klP  P  где 

1
0

 0  
( )

( )

( , , ( ; , ))
( ) ( ; , ),

i
z

i
zkl

e v v c x E

P c x
  

  

k(v), l(v) — индексы вершин v и v, или со-
стояния решетки , а E(i) — множество ре-
бер i-го уровня в решетке . Иными слова-
ми, 1

( ) ( )i
klP   вычисляется как сумма меток па-

раллельных ребер, связывающих состояния k и 
l в решетке . Граница для pe в окончатель-
ном виде выглядит следующим образом: 

 

1

0

11
d

( )
Re .e

D j
p

j

    
 
     (22) 

Граница (22), в которой используется функ-
ция D1(), вычисляемая по формуле (21), совпада-
ет с обычной аддитивной границей ошибки деко-
дирования для линейного кода и канала с адди-
тивным шумом (дискретным или непрерывным). 
При этом сложность ее вычисления определяется 
сложностью решетки , а не решетки , как 
в общем случае. 

Предложенный подход с использованием 
стандартной техники [2] может быть легко рас-
пространен на случай решетчатых и сверточных 
кодов. Тогда нетрудно показать, что, например, 
для двоичного сверточного кода со скоростью 
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Rk/n с функцией нумератора весов T(D, N) [2] 
границы для вероятности ошибочного события 
PE и вероятности ошибки на бит PB принимают 
вид 

0

 0  1  11
d

( ( ; , ), )
Re ;z

E
T c j

P
j

   
 
  

10

d  0  1  1 1
d

d
( ( ; , ), )

Re .z
B

N

T c j N
P

k j N





   
       


 

(23) 

Заметим, что обычная граница вероятно-
стей PE и PB для сверточных кодов имеет вид 
PE  T(D0, 1), PB  (1/k)dT(D0, N)/dN | N1, где 

0 0
( | , )min z y x xD e 

  — показатель границы 
Чернова. В некоторых случаях эти границы мо-
гут быть улучшены за счет введения коэффи-

циента 1( ) ~ / ;K d d  конкретный вид функции 
K(d) зависит от модели канала [2, 4]. Границы 
в этом случае принимают вид PE  K(df)T(D0, 1), 
PB  K(df)(1/k)dT(D0, N)/dN | N1, где df — свобод-
ное расстояние сверточного кода. 

Примеры применения

В этом разделе приведены примеры примене-
ния границы (10) для некоторых каналов. Для 
простых случаев — двоичный симметричный 
канал и гауссов канал с дискретным временем — 
предложенный подход приводит, как и ожида-
лось, к известным результатам. Для более слож-
ных моделей канала, рассмотренных в примерах 
3–5, использование границы (10) позволяет полу-
чить новые результаты.

Пример 1. Двоичный симметричный канал 
(ДСК). В этом случае x, y 0, 1 и px | y(x | y) 1 – , 
если y x, и px | y(x | y) , если y  x, где  — ве-
роятность ошибки в ДСК,  < 1/2. Характе-
ристическая функция (8) имеет в этом случае 
вид 

1 11 1
  

1

( ) ( ) , ,( ; , )
, .
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 (24)

Граница для вероятности pe вычисляется в об-
щем виде согласно выражению (10). Если выде-
лить и рассмотреть одно слагаемое в сумме по x 
в (11), то получим выражение для вероятности 
Pe(xx | x) [см. (3)] следующего вида:
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где f(, ) = (1 – )1–jj + 1–j(1 – )j; dH(x, x) — 
расстояние Хэмминга между словами x и x. Обо-
значим d = dH(x, x) и u = ln((1 – )/); тогда мож-
но записать, что f(, ) = (1 – )e–ju + eju и далее 
легко показать, что 
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Отсюда и из (25) следует, что 
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где обозначение I(m) используется для следующе-
го интеграла:
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Для вычисления этих величин используем 
табличные тождества 
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где > 0, и тогда получим, что 
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Последнее равенство означает, что граница 
(10) для этого случая совпадает с аддитивной гра-
ницей, в которой каждое слагаемое вычисляется 
точно. 

Для х.ф. (24) выполняется условие (18). 
Поэтому граница для вероятности pe для линей-
ного кода, которая может быть найдена согласно 
выражению (22), дает в точности тот же резуль-
тат, что и граница (10), но вычисляется значи-
тельно проще. 

Пример 2. Гауссов канал с дискретным вре-
менем. Для этого примера выход канала име-
ет вид y(i) s(x(i)) + (i), где s(x(i)) — переданная 
сигнальная точка, s(x(i)), y(i), (i) m, где m — 
размерность сигнального пространства, (i) — 
m-мерный гауссов случайный вектор с независи-
мыми одинаково распределенными компонента-
ми с параметрами (0, 2). Условная ф.п.в., опре-
деляющая канал, задается поэтому следующим 
образом:

2 22 2| ( | ( )) ( ) exp( ( ) / ).m
yxp y s x y s x      

Нетрудно показать, что х.ф. (8) имеет в этом 
случае вид 
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Тогда для двух кодовых слов x(x(1), …, x(n)), 
x(x(1), …, x(n)) и их модуляционных отобра-
жений s(x)(s(x(1)), …, s(x(n))) и s(x)(s(x(1)), …, 
s(x(n))) можно записать, что 
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где 
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Если выделить и рассмотреть одно слагаемое 
в сумме по x в (11), то получим выражение для ве-
роятности Pe(xx | x) [см. (3)] вида 
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Для сокращения записи введем обозначения 
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Тогда для вероятности Pe(xx | x) можно за-
писать выражение
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Последнее выражение в (29) получено с ис-
пользованием табличных интегралов для усло-
вий a > 0,  > 0, y > 0:
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где 1 22 2/ ( ); / ( )t a y a t a y a    . Собирая 
вместе выражения (28), (29) и (27), получаем 
в итоге, что 
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Это значит, что граница (10) для этого слу-
чая совпадает с аддитивной границей, в которой 
каждое слагаемое вычисляется точно.

Если для модуляционного отображения s(x) вы-
полняется свойство ||s(x) – s(x)||2 ||s(0) – s(x– x)||2, 
а код обладает свойством линейности, т. е. x – x 
принадлежит коду, то граница для вероятности 
pe, которая может быть найдена согласно выраже-
нию (22), дает в точности тот же результат, что и 
граница (10), но вычисляется гораздо проще. 

Далее рассматриваются примеры, которые не 
сводятся к ранее известным аддитивным грани-
цам.

Пример 3. Канал с гауссовым шумом, диспер-
сия которого зависит от переданного значения 
(Input dependent additive Gaussian noise — ID-
AGN). Эта модель используется при анализе си-
стем записи/считывания данных в многоуров-
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невой флеш-памяти, беспров одных систем связи 
в видимом оптическом диапазоне, волоконно-оп-
тических систем связи, систем связи с неортого-
нальным множественным доступом [13–21]. 

Первым среди далее приводимых вариантов 
мы рассматриваем тот, который использовался 
для описания модели ячейки многоуровневой 
флеш-памяти (гауссова аппроксимация [13, 14]). 

Входные уровни каждой ячейки принимают 
некоторые фиксированные значения x0, x1, …, 
xq–1, а выходные значения представляют собой 
случайные величины. Распределения этих слу-
чайных величин описываются условными ф.п.в. 
py|x(y | x), – < y < , x x0, x1, …, xq–1. 

В публикациях [13–15] перечисляются фак-
торы, определяющие конкретный вид условных 
ф.п.в. py|x(y | x), – < y < , x x0, x1, …, xq–1. 
Будем полагать далее, что модель ячейки опреде-
ляется ф.п.в. py|x(y | xi), i 0, 1, ..., q – 1, которые 
могут быть аппроксимированы гауссовыми плот-
ностями, т. е. будем считать, что

2

2
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2 2
|
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i

iy x
i i

y x
p y x

x x

 
     

Эта модель известна также как ID-AGN-модель 
[22]. Пример с q4 часто используется для описа-
ния канала записи флеш-памяти, который в этом 
случае представлен как набор одиночных много-
уровневых ячеек памяти. Эта модель допускает 
обобщение на большее число входных уровней, 
в частности на шесть, восемь и двенадцать уров-
ней [22]. С возрастанием числа циклов перезапи-
си и увеличением времени хранения записанных 
данных значения уровней записи xi (кроме x0) 
уменьшаются, тогда как значения стандартного от-
клонения (xi) (кроме (x0)) увеличиваются. Такое 
изменение параметров xi и (xi), задающих канал, 
описывает процесс его постепенного ухудшения 
(деградации) в зависимости от времени и условий 
эксплуатации. Детали описания зависимости ве-
личин xi и (xi), i 0, 1, ..., q – 1, от числа циклов 
перезаписи и времени хранения записанных дан-
ных могут быть найдены в работах [13, 14, 23].

В этом случае можно показать, что при 
(x)  (x) 
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  (30) 

при условиях Im < 2(x)/(2(x) – 2(x)), если 
(x) > (x), и –Im < 2(x)/(2(x) – 2(x)), если 
(x) < (x). Граница для вероятности pe вычис-

ляется для этой модели с использованием обще-
го выражения (10). Ряд результатов, относящих-
ся к каналу записи флеш-памяти и полученных 
на основе описанного здесь подхода, может быть 
найден в работах [10, 12].

Модель с ID-AGN, используемая для описания 
взаимосвязи входного сигнала x и выходного сиг-
нала y в беспроводной системе связи в видимом 
оп тическом диапазоне и волоконно-оптической 
системе связи, имеет следующий вид [16, 17]:

 0 1 ,Iy gx k k x     
 

 (31) 

где g — коэффициент передачи канала; k0, 
k1 > 0 — коэффициенты, учитывающие вклад 
ID-AGN; I и  — независимые гауссовы случай-
ные величины с нулевым средним и дисперсия-
ми 2

I и  соответственно. Первая составляющая 

0 1 Ik k x   аддитивного шума возникает  вслед-
ствие случайности механизма эмиссии фото-
нов светодиодом. Вторая составляющая  адди-
тивного шума представляет собой обычный теп-
ловой шум. Передаваемый сигнал x в (31) пред-
ставляет собой случайную величину, которая 
в АМ, прост ейшем варианте модуляции, харак-
теризует интенсивность излучаемого оптическо-
го сигнала. Очевидно, при использовании АМ 
x является неотрицательной случайной вели-
чиной, ограниченной сверху максимальной ин-
тенсивностью светодиода. Значения х.ф. cz(; 
x, x) для этой мод ели вычисляются по форму-
ле (30), в которой зависимость (x) имеет вид 

2 2
0 1( ) ( ) .Ix k k x       

Пример 4. Канал с релеевскими замираниями 
и непрерывным выходом. В этой модели входные 
величины x{x0, x1}, а выход канала (выходное 
значение демодулятора с мягкими решениями) 
может быть представлен как y  y0 – y1, где
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и c, s, c0, s0, c1, s1 — независимые гауссовы 
случайные величины с нулевыми средними. Ве-
личины c0, s0, c1, s1 возникают из-за влия-
ния аддитивного белого гауссова шума, а c и s 
представляют собой квадратурные компонен-
ты релеевского коэффициента передачи канала. 

При соответствующей нормировке 2 2 1 2/ ,c s     
2 2 2 2

0 0 1 1 1,c s c s         а величина  имеет смысл 
среднего значения отношения сигнал/шум. Та-
кая модель возникает при рассмотрении некоге-
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рентного приема ортогональных сигналов ЧМ-2, 
переданных по каналу с релеевскими замирани-
ями. Для условных ф.п.в. в этом случае справед-
ливы выражения 
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  (33) 

Подстановка выражений (32) и (33) в (8) приво-
дит в итоге к выражению 
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  Рис. 4. Границы вероятности ошибки на бит PB в зависимости от отношения сигнал/шум на бит b для рассмо-
тренных моделей каналов

  Fig. 4. Bounds on the bit error probability PB vs signal-to-noise ratio per bit b for the considered channel models
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при этом должны выполняться условия 
1/ > Im > –(1 + )/. В дальнейшем потребует-
ся значение правой части (34) при   – j. Из 
условий для Im следует, что –1/ <  < (1 + )/. 
Кроме того, имеется ограничение > 0. Поэтому 
окончательно имеем границы для параметра : 
0 <  < (1 + )/. Тогда для  1/2 получаем 
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Пример 5. Канал с аддитивным шумом с рас-
пределением Лапласа. Эта модель является част-
ным случаем модели канала с  аддитивным шу-
мом, имеющим обобщенное гауссово распределе-
ние. Аддитивный шум, имеющий распределение 
Лапласа, широко используется как а) модель 
интерференционного шума в системах связи мил-
лиметрового диапазона; б)  модель интерференци-
онного шума в дуплексных радиосетях при нали-
чии замираний; в) модель шума в оптических ли-
ниях [19–21]. В этой модели предполагается, что 
x{x0, x1}, x0, x1 , и условные ф.п.в. задают-
ся равенствами py|x(y | x0)exp(– | y – x0 | /b)/(2b) и 

py|x(y | x1)exp(– | y – x1 | /b)/(2b), где 2,b     — 
среднеквадратическое отклонение. Подстановка 
этих выражений для ф.п.в. приводит после ряда 
преобразований к следующему выражению для 
х.ф.: 
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Более удобным для практических вычисле-
ний оказывается функция cz(; x, x)|–j/2, ко-
торая может быть приведена к виду 
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(36) 

В приведенных ниже численных примерах 
под значением отношения сигнал/шум понима-
ется величина  | x0 – x1 | /b. 

Численные результаты. В качестве иллю-
стративного примера рассмотрим применение 
разработанного подхода для двоичного сверточ-
ного кода с R1/2 с многочленной порождаю-
щей матрицей G(z)[1 + z + z3    1 + z2 + z3], или 
в восьмеричной компактной записи G(z) [13, 
15]. Этот код имеет кодовое ограничение 3, 

свободное расстояние df 6 и функцию нумера-
тора весов 

6 3 10 3 6

2 3 2 6 31 2 3 2
( , ) .

D N D N D N
T D N

D N D N D N

 


  
 

На рис. 4 представлены графики границы 
вероятности PB, вычисленные согласно выраже-
нию (23) для рассмотренных примеров каналов, 
исключая модель с ID-AGN [см. (24), (26), (34) и 
(36)]. Результаты, относящиеся к модели с ID-
AGN, полученные с использованием описанного 
здесь подхода, могут быть найдены в работах [10, 
12]. 

Из приведенных графиков следует, что пред-
ложенный универсальный подход (красная ли-
ния) дает существенное улучшение границы 
вероятности ошибки для конкретных кодов 
по сравнению с обычной аддитивной границей 
в комбинации с границей Чернова (синяя ли-
ния): так, при вероятности ошибки 10–5 оценка 
требуемых энергетических затрат снижается на 
величину от 0,7 до 2,0 дБ в зависимости от моде-
ли канала. Что касается уточненных вариантов 
границы Чернова [4] (черная линия), то предло-
женный подход тоже улучшает известные гра-
ницы для этих моделей, хотя и очень незначи-
тельно. Заметим, что важнейшая положитель-
ная черта предложенного подхода состоит в его 
универсальности, что позволяет применить его 
к любому каналу без памяти и обеспечить при 
этом высокую точность оценивания при малых 
вычислительных затратах. 

Заключение

В данной работе представлен метод точно-
го вычисления аддитивной границы вероят-
ности ошибочного декодирования для широко-
го класса кодов и моделей каналов без памяти. 
Разработанный метод базируется на получении 
точного выражения для попарной вероятности 
ошибки с использованием аппарата характе-
ристических функций. Получение аддитивной 
границы вероятности ошибочного декодирова-
ния основано на  использовании произведения 
решетчатых диаграмм для рассматриваемого ко-
да, позволяющего получить итоговое выражение 
в интегральной форме, удобной для численного 
интегрирования. Важной особенностью предло-
женной процедуры является то, что она позво-
ляет точно вычислить аддитивную границу с по-
мощью подхода, основанного на использовании 
передаточных (производящих) функций. При 
таком подходе метки ветвей в произведении ре-
шетчатых диаграмм для рассматриваемого кода 
заменяются соответствующими характеристи-
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ческими функциями. Удобное для численного 
интегрирования итоговое выражение позволяет 
вычислять значения аддитивной границы веро-
ятности ошибочного декодирования с желаемой 
точностью. В целом, как показывают конкретные 
примеры, вычислительные затраты при исполь-
зовании предложенного подхода к вычислению 
аддитивной границы вероятности ошибочного 
декодирования оказываются вполне приемлемы-
ми для кодов, имеющих сравнительно неболь-
шую длину.

Результаты были частично представлены на 
XXIV международной конференции «Волновая 
электроника и инфокоммуникационные систе-
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2021 г.
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Introduction: Since the exact value of a decoding error probability cannot usually be calculated, an upper bounding technique is 
used. The standard approach for obtaining the upper bound on the maximum likelihood decoding error probability is based on the use 
of the union bound and the Chernoff bound, as well as its modifications. For many situations, this approach is not accurate enough. 
Purpose: Development of a method for exact calculation of the union bound for a decoding error probability, for a wide class of codes and 
memoryless channels. Methods: Use of characteristic functions of logarithm of the likelihood ratio for an arbitrary pair of codewords, 
trellis representation of codes and numerical integration. Results: The resulting exact union bound on the decoding error probability 
is based on a combination of the use of characteristic functions and the product of trellis diagrams for the code, which allows to obtain 
the final expression in an integral form convenient for numerical integration. An important feature of the proposed procedure is that 
it allows one to accurately calculate the union bound using an approach based on the use of transfer (generating) functions. With this 
approach, the edge labels in the product of trellis diagrams for the code are replaced by their corresponding characteristic functions. The 
final expression allows, using the standard methods of numerical integration, to calculate the values of the union bound on the decoding 
error probability with the required accuracy. Practical relevance: The results presented in this article make it possible to significantly 
improve the accuracy of the bound of the error decoding probability, and thereby increase the efficiency of technical solutions in the 
design of specific coding schemes for a wide class of communication channels.

Keywords — maximum likelihood decoding, union bound on the error probability, pairwise error probability, characteristic 
function, ID-AGN channel, additive Laplacian noise channel. 
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