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Введение: актуальность исследований случайных процессов с несколькими устойчивыми состояниями и случайны-
ми переходами между ними объясняется широким спектром практических задач, необходимостью изучения детальной 
информационной структуры и отсутствием единого подхода к описанию и вероятностному анализу подобного класса 
процессов. Цель: исследование основных вероятностных характеристик случайных процессов с двумя устойчивыми 
состояниями и вероятностный анализ принципа управления хаотическими переходами при различных управляющих 
воздействиях. Результаты: показаны возможности представления и предварительного качественного анализа структу-
ры случайных процессов с двумя устойчивыми состояниями на фазовой плоскости и в псевдофазовом пространстве. 
Предложена общая вероятностная модель для исследуемых процессов в виде двухкомпонентной вероятностной «сме-
си» распределений. Выполнен вероятностный анализ принципов управления случайными переходами между различ-
ными состояниями. Определены основные вероятностные характеристики процессов при управляющих воздействиях 
с различными спектрально-корреляционными свойствами и изменяющемся пороговом уровне при случайных перехо-
дах. На примере «высоких» пороговых уровней выполнен анализ пуассоновской модели случайного потока переходов. 
Практическая значимость: возможности объединения методов визуального, качественного и аналитического иссле-
дования при изучении динамических систем с несколькими устойчивыми состояниями. Предложенные вероятностные 
модели, независимо от физической природы рассматриваемых процессов, могут использоваться в задачах вероят-
ностного анализа, задачах управления вероятностной структурой случайных переходов, задачах имитационного моде-
лирования физических, технических и биологических систем со случайными переключениями.
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анализ, характеристики пересечений уровней, управление хаотическими переключениями.
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Введение

Многие физические явления и процессы связа-
ны со сложными динамическими системами, ко-
торые имеют несколько устойчивых состояний и 
в случайные моменты времени переходят из одного 
состояния в другое. Наиболее распространенным 
классом подобных систем являются динамические 
системы с двумя устойчивыми состояниями. При 
их описании и анализе возникает необходимость 
рассмотрения случайных процессов со случайны-
ми переходами или случайными переключениями. 
Это характерно, в частности, для анализа широко-
го класса релейных систем автоматического управ-
ления [1–3], для изучения работы ионных каналов 
в системах нейрофизиологии [4–6], для исследо-
вания структуры хаотических переходов в нели-
нейных колебательных системах [7, 8]. Моделями 
процессов с двумя устойчивыми состояниями и 
хаотическими переходами описываются многие 
алгоритмы бинарного представления информации 
[9, 10], пороговые алгоритмы в системах обнару-
жения, классификации и общей теории распозна-
вания образов [11–13], алгоритмы оперативной об-
работки данных в системах компьютерного зрения 
[14], телеметрии, мониторинга и связи [15, 16]. 

Примеры типовой структуры случайных про-
цессов со случайными переключениями — пере-
ходами между двумя устойчивыми состояниями 
показаны на рис. 1 в виде отдельных выбороч-
ных функций. Эти функции относятся к различ-
ным направлениям исследований (сверху вниз): 
1) процесс переключения ионных каналов в си-
стемах нейрофизиологии; 2) хаотические перехо-
ды в нелинейных колебательных системах; 3) ре-

Время t

Процессы (t)

  Рис. 1. Характерный вид выборочных функций 
случайных процессов со случайными переходами

  Fig. 1. Characteristic look of selected functions of 
random processes with random transitions
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гистрация on-off прыжков в квантовой динамике 
молекул.

В зависимости от рассматриваемой области 
такие процессы часто относятся к классу процес-
сов «включено-выключено» [5, 8], «все или ниче-
го» [6], типа «on-off» [16–18]. В задачах анализа 
релейных систем, задачах бинарной и пороговой 
обработки информации [2, 10–13] подобные про-
цессы обычно рассматриваются как случайные 
последовательности со случайными длительно-
стями интервалов и средними значениями «1–0» 
или «–1 1» на этих интервалах. 

По своей общей структуре случайные про-
цессы (t) со случайными переходами относятся 
к классу случайных функций с двойной стоха-
стичностью. Здесь наглядно проявляются слу-
чайные составляющие с двумя различными вре-
менными масштабами: изменения процесса (t) 
в области его устойчивых состояний и случайные 
изменения, связанные с переходами между этими 
состояниями. Кроме того, случайные переключе-
ния приводят к нарушениям свойств непрерыв-
ности, разрывам функций (t) и, соответственно, 
к разрывам их производных (t).

Все эти особенности усложняют исследова-
ния вероятностных свойств подобного класса 
процессов. Во многих прикладных задачах ос-
новную роль начинают при этом играть описа-
тельные подходы и визуальные методы анализа. 
Отсутствие единого общего подхода к исследова-
ниям и отсутствие простых аналитических ре-
зультатов для описания вероятностной структу-
ры процессов часто приводит к использованию 
численных методов и вынужденному переходу 
к рассмотрению лишь отдельных частных при-
меров. При этом даже накопленные эксперимен-
тальные данные не во всех реальных задачах 
удается удовлетворительно описать, объяснить 
и эффективно использовать. Наглядным приме-
ром здесь могут служить сложные, интересные и 
практически важные эксперименты в нейрофи-
зиологии [5, 6] и нелинейной динамике [7]. 

Основная цель данной работы — исследова-
ние общей вероятностной структуры случайных 
процессов с двумя устойчивыми состояниями и 
вероятностный анализ принципа управления ха-
отическими переходами при различных управ-
ляющих воздействиях.

Пространство состояний 
и фазовые траектории процессов

Один из основных подходов к исследовани-
ям динамических систем и структуры сложных 
процессов связан с определением пространства 
состояний и рассмотрением особенностей поведе-
ния исследуемых процессов в этом пространстве 

[1, 8, 19]. Воспользуемся таким подходом и рас-
смотрим здесь возможности анализа вероятност-
ной структуры случайных процессов с двумя 
устойчивыми состояниями и случайными пере-
ходами между ними. 

Будем считать, что исследуемый процесс (t) 
является функцией времени t, и его состояние 
в произвольный момент времени t можно харак-
теризовать значением (t) и скоростью изменения 
этого значения (t)d(t) / dt. При таком описа-
нии пространство состояний исследуемого про-
цесса (t) представляет собой типовую форму фа-
зовой плоскости (x, y)(, ). 

Выборочные функции, или отдельные реали-
зации процесса (t) и его производной (t), на рас-
сматриваемом интервале времени t[t0, t0T] 
можно интерпретировать как координаты точки 
на плоскости (, )((t), (t)). В этом случае век-
торный процесс {(t), (t)} геометрически можно 
представить на фазовой плоскости (, ) в виде 
семейства траекторий L(, ; t). При изменении 
параметра t на интервале [t0, t0T] движение 
изображающей точки с координатами ((t), (t)) 
описывает на плоскости (, ) особенности пове-
дения фазовых траекторий L(, ; t) и, соответ-
ственно, в каждый момент времени t[t0, t0T] 
отражает информацию о текущем состоянии ис-
следуемого процесса (t). 

На рис. 2 показана отдельная реализация (t), 
t[t0, t0T][0, T] рассматриваемого процес-
са (t) и характер производной (t) для этой вы-
борочной функции (t). По этим функциям (t) и 
(t) на плоскости (, ) построены фазовые траек-
тории L(, ; t), t[0, T], отображающие струк-
туру фазового портрета случайного процесса (t) 
в пространстве состояний (, )((t), (t)) на ин-
тервале времени t[0, T]. Анализ фазовых тра-
екторий L(, ; t) позволяет получить достаточно 
много информации о характере о бщей вероят-
ностной структуры исследуемого процесса (t). 

Прежде всего, здесь наглядно проявляется 
различный характер поведения траекторий L(, 
; t) в отдельных областях фазового пространства 
(, ). На фазовом портрете (см. рис. 2) сформи-
рованы две наиболее вероятные области устойчи-
вого состояния процесса (t). Эти области распо-
ложены, соответственно, в окрестностях средних 
значений (локальных математических ожида-
ний) с координатами: 

состояние (1): m(, )m(1, 0);

 состояние (1): m(, )m(1, 0).  (1)

В области одного и другого устойчивого со-
стояния исследуемый процесс (t) ведет себя как 
случайный широкополосный флюктуационный 
шум. На фазовом портрете такие области фор-
мируются в виде эллипсов рассеяния и по своей 
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сути отображают фазовый портрет флюктуаци-
онной компоненты исследуемого процесса (t). 
Математическое ожидание m()M{(t)} произ-
водной (t) в области устойчивых состояний про-
цесса (t) > 0 и (t) < 0 соответствует нулевому 
значению:

m()M{(t)| (t) > 0}0; 

 m()M{(t)| (t) < 0}0.  (2)

Такая особенность (2) хорошо согласуется с об-
щими свойствами операции дифференцирования 
случайных функций [20, 21]. 

Можно, кроме того, заметить, что степень рас-
сеяния значений (t) и (t) в окрестностях устой-
чивых состояний (1) позволяет выполнять при-
ближенное оценивание параметров среднего ква-
дратического отклонения для флюктуационной 
компоненты процесса (t) и ее производной (t). 

Еще одна особенность фазового портрета про-
является в ориентации на плоскости (, ) об-
ластей устойчивого состояния. Их наклонное 
расположение относительно координатных осей 
показывает существование корреляционной свя-
зи между значениями (t) и (t). Объясняется это 
достаточно просто: моменты переходов процес-
са (t) из одного устойчивого состояния в другое 
всегда связаны с резкими изменениями значений 

производной (t). Такая взаимосвязь, в свою оче-
редь, приводит к корреляционной зависимости 
случайных функций в совпадающие моменты 
времени. 

На фазовых траекториях L(, ; t), помимо об-
ластей устойчивых состояний, наглядно отобра-
жаются особенности случайных переходов про-
цесса (t) между этими состояниями. Каждый 
такой переход на плоскости (, ) состоит из рез-
кого «скачка» производной (t) и непосредствен-
ного изменения процесса (t). Импульсные изме-
нения функции (t) относительно ее математи-
ческого ожидания m()M{(t)}0 происходят 
в область положительных (t) > 0 и отрицатель-
ных (t) < 0 значений, они последовательно че-
редуются между собой и отражают направление 
перехода процесса (t) вверх — состояние (1) или 
вниз — состояние (1). Одновременно с изменени-
ем состояния процесса (t) происходит возвраще-
ние производной (t) в область своего устойчи-
вого положения с математическим ожиданием 
m()0. 

Особенности псевдофазового пространства

Характерной особенностью представления 
случайных процессов (t) на фазовой плоскости 
(, ) является возможность отображения инфор-
мации одновременно о значениях исследуемого 
процесса (t) и значениях его производной (t). По 
существу, вероятностное поведение случайного 
процесса (t) при таком подходе описывается осо-
бенностями поведения векторного процесса {(t), 
(t)} на плоскости (, ). 

Получение подобной информации обычно свя-
зано с предварительным выполнением операции 
дифференцирования (t)d(t) / dt. Процедура 
дифференцирования относится к классу типовых 
линейных преобразований, однако на практике, 
при обработке случайных функций со сложной 
спектральной структурой, не всегда эта операция 
удобна для аппаратурной реализации.

Для упрощения исследований в некоторых 
задачах анализа вместо фазовой плоскости (, ) 
могут использоваться представления случайных 
процессов (t) на псевдофазовой плоскости [21, 
22]. При таком подходе рассмотрение процесса 
(t) выполняется на уровне анализа векторного 
процесса {(t), (t)}, псевдофазовой плоско-
сти (, ) и псевдофазовых траекторий L(, ; t). 
Параметр  представляет здесь некоторый фик-
сированный временной сдвиг tconst,  > 0. 

Показан (рис. 3) характер псевдофазовых тра-
екторий L(, ; t) для выборочной функции (t), 
t[t0, t0T][0, T] исследуемого случайного 
процесса (t) с двумя устойчивыми состояниями. 
Для наглядности и удобства сравнений псевдофа-
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  Рис. 2. Представление исследуемого процесса на 
фазовой плоскости

  Fig. 2. Presentation of the analyzed process on phase 
plane



ИНФОРМАЦИОННО
УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ№ 3, 2019 85

СТОХАСТИЧЕСКАЯ ДИНАМИКА И ХАОС

зовое отображение L(, ; t) на рис. 3 и фазовое 
отображение L(, ; t) на рис. 2 построены для од-
ной и той же выборочной функции процесса (t), 
t[0, T].

Полезно здесь подчеркнуть, что основой ис-
пользования псевдофазовых представлений яв-
ляется то, что при малых интервалах t зна-
чение (tt) связано с производной (t) процесса 
(t). Более того, аппаратурное вычисление произ-
водной (t) во многих задачах выполняется на ос-
нове алгоритма

     
0

,lim
t

t t t
t

t 

    
 

  

и эта особенность еще раз дополнительно под-
тверждает близость методов псевдофазового про-
странства и методов классического фазового про-
странства состояний. 

Общая вероятностная модель 
случайного процесса

Представление случайных процессов (t) 
в пространстве состояний (, ) или (, ) по-
зволяет при решении многих практических за-
дач получать наглядную информацию о вероят-
ностной структуре исследуемых процессов (t) на 
уровне визуального, качественного анализа, по 
общему виду и характерным особенностям фа-
зовых или псевдофазовых траекторий L(, ; t) и 
L(, ; t).

Рассмотрим теперь возможности более полно-
го и более точного определения вероятностных 
характеристик — возможности построения об-
щей вероятностной модели исследуемого процес-
са (t) и возможности анализа структуры таких 
процессов на уровне количественного описания 
его вероятностных свойств.

Предварительный анализ случайных процес-
сов (t) с двумя устойчивыми состояниями (см. 
рис. 1) показывает, что в большинстве практиче-
ских задач [4–18] структура процессов (t) в об-
ласти устойчивых состояний близка к структуре 
широкополосного флюктуационного шума. Эта 
особенность позволяет воспользоваться гауссо-
вой моделью флюктуаций и для описания рас-
сматриваемых процессов (t) записать общую 
вероятностную модель в виде двухкомпонентной 
«вероятностной смеси»:
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Плотность вероятностей p(; t) состоит здесь из 
двух гауссовых функций p1(| m1, 1) и p2(| m2, 2), 
каждая из которых описывает соответствующее 
состояние исследуемого процесса (t). Параметры 
m1 и m2 характеризуют математические ожидания, 
а 1

2 и 2
2 — дисперсии флюктуационных составля-

ющих в каждом устойчивом состоянии процесса 
(t). Весовые коэффициенты 1 и 2 в выражении 
(3) играют роль вероятностей нахождения исследу-
емого процесса (t) в одном или другом состоянии. 

Вероятностная модель (3) является простой и 
достаточно общей. За счет выбора параметров i, 
mi, i

2, i1, 2 она позволяет описывать случайные 
процессы (t) с различными устойчивыми состоя-
ниями m1, m2, различной интенсивностью флюк-
туационных компон ент 1

2, 2
2 и различными ве-

роятностями 1, 2. 
В частности, применительно к рассматрива-

емым процессам (см. рис. 2 и 3) с устойчивыми 
состояниями ±1 в модели распределения (3) 
следует положить m11, m21, а для значений 

дисперсий можно считать 1
22

22:
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В задачах вероятностного анализа одной из 
наиболее простых и распространенных харак-
теристик является значение относительной дли-
тельности пребывания процесса (t) в том или 
ином состоянии. Рассмотрим определение такой 
характеристики для исследуемого процесса (t) 

(t)

(t+ )

0

0
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0,5

1

1

1,5

1,5

2

2

–2
–2

–1,5

–1,5

–0,5

–0,5

–1

–1

  Рис. 3. Представление исследуемого процесса на 
псевдофазовой плоскости

  Fig. 3. Presentation of the analyzed process on 
psevdofazovoj plane
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и состояния (t) > 0. Будем при этом считать, 
что наблюдению доступна выборочная функция 
(t), t[t0, t0T][0, T] на некотором интервале 
длительностью T < . 

Если ввести здесь вспомогательную индика-
торную функцию
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то для (t) можно определить случайную величину
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которая характеризует относительную длитель-
ность пребывания рассматриваемой траектории 
(t), t[0, T] в состоянии (t) > 0. 

Математическое ожидание T(0)M{t(0)} слу-
чайной величины t(0) в соответствии с определе-
нием (6) равно 
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Учитывая здесь плотность вероятностей (4), 
определение (5) и равенство

M{x(t; 0)}1  P{(t) > 0} 0   P{(t) < 0}, 

для параметра (7) получим окончательное выра-
жение
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          (8)

По аналогии с этим результатом можно запи-
сать простое выражение для относительной дли-
тельности пребывания исследуемого процесса (t) 
в состоянии (t) < 0

 T(0)P{(t) < 0}1.  (9)

Приведенные результаты (8) и (9) позволя-
ют выделить одну характерную особенность 
исследуемого процесса (t). Так, если для отно-
сительных длительностей пребывания (8) и (9) 
выполняется равенство T(0)T(0), то процесс 
(t) с равными вероятностями может находить-
ся в любом из двух устойчивых состояний, т. е. 
P{(t) > 0}P{(t) < 0}. Это, в свою очередь, при-
водит к равенству 0,5 и свойству симме-
трии p (; t)p (; t) общей плотности вероятно-
стей (4). Исследуемый процесс (t) будет при этом 
характеризоваться математическим ожиданием

 

     d 0; .m M t p t


 


         (10)

Если перечисленные условия не выполняют-
ся и вероятности P{(t) > 0}  P{(t) < 0}, то для 
функции (4) нарушается свойство симметрии 
  , p(; t)  p(; t), а исследуемый процесс 
(t) при сохранении своих устойчивых состояний 
±1 будет характеризоваться определенным 
смещением

mM{(t)}1  P{(t) > 0}(1)  P{(t) < 0}

 .  (11)

Все эти особенности (8)–(11) важны и при ана-
литических, и при экспериментальных исследо-
ваниях процессов (t) с двумя устойчивыми со-
стояниями. 

Механизм управления 
случайными переходами

Для случайных процессов (t) с несколькими 
устойчивыми состояниями многие вероятност-
ные характеристики связаны с особенностями 
управления случайными переходами между эти-
ми состояниями. В зависимости от исследуемых 
систем, рассматриваемых процессов и решаемых 
задач, очевидно, принципы управления могут су-
щественно различаться. 

Рассмотрим здесь один из наиболее общих 
подходов к построению и вероятностному анали-
зу механизма управления случайными перехода-
ми в динамических системах с двумя устойчивы-
ми состояниями.

В большинстве практических задач при иссле-
дованиях динамических систем смена состояния 
или переход системы из одного состояния в дру-
гое может рассматриваться как реакция системы 
на некоторое внешнее или внутреннее возмуще-
ние — воздействие. Такие воздействия часто ин-
терпретируются как управляющее воздействие 
или управляющий процесс. 

При этом условия возникновения переходов, 
как правило, связаны с преодолением управля-
ющим воздействием некоторого потенциального 
барьера, заданного порогового уровня или связа-
ны с выходом управляющего процесса за грани-
цы определенной области допустимых значений. 

В качестве управляющего воздействия, в за-
висимости от физической природы систем и со-
держания решаемых задач, могут рассматри-
ваться самые разнообразные детерминированные 
или случайные процессы. Вместе с тем наиболее 
общей и наиболее распространенной моделью 
управляющего воздействия, по-видимому, сле-
дует считать модель случайного гауссова процес-
са. Такая модель хорошо согласуется с большим 
числом независимых факторов, которые обычно 
участвуют в формировании управляющих воз-
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действий. Кроме того, гауссова модель позволяет 
отразить неизбежное влияние флюктуационных 
эффектов и согласуется с условиями центральной 
предельной теоремы теории вероятностей. 

С учетом этих особенностей будем считать, что 
некоторая динамическая система находится в ус-
ловиях случайных флюктуационных воздействий 
(t), и если эти воздействия достигают определен-
ного порогового значения, исследуемая система 
меняет свое состояние. При таком подходе можно 
считать, что каждое пересечение флюктуацион-
ным процессом (t) некоторого порогового уровня 
H порождает собой выход исследуемого процесса 
(t) из одной области и переход в другую область 
устойчивого состояния (рис. 4). Флюктуационное 
воздействие (t) играет здесь роль управляющего 
процесса для случайных переходов (t) между его 
устойчивыми состояниями. 

Очевидно, что пересечения уровня Н могут 
происходить снизу вверх, т. е. с положительной 
производной (t) > 0 (выход процесса (t) за уро-
вень Н), и сверху вниз, т. е. с отрицательной про-
изводной (t) < 0 (вход процесса (t) под уровень 
Н). Такие события (пересечения) последователь-
но чередуются между собой и по своей сути за-
дают направление случайных переходов иссле-
дуемого процесса (t) из одной области в другую 
область устойчивых состояний.

Рассмотрим возможности более полного ана-
лиза основных вероятностных характеристик 
процесса (t) при данном способе формирования 
случайных переходов. Управляющее воздействие 
(t) будем считать стационарным гауссовым слу-
чайным процессом с математическим ожидани-
ем mM{(t)}0, дисперсией 2M{2(t)} и не-
которой корреляционной функцией общего вида

 R()2 r(), R(0)2 < , | r()|  1.  (12)

Анализ характеристик пересечений для слу-
чайного процесса (t) связан с рассмотрением 
совместного поведения случайной функции (t) 
и ее производной (t)d(t)/dt в совпадающие 
моменты времени t. Для описания этих свойств 
необходимо определить совместную плотность 
вероятностей

p(, ; t) p((t), (t)). 

При рассмотрении гауссовых моделей (t) та-
кие распределения находятся достаточно просто 
[21, 23]. Так, если для управляющего воздействия 
(t) одномерная плотность вероятностей имеет вид
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то совместная плотность вероятностей для значе-
ний (t) и (t) определяется как
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где 2 — дисперсия производной (t):
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Результат (14) непосредственно следует из об-
щих свойств устойчивости гауссовых распреде-
лений при линейных преобразованиях (в данном 
случае при дифференцировании) и известного 
свойства некоррелированности значений (t) и 
(t) для класса стационарных процессов. 

Выражения (12)–(15) являются достаточны-
ми исходными данными для определения основ-
ных вероятностных характеристик пересечений 
уровня Н управляющим процессом (t). Так, из 
общей теории выбросов случайных функций [23, 
24] для среднего числа положительных пересече-
ний N

(H, T) порогового уровня Н траекторией 
случайного процесса (t), t[t0, t0T][0, T] на 
интервале времени длительностью Т можно за-
писать общую формулу
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 (16)

в которой p(H, ; t)p(, ; t)|H — совместная 
плотность вероятностей для значений (t) и (t) 
при условии (t)Н.

По аналогии с этим среднее число отрицатель-
ных пересечений N

(H, T) уровня Н, т. е. пере-

Порог H

Управляющий процесс (t)

(t)

  Рис. 4. Принцип формирования случайных перехо-
дов процесса между его устойчивыми состояниями

  Fig. 4. The principle of the formation of random tran-
sitions between its stable states
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сечений с отрицательной производной (t) < 0, 
определяется выражением
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С учетом совместного распределения (14), фор-
мулы (16), (17) после простого интегрирования 
приводят к окончательному общему результату 
для среднего числа пересечений порогового уров-
ня Н процессом (t): 
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Если теперь воспользоваться одномерной 
плотностью вероятностей (13), то можно найти 
среднее значение относительной длительности 
пребывания траектории управляющего процесса 
(t), t[t0, t0T][0, T] над уровнем Н
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и на основе (18), (19) определить среднюю длитель-

ность положительных выбросов ( )H  и среднюю 

длительность отрицательных выбросов ( )H   
случайного воздействия (t) на уровне Н: 
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Для удобства численных расчетов характери-
стики (18)–(20) выражены здесь через табулиро-
ванные функции [25] 
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По своей сути результаты (18)–(20) позволяют 
достаточно полно описать характеристики пере-
сечений порогового уровня Н управляющим воз-
действием (t). Эти характеристики в свою оче-
редь определяют основную вероятностную струк-

туру случайных переходов исследуемого процес-
са (t) между его устойчивыми состояниями. 

При более детальных исследованиях резуль-
таты (18)–(20) могут быть выражены через спек-
трально-корреляционные свойства управляю-
щих воздействий (t). Такая зависимость в дан-
ном случае определяется параметром 
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где S() — спектральная плотность процесса 
(t), а значение 2 соответствует нормированному 
спектральному моменту второго порядка.

Если управляющее воздействие (t) относит-
ся к классу широкополосных процессов, то, как 
правило, его спектральная плотность S() сосре-
доточена в окрестностях частоты 00, а корре-
ляционная функция (12) имеет вид

R()2r()2(),

где () — некоторая монотонно убывающая 
функция . 

Для таких процессов (t) значение спектраль-
ного момента (22) полностью определяется эф-
фективной шириной э и коэффициентом фор-
мы  спектральной плотности [21, 23]: 

 
   2 2 2

2 ý0 0 .R
            (23)

Следовательно, при широкополосных гауссо-
вых управляющих воздействиях (t) на основе 
выражений (18), (22) и (23) для среднего числа 
переходов (см. рис. 2) между устойчивыми состо-
яниями случайного процесса (t) на интервале 
времени t[t0, t0T][0, T] получим 
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В этом выражении параметр h характеризует 
относительное значение порогового уровня h
H/, а fээ/2 соответствует эффективной 
ширине спектра.

Если в качестве управляющего воздействия 
(см. рис. 4) рассматривать узкополосный случай-
ный процесс (t) со средней частотой 0, то корре-
ляционную функцию для таких процессов мож-
но представить в виде 

R()2 r()2 ()cos 0, 0 >> э,
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а спектральный момент 2 будет при этом опреде-
ляться величиной 
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Таким образом, при узкополосных управля-
ющих воздействиях (t) среднее число переходов 
случайного процесса (t) в соответствии с выра-
жениями (18), (22) и (25) будет определяться как
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Этот результат наглядно показывает, что при 
узкополосных воздействиях (t), помимо формы и 
ширины спектральной плотности S(), на вероят-
ностную структуру случайных переходов исследуе-
мого процесса (t) существенное влияние оказывает 
средняя частота 0 управляющего процесса (t).

Важно также подчеркнуть, что при уменьше-
нии относительной ширины спектра (э/0) 0 
управляющее воздействие (t) приближается по 
своей форме к гармоническому колебанию. В подоб-
ном случае среднее число переходов (26) процесса 
(t) между устойчивыми состояниями в основном 
определяется значением средней частоты f00/2, 
а общая структура переходов для (t) приближается 
к структуре регулярного потока событий. 

Приведенные в данном разделе результаты 
(18)–(26) позволяют при различных широкополос-
ных и узкополосных управляющих воздействиях 
(t) выполнять анализ детальной вероятностной 
структуры случайных процессов (t) со случай-
ными переходами между устойчивыми состояни-
ями. Они наглядно показывают характер влияния 
порогового уровня hH/ и спектрально-корре-
ляционных свойств процесса (t) на основные ха-
рактеристики случайных переключений (t). 

Случайные переходы 
при изменяющемся пороговом уровне

Отдельного рассмотрения заслуживает здесь 
вопрос возможных обобщений результатов (16)–
(20) на системы управления случайными пере-
ходами процесса (t) в условиях изменяющегося 
порогового уровня НН(t)  const. Появление 
подобных задач связано с изменениями условий 
функционирования рассматриваемых объектов, 
неизбежными нестабильностями параметров ис-
следуемых процессов, изменениями пороговой 

чувствительности изучаемых систем, разработ-
кой адаптивных алгоритмов управления и мно-
гими другими причинами. 

Предположим, что при формировании случай-
ных переходов (см. рис. 4) пороговый уровень Н 
не является постоянным, а описывается некото-
рой функцией времени НН(t). В моменты пере-
сечений управляющего воздействия (t) с порого-
вым уровнем Н(t) исследуемый процесс (t) меня-
ет свое состояние, переходя из одного устойчиво-
го положения в другое. Если при анализе таких 
переходов ввести вспомогательную случайную 
функцию (t) (t)  Н(t), то можно заметить, 
что пересечения случайного процесса (t) с уров-
нем Н(t) совпадают с пересечениями нулевого 
уровня функцией (t). 

Воспользуемся этой особенностью и в плотно-
сти вероятностей p((t), (t)) по известным пра-
вилам [20, 23] выполним переход от переменных 
(t) и (t) к новым переменным (t) (t)  Н(t) и 
(t) (t)  Н(t). Такое преобразование позволя-
ет получить совместную плотность вероятностей 
для значений (t) и (t):

 p(, ; t) p((t)Н(t), (t)Н(t))  (27) 

и на основе формул (16) или (17) записать общее 
выражение для среднего числа положительных 
и отрицательных пересечений порогового уров-
ня Н(t) траекторией (t), t[0, T] управляющего 
процесса (t) 
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Если функция HtH(t) характеризуется сред-
ним значением mHM{Н(t)}, то по аналогии с фор-
мулами (19), (20) можно определить вероятности 
и относительные длительности пребывания выбо-
рочной функции (t), t[0, T] над уровнем и под 
изменяющимся пороговым уровнем Н(t): 
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где F(mH) — одномерная функция распределе-
ния F() процесса (t) при mH.

В свою очередь, характеристики (29) и (28) по-
зволяют найти среднюю длительность положи-
тельных и отрицательных выбросов управляю-
щего воздействия (t) на уровне Н(t): 

   
 

 
 

1

 1  1
;

, ,
Ht

t
t t

F mT H
H

N H N H




 
 


  



ИНФОРМАЦИОННО
УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ № 3, 201990

СТОХАСТИЧЕСКАЯ ДИНАМИКА И ХАОС

   
 

    1
 1

, .
,
t

t H t
t

T H
H F m N H

N H


 

 


  

  

(30) 

Результаты (27)–(30) приведены здесь в доста-
точно общей форме и справедливы для различ-
ных вероятностных моделей управляющих воз-
действий (t). Они позволяют исследовать особен-
ности случайных переходов и основные вероят-
ностные характеристики процесса (t) в условиях 
изменяющегося порогового уровня.

Пуассоновская модель 
случайного потока переходов

Рассмотрим теперь еще один возможный под-
ход к описанию и вероятностному анализу слу-
чайных процессов со случайными переходами. 
Общая структура таких процессов и характер их 
выборочных функций (см. рис. 1 и 2) позволяют 
интерпретировать случайные переходы как слу-
чайные потоки однородных событий. Подобная 
формализация в свою очередь приводит к воз-
можности использовать методы общей теории 
случайных потоков или теории случайных то-
чечных процессов в задачах анализа вероятност-
ной структуры процессов (t).

Предположим, согласно рис. 4, что формиро-
вание случайных переходов процесса (t) между 
его устойчивыми состояниями происходит в со-
ответствии с принципом пересечений некоторого 
порогового уровня Н управляющим воздействием 
(t). В большинстве практических задач типовой 
моделью для процессов (t) может считаться ши-
рокополосный гауссов процесс с распределением 
(13), (14) и корреляционной функцией вида (12). 

Если при этом рассмотреть вариант «высо-
ких» пороговых уровней, например Н  2, то 
поток положительных выбросов n(t) по своим 
вероятностным свойствам будет приближаться 
к простому пуассоновскому потоку событий [26, 
27]. Иначе говоря, при рассмотрении исследуемо-
го процесса (t) вероятность P{n(H, T)k} того, 
что на интервале t[t0, t0T][0, T] длительно-
стью Т произойдет ровно k положительных пере-
ходов n(H, T)k, будет описываться распределе-
нием

      1
 , exp ,

!
kP n H T k T T

k
    

 
0  1  2  , , , ....k    (31)

Интенсивность μ потока событий n(t) соот-
ветствует здесь среднему числу положительных 
переходов процесса (t) на единичном интервале 
времени и в соответствии с результатами (16), 
(18), (24) определяется как 

   2
ý

1
 2, exp ,N H T f h

T
      .h H    (32)

Важной особенностью распределения (31) яв-
ляется то, что для случайной величины n(H, 
T) — числа положительных переходов процесса 
(t) — математическое ожидание M{n(H, T)} и 
дисперсия D[n(H, T)] совпадают: 
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Такое равенство заметно упрощает исследова-
ния случайного числа событий n(H, T). 

При выполнении свойств пуассоновости (31) 
для случайного потока переходов n(t) последо-
вательность {i, i1, 2, …} временных интервалов 
i между соседними событиями (соседними по-
ложительными переходами) представляет собой 
последовательность независимых и одинаково 
распределенных случайных величин. Плотность 
вероятностей p() и функция распределения F() 
случайной величины i являются при этом экспо-
ненциальными:
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Выражения (34) позволяют достаточно просто 
определить среднее значение и дисперсию для 
длительностей i временных интервалов между 
положительными переходами рассматриваемого 
случайного процесса (t):
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  (35)

Результаты (31)–(35) дают исчерпывающее 
описание вероятностной структуры потока пере-
ходов n(t) для процесса (t). Они хорошо согласу-
ются со многими экспериментальными данными 
(например, [4–7, 9, 18]). При выполнении свойства 
пуассоновости все характеристики вероятностей 
событий (31), характеристики числа переходов 
(31)–(33) и длительностей интервалов между пе-
реходами (34), (35) зависят только от интенсивно-
сти (32) рассматриваемого потока событий n(t).

Заключение

Представленные в данной работе результаты 
показывают возможности вероятностного анализа 
случайных процессов с двумя устойчивыми состо-
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яниями и особенности исследования случайных 
переходов между этими состояниями при различ-
ных управляющих воздействиях. В зависимости от 
содержания решаемых задач и физической приро-
ды исследуемых процессов рассмотренные в работе 
вероятностные модели и полученные результаты 
допускают различные обобщения и могут исполь-
зоваться в задачах вероятностного анализа, зада-
чах управления вероятностными характеристика-
ми случайных переходов или случайных переклю-
чений, задачах имитационного моделирования 
физических, технических и биологических систем 
с несколькими устойчивыми состояниями.

В целом полезно отметить, что полученные 
здесь результаты, совместно с результатами работ 
[28–30], по своей сути формируют основу единого, 
общего подхода к описанию и исследованию де-
тальной вероятностной структуры непрерывных 
и дискретных [21, 28, 29], скалярных и векторных 
[28, 30] случайных функций. Возможности тако-
го подхода связаны с объединением общей теории 
выбросов случайных функций [23, 24, 26] и мето-
дов классической теории фазового пространства 
или фазовой плоскости [8, 19, 31]. При этом про-
исходит объединение методов визуального, ка-
чественного анализа и методов аналитического, 
количественного исследования «тонкой» вероят-

ностной структуры выборочных функций (t), фа-
зовых траекторий L(, ; t) и псевдофазовых ото-
бражений L(, ; t) случайных процессов.

Потенциальная полезность рассматриваемого 
подхода объясняется здесь несколькими харак-
терными особенностями, состоящими в возмож-
ности: 

— наглядного описания и представления ин-
формации в фазовом пространстве состояний;

— накопления, усреднения и отображения 
случайных данных «в целом» на выбранном ин-
тервале анализа t[t0, t0T];

— оперативного оценивания однородности 
выборки, эффектов коррелированности, группи-
ровки и случайных «загрязнений» эксперимен-
тальных данных;

— простой и физически наглядной аппара-
турной реализации алгоритмов оценивания чис-
ловых характеристик детальной вероятностной 
структуры исследуемых процессов. 

Перечисленные особенности играют важную 
роль в решении многих практических задач, свя-
занных с извлечением полезной информации из 
случайных данных, обработкой случайных про-
цессов и исследованиями поведения сложных ди-
намических систем в условиях меняющейся по-
меховой обстановки. 
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Random processes with random transitions between stable states 
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Introduction: Studying random processes with several stable states and random transitions between them is important because it 
opens a wide range of practical problems. The detailed information structure is not studied well enough, and there is no unified approach 
to the description and probabilistic analysis of such processes. Purpose: Studying the main probabilistic characteristics of random 
processes with two stable states, and probabilistic analysis of control over chaotic transitions under various control actions. Results: We 
show the ways to represent and preliminarily analyze random processes with two stable states on the phase plane and in the pseudophase 
space. A general probabilistic model for the processes in question is proposed in the form of a two-component probabilistic «mixture» 
of distributions. A probabilistic analysis was carried out for the principles of control over random transitions between different states. 
We have defined the basic probabilistic characteristics for the processes in a management action with a variety of spectral-correlation 
properties and a changeable threshold for random transitions. The Poisson model of a random transition flow is analyzed with an 
example of «high» threshold levels. Practical relevance: The methods of visual, qualitative and analytical research in studying dynamic 
systems with several stable states can be combined. The proposed probabilistic models, regardless of the physical nature of the processes 
under consideration, can be used in problems of probabilistic analysis, control over probabilistic structure of random transitions, and 
simulation of physical, technical or biological systems with random switching.
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