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Постановка проблемы: при рассмотрении математических моделей систем управления запасами с релейным 
управлением с произвольной функцией распределения объемов потребления возникает сложность при исследовании 
интегро-дифференциального уравнения, решением которого является плотность распределения вероятностей значе-
ний количества запасов в системе. Цель: развитие методов исследования математических моделей систем управ-
ления запасами с аппроксимацией функции распределения объемов потребления. Методы: исследование моделей 
управления запасами с построением R-аппроксимации функции распределения объемов потребления, аналогич-
ной гиперэкспоненциальной аппроксимации. Результаты: построена математическая модель управления запасами 
с релейным управлением при непрерывном поступлении ресурса в систему и произвольной функцией распределения 
объемов потребления. Получена функция, аппроксимирующая распределение объемов потребления, причем в некото-
рых случаях она является гиперэкспоненциальным распределением; может являться распределением, но не гиперэк-
споненциальным; и третий случай, когда аппроксимирующая функция не является распределением, но ее применение 
допустимо. Найдена плотность распределения вероятностей значений объема ресурса в произвольный момент време-
ни на основе R-аппроксимации. Результаты имитационного моделирования показали достаточно широкую область при-
менения метода при гамма- и логнормальном распределениях объемов потребления запасов. Практическая значи-
мость: результаты исследований могут быть использованы при моделировании реальных систем управления запасами, 
таких как страховые компании, водохранилища, склады и другие, в случае, когда по реальным данным о потреблении 
можно оценить первые три момента распределения объемов потребления товара или ресурса.
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Введение 

Теория управления запасами активно разви-
вается в последние десятилетия. В рамках данной 
теории, как правило, рассматриваются различные 
однопериодные математические модели, например, 
в работе Маутаза Куджа (Moutaz Khouja) [1] описы-
вается однопериодная модель, которая заключает-
ся в том, чтобы найти такой объем запасов, кото-
рый максимизирует ожидаемую прибыль по воз-
можному спросу. Такая модель предполагает, что 
если в конце заданного периода остаются запасы, 
то продавец вынужден отпускать товар со скидкой 
или утилизировать его [2]. Если количество запа-
сов меньше, чем спрос на товар, то имеет место упу-
щенная прибыль. Данная классическая задача яв-
ляется отражением многих реальных жизненных 
ситуаций, связанных со скоропортящейся или се-
зонной продукцией, и часто используется для при-
нятия решений, например, в модной и спортивной 
отраслях, в производстве и розничной торговле [3]. 
Стоит отметить, что аналогичная модель также 
может быть применена в сфере услуг [4].

Исследователями рассматриваются два под-
хода к решению класса задач, описанного вы-
ше. В рамках первого подхода ожидаемые затра-
ты, связанные недооцененным/переоцененным 
спросом, сведены к минимуму. Во втором под-
ходе ожидаемая прибыль максимизируется. Оба 
подхода дают схожие результаты. Е. А. Сильвер 

(E. A. Silver), Д. Ф. Пайк (D. F. Pyke), Р. П. Петер-
сон (R. P. Peterson) отметили [5], что задача 
максимизации средней ожидаемой прибыли не 
всегда соответствует действиям управляющего 
звена компании, в отличие от задачи максимиза-
ции вероятности достижения целевой прибыли. 
Впоследствии исследователи предложили зада-
чи, обобщающие данную задачу, в которых цель 
состоит в максимизации вероятности достиже-
ния целевой прибыли [6–11]. 

В работах отечественных авторов в большин-
стве своем рассматриваются потоковые модели 
страховых компаний различного вида с неко-
торым потоком (как правило, простейшим) по-
ступления ресурса в качестве страховых премий 
и потоком потребления — денежными выпла-
тами. Так как любая компания заинтересована 
оптимизировать уровень запасов, в данном слу-
чае — капитала компании, то в подобных рабо-
тах управление заключается в изменении «ско-
рости» денежных притоков и оттоков в зависимо-
сти от некоторого порогового значения денежных 
ресурсов, определяемого самой компанией.

Например, в работах [12–18] рассматриваются 
потоковые математические модели деятельно-
сти фонда социального страхования с релейным 
управлением капиталом фонда. Исследуются [12] 
основные характеристики деятельности фонда 
социального страхования в случае, когда на вход 
системы управления запасами с непрерывной 
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скоростью поступают денежные средства, момен-
ты страховых выплат образуют пуассоновский по-
ток, а величины выплат подчиняются экспоненци-
альному закону распределения. Рассматривается 
некоторое пороговое значение денежных средств 
фонда, сверх которого производятся выплаты по 
социальным программам с непрерывной ско-
ростью. В случае, когда у фонда нет достаточно 
средств, т. е. денежный уровень ниже порогового 
значения, система функционирует в режиме без 
выплат по социальным программам.

В работах [13, 14] рассматриваются и иссле-
дуются модели фонда социального страхования 
при релейном управлении (также рассмотрено 
[13] релейно-гистерезисное управление) капи-
талом такого фонда. В отличие от предыдущих 
моделей [12], в данных моделях рассматривается 
вариант, когда выплаты по страховым случаям 
и выплаты на финансирование социальных про-
грамм образуют пуассоновские потоки событий 
с постоянной и переменной интенсивностями со-
ответственно, а величины выплат являются оди-
наково распределенными независимыми случай-
ными величинами с экспоненциальной функци-
ей распределения. 

Построена и исследована [15] математическая 
модель деятельности некоммерческого фонда 
в случае, когда на вход системы поступает пуас-
соновский поток платежей постоянной интен-
сивности с экспоненциально распределенными 
величинами платежей, при этом управление за-
ключается в том, что до достижения порогового 
значения ресурс расходуется с постоянной скоро-
стью, а при превышении этого значения скорость 
потребления увеличивается. А в работе [17] на ос-
нове диффузионного приближения исследуется 
модель, аналогичная приведенной в работе [15].

Найдено [18] выражение для функции скоро-
сти выделения средств на социальные програм-
мы в диффузионном приближении для процесса 
изменения капитала фонда в условиях математи-
ческой модели [12].

В перечисленных работах, как правило, рас-
сматриваются выплаты с экспоненциальным рас-
пределением их значений.

В данной работе рассматривается аналогич-
ная указанным [13, 14] модель с произвольным 
распределением объемов потребления, исследо-
вание которой предлагается провести с помощью 
метода R-аппроксимации функции распределе-
ния объемов потребления.

Математическая модель

Рассмотрим систему управления запасами 
(рисунок), на вход которой с постоянной скоро-
стью   1 непрерывно поступают некоторые 
ресурсы.

Обозначим объем накопленных ресурсов в си-
стеме к моменту времени t через s(t). Будем пола-
гать, что запросы на потребление ресурса будут 
поступать в случайные моменты времени, а вели-
чины запросов — партии случайного объема.

Пусть моменты потребления образуют пуассо-
новский поток с кусочно-постоянной интенсивно-
стью (s), зависящей от значений s(t) s величин 
накопленных запасов к моменту времени t посту-
пления заявки на расходование ресурса:
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где S — некоторое пороговое значение уровня за-
пасов s(t). 

Будем считать, что объемы потребления, т. е. 
величины запроса на потребление ресурсов, име-
ют произвольную функцию распределения B(x). 

Стоит отметить, что возможна ситуация, ког-
да процесс s(t) принимает отрицательные значе-
ния, т. е. s(t) < 0, и система продолжает функци-
онировать, откладывая исполнение заявки на 
потребление ресурсов до момента накопления не-
обходимого количества.

Для данной системы условие существования 
стационарного режима имеет вид

    1 21 ,b b  (2)

где b — среднее значение объема одной партии на 
потребление ресурсов.

Таким образом, при 1 < 1/b < 2 в случае, ког-
да s(t) < S, объем ресурса в системе будет увели-
чиваться в среднем, а в противном случае при 
достижении уровня S и его превышении, т. е. 
s(t)  S, в связи с возрастанием интенсивности по-
требления объем ресурса будет уменьшаться.

Из описания математической модели следует, 
что случайный процесс s(t) является марковским 
с непрерывным временем t и непрерывным мно-
жеством значений —  < s < .

Обозначим его стационарную плотность рас-
пределения
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из которого получим уравнение
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Решение этого уравнения при произвольной 
функции распределения B(x) вызывает опреде-
ленные затруднения, поэтому рассмотрим реше-
ние уравнения (3) методом R-аппроксимации, 
аналогичной гиперэкспоненциальной аппрокси-
мации, предложенной в работе Ю. И. Рыжикова 
[19], которая реализуется следующим образом.

Вначале уравнение (3) решается в частном 
случае, когда функция B(x) является гиперэкспо-
ненциальной, т. е. имеет вид

      1 21 1 1( ) ( e ) ( )( e ),x xB x q q  (4)

где μk > 0 и 0 < q < 1, и решение PR(s) интегро-
дифференциального уравнения (3) записывает-
ся в явном виде функции, зависящей от параме-
тров q, μ1 и μ2 гиперэкспоненциального распреде-
ления R(x).

Далее, реализуя явную аппроксимацию, ме-
тодом моментов определяются значения параме-
тров q, μ1 и μ2 функции R(x), аппроксимирующей 
функцию распределения B(x). Здесь можно оце-
нить точность такой аппроксимации, хотя это не 
будет иметь принципиального значения.

Затем, подставляя полученные значения пара-
метров q, μ1 и μ2 в решение PR(s), найденные при 
гиперэкспоненциальной функции распределения 
R(x), реализуем этап неявной аппроксимации 
функцией PR(s) решения P(s) уравнения (3) с про-
извольной функцией распределения B(x).

Естественным завершением метода R-аппрок-
симации является исследование свойств аппрок-
симирующей функции PR(s), определение обла-
сти ее применимости и точности предлагаемой 
аппроксимации, что имеет принципиальное зна-
чение, так как аппроксимация допустима лишь 
тогда, когда она удовлетворяет заданной точности.

На первом этапе метода R-аппроксимации 
найдем решение уравнения (3) при гиперэкспо-
ненциальном распределении объемов потребле-
ния (4).

Нетрудно показать, что решение уравнения (3) 
в этом случае имеет вид
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причем z1 > 0, z2 > 0,  < 0.

Константы C1, C2, C определяются равенст-
вами
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На втором этапе метода R-аппроксимации вы-
полним аппроксимацию функции распределе-
ния B(x) функцией 

      1 21 1 1( ) ( e ) ( )( e ),x xR x q q  (6)

формально совпадающей с гиперэкспоненциаль-
ным распределением (4), но параметры q, μ1 и μ2 
функции R(x) могут принимать достаточно произ-
вольные значения. В частности, параметр q может 
принимать значения, большие единицы, и, более 
того, параметры q, μ1 и μ2 могут быть комплексны-
ми, как это будет показано в табл. 1 для системы 
с гамма-распределением объемов потребления.

Будем полагать значения параметров μ1 и μ2 
с отрицательными действительными частя-
ми недопустимыми, т. е. в этом случае метод 
R-аппроксимации неприемлем, как это будет по-
казано в табл. 2 для системы при некоторых зна-
чениях параметров с логарифмически нормаль-
ным распределением объемов потребления.

Вообще говоря, функция R(x) может и не яв-
ляться функцией распределения.

Значения параметров q, μ1 и μ2 функции R(x) 
найдем методом моментов, приравнивая первые 
три начальных момента a1, a2, a3 функции рас-
пределения B(x) к соответствующим интеграль-
ным характеристикам функции R(x). 

Получим систему, состоящую из трех нели-
нейных уравнений относительно неизвестных q, 
μ1 и μ2: 
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Для решения системы введем следующие обо-
значения:
   1 1/ ;x   2 1/ .y  (8)
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Тогда систему можно представить следующим 
образом:
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Из первого уравнения системы получим выра-
жения
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последовательно подставляя которые во второе и 
третье уравнения системы (9) получим систему 
уравнений
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Обозначив u x + y, v xy, получим систему
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решение u и v которой имеет вид
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Решая систему (11) для неизвестных x и y, по-
лучим
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а значения параметра q определяются из (10).
В зависимости от полученных значений пара-

метров q, μ1 и μ2 возможны три приемлемых ва-
рианта функции R(x):

1) гиперэкспоненциальная функция распреде-
ления;

2) функция распределения, не являющаяся 
гиперэкспоненциальной;

3) не является функцией распределения, но ее 
применение допустимо, так как позволяет найти 
аппроксимацию распределения P(s), обладаю-
щую допустимой погрешностью, которая уста-
навливается имитационным моделированием, и 
один неприемлемый, когда функция R(x) неогра-
ниченна.

Имитационное моделирование

Рассмотрим в качестве распределения объ-
емов потребления B(x) гамма-распределения и 
проведем R-аппроксимацию по первым трем мо-
ментам функции распределения B(x). 

Пусть гамма-распределение B(x) имеет пара-
метры формы и масштаба , тогда первые три 
начальных момента будут иметь вид
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Пусть   , тогда среднее значение будет рав-
но единице, а параметры аппроксимирующей 
функции R(x) будут иметь вид

 
 

1 2 1
2

;q
D

 
 


 

  1
6

2 1
;

D
 

 
 


 

  2
6

2 1
,

D
 (15)

где      2 1 2 .D
Нетрудно показать, что при  < 1 параметры q, 

μ1 и μ2 функции R(x) удовлетворяют всем требо-
ваниям на параметры гиперэкспоненциального 
распределения, т. е. они принимают действитель-
ные положительные значения и 0 < q < 1.

При 1 <  < 2 параметры q, μ1 и μ2 действитель-
ные и положительные, но q принимает значения, 
большие единицы, и тем не менее R(x) остается 
функцией распределения, естественно, не гипер-
экспоненциальной.

При  > 2 параметры μ1 и μ2, а также q и 1 – q 
являются комплексно сопряженными, поэтому 
функция R(x) принимает действительные значе-
ния, хотя и не является функцией распределе-
ния, так как ее производная в окрестности точки 
x  0 принимает отрицательные значения, но, тем 
не менее, как будет показано ниже в численных 
примерах в табл. 1, ее применение вполне прием-
лемо для исследования рассматриваемой модели 
управления запасами.

Построим R-аппроксимацию B(x) при различ-
ных значениях параметра формы , а также вос-
пользуемся расстоянием Колмогорова для оцен-
ки качества R явной аппроксимации функции 
распределения B(x) и

 

 неявной аппроксимации 
распределения FR(x) стационарной функции рас-
пределения значений объема в системе управле-
ния запасами, полученной на основе R-аппрок-
симации:

 
  sup | ( ) ( ) |;R

x
B x R x  

 
  sup | ( ) ( ) |,R

x
F x F x

где F(x) — эмпирическая функция распределе-
ния того же объема, полученная на основе имита-
ционного моделирования при следующих значе-
ниях параметров: S  10,   1,1  0,8 и 2  1,2.

Результаты исследования представлены 
в табл. 1.
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Исходя из представленных результатов, мож-
но сделать вывод о том, что применение метода 
R-аппроксимации для исследования рассматри-
ваемой модели системы управления запасами це-
лесообразно не только тогда, когда R(x) достаточно 
точно аппроксимирует функцию распределения 
B(x) (в частности, при 0,6 <  < 5), но и в случаях 
 < 0,6 и > 5, когда аппроксимация R(x) функ-
ции B(x) имеет погрешность R > 0,1, а точность 
аппроксимации FR(x) окончательного распределе-
ния достаточно высокая, так как  < 0,01.

При > 2 функция R(x), аппроксимирующая 
B(x), распределением не является, но ввиду того, 
что точность аппроксимации высокая, примене-
ние R-аппроксимации допустимо.

Отметим также, что функция P(x), определя-
емая равенством (5), является плотностью рас-
пределения при  < 2, что вполне естественно, 
так как R(x) в этом случае является функци-
ей распределения. Но также и при  > 2, когда 
R-аппроксимация определяет функцию R(x), 
которая не является функцией распределения, 
тем не менее P(x) остается плотностью распреде-
ления, что еще раз убеждает в целесообразности 
применения метода R-аппроксимации для ис-

следования рассматриваемой модели системы 
управления запасами.

Аналогичное исследование было проведено 
для случая, когда B(x) является наиболее неудоб-
ным для аппроксимации логнормальным распре-
делением. Для того чтобы среднее значение было 
равно единице, необходимо выполнение следую-
щего условия: μ  2/2, где μ и 2 — параметры 
логнормального распределения (логарифмиче-
ские среднее и дисперсия). 

Результаты исследования представлены 
в табл. 2, откуда можно сделать вывод о том, что 
при 1,5  exp(2) < 2 применение R-аппрокси-
мации является недопустимым, так как пара-
метр μ2 в этом случае принимает отрицательные 
значения. В остальных случаях аппроксимация 
функции распределения B(x) объемов потребле-
ния является допустимой несмотря на то, что 
погрешность аппроксимации достаточна велика 
(при exp(2)  1,1 или exp(2) > 2). Однако имита-
ционное моделирование показало, что стационар-
ная функция распределения значений объема за-
пасов, полученная на основе R-аппроксимации, 
достаточно точно ( < 0,01) описывает реальный 
процесс.

  Таблица 1. R-аппроксимация гамма-распределения объемов потребления


R(x) PR(s)

q μ1 μ2 R z1 z2  

0,2 0,220 0,268 3,732 0,245 3,136 0,064 –0,070 0,014

0,6 0,594 0,677 3,323 0,049 3,053 0,147 –0,152 0,005

1,2 1,246 1,147 2,853 0,007 2,980 0,220 –0,217 0,006

1,6 2,025 1,445 2,555 0,008 2,950 0,250 –0,243 0,005

2  2,000 2,000 0 2,927 0,273 –0,261 0,004

3 0,5–1,768i 2–0,707i 2+0,707i 0,025 2,888 0,312 –0,291 0,009

10 0,5–1,432i 2–1,206i 2+1,206i 0,139 2,812 0,388 –0,347 0,001

  Таблица 2. R-аппроксимация логнормального распределения объемов потребления

exp(2)
R(x) PR(s)

q μ1 μ2 R z1 z2  

1,1 0,5 – 1,476i 2 – 1,2i 2 + 1,2i 2,881 0,387 –0,347 0,151 0,003

1,3 5,555 2,154 2,885 3,922 0,317 –0,300 0,065 0,002

1,49 1,361 1,352 50,991 51,273 0,269 –0,268 0,187 0,003

1,51 1,308 1,316 –48,991 0,265 –48,74 –48,61  –

1,7 1,054 1,097 –1,420 0,230 –1,354 –1,280 1,7·1017 –

1,98 1 1 –0,032 0,200 –0,032 –0,2 0,119 –

2,2 0,004 0,173 1,021 0,257 0,138 –0,191 0,010 0,006

2,4 0,015 0,219 1,059 0,343 0,135 –0,180 0,083 0,005

2,6 0,024 0,221 1,093 0,391 0,124 –0,17 0,071 0,006

3,0 0,029 0,195 1,138 0,430 0,103 –0,154 0,058 0,005
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Заключение

В данной работе построена математическая 
модель системы управления запасами с релей-
ным управлением при произвольной функции 
распределения B(x) объемов потребления ре-
сурса. Построена функция R(x), аппроксимиру-
ющая функцию B(x), на основе которой найде-
но аналитическое выражение для стационарной 

плотности P(x) распределения вероятностей зна-
чений объема запасов. Путем имитационного 
моделирования установлена область применимо-
сти R-аппроксимации для гамма- и логнормаль-
ного распределений объемов потребления ресур-
сов. Предложенный подход может быть приме-
нен к аналогичным задачам при других функ-
циях распределения объемов расходования ре-
сурсов.
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Purpose: It is difficult to study mathematical models of inventory management systems with on/off control when the demand 
has an arbitrary distribution function. The difficulty is the integral-differential equation whose solution is the probability density 
function of the inventory levels. Purpose: The idea is to develop methods for studying mathematical models of inventory management 
with an approximation of the demand distribution function. Methods: For the research of inventory control models, we build an 
R-approximation of the demand distribution function, similar to the hyper-exponential approximation. Results: We have built a 
mathematical model for the inventory management with on/off control when the rate of the product flow is continuous and the demand 
has an arbitrary distribution function. We have obtained a function which approximates the demand distribution. This function can 
be a hyper-exponential distribution, otherwise it can be a distribution but not hyper-exponential; in the third case, this function is not 
a distribution but still can be used. Using R-approximation, we have also obtained the probability density of the inventory levels. The 
simulation results showed that this method can be applied in a fairly wide area for gamma- and lognormal distribution of the demand. 
Practical relevance: The results can be used for modeling real inventory management systems, such as insurance companies, reservoirs, 
warehouses, etc. when we can estimate the three moments of the demands distribution using real data about the demand. 

Keywords — Mathematical Modeling, Inventory Management, On/Off Control, R-Approximation.
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