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Введение: flash-память представляет собой один из наиболее быстро растущих сегментов глобальной полупровод-
никовой индустрии. Благодаря неуклонно возрастающей плотности записи, высокой скорости записи/считывания, низ-
кому энергопотреблению и продолжительному сроку службы, flash-память используется для хранения данных в весь-
ма обширной сфере приложений. Повышение плотности записи, достигаемое за счет уменьшающегося физического 
размера ячейки наряду с возрастающим количеством используемых состояний, приводит к снижению надежности 
хранения данных, что требует использования помехоустойчивого кодирования. Цель: исследование теоретически до-
стижимых значений основных параметров помехоустойчивого кодирования для модели многоуровневой NAND flash-
памяти в зависимости от условий записи и хранения данных. Результаты: получены теоретически допустимые пределы 
скорости кодирования, для которых возможно построение надежных систем хранения данных для одной из возможных 
моделей flash-памяти, которая описывает страницу чипа памяти как систему с независимыми многоуровневыми ячей-
ками. Для этой модели находятся границы случайного кодирования в форме, допускающей получение численных резуль-
татов. С использованием полученных границ устанавливаются обменные соотношения между предельно возможной 
скоростью кодирования и такими ключевыми параметрами, как число циклов перезаписи и время хранения данных. 
Рассмотрена возможность гауссовой аппроксимации канала записи/считывания. Эта аппроксимация оказывается
в ряде случаев достаточно точной, что позволило получить точные оценки вычислительной скорости R*

0  в явном виде как 
функций от параметров гауссовых аппроксимаций. Показано, что во многих случаях величины пропускной способности 
и вычислительной скорости оказываются близкими — разница между ними составляет величину от долей процента до 
нескольких процентов. Практическая значимость: благодаря полученным результатам можно достаточно точно оценить 
степень снижения предельно достижимой плотности записи в многоуровневой NAND flash-памяти, связанную с ростом 
числа циклов перезаписи и увеличением длительности хранения данных. Это дает возможность, в частности, указать 
такие граничные значения числа циклов перезаписи и длительности хранения данных, при которых обеспечивается 
требуемая предельно достижимая плотность записи.

Ключевые слова — многоуровневая NAND flash-память, канал записи, теорема кодирования, пропускная способ-
ность, граница случайного кодирования.

Введение

Исследования и разработки, направленные 
на совершенствование flash-памяти — домини-
рующей технологии организации энергонезави-
симых устройств хранения данных, — образуют 
в настоящее время один из наиболее быстро ра-
стущих сегментов глобальной полупроводнико-
вой индустрии. Благодаря неуклонно возраста-
ющей плотности записи, высокой скорости за-
писи/считывания, низкому энергопотреблению и 
продолжительному сроку службы, flash-память 
используется для хранения данных в весьма об-
ширной сфере приложений — от потребитель-
ской электроники до корпоративных информа-
ционных систем [1, 2].

Основным элементом хранения данных во 
flash-памяти является ячейка, представляющая 
собой транзистор с плавающим затвором. Ячейка 
может находиться в одном из q ранжированных 
по уровню состояний: 0, 1, ..., q – 1, — определя-
емых величиной заряда плавающего затвора и 
представляющих фактически некоторые порого-

вые уровни напряжения, которые могут быть из-
мерены. Операция измерения порогового уровня 
напряжения в ячейке называется чтением (cell 
reading). Перевод ячейки из нулевого состояния 
в заданное ненулевое состояние (или из некоторо-
го ненулевого состояния в более высокое состоя-
ние) осуществляется вводом в плавающий затвор 
(туннелированием) соответствующего заряда; эта 
операция называется записью, или программи-
рованием (cell writing or programming). Ячейка 
переводится в нулевое состояние путем удаления 
заряда из плавающего затвора; эта операция на-
зывается стиранием (cell erasing). Отметим, что 
для перевода ячейки из некоторого ненулевого 
состояния в более низкое ненулевое состояние 
необходимо вначале выполнить операцию сти-
рания, после чего ввести в плавающий затвор 
заряд соответствующей величины. Flash-память 
с q > 2 называется многоуровневой (в отличие 
от одноуровневой памяти, где возможен лишь 
один ненулевой уровень). В силу более высокой 
плотности записи многоуровневая flash-память 
оказывается, очевидно, более предпочтительной 
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по сравнению с одноуровневой. В настоящее вре-
мя стандартом де-факто является flash-память 
с q  4. Вместе с тем все большее распростра-
нение получает восьмиуровневая flash-память 
[3, 4]; при этом в литературе сообщается о даль-
нейшем прогрессе технологии производства flash-
памяти, позволяющем использовать 16 уров-
ней [5].

Оборотной стороной повышения плотности 
записи, достигаемого за счет неуклонно умень-
шающегося физического размера ячейки в сово-
купности с возрастающим количеством исполь-
зуемых состояний, является снижение надеж-
ности хранения данных. К основным факторам, 
определяющим снижение надежности, обычно 
относят следующие эффекты, характерные для 
flash-памяти. Во-первых, это случайные изме-
нения величины заряда, вводимого в плаваю-
щий затвор транзистора в процессе записи (pro-
gram disturbance), что проявляется в отклоне-
нии реального порогового уровня напряжения 
от целевого уровня. Во-вторых, повторяющиеся 
в процессе эксплуатации циклы записи/стира-
ния (program/erasure, P/E cycling), каждый из 
которых приводит к небольшому физическому 
разрушению ячейки; эти разрушения проявля-
ются, в частности, в появлении ловушек вводи-
мого/выводимого заряда (charge traps). Следую-
щий фактор — паразитная емкостная связь меж-
ду соседними транзисторами, вызывающая вза-
имную интерференцию ячеек (cell-to-cell inter-
ference). Наконец, четвертым фактором является 
утечка заряда плавающего затвора с течением 
времени (retention problem), что снижает исход-
ный пороговый уровень. Совокупность указан-
ных факторов приводит к случайному отклоне-
нию реального порогового уровня напряжения 
от целевого уровня (target value) напряжения 
в ячейке.

В результате в процессе считывания содер-
жимого flash-памяти возникают ошибки. Экспе-
риментальные исследования [6, 7] показывают, 
что в многоуровневой памяти доминирующим 
является распределение ошибок, близкое к рав-
номерному на множестве ячеек, при этом не на-
блюдается заметной тенденции к пакетирова-
нию. Последнее обстоятельство может служить 
аргументом для формального описания рассма-
триваемого канала записи как канала без памя-
ти. Учитывая, что вероятность ошибки (raw bit 
error rate) в многоуровневой flash-памяти ока-
зывается неприемлемо высокой — порядка 10–4 
и более, тогда как требуемая вероятность ошиб-
ки лежит в диапазоне 10–12…10–16, введение по-
мехоустойчивого кодирования становится неиз-
бежным. Одна из существенных особенностей 
использования помехоустойчивого кодирования 
во flash-памяти состоит в необходимости согласо-

вывать рассматриваемый вариант кодирования 
с архитектурой чипа flash-памяти.

Существуют два основных типа flash-памя-
ти — NOR flash-память и NAND flash-память. 
В NOR flash-памяти возможен доступ в произволь-
ном порядке к любой ячейке для выполнения опе-
раций записи и (или) чтения, тогда как в NAND 
flash-памяти эти операции могут выполняться 
лишь одновременно со всеми ячейками, входя-
щими в некоторую группу, называемую страни-
цей. Другими словами, для NAND flash-памяти 
характерны определенные ограничения при орга-
низации процедуры записи, однако это с избыт-
ком компенсируется более высокой (по сравнению 
с NOR flash-памятью) достижимой плотностью за-
писи. В дальнейшем рассмотрении ограничимся 
исследованием модели NAND flash-памяти.

Конструктивно чип NAND flash-памяти со-
стоит, как правило, из нескольких десятков рас-
положенных друг над другом слоев двумерных 
массивов ячеек, называемых блоками. Блок есть 
своего рода неделимая единица при выполнении 
операции стирания (block granularity), т. е. в ну-
левое состояние переводятся одновременно все 
ячейки блока. Каждый блок делится на страни-
цы, которые являются минимальными (по раз-
меру) адресуемыми элементами при выполнении 
операций записи и (или) чтения (page granular-
ity). В большинстве случаев типичная страница 
включает от 2 K до 64 K ячеек и делится на две 
области: в первой области хранятся собственно 
данные, а вторая, резервная область (spar area), 
предназначена, в частности, для проверочных 
символов помехоустойчивого кода. Как прави-
ло, доля резервной области составляет 3–7 %. 
При сравнительном анализе различных вариан-
тов помехоустойчивого кодирования для flash-
памяти важным с прикладной точки зрения 
представляется использование теоретико-инфор-
мационного инструментария. Наличие такого 
инструментария позволяет, например, оценить, 
насколько близка реализуемая скорость кодиро-
вания (эта величина, очевидно, напрямую связа-
на с реальной плотностью записи) в том или ином 
случае к предельно возможным значениям. Один 
из подходов к оцениванию теоретико-информа-
ционных границ для предельно возможной ско-
рости кодирования представлен в работах [8, 9]. 
В данной работе на основе (одной из принятых 
в литературе) формализованной модели канала 
записи-считывания находятся границы случай-
ного кодирования в форме, допускающей полу-
чение численных результатов. С использованием 
построенных границ устанавливаются обменные 
соотношения между предельно возможной ско-
ростью кодирования и такими ключевыми пара-
метрами, как число циклов перезаписи и время 
хранения данных.
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Модель канала 
многоуровневой flash-памяти

Как отмечалось во введении, минимальными 
(по объему памяти) адресуемыми элементами 
при выполнении операций записи и (или) чтения 
являются страницы чипа. Это означает, что все 
ячейки страницы находятся в одинаковых ус-
ловиях (с точки зрения влияния числа циклов 
записи/стирания и времени хранения), поэтому 
физическая среда, соответствующая странице, 
может рассматриваться как стационарный ка-
нал. С учетом отсутствия заметной тенденции 
к пакетированию ошибок [6] будем полагать, что 
рассматриваемый канал представляет собой ка-
нал без памяти. В результате модель канала пол-
ностью определяется моделью одиночной ячейки 
flash-памяти. Опишем кратко упрощенную ма-
тематическую модель одиночной ячейки flash-
памяти в соответствии с имеющимися публика-
циями [8, 9] .

Ячейка многоуровневой flash-памяти харак-
теризуется q уровнями входного сигнала (напря-
жения).

Пример. Распространенным примером, ис-
пользуемым далее в качестве основного, служит 
значение q  4 [8, 9, 10]. 

 Каждый из уровней выходного значения со-
ответствует записи одной из m-разрядных двоич-
ных комбинаций, где m  log2q. Уровни представ-
ляют собой выходные величины, изменяющиеся 
от ячейки к ячейке, и поэтому могут рассматри-
ваться как случайные величины, определенные 
на множестве ячеек, образующих блок flash-
памяти.

Как указывалось во введении, имеются сле-
дующие факторы, влияющие на распределение 
значений q выходных уровней одиночных ячеек: 
а) начальное распределение пороговых значений; 
б) влияние циклов записи/стирания; в) взаим-
ная интерференция ячеек; г) влияние времени 
хранения.

Оставляя в стороне описание физических про-
цессов, влияющих на распределение выходных 
уровней одиночной ячейки flash-памяти, дадим 
ее описание на уровне сравнительно простой ма-
тематической модели.

Пусть x0, x1, …, xq–1 — некоторым образом 
нормализованные значения номинальных, или 
начальных, уровней выходного сигнала ячейки.

Пример (продолжение). В рассматриваемом 
примере значения номинальных, или началь-
ных, уровней x0, x1, …, x3 равны x0  1,4, x1  2,6, 
x2  3,2, x3  3,93 [8, 9]. 

Значения выходных уровней ячейки пред-
ставляют собой случайные величины, распре-
деления которых параметризованы значениями 
x0, x1, …, xq–1, т. е. они описываются условными 

функциями плотности вероятности py|x(y|x), где 
– < y < , x  x0, x1, …, xq–1. Условные функции 
плотности вероятности py|x(y|x) задаются следую-
щим образом:

 

0 0

0

1 2 1

åñëè 

åñëè 
|

( | ), ;
( | ) ( | ) ( ) ( ) ( ),

, ,..., .
r c dy x

q

p y x x x

p y x p y x p y p y p y

x x x x 

 


   
 

 (1)

Здесь p0(·|·) — функции плотности вероятности, 
задающие распределения номинальных выход-
ных значений; pr(·), pc(·), pd(·) — функции плот-
ности вероятности, определяющие соответствен-
но влияние записи/стирания, взаимную интер-
ференцию ячеек и влияние времени хранения; 
знак * обозначает операцию свертки. Как сле-
дует из выражения (1), имеется один уровень 
выходного сигнала x0, который не подвержен 
влиянию иных мешающих факторов. Остальные 
выходные уровни x1, …, xq–1 подвергаются допол-
нительным искажениям, которые описывают-
ся как аддитивные независимые случайные сла-
гаемые.

Функции плотности вероятности p0(·|·), задаю-
щие распределения начальных уровней, опреде-
лены как гауссова плотность для x  x0:
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и как равномерные плотности для x  x1, …, 
xq–1, т. е.

 

0

1
 åñëè 

2
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

, ;
( | )

i
i

ii
y x

p y x
   


  

(3)

где i  1, 2, …, q – 1.
Пример (продолжение). В рассматриваемом 

примере [7, 8] значения параметров распределе-
ний начальных уровней задаются как   0,35, 
1  2  3  0,2. 

Рассмотрим теперь влияние остальных меша-
ющих факторов. Функция плотности вероятно-
сти pr(·), определяющая влияние циклов записи/
стирания, задается как двусторонняя симме-
тричная экспоненциальная плотность:
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где параметр r связан с числом циклов записи/
стирания N зависимостью ,r K N   K — по-
стоянный коэффициент.

Пример (продолжение). В основном примере 
K  0,00025. 

Функция плотности вероятности pc(·), опреде-
ляющая взаимную интерференцию ячеек, в рас-



ИНФОРМАЦИОННО
УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ№ 2, 2016 59

КОДИРОВАНИЕ И ПЕРЕДАЧА ИНФОРМАЦИИ

сматриваемой модели задана как усеченная гаус-
сова плотность, т. е. она имеет вид
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где c — нормирующий коэффициент, обеспечива-

ющий выполнения равенства d 1( ) .cp y y





Пример (продолжение). В основном примере 
значения параметров распределения (5) указаны 
как wc  0,1μc и c  0,4μc. Значение величины μc 
примем равным μc  0,2 исходя из условия согла-
сования окончательных плотностей вероятности 
(1) с данными, приведенными в работах [8, 9]. 

Функция плотности вероятности pd(·), описы-
вающая влияние времени хранения записанных 
данных (retention), задается как нормальная 
плотность вероятности
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где величины μd иd определяются как

 
0 5

0 01,( ) ln( / );d s dK x x K N T T      (7)

 
0 6

0 01,( ) ln( / ).d s mK x x K N T T     (8)

В выражениях (7) и (8) N, как и ранее, обозна-
чает число циклов перезаписи; T — время хране-
ния; T0 — интервал времени, соответствующий 
одному часу; Ks, Kd и Km — постоянные коэффи-
циенты. Заметим, что в работах [8, 9], по всей ви-
димости, выражение для величины μd приведено 
с опечаткой — пропущен знак минус. При таком 
определении величина μd не убывает, а увеличи-
вается с ростом числа циклов перезаписи. При 
этом выходит, что со временем характеристики 
канала улучшаются, а не ухудшаются, что не со-
ответствует практике.

Пример (окончание). В основном примере по-
стоянные коэффициенты Ks, Kd и Km определе-
ны следующим образом: Ks  0,38, Kd  4·10–4 
и Km  4·10–6. 

Графики функций плотностей вероятности 
py|x(y|x) для некоторых типичных примеров по-
казаны на рис. 1. Эти графики получены путем 
численного нахождения сверток в формуле (1); 
они хорошо согласуются с аналогичными графи-
ками из работ [8, 9], полученными в результате 
статистического моделирования (методом Монте-
Карло).

Исходя из внешнего вида графиков (см. рис. 1) 
можно предположить, что приближение их гаус-
совыми плотностями с соответствующим образом 
подобранными параметрами будет приемлемым. 

Эти приближения также показаны на рис. 1. 
Заметим, что модели канала flash-памяти, ис-
пользующие гауссовы аппроксимации, также 
встречаются в публикациях [10].

Рассмотренная модель, определяемая функци-
ями плотности вероятности py|x(y|x) или их гауссо-
выми аппроксимациями, называемая также мо-
делью с гауссовым шумом, стандартное отклоне-
ние которого зависит от входного значения (input-
dependent additive Gaussian noise) [10], допускает 
обобщение на большее число входных уровней, 
в частности на шесть, восемь и двенадцать уровней 
[11]. Такое обобщение не представляется сложным 
и может быть при необходимости выполнено.

Пределы скорости кодирования 
для канала многоуровневой flash-памяти

В предыдущем разделе рассмотрена модель ка-
нала многоуровневой записи на flash-носитель. 
Модель канала определяется набором одномер-
ных функций плотности вероятности выходного 
значения элемента flash-памяти py|x(y|x), x  x0, 
x1, …, xq–1, q — число уровней записи. Далее огра-
ничимся представленным в предыдущем разделе 
основным примером с q  4 и остальными параме-
трами, указанными там же. Канал, таким обра-
зом, задается четырьмя функциями плотности ве-
роятности py|x(y|x0), py|x(y|x1), py|x(y|x2) и py|x(y|x3), 
а значения номинальных (начальных) уровней 
записи x0, x1, x2, x3 соответствуют парам запи-
санных бит 00, 01, 10, 11. Взаимно-однозначное 
соответствие {00, 01, 10, 11}  {x0, x1, x2, x3} 
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  Рис. 1.  Функции плотности вероятности py|x(y|x), 
x  x0, …, x3, и их гауссовы приближения 
для различных значений параметров N и T
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определяется модуляционным отображением. 
Распространенным примером такого отображе-
ния может служить код Грея, при котором бли-
жайшим сигналам (уровням записи) соответ-
ствуют двоичные комбинации, отличающиеся 
в одном разряде.

Каждая функция плотности вероятности 
py|x(y|x) описывает распределение выходного зна-
чения одного элемента flash-памяти, и величи-

ну d| ( | )
u

y xp y x y
  можно интерпретировать как 

среднюю долю числа элементов flash-памяти, 
имеющих выходное значение, не превышающее u 
при условии записи в них значения x.

В этом разделе сначала приводятся общие со-
отношения, позволяющие вычислить теоретико-
информационные пределы для произвольного 
канала без памяти, а потом этот известный под-
ход применяется к модели канала, представлен-
ной в предыдущем разделе.

Граница случайного кодирования (граница 
Галлагера) [12] определяет предельные характе-
ристики надежной передачи данных или надеж-
ного хранения данных при использовании поме-
хоустойчивого кодирования. Эта граница может 
быть построена как для блоковых, так и для ре-
шетчатых, в частности сверточных, кодов [13]. 
Далее будет рассматриваться случай блокового 
кодирования как наиболее подходящий для при-
менения в канале записи данных.

Определим входной и выходной ансамбли ка-
нала X и Y. В рассматриваемом случае X  {{x0, x1, 
…, xq–1}, px(·)}, где px(·) — распределение, заданное 
на множестве {x0, x1, …, xq–1}; Y  { ,  py(·)}, где 
 — множество вещественных чисел и py(·) — 
функция плотности вероятности, заданная на .  
Здесь рассматривается вариант канала с непре-
рывным выходом. Этот вариант позволяет обе-
спечить наибольшую достижимую надежность 
передачи (хранения) данных. Случай дискретного 
(квантованного) выхода канала также может быть 
рассмотрен. Квантование выхода канала неизбеж-
но приводит к потерям, и оценка этих потерь мо-
жет быть предметом отдельного исследования.

Очевидно, что

|( ) ( ) ( | ).y x y x
x

p y p x p y x

Граница случайного кодирования формули-
руется для принятой модели как теорема коди-
рования для канала без памяти с непрерывным 
выходом.

Теорема кодирования [12]. Существует блоко-
вый код длины n со скоростью R  log2M/n [бит/
символ канала]; M — число слов кода, для ко-
торого вероятность ошибки декодирования Pe 
кодового блока (слова) по максимуму правдопо-
добия удовлетворяет неравенству Pe < 2–nE(R), 

где E(R) — экспонента случайного кодирования, 
определенная как

 
0

0 1
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p
E R E p R
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Здесь
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1
0 2 d|( , ) log ( ) ( | )x x y x

x
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 (10)

— функция Галлагера; px(·) — распределение, за-
данное на множестве входных символов канала 
(значений номинальных записанных уровней), 
определяющее ансамбль случайных кодов. 

Максимальная допустимая скорость кода, при 
которой возможна надежная передача (хранение) 
данных, называется пропускной способностью 
канала и определяется как
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— средняя взаимная информация ансамблей X 
и Y.

Известно [12], что E(R) > 0 для R < C. Кроме 
того, важное следствие из теоремы кодирования 
состоит в том, что пропускная способность кана-
ла (11) и функция Галлагера (10) связаны соотно-
шением
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( , )
max .

x

x

p

E p
C



 



 (12)

Важной характеристикой канала является так 
называемая вычислительная скорость канала
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(13)

Эта величина может рассматриваться как 
предельное значение практически достижимой 
скорости кода.

Известно [12], что для каналов без памяти 
справедливо неравенство C/2 < R0 < C, и во мно-
гих практически важных случаях вычислитель-
ная скорость R0 незначительно меньше пропуск-
ной способности C. Поэтому величина R0 в этих 
случаях может служить адекватным прибли-
жением к пропускной способности, кроме того, 
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ее положительным свойством является и то, что 
она значительно проще вычисляется.

Наряду с максимально достижимыми вели-
чинами E(R), R0 и C рассматриваются также 
приближения к ним, которые получаются, если 
в формулах (9)–(13) исключить оптимизацию по 
распределению на множестве входных значений 
канала px(·) и положить его равным некоторому 
фиксированному распределению, например рав-
номерному. В этом случае возникают величины 
E*(R)  E(R), 0 0

* ,R R C*  C, вычисляемые по фор-
мулам
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(16)

 

0

0

*
* ( )

.
E

C


 



 

(17)

Выражения для R0 и 0
*R  (13) и (16) могут быть 

преобразованы к более удобному виду с использо-
ванием следующего обозначения. Пусть

 

d| |( , ) ( | ) ( | )y x y xD x x p y x p y x y




    (18)

— коэффициент Бхаттачария [13] для распре-
делений, определяемых плотностями py|x(y|x) 
и py|x(y|x). Очевидно, что D(x, x)  D(x, x) и 
D(x, x)  1.

Тогда из (13) следует, что
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(19)

и если положить в (19) px(x)  1/q для всех x, то

 

0 2 22 2* log log ( , ) .
x x x

R q q D x x


 
    

 
   (20)

Оптимизация по распределению px(·) в пра-
вой части (19) может быть выполнена в явном 
виде [14] с использованием метода множителей 

Лагранжа. Задача оптимизации в этом случае 
формулируется как

1 0

( ) ( ) ( , ) min,
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x x
x x

x x
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p x p x D x x

p x p x


  

 





Решение для нее можно выразить следующим 
образом:

 

( , ) ( ) ,x
x
D x x p x


   

 

(21)

где  — множитель Лагранжа, значение которо-
го находится из условия xp(x)  1. При решении 
системы линейных уравнений (21) нужно также 
учесть требование px(x)  0 для всех x. Из условия 
(21) получаем, что

( ) ( ) ( , ) ( ) ,x x x
x x x

p x p x D x x p x


      

и, следовательно, с учетом первого равенства в вы-
ражении (19) оптимизированное значение вычис-
лительной скорости

 0 2log .R     (22)

Оптимизация по распределению px(·) в выра-
жении (11) для пропускной способности выполня-
ется сложнее. Здесь можно применить алгоритм 
Блейхута — Аримото (см., например, [13]), где он 
сформулирован для канала с дискретным входом 
и дискретным выходом. Если представить канал 
с непрерывным выходом как дискретный канал 
с достаточно большим числом выходов, т. е. пред-
ставить непрерывные по аргументу y плотности 
py|x(y|x) как дискретные распределения с боль-
шим числом исходов, то указанный алгоритм мо-
жет быть применен. Пусть | ( | )y xp y x   — дискрет-
ное распределение, соответствующее плотности 
py|x(y|x), где y

 
— дискретное (квантованное) зна-

чение величины y. Строго говоря, при вычисле-
ниях по формуле (1) в результате и получаются 
распределения | ( | ),y xp y x   а не функции плотно-
сти вероятности py|x(y|x). Тогда можно записать, 
что приближением к C будет величина

 

max ( ; ),
xp

C I X Y 
 

(23)
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— средняя взаимная информация ансамблей X 
и |{{ }, ( | )}.y xY y p y x     Приближение C  к истинно-
му значению C будет тем точнее, чем больше бу-
дет число уровней дискретного представления y  
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непрерывного выхода канала y. Алгоритм опре-
деления оптимального распределения px(·), мак-
симизирующего правую часть (23), выглядит сле-
дующим образом [13]. Пусть
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(24в)

Тогда, начав с произвольного, например с рав-
номерного, распределения 0( ) ( )xp x  и выполняя 
вычисления (24) для k  0, 1, 2, ..., можно полу-
чить последовательность значений 1( ),C  2( ),C  …, 

( ),kC  …, сходящуюся после очевидной замены 
единиц измерения с нат/символ канала на бит/
символ канала к величине в правой части равен-
ства (23).

Графики экспоненты случайного кодирования 
E(R) и приближения к ней E*(R) имеют харак-
терный вид линии, состоящей из двух частей, — 
криволинейной и прямолинейной, при этом кри-
волинейная часть тем меньше, чем ближе значе-
ния R0 и С, соответственно — 0

*R  и С*.
Примеры экспонент случайного кодирования 

E(R), вычисленные согласно выражениям (9), 
(10), (12), (13) для некоторых вариантов   канала 
записи/хранения данных, характеризуемых па-
раметрами N и T, показаны на рис. 2, а–в.

Графики имеют вид прямых почти для всех 
значений скорости кода R, и значения R0 почти 
совпадают с C. Кроме того, из результатов вычис-
лений следует, что распределение px(·), максими-
зирующее величину R0, оказывается для рассмо-
тренных примеров практически равномерным. 
То же самое относится и к распределениям px(·), 
максимизирующим значение средней взаимной 
информации в равенствах (11) и (23). Это зна-
чит, что значения 0

*R  и C* оказываются близки-
ми к значениям R0 и C соответственно. Поэтому 
в ряде случаев хорошей оценкой пропускной спо-
собности канала C может служить величина R0, 
а для нее хорошим оказывается приближение 

0
*,R  вычисляемое с использованием гауссовых 

аппроксимаций плотностей py|x(y|x).
При использовании гауссовых приближений 

к функциям плотности вероятности py|x(y|x) при 

вычислении величин R0 и 0
*R  по формулам (19) 

и (20) полезным оказывается следующее утверж-
дение.

Утверждение. Пусть 
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— две гауссовы плотности вероятности с параме-
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  Рис. 2.  Экспонента случайного кодирования E(R): 
а — для N  100, T  1 мес.; б — для N  1000, 
T  12 мес.; в — для N  10 000, T  120 мес. 
(слева — полный график, справа — часть 
графика для больших значений скорости 
кода R)
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Равенство (25) доказывается непосредствен-
ным интегрированием.

По равенству (25) можно вычислять величины 
D(x, x) в правых частях равенств (19) и (20) непо-
средственно с использованием значения параме-
тров гауссовых аппроксимаций плотностей py|x(·|·).

Результаты вычислений значений R0, C, а так-
же R*

0 и C*, полученные с использованием истин-
ных распределений с одной стороны и с исполь-
зованием их гауссовых аппроксимаций с другой, 
оказываются очень близкими, разница имеется 
в третьем-четвертом знаке после точки. Это мо-
жет служить аргументом в пользу использова-
ния гауссовых приближений к плотностям py|x(·|·)
в расчетах параметров практических систем ко-
дирования для каналов flash-памяти и предполо-
жения о равномерности распределения px(·).

Изменение значений пропускной способности C
и вычислительной скорости R0 при увеличении 
числа циклов перезаписи N при различных зна-
чениях времени хранения данных T показано на 
рис. 3, а и б. Там же показаны зависимости от N 
значений C и R0, полученные при использовании 
гауссовых приближений плотностей py|x(·|·).

Как и следовало ожидать, значения C и R0 
уменьшаются с ростом N, поскольку при этом 
происходит ухудшение характеристик канала, 
которое выражается в «сближении» плотностей 
вероятности py|x(·|·) (см. рис. 1). Это ухудшение, 
однако, оказывается практически незаметным 
при увеличении числа циклов перезаписи N до 
значений порядка (6…7)·103. При дальнейшем 
увеличении N значения C и R0 убывают гораздо 

быстрее. Такой характер изменения наблюдается 
при всех рассмотренных значениях времени хра-
нения данных T. Отметим, что величины C и R0, 
вычисленные для «истинных» плотностей py|x(·|·) 
и для их гауссовых приближений, оказываются 
очень близкими.

На рис. 4 представлены распределения px(·), 
задающие ансамбль случайных кодов, в зависи-
мости от числа циклов перезаписи N. Эти рас-
пределения доставляют максимум величине R0, 
графики которой указаны на рис. 3, б.

Из рассмотрения рис. 4 следует, что оптималь-
ное распределение px(·) остается практически 
равномерным (px(·)1/4 для всех x) до значений 
N порядка 104. При дальнейшем увеличении N 
распределения меняются и становятся заметно 
отличающимися от равномерного. При этом су-
щественно уменьшается вероятность px(x2), что 
косвенно означает, что входной символ канала 
(уровень записи) x2 становится очень ненадеж-
ным, и его следует исключить. Подчеркнем, что 
это явление наблюдается при очень большом чис-
ле циклов перезаписи N, когда характеристики 
канала заметно ухудшаются.

Рисунок 5, а и б представляет зависимость ве-
личин C и R0 от времени хранения данных T при 
различных значениях числа циклов перезаписи 
N, выполненных за это время. При увеличении 
времени хранения T параметры канала записи 
ухудшаются, и величины C и R0, характеризую-
щие потенциально достижимую скорость кодиро-
вания, уменьшаются. Это уменьшение оказыва-
ется крайне небольшим при N  103. При N  104 

  Рис. 3.  Зависимости пропускной способности C (а) и вычислительной скорости R0 (б) от числа циклов перезаписи N
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и увеличении времени хранения данных T до го-
да и более снижение становится значительнее, 
хотя и остается в пределах 5…8 %. Как и ранее, 
характеристики, полученные исходя из истин-
ных плотностей вероятности py|x(·|·), задающих 
канал, и гауссовых приближений к этим плотно-
стям, оказываются очень близкими.

Заключение

В работе были рассмотрены теоретически до-
пустимые пределы скорости кодирования, для 
которых возможно построение надежных систем 
хранения данных для одной из имеющихся моде-
лей flash-памяти. Эта модель описывает систему 
с независимыми многоуровневыми ячейками. 

Выходное значение представляет собой случай-
ную величину, определенную на множестве оди-
ночных элементов памяти, распределение кото-
рой существенно зависит от ряда мешающих фак-
торов, включающих влияние циклов записи/сти-
рания, взаимную интерференцию ячеек и влия-
ние времени хранения данных. В рассматривае-
мой модели предполагается отсутствие группи-
рования искажений, поэтому канал хранения 
данных описывается моделью без памяти с не-
прерывным выходом. Такая модель задает наи-
лучшее использование выхода канала. Для этих 
условий были построены границы случайного ко-
дирования в форме, которая допускает получение 
численных результатов. Наряду с «истинными» 
функциями плотности вероятности были рассмо-

  Рис. 4. Оптимальные распределения px (·) в зависимости от числа циклов перезаписи N

  Рис. 5. Зависимости величин C (а) и R0 (б) от времени хранения данных T
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трены гауссовы приближения к ним. Эти прибли-
жения оказались в ряде случаев достаточно точ-
ными, что позволило получить точные оценки вы-
числительной скорости R*

0 в явном виде как функ-
ции от параметров гауссовых аппроксимаций.

На основе представленных результатов можно 
сформулировать следующие выводы:

— для многих практически важных случаев 
значения пропускной способности и вычисли-
тельной скорости оказываются близкими (их 
разница составляет величину от долей процента 
до нескольких процентов);

— пропускная способность и вычислительная 
скорость принимают значения, немного уступа-
ющие максимальной для этой модели величине 
2 бит (для ряда случаев, представляющих инте-
рес, разница лежит в пределах 5–10 %);

— в большинстве рассмотренных случаев оп-
тимальное распределение на входе канала, до-
ставляющее максимум величинам R0 и C, ока-
зывается очень близким к равномерному распре-
делению, что может быть аргументом в пользу 
рассмотрения корректирующих кодов без огра-
ничений на использование различных символов 
входного алфавита;

— пропускная способность канала записи убы-
вает сравнительно медленно с ростом числа ци-
клов перезаписи до величины порядка несколь-
ких тысяч; после значения порядка 104 убывание 
становится более заметным;

— длительность хранения данных снижает 
достижимую скорость кодирования, но при не-
большом числе циклов перезаписи (N  103) это 
уменьшение оказывается незначительным; при 
N  104 и увеличении времени хранения дан-
ных T до года и более снижение становится 
более значительным, хотя и остается в преде-
лах 5–8 %;

— на основании полученных границ случай-
ного кодирования можно указать ориентировоч-
ные пределы изменения основных параметров 
блоковых кодов, которые оказываются полезны-
ми для поиска значений параметров реальных 
систем кодирования для каналов записи/считы-
вания данных.

Работа выполнена при поддержке Минобрнау-
ки РФ при проведении научно-исследователь-
ской работы в рамках проектной части государ-
ственного задания в сфере научной деятельности 
по заданию № 2.2716.2014/К от 17.07.2014.
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Introduction: Flash memory is one of the fastest growing segments in the global semiconductor industry. Due to the steadily in-

creasing recording density, high read/write speed, low power consumption and long service life, flash memory is used to store data in 
a very wide field of applications. Increasing the recording density achieved by decreasing the physical size of the memory cell, and the 
increasing number of states of a memory cell lead to a decrease in data storage reliability, which requires the use of error-correcting cod-
ing. Purpose: We study theoretically achievable values for the main parameters of error-correcting coding in a multilevel NAND flash 
memory model, depending on the recording/storage conditions. Results: Theoretically achievable coding rate limits have been obtained 
within which it is possible to build reliable memory for one of possible flash memory models treating a memory page as a system with 
independent multilevel cells. Random coding bounds have been derived for this model, and some numerical results presented. Using 
these bounds, we establish certain trade-off relationships between the achievable coding rate and the key memory parameters such as 
the number of program/erase cycles and the data retention time. Gaussian approximation for the channel model has also been consid-
ered. This approximation in some cases is sufficiently accurate to get an exact expression for the bound on the channel cutoff rate R*

0 as 
a function of the Gaussian approximation parameters. It is shown that in many cases the channel capacity and the channel cutoff rate are 
very close. The difference between them is less or about several percent. Practical relevance: The obtained results allow us to accurately 
estimate the reduction of the achievable recording rate (bit/cell) in a multilevel NAND flash memory caused by the growing number of 
the program/erase cycles and the longer data retention time. This gives us the possibility to specify the bounds for the program/erase 
cycles and data retention time which would ensure the required recording rate. 

Keywords — Multilevel NAND Flash Memory, Recording Channel, Coding Theorem, Channel Capacity, Random Coding Bound.
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