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Постановка проблемы: современное производство имеет тенденцию к уменьшению объемов выборок при про-
ведении контрольных испытаний. Существующие методы нахождения линейного коэффициента корреляции не дают 
необходимой точности результатов в случаях выборок малого объема. Цель: анализ возможностей применения коэффи-
циента корреляции Пирсона после виртуального увеличения исходной таблицы данных многомерным методом точеч-
ных распределений. Результаты: исследования показали, что применение виртуального увеличения таблицы исходных 
данных, основанного на методе точечных распределений, позволяет избежать ошибочного определения слабой отри-
цательной вместо слабой положительной линейной корреляционной связи при анализе многомерных выборок малого 
объема. Кроме того, предложенная методика дает возможность сузить разброс оценки значений коэффициентов кор-
реляции Пирсона, что может быть применено для дополнительной оценки величины линейной корреляционной связи 
при построении математических моделей по пассивным данным на ранних этапах исследования. Новизна подхода 
состоит в использовании информации о каждой отдельной реализации малой выборки с учетом знаний о видах законов 
распределения одномерных случайных величин. Формирование виртуально увеличенной таблицы (состыковка значе-
ний) производится по максимальному уровню плотности вероятности. Практическая значимость: многомерный метод 
точечных распределений может применяться для оперативного управления технологическими процессами на этапе 
накопления информации об исследуемом объекте. 
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Введение 

При решении задач контроля качества в про-
мышленных производствах большой интерес 
представляет задача определения значимости 
корреляционной связи между исследуемыми ве-
личинами, так как отбор сильносвязанных фак-
торов позволяет существенно сократить количе-
ство браковочных контрольных операций при 
сохранении того же качества изделия. Насколько 
связь между случайными величинами близка 
к строго линейной, показывает коэффициент кор-
реляции. Для его применения исходная инфор-
мация должна отражать наиболее характерные 
черты изучаемой совокупности, а число наблю-
дений должно быть достаточно большим. Однако 
в задачах технического контроля не всегда мож-
но получить соответствующий набор данных для 
их последующего анализа. 

В предыдущей работе автора [1, с. 27] было по-
казано, что процедура «бутстрэппинга» [2, с. 135] 
и применение метода точечных распределений 
[3, с. 75] не увеличивают точности при нахожде-
нии наивероятнейшего коэффициента корреля-
ции Пирсона. Более того, «бутстрэппинг» увели-

чивает разброс получаемых значений, а нахожде-
ние коэффициента корреляции по методу Чебы-
шева после применения метода точечных распре-
делений и вовсе не позволяет с точностью опре-
делить наличие высокого уровня связи. По этим 
причинам встал вопрос о правомерности нахож-
дения коэффициентов корреляции после постро-
ения виртуальной увеличенной таблицы данных 
в многомерном методе точечных распределений 
(ММТР) [4, с. 207].

Методы исследования 

Для поиска ответа на этот вопрос было решено 
из массива данных большого объема, получен-
ных при производстве кристаллов интегральных 
микросхем, распределенных по нормальному за-
кону распределения, с помощью таблицы равно-
мерно распределенных случайных величин по-
лучить выборки по 10 элементам. Данный объем 
определен не случайно, так как в промышлен-
ности существуют производства, по технологи-
ческим особенностям которых невозможно обе-
спечить большой объем контрольной выборки. 
Например, при производстве кристаллов инте-
гральных микросхем из-за специфики топологии 
пластин на них имеются от пяти до 10 тестовых 
ячеек, измерения в которых должны с некоторой 
вероятностью отражать поведение одноименных 
параметров 400–5000 рабочих кристаллов.

На следующем шаге к полученной выборке 
был применен алгоритм многомерного метода 
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точечных распределений [4, с. 207]. Таким об-
разом, был получен новый, виртуально увели-
ченный массив данных, содержащий 280 строк. 
После чего были рассчитаны коэффициенты пар-
ной корреляции Пирсона для исходного массива 
данных, для массива извлеченных данных мало-
го объема и для массива данных, полученных по-
сле применения ММТР.

Анализ результатов корреляционного 
анализа таблиц исходных 
и виртуально увеличенных данных

Для сравнения результатов приведем графи-
ки, на которых по оси x располагаются значения 
коэффициентов корреляции Пирсона, получен-
ные по первоначальной выборке большого объ-
ема, а на оси y — коэффициенты корреляции по 
малой выборке (рис. 1, а) и коэффициенты, по-
лученные после применения процедуры ММТР 
(рис. 1, б). На графиках точечно-пунктирная 
линия показывает результаты произведенных 
расчетов; сплошной линией обозначается линия 
тренда, аппроксимируемая по двум точкам, ко-
торая хорошо отражает тенденцию искомой за-
висимости; штрихпунктирными линиями на 
графиках обозначены доверительные интервалы 
для коэффициента корреляции, полученного по 
первоначальной выборке [5, с. 416].

Анализ полученных результатов дает основа-
ния утверждать, что применение многомерного 
метода точечных распределений снижает разброс 
между рассчитанными коэффициентами кор-
реляции, особенно в случае слабых связей, при 

общем сохранении вида линии тренда. При этом 
отмечается тенденция к завышению рассчитан-
ного значения по сравнению с коэффициентом 
корреляции, рассчитанным по малой выборке, 
из-за чего достоверно распознать сильную линей-
ную связь возможно только при получении вели-
чины r > 0,75. Необходимо обратить внимание на 
тот факт, что расчет коэффициента корреляции 
Пирсона по малой выборке в ряде случаев пока-
зывал слабую отрицательную связь в случаях 
слабой положительной. Этот недостаток усугу-
бляется после применения виртуального увели-
чения выборки «бутстрэппингом» [1, с. 30], но он 
исчезает, если увеличивать объем данных много-
мерным методом точечных распределений.

Проведенные исследования показали, что раз-
работанная методика дает более точные показа-
тели при оценивании линейного коэффициента 
корреляции, вне зависимости от исследуемого 
объема выборки. 

В качестве примера приведем графики от-
ношения оцениваемого коэффициента корреля-
ции по выборкам малого объема и оцениваемого 
коэффициента корреляции после виртуального 
увеличения выборки многомерным методом то-
чечных распределений (значения по оси y) к ко-
эффициенту корреляции генеральной совокупно-
сти (значения по оси x) для объема выборки n6 
(рис. 2, а) и n16 (рис. 2, б).

Приведенные графики подтверждают, что при 
уменьшении объема исходных данных оценива-

 Рис. 1. Коэффициент корреляции Пирсона по малой 
выборке (а) и после применения ММТР (б)
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 Рис. 2. Оценка коэффициентов корреляции при
n = 6 (а) и n = 16 (б)
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ние выборочного коэффициента корреляции при-
водит к большим ошибкам, и его значение не мо-
жет с достаточной достоверностью подтверждать 
наличие значимой наблюдаемой линейной связи 
между исследуемыми случайными величинами. 
Применение разработанной методики позволяет 
сузить доверительный интервал при оценива-
нии коэффициента корреляции Пирсона по дан-
ным малого объема, а также избежать ошибочно-
го определения отрицательной корреляционной 
связи.

Заключение 

Таким образом, можно рекомендовать рас-
считывать коэффициент корреляции после вир-
туального увеличения объема выборки ММТР. 
В случае обнаружения в выборках n > 10 линей-

ных корреляционных связей, r > 0,75, также сле-
дует признать данную наблюдаемую связь силь-
ной и значимой. В данных объемом 10  n  7 на-
блюдаемую связь следует признать значимой при 
r  0,8. При объеме исследуемой выборки n  6 
значение порогового коэффициента корреляции 
следует принять на уровне r0,9.

Таким образом, применение виртуального 
увеличения таблицы исходных данных пред-
ложенным методом, в отличие от методов «бут-
стрэппинга», позволяет сохранить знание о виде 
закона распределения случайной величины и о 
величине линейной корреляционной связи меж-
ду исследуемыми факторами, что дает возмож-
ность принимать более обоснованные решения по 
малому количеству исходных данных, а также 
улучшить качество статистического оценивания 
параметрическими методами.
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Introduction: Modern production tends to decrease the volume of samples during routine tests. The existing methods of finding the 
linear correlation coefficient do not provide the necessary precision of the results when the sample volume is small. Purpose: We analyze 
the possibilities to apply the Pearson correlation coefficient after the virtual growth of the initial data table using the multidimensional 
method of point distributions. Results: The study showed that the usage of virtual growth of the original data table based on the point 
distribution method allows you to avoid a wrong determination of the linear correlation communication as weak negative instead of weak 
positive when analyzing small-volume multidimensional samples. Besides, the proposed method allows you to narrow down the rating 
spread of Pearson correlation coefficient values which can be used to additionally assess the size of the linear correlation communication 
when creating mathematical models according to passive data at the early steps of the research. The novelty of this approach is using the 
information on each single small-sample implementation, relying on the knowledge about the types of one-dimensional random variable 
distribution laws. The formation of a virtually increased table (joining of values) is performed by the maximum level of the probability 
density. Practical relevance: The multidimensional method of pointed distributions can be applied to control technological processes in 
real time at the stage of accumulating the information about the studied object.
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