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Введение

Системы технического диагностирования 
могут быть тестовыми и функциональными. 
Тестовые системы проверяют исправность объ-
екта диагностирования в специальном режиме, 
а функциональные системы в рабочем режиме 
контролируют правильность его функциони-
рования. Методы диагностирования зависят от 
вида объекта диагностирования. В статье рассма-
тривается система тестового диагностирования 
дискретных динамических систем, использую-
щая в качестве специального тестового режима 
движение под действием терминального управле-
ния. Тестирование линейных динамических си-
стем подробно описано в целом ряде работ [1–10]. 
Обычно применяемые методы основаны на фор-
мировании диагностических признаков, по ко-
торым принимается решение об исправности си-
стемы. Диагностические признаки, основанные 
на таких важных характеристиках линейных 
динамических систем, как нули и операторные 
нормы, приведены в работах [8, 9], а использова-
ние математических моделей — в работах [2–4]. 
Организация тестирования линейных динамиче-
ских систем на основе их передаточных функций 
представлена в работах [1, 10]. Следует отметить 
методы тестирования на основе специальных 
входных сигналов системы. Так, в работе [6] рас-
считывается комплементарный сигнал, обеспе-
чивающий переход системы за заданное время из 
нулевых начальных условий опять в нулевые, ко-

нечные условия. А в работе [7] предлагается по-
давать на вход системы аннулирующий сигнал, 
на который отсутствует выходная реакция систе-
мы. Классическим примером такого сигнала яв-
ляется гармонический сигнал, частота которого 
равна передаточному нулю системы.

На XII Всероссийском совещании по пробле-
мам управления (Москва, 2014 г.) был предложен 
метод тестирования управляемых динамических 
систем на основе использования их передаточных 
функций. Этот метод приводит к новому понятию 
структурного диагностирования [11]. 

Терминальное диагностирование было опи-
сано в работе [12]. Приведенная классификация 
показывает, что линейная дискретная систе-
ма может быть продиагностирована с помощью 
импульсного или сингулярного терминального 
управления при нулевых или различных грани-
цах движения системы. Организация терминаль-
ного диагностирования динамических систем 
предполагает расчет терминального управления, 
обеспечение требуемого движения системы в за-
данных границах и проверку диагностических 
признаков. Последние определяются отклоне-
нием конечного состояния от заданной конечной 
границы движения системы.

Целью настоящей статьи является описание 
предлагаемой системы тестового диагностиро-
вания линейных дискретных динамических си-
стем на основе движения объекта диагностирова-
ния под действием рассчитанного терминального 
управления.
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Модели движения  
дискретной динамической системы 

Терминальное диагностирование предполага-
ет движение динамической системы в заданных 
границах. Это движение определяется математи-
ческой моделью системы. Рассмотрим ряд таких 
моделей.

Достаточно широко распространено описание 
системы уравнениями состояния. Для дискрет-
ной многомерной системы такое описание имеет 
следующий вид:

( ) ( ) ( ), ( ) , ( ) ;
( ) ( );

( ) , ( ) , ( ) .

Вектор x(t) определяет движение системы 
в пространстве состояний системы. Оно осущест-
вляется от известных начальных условий x0 к ко-
нечным условиям xk. Однако движение системы 
в пространстве состояний недоступно для наблю-
дения. Его можно наблюдать только с помощью 
вектора y(t). Поэтому для расчета вектора u(t) 
терминального управления вместо недоступных 
векторов состояний будут использованы доступ-
ные векторы y(0) и y(k).

Система четвертого порядка может быть опи-
сана уравнениями состояния строковой управля-
емой канонической формы:

( ) ( ), ( ) , ( ) ;
( ) ( ), ( ) , ( ) ;
( ) ( ), ( ) , ( ) ;

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
( ) , ( ) ;

( ) ( ).

Матрицы системы будут следующими:

; ; .

Наблюдаемое движение системы от известных 
нулевых начальных условий к требуемому единич-
ному конечному условию при k 10 показано на 
рис. 1, а и б в виде решетчатых функций. Конечный 
выход равен 1, что соответствует принятому при 
расчете терминального управления значению.

Таким образом, описание многомерных си-
стем с помощью уравнений состояния представ-
ляет собой удобный инструмент для исследова-
ния управляемого движения системы.

Скалярные системы чаще всего описываются 
рекуррентным уравнением высокого порядка

( ) ( ) ... ( )
( ) ... ( );

( ) , ( ) , ..., ( ) .

Движение системы от известных начальных 
условий под действием управления u(t) к тре-
буемому конечному условию y(k) определяется 
функцией времени y(t).

Если все коэффициенты левой части уравне-
ния равны 1, а коэффициенты правой части рав-
ны 0, кроме последнего коэффициента, равного 1, 
то движение такой скалярной системы будет та-
ким же, как на рис. 1.

Многоканальные системы с m входами и s вы-
ходами имеют ms каналов: ui  yj. Их можно за-
дать полиномиально-матричным описанием 

( ) ( ) ( ) ( ).

Здесь z — оператор z-преобразования; A(z), 
B(z) — полиномиальные матрицы, элементами 
которых служат полиномы от z. Для исследова-
ния моноканальной системы построим матрич-
ную передаточную функцию

( ) ( ) ( ).
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 Рис. 1. Управляемое наблюдаемое движение си-
стемы четвертого порядка: а — терминаль-
ное управление в интервале времени от 0 до 
9; б — выходы системы в интервале време-
ни от 0 до 10

 Fig. 1. Controlled the observed movement of the sys-
tem of the fourth order: а — terminal control 
in the time interval from 0 to 9; б — outputs 
of the system in the time interval from 0 to 10
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Исследование будет проходить при нулевых 
начальных условиях для всех каналов системы. 

Для четырехканальной системы полиноми-
ально-матричное описание может иметь вид

( ) ( )
.

( ) ( )

Расчет матричной передаточной функции дает 
следующий результат:

( )
( ) ( )

( )
( )
( ) ( )

.

Управляемое движение канала u1  y1 при 
нулевых начальных условиях и единичном ко-
нечном условии показано на рис. 2, а и б. Здесь 
движение начинается при нулевом выходе и за-
канчивается при расчетном значении 1.

Таким образом, рассмотренные модели дви-
жения линейных дискретных динамических си-
стем позволяют провести детальное их исследо-
вание и выполнить расчет терминального управ- 
ления.

Расчет терминального управления

В работе [11] приведены расчеты сингулярного 
и импульсного терминальных управлений дис-
кретными системами. Все расчеты терминаль-
ного управления для рассмотренных моделей 
движения системы основаны на использовании 
матрицы марковских параметров

[ , , ..., ]
[ , , ..., ].

Если km > n и пара (A, B) управляема, то су-
ществует бесконечное множество терминальных 
управлений. Рассмотрим методы расчета некото-
рых видов терминального управления.

Метод расчета на основе псевдообращения 
матрицы марковских параметров предполагает 
сначала оценку состояний в начальный момент 
времени по свободному движению исправной на-
блюдаемой системы:

( ) ( ), ( );
( ) ( );

/ ;

[ , , ..., ( ) ]

ˆ ( ) ( ) ( , ),

 

где символ «+» означает псевдообращение матри-
цы.

Затем выполняется непосредственный расчет 
терминального управления:

ˆ( ) ( ) ( );
( ) ( ) ( )

ˆ ( ) ( ) ( );
...

ˆ( ) ( ) ( ) ...
( ) ;

( , ) ( , ), [ , , ...,

ˆ], ( , ) ( );

( , ) ( , );
( , ) ( , ).

Результатом предлагаемого расчета является 
km-мерный вектор программы терминального 
управления u(0, k – 1).

Метод расчета сингулярного терминального 
управления следует выполнять тогда, когда век-
тор y(0, k) оказывается нулевым. Псевдообращение 
матрицы марковских параметров здесь заменяет-
ся получением сингулярного вектора для нулевого 
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 Рис. 2. Управляемое движение канала u1  y1: 
а — терминальное управление; б — выходы 
системы четвертого порядка 

 Fig. 2. The controlled movement of a channel 
u1  y1: of the four-channel system: а — ter-
minal control; б — output of the system of 
the fourth order
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сингулярного числа матрицы марковских параме-
тров:

( , ) ;
( , ) ;

( , ) ;
( , ) ( , ).

 

Вектор v является искомым вектором в рас-
чете программы терминального управления. 
Следует отметить, что рассмотренный метод рас-
чета сингулярного терминального управления 
применяется всегда, когда и начальные, и конеч-
ные границы движения нулевые.

Импульсное управление также может осу-
ществлять движение системы в заданных грани-
цах. Двухимпульсное терминальное управление, 
осуществляющее движение системы между нуле-
выми границами, имеет следующий вид:

u(0, k) [u(0); 0; …; 0; u(k – 1)].

Первый импульс u(0) задается, исходя из кон-
кретной ситуации, а второй импульс u(k – 1) рас-
считывается как решение уравнения

( ) ( ) ( ) .

Отсюда, полагая, что число выходов меньше 
числа входов (s < m), получим значение второго 
импульса

( ) ( ) ( ).

Рассчитанное двухимпульсное терминальное 
управление создает движение, начинающееся 
в нуле, и обязательно возвращается в нуль.

При ступенчатом управлении может осущест-
вляться движение в заданных границах. Будем 
полагать, что указанные ступеньки начинаются 
в нуле, продолжаются с увеличением на единицу 
и заканчиваются расчетом последней ступеньки, 
которая возвращает систему в состояние с нуле-
вым выходом. Расчет такого ступенчатого терми-
нального управления следующий:

ˆ( ) ( ) ( , ) ;

( , ) [ , , , ..., ( ), ( )];

ˆ ( ).

Управление приводит систему в заданное зна-
чение выхода системы, начинаясь в заданном на-
чальном значении. 

Предложенный вариант терминального управ-
ления, основанный на псевдообращении матрицы 
марковских параметров тестируемой системы, ха-
рактеризуется тем, что каждый m-мерный блок 

km-мерного вектора терминального управления 
u(0, k – 1) имеет минимальную евклидову норму. 
Поэтому такое терминальное управление являет-
ся единственным управлением.

Двухимпульсное и ступенчатое управления 
не являются единственными, так как и в первом, 
и во втором случаях произвольно задается один 
параметр: либо величина начального импульса, 
либо размер ступеньки. 

Терминальное диагностирование

Терминальное диагностирование линейных 
дискретных динамических систем целесообразно 
выполнять при нулевых границах их движения. 
В этом случае диагностические признаки будут 
очень простыми: потребуется проверять приход 
системы в нулевые значения выходов. При орга-
низации терминального диагностирования не-
обходимо задавать число шагов тестирования. 
Выбирать его следует, исходя из динамики систе-
мы, определяемой ее собственным движением. 
Подробно этот вопрос в статье не рассматривается.

Предложение выполнять диагностирова-
ние при нулевых границах требует использова-
ния сингулярного терминального управления. 
Покажем расчет такого управления для системы 
четвертого порядка с помощью математического 
пакета MatLab:

Вводи...
Матрица коэффициентов [0 1 0 0; 0 0 1 0; 0 

0 0 1; –1 –1 –1 –1]
A 0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
–1 –1 –1 –1
Матрица входов [0 0 0 1]
B 0
0
0
1
Матрица выходов [1 1 1 1]
C 1 1 1 1
Конечное время 10
Конечные условия выходов 0
yk 0
Ошибка 0
Готов ввод
Считаю....
Реальные, неизвестные НУ [0;0;0;0]
xo 0
0
0
0
s –0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 

5.5279 5.5279 14.4721 14.4721
Номер нулевого сингулярного числа 1
Готов счет
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Смотри...
Конечные диагностические признаки:
2.2204e–16
Готово
Графики терминального управления и выхо-

дов системы без дефекта показаны на рис. 3, а и б.
Увеличение из-за дефекта всех коэффициен-

тов последней строки матрицы А на 0,1 приводит 
к ненулевому диагностическому признаку:

>> e 0.1;
>> sctuvx4
Считаю....
Готов счет
Смотри...
Конечные диагностические признаки:
–0.0260
Готово
Характер движения системы при этом почти 

не меняется (см. рис. 3).
При терминальном диагностировании с нуле-

выми границами движения можно использовать 
не только сингулярное, но и импульсное управ-
ление. Для скалярной системы пятого порядка 
вида

( ) ( ) ( ) ( ) ( );
( ) , ( ) , ( ) , ( ) , ( )

выполним расчет импульсного терминального 
управления:

Вводи...

Коэффициенты левой части без старшей 
1 [0 1 0 1 0]

Коэффициенты правой части без старшего 
[1 0 0 0 1]

Начальные условия выходa и его сдвигов 
[1;1;0;1;0]

Конечное время 20
Конечное условие выхода 0
Ошибка 0
Готов ввод
Считаю....
Готов счет
Смотри...
Конечный диагностический признак 0
Готово
Конец
Графики терминального управления и выхо-

дов скалярной системы без дефекта показаны на 
рис. 4, а и б.

Увеличение из-за дефекта всех коэффициен-
тов левой части рекуррентного уравнения на 0,1 
приводит к ненулевому диагностическому при-
знаку:

>> e 0.1;
>> sctuvx4
Считаю....
Готов счет
Смотри...
Конечный диагностический признак 0.441264
Готово
Конец
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 Рис. 3. Управляемое движение системы без дефек-
та: а — терминальное управление; б — вы-
ходы системы

 Fig. 3. Controlled motion system without defect: 
а — terminal control; б — output of the sys-
tem
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 Рис. 4. Управляемое движение скалярной системы 
без дефекта: а — терминальное управле-
ние; б — выходы системы

 Fig. 4. Controlled motion of a scalar system without 
defect: а — terminal control; б — output of 
the system
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Графики терминального управления и выхо-
дов скалярной системы с дефектом показаны на 
рис. 5, а и б.

Аналогичным образом рассчитывается с по-
мощью математического пакета MatLab ступен-
чатое терминальное управление. Применение его 
для четырехканальной системы дает для каждо-
го канала такие же результаты, как и в случае 
скалярной системы.

Чувствительность терминального диагно-
стирования определяется величиной конечного 
диагностического признака. В идеальном случае 
он должен быть равным нулю. Но наличие по-
грешностей в работе реальной системы приводит 
к тому, что должен быть назначен допуск на ве-
личину конечного диагностического признака. 
Подробно эта задача рассматривалась в работах 
по функциональному диагностированию.

Таким образом, терминальное диагностиро-
вание, примененное к различным динамическим 
системам, обеспечивает обнаружение дефектов 

за счет появления ошибок в известных моделях 
движения системы.

Заключение

Терминальное диагностирование является 
новым методом в технической диагностике. Оно 
позволяет тестировать динамические системы 
в естественном режиме движения их в заданных 
границах. Тестовым сигналом в данном случае 
является рассчитанное заранее терминальное 
управление. Предлагается выбирать границы 
движения системы нулевыми. Тогда диагности-
ческие признаки оказываются достаточно про-
стыми. Необходимо проверить достижение си-
стемой в процессе тестового движения нулевых 
выходных сигналов. Приведенные в статье рас-
четы диагностического терминального управле-
ния относятся к дискретным системам. Поэтому 
расчетные формулы получились алгебраически 
простыми. Псевдообращение матриц реализует-
ся с помощью математического пакета MatLab.

Рассмотренное терминальное диагностирова-
ние конкретных систем ограничивалось контро-
лем, с помощью которого обнаруживался факт 
появления дефекта. Более сложной является за-
дача локализации дефекта. Поскольку в основу 
терминальной диагностики положены математи-
ческие модели проверяемых систем, то и локали-
зацию дефектов целесообразно проводить с точ-
ностью до элементов этих моделей. Так, при ис-
пользовании уравнений состояния многомерной 
системы можно выполнить локализацию дефек-
та с точностью до одной из матриц этих уравне-
ний. При использовании передаточной функции 
скалярной системы дефект локализуется либо 
в числителе, либо в знаменателе этой функции. 
Что касается полиномиально-матричного описа-
ния многоканальной системы, то здесь дефект ло-
кализуется с точностью до канала системы. 

Другой метод локализации дефекта рассмо-
трен в работах по функциональному диагности-
рованию и связан с использованием принципа 
диагностирования по годографам дефектов. Этот 
принцип требует большой подготовительной ра-
боты по созданию годографов.

Работа поддержана грантом РФФИ № 17-08-
00244.
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 Рис. 5. Управляемое движение скалярной системы 
c дефектом: а — терминальное управление; 
б — выходы системы

 Fig. 5. Controlled motion of the scalar defect sys-
tem: а — terminal control; б — output of the 
system
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Introduction: The known works on test diagnostics of dynamic systems discuss the methods of diagnostics based on special test 
signals. However, these methods are often too complicated or unsafe (delta functions, jumps, etc). The challenge is to develop a method 
for testing dynamic systems which would provide a natural test motion of the system, for example, within specified bounds. Such a 
movement uses terminal control, so the diagnostics can be called terminal. Purpose: The goal is to examine the test diagnostics of linear 
discrete dynamic systems, using predefned terminal control as a test signal. Methods: We used the discrete system control theory which 
allowed us to build formulas for obtaining control of the system motion within given bounds. Results: We have developed a method for 
test diagnostics of discrete dynamic systems. The essence of the method is that using the calculated terminal control, the system comes 
into a state with the desired output signals. Due to this, the diagnostic criteria are rather simple: you just need to check the required 
output signals. The obtained results allow you to perform test diagnostics of discrete dynamic systems, which differs from the known 
methods because the test motion is a natural motion of the system within the given bounds.

Keywords — Motion System Model, Linear Discrete System, Motion Bounds, Terminal Control, Terminal Diagnostics.
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