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Цель: вероятностный анализ случайных потоков событий на основе двумерных диаграмм рассеяния и исследова-
ние общей структуры диаграмм для нескольких наиболее распространенных моделей случайных потоков. Результаты: 
показаны особенности построения диаграмм рассеяния, которые заключаются в отображении двумерной информации 
в задачах вероятностного анализа случайных потоков событий. Введены простые числовые характеристики, отражаю-
щие информационную структуру случайных данных на фазовой плоскости. Выполнен вероятностный анализ диаграмм 
рассеяния для класса простых пуассоновских потоков, случайных потоков с неоднородной вероятностной структурой, 
потоков с двойной стохастичностью и класса случайных альтернирующих потоков событий. Практическая значимость: 
потенциальная полезность полученных результатов и практического использования диаграмм рассеяния состоит в на-
глядности и высокой информативности представления двумерной информации на фазовой плоскости. Диаграммы рас-
сеяния позволяют накапливать, усреднять и систематизировать выборочные данные, оперативно оценивать однород-
ность потоков событий, рассматривать эффекты коррелированности, группировки, эффекты случайных «загрязнений» и 
эффекты случайного пропуска данных.
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мы рассеяния, вероятностный анализ, неоднородные данные.

Введение

Наиболее часто модели случайных потоков ис-
пользуются при описании различных последова-
тельностей однородных событий. Необходимость 
исследования таких потоков возникает во мно-
гих задачах физики, биологии, техники, теории 
надежности и теории рисковых ситуаций, теории 
транспортных потоков, разнообразных задачах 
логистики и задачах теории массового обслу-
живания. Типовыми примерами случайных по-
токов событий могут быть последовательности 
телефонных вызовов, потоки заявок при много-
станционном доступе в спутниковых системах 
связи, моменты отказов вычислительных систем, 
потоки импульсов в нейронных сетях, случай-
ные потоки электронов, фотонов или каких-либо 
элементарных частиц при ядерно-физических 
экспериментах. Это могут быть и потоки перехо-
дов какой-либо сложной системы из одного состо-
яния в другое.

Если рассматривается некоторая последова-
тельность однородных событий, каждое из кото-
рых может происходить в случайный момент вре-
мени ti, то поток таких событий условно можно 
представить (рис. 1) на оси времени 0t в виде по-
следовательности точек {tn} — случайного точеч-
ного процесса. Каждая точка ti, i1, 2, … соответ-
ствует при этом моменту появления i-го события, 
а значения iti ti1 — длительностям интерва-
лов между последовательными событиями.

Учитывая, что случайный поток состоит из 
однородных событий, анализ точечных процес-
сов {tn, n 1, 2, …} во многих практических за-

дачах основан на исследованиях вероятностных 
характеристик временных интервалов {i}. При 
таком исследовании важное значение имеет не 
только описание длительностей i, но и рассмо-
трение совместных свойств случайных величин i 
и j при j ¹ i. Одним из возможных (и наиболее 
простых) подходов к выявлению особенностей со-
вместного поведения длительностей i и j являет-
ся анализ диаграмм рассеяния для i, j на фазо-
вой плоскости (i, j). Подобные представления ис-
пользуются в анализе вероятностной структуры 
временных рядов, например, при корреляцион-
ном, регрессионном и факторном анализе [1–4], 
в задачах распознавания образов [5], задачах об-
работки данных радиофизических эксперимен-
тов [6] и данных аэрокосмического мониторинга 
[7], задачах анализа информации в эконометрике 
[8], кардиологии [9] и нейрофизиологии [10].

Характерными свойствами диаграмм рассе-
яния, с одной стороны, являются простота и на-
глядность отображения двумерной информации, 
возможность накопления и усреднения выбороч-
ных данных при возрастании общей длительно-

  Рис. 1.  Отдельная реализация точечного процес-
са tn, n 1, 2, … и случайная последователь-
ность интервалов i между отдельными со-
бытиями

tn , n  = 1, 2, …
i

i +
 1 i, i  1, 2, …

t0  0 t1 t2 ti ti+1… 1 5 m

t i
…



ИНФОРМАЦИОННО
УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ № 4, 201686

СТОХАСТИЧЕСКАЯ ДИНАМИКА И ХАОС

сти наблюдений. С другой стороны, исследования 
самих диаграмм рассеяния [1–10], как правило, 
носят лишь описательный характер, выполняют-
ся на уровне визуального анализа и не использу-
ют значительную часть информации, содержа-
щейся в вероятностной структуре получаемых 
данных.

Цель данной работы — анализ особенностей 
представления случайных величин i и j на фа-
зовой плоскости (i, j) и вероятностное исследо-
вание диаграмм рассеяния для нескольких прак-
тически важных моделей случайных потоков со-
бытий {tn}.

Диаграммы рассеяния 
для процессов Пуассона

Общая структура и основные свойства процес-
сов Пуассона достаточно хорошо изучены; такие 
процессы рассматриваются во многих работах 
(например, [1, 11, 12]) и используются в качестве 
базовой модели при построении большинства 
других, более сложных моделей случайных по-
токов событий [13, 14]. Именно поэтому с модели 
пуассоновского процесса полезно начать вероят-
ностный анализ диаграмм рассеяния.

Предположим, что {tn, n1, 2, …} — простой 
пуассоновский поток событий, и рассмотрим 
случайную последовательность {i, i1, 2, …} вре-
менных интервалов iti ti1 между соседними 
событиями. Характерной особенностью данной 
модели является то, что величины 1, 2, …, n от-
носятся здесь к классу независимых одинаково 
распределенных случайных величин. Они опи-
сываются экспоненциальным распределением 
[11–14], и если через  обозначить интенсивность 
потока (т. е. среднее число событий в единицу 
времени), то плотность вероятностей p() и функ-
ция распределения F () для i будут иметь вид

( ) exp( ),p      1( ) exp( ),F      0.      (1)

Условие взаимной независимости интервалов 
i и j при i ¹ j позволяет по выражениям (1) опре-
делить совместную плотность вероятностей

2
2

0,

( , ) ( ) ( ) exp ( ) ,

.
i j i j i j

i j

p p p              
 

  
(2)

Формально функция (2) содержит всю ин-
формацию о совместном поведении временных 
интервалов i и j, и является основой для иссле-
дования двумерных вероятностных характери-
стик случайных последовательностей {i}. Однако 
в задачах статистического анализа построение 
по экспериментальным данным двумерных рас-
пределений требует больших объемов выборки 
и существенных вычислительных затрат. Кроме 
того, подобная информация в функции (2) содер-

жится в неявном виде, и для ее выделения нуж-
ны дополнительные операции.

Рассмотрим здесь более простой способ ото-
бражения информации о совместном поведении 
длительностей i и j. Выберем для определен-
ности значение ji1 и будем интерпретировать 
случайные величины i и i+1 как координаты 
точки на плоскости (i, i+1). Тогда поведение по-
следовательности {i, i1, 2, …} можно предста-
вить геометрически в виде некоторой диаграммы 
рассеяния. В качестве простой иллюстрации на 
рис. 2 приведена типовая диаграмма для дли-
тельностей интервалов i и ji+1 пуассоновского 
потока событий. Ее общий вид непосредственно 
связан с особенностями поведения совместной 
плотности вероятностей p(i, j).

Действительно, характер функции (2) под-
тверждает (см. рис. 2), что для рассматриваемой 
модели процесса {tn, n1, 2, …} диаграмма рассея-
ния должна обладать относительно высокой кон-
центрацией (или «плотностью») точек в окрест-
ностях малых значений  и не должна иметь 
каких-либо явно выраженных областей группи-
ровки событий на плоскости (i, i+1) при возрас-
тании длительностей . С увеличением значений 
 плотность точек (или плотность событий потока) 
уменьшается по экспоненциальному закону.

Для определения вероятностных характери-
стик диаграмм рассеяния зададим на фазовой 
плоскости (i, j) некоторую область «допусти-
мых» значений . Границы этой области (рис. 3) 

  Рис. 2.  Характер представления двумерной инфор-
мации в виде совместной плотности вероят-
ностей и в виде диаграммы рассеяния
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  Рис. 3.  Типовая структура диаграммы рассеяния 
для пуассоновского потока событий и за-
данные области  допустимых значений
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определим из условия i Î (0, Hx), где Hx может 
рассматриваться как некоторый пороговый уро-
вень в диапазоне изменений длительностей i.

Предположим, что исследуется случайный 
поток событий {tn, n1, 2, …} и наблюдению до-
ступно m временных интервалов 1, 2, …, m. При 
отображении этих наблюдений на фазовой пло-
скости (i, i+1) диаграмма рассеяния будет содер-
жать (m1) точек, каждая из которых характери-
зуется координатами i, j, где j = i + 1, а i = 1, 2, …, 
m  1. Некоторое число этих точек n(, m) может 
находиться в заданной области  допустимых 
значений i Î (0, Hx), а часть точек, обозначим их 
число через n+(, m), — за границами выбран-
ной области . Если какая-либо произвольная 
точка i описывается координатами i, i+1 и при 
этом выполняется условие i  Hx, то данная точ-
ка находится в области допустимых значений . 
Вероятность такого события P{Î } можно вы-
разить через функции (1) как

0

d

0

{ } { } ( ) ( ),

.

xH

i x x

x

P P H p F H

H

         





    
(3)

С другой стороны, если значение i  Hx, то 
рассматриваемая точка i выходит за границу за-
данной области , и вероятность этого события

d 1{ } { } ( ) ( ).
x

i x x
H

P P H p F H


             (4)

Таким образом, если наблюдению доступно m 
случайных величин 1, 2, …, m, то при анализе 
диаграмм рассеяния, с учетом вероятностей (3) и 
(4), можно определить математическое ожидание 
(среднее значение) числа точек N (, m)M{n (, 
m)}, попадающих на фазовой плоскости в область 
, и среднее число точек N(, m)M{n(, m)}, 
выходящих за границы области допустимых зна-
чений :

1( , ) ( ) { };N m m P    

 
 

1

1 1
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N m m N m

m P

      

    
 

(5)

Более полное вероятностное описание слу-
чайных величин n(, m) и n(, m) в подоб-
ных задачах может быть выполнено на основе 
классической для теории вероятностей схемы 
Бернулли [14–16]. Так, будем считать, что ре-
зультаты наблюдений 1, 2, …, m относятся 
к классу независимых случайных величин и ото-
бражаются на фазовой плоскости (i, i+1) в виде 
совокупности случайно расположенных точек 
1, 2, …, m–1. Каждая точка i с вероятностью 
p = P{ Î }F(Hx) попадает в область допусти-

мых значений  и с вероятностью p1  p
1  F (Hx) выходит за пределы заданной области 
. Тогда, по аналогии с результатами работы [15], 
вероятность выхода за пределы области ровно k 
точек из рассматриваемой совокупности 1, 2, …, 
m–1 определится выражением
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1 1
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k k m k
m

p n P n m k

C p p

 

   


   

 
  

(6)

где k0, 1, 2, …, m 1, а Ck
m–1(m 1)!k!(m 1  k)! — 

число сочетаний из (m 1) элементов по k.
По своему виду результат (6) соответствует 

одному из наиболее распространенных в теории 
вероятностей [14, 16] биномиальному закону рас-
пределения. Форма и параметры этого закона 
в данном случае зависят лишь от общего числа 
наблюдений m и вероятности p. В частности, для 
математического ожидания и дисперсии числа 
точек, выходящих на фазовой плоскости за гра-
ницы заданной области , на основе распределе-
ния (6) получим
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(7)

Эти формулы просты и удобны для числен-
ных расчетов. Полезно, кроме того, заметить, что 
среднее число точек N(, m)M{n(, m)}, попа-
дающих за пределы области , как и следовало 
ожидать, совпадает с выражением (5) и с учетом 
функции распределения (1) может быть представ-
лено в форме

 
1 0( , ) ( )exp( ), .x xN m m H H        (8)

Если учесть здесь дисперсию 2 экспоненци-
ального распределения (1): 2 12, и для удоб-
ства задания области  ввести нормированное 
значение порогового уровня Hx / Hx = hx, то 
формулу (8) можно переписать еще в более на-
глядном виде

 
1 0( , ) ( )exp( ), .x x xN m m h h H         (9)

Это выражение показывает, что при фиксиро-
ванном объеме выборки m = const изменение по-
рогового уровня hx на фазовой плоскости (i, i+1) 
приводит к экспоненциальному изменению сред-
него числа отображающих точек (или событий), 
выходящих за границы заданной области .

Выделим теперь еще одну важную особенность 
вероятностного анализа. Очевидно, что в зависи-
мости от решаемых задач область допустимых 
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значений  может иметь различную форму. Так, 
например, в качестве простого обобщения опре-
делим область  двумя условиями: i Î (0, Hx), 
i+1 Î (0, Hy), где значения Hx и Hy рассматрива-
ются как некоторые пороговые уровни в диапазо-
не изменений  (см. рис. 3).

Вероятность P{ Î } нахождения произволь-
ной точки  с координатами i, j в заданной об-
ласти  запишется при этом в виде
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0 0
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(10)

а при независимости интервалов i и j значение 
вероятности (10) будет определяться как

 0 0

d d

{ } { } { }
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P P H P H
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 (11)

Таким образом, если наблюдению доступно 
m временных интервалов 1, 2, …, m между по-
следовательными событиями точечного процес-
са {tn, n1, 2, …}, то с учетом вероятностей (10), 
(11) для диаграммы рассеяния на плоскости (i, j) 
при j = i + 1 можно определить среднее число то-
чек N(, m), попадающих в область , и среднее 
число точек N(, m), выходящих за границы за-
данной области допустимых значений :

1( , ) ( ) { };N m m P    

 
 1 1( , ) ( ) { } .N m m P        (12)

Формально этот результат совпадает с выра-
жением (5), однако значение вероятности P{ Î } 
в формулах (12) определяется выражениями (10) 
или (11) с учетом иной области допустимых зна-
чений .

Так, в частности, применительно к моделям 
пуассоновских процессов {tn, n1, 2, …} на осно-
ве распределений (1) и (2) записанная в формулах 
(12) вероятность будет определяться значением
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Для удобства практических расчетов в этом вы-
ражении можно выполнить переход от пороговых 
уровней Hx и Hy к их нормированным значениям:

Hx/ Hx = hx,  Hy/ Hy = hy.

В целом полезно здесь подчеркнуть, что рас-
смотренные результаты (3)(13) позволяют вы-
полнять вероятностный анализ общей структуры 

диаграмм рассеяния, определять вероятностные 
характеристики и исследовать количественные 
соотношения в расположении точек (событий) на 
фазовой плоскости (i, j) при различном задании 
границ Hx и Hy области допустимых значений .

Случайные потоки 
с неоднородной структурой

В задачах обработки информации и задачах 
исследования случайных потоков событий доста-
точно часто возникают ситуации, когда интерва-
лы i между отдельными событиями {tn, n1, 2, …} 
имеют неоднородную вероятностную структуру. 
Подобные неоднородности могут быть связаны 
с физической природой изучаемых процессов, 
могут появляться при анализе наблюдений со 
случайными пропусками данных, при анализе 
случайных потоков с «загрязнениями» или появ-
лением аномальных значений.

Рассмотрим простую и распространенную для 
подобных задач вероятностную модель
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в которой плотность вероятностей p() для вре-
менных интервалов {i} представляется в виде 
смеси двух различных распределений p1(½1) и 
p2(½2) с параметрами 1 и 2. Весовые коэффици-
енты 1 и 2 играют в этой модели роль вероят-
ностей, а их соотношение определяет степень не-
однородности случайной последовательности {i}.

Для анализа совместного поведения случай-
ных величин i и j рассмотрим применительно 
к модели (14) особенности поведения диаграмм 
рассеяния для длительностей интервалов i и j 
при j = i + 1, i = 1, 2, …, m1 на фазовой плоскости 
(i, i+1).

Зададим на плоскости (i, i+1) в области из-
менения значений i Î (0, ¥) некоторый порого-
вый уровень Hx  0 и будем считать область  
i Î (0, Hx) областью допустимых значений. Произ-
вольная точка ii(i, i+1) с координатами (i, i+1) 
на фазовой плоскости может находиться в задан-
ной области i Î  и может выходить за грани-
цу Hx этой области, т. е. i Ï . Вероятности этих 
событий в соответствии с формулами (3) и (4) 
определяются выражениями
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Следовательно, если наблюдению доступно 
m случайных величин 1, 2, …, m, то на основе 
общих результатов (5) и вероятностей (15) можно 
определить для диаграммы рассеяния на плоско-
сти (i, i+1) среднее число точек N(, m), находя-
щихся в области допустимых значений , и сред-
нее число точек N(, m), выходящих за границу 
Hx заданной области :

1( , ) ( ) ( , );N m m N m    

 1 1 2 2( , ) ( , ) ( , ),x xN m N H m N H m       (16)

где   

1 d 1 2( , ) ( ) ( ) , , .
x

k x k k
H

N H m m p k


         (17)

Такой результат показывает, что представ-
ление неоднородных данных {i} моделью рас-
пределения p() в виде вероятностной смеси (14) 
позволяет представить и характеристики распо-
ложения точек i на диаграмме рассеяния в виде 
взвешенной суммы слагаемых Nk

(Hx, m), со-
ответствующих отдельным компонентам k1, 2 
случайной последовательности {i}.

Рассмотрим теперь на фазовой плоскости 
(i, i+1) два пороговых уровня Hx и Hy и опреде-
лим область допустимых значений условием

  i Î (0, Hx), i+1 Î (0, Hy).   (18)

Для упрощения анализа будем считать, что 
случайная последовательность {i} является по-
следовательностью независимых и одинаково рас-
пределенных случайных величин с общей плот-
ностью вероятностей (14). Допущение о независи-
мости случайных интервалов {i} характерно для 
большинства моделей точечных процессов {tn}. 
При этом без потери общности можно также 
в определении пороговых уровней (18) положить 
HxHy H.

Перечисленные условия позволяют восполь-
зоваться формулой (11) и для диаграммы рассея-
ния процессов {tn} с неоднородной структурой (14) 
определить вероятность нахождения произволь-
ной точки ii (i, i+1) с координатами (i, i+1) 
в заданной области :

2
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(19)

В свою очередь, этот результат позволяет на 
основе общих выражений (12) непосредствен-
но определить среднее число точек N(, m) и 
N(, m), находящихся в области  допусти-
мых значений (18) и выходящих за границы 
HxHyH заданной области .

Рассмотренная вероятностная модель (14) наи-
более часто используется при описании «загрязнен-
ных» наблюдений, анализе экспериментальных 
данных с «грубыми» ошибками или исследовании 
потоков событий {tn} с аномальными отклонения-
ми параметров. Функции p1(½1) и p2(½2) или па-
раметры интенсивности 1 и 2 в подобных ситуа-
циях существенно различаются между собой.

Для наглядности на рис. 4 показан харак-
терный вид отдельной реализации 1, 2, …, m 
неоднородной случайной последовательности 
{i} и приведена построенная для этой реализа-
ции диаграмма рассеяния на фазовой плоскости 
(i, i+1). В качестве примера за основу здесь был 
выбран случайный точечный процесс {tn}, порож-
денный регулярным потоком однородных собы-
тий со случайными возмущениями длительно-
стей интервалов i между событиями. По струк-
туре эти возмущения представляют собой после-
довательность независимых случайных величин, 
описание которых в модели (14) выполняется на 
основе плотности вероятностей p1(½1). Вторая 
компонента p2(½2) в вероятностной модели (14) 
описывает эффекты резких отклонений длитель-
ностей i от их средних значений и, по существу, 
отражает структуру случайных «загрязнений» 
последовательности {i}.

Неоднородность общей вероятностной струк-
туры точечного процесса {tn} достаточно нагляд-
но проявляется на фазовой плоскости (i, i+1). 
При весовых коэффициентах 1 2 на диаграм-
ме рассеяния (см. рис. 4) отчетливо формируют-
ся область основных значений , определяемых 
функцией p1(½1), и области «загрязнений» — 
скопления редких, но выделяющихся по своей 
величине значений , описываемых плотностью 
вероятностей p2(½2).

При обработке и анализе подобных наблюде-
ний за счет соответствующего выбора пороговых 
уровней Hx и Hy на фазовой плоскости (i, i+1) мо-
гут быть разделены основная и «загрязняющая» 
компоненты.

Рассмотренный здесь подход к анализу и полу-
ченные результаты (14)–(19) позволяют во многих 

  Рис. 4.  Реализация случайной последовательно-
сти {i} с неоднородной вероятностной 
структурой и ее отображение на фазовой 
плоскости
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практических задачах выполнять совместное и 
раздельное исследование вероятностных свойств 
отдельных составляющих в неоднородной струк-
туре случайных потоков событий.

Случайные потоки 
с двойной стохастичностью

Подавляющее большинство моделей случай-
ных потоков событий {tn} строится в предположе-
нии постоянства вероятностных характеристик 
потока на интервале наблюдения. Это относится, 
в частности, и к моделям процессов с неоднород-
ной структурой вида (14). Реальные ситуации не-
редко оказываются более сложными, исследуе-
мые потоки меняют свои параметры случайным 
образом, и для их описания необходимы более 
универсальные вероятностные модели.

Рассмотрим особенности поведения диаграмм 
рассеяния в задачах исследования случайных по-
токов событий с двойной стохастичностью. Для 
этого предварительно отметим, что при фиксиро-
ванных границах области допустимых значений 
 и постоянных на интервале наблюдения веро-
ятностных характеристиках случайного потока 
событий {tn} для произвольной точки ii (i, i+1) 
с координатами (i, i+1) на диаграмме рассеяния 
может быть определена вероятность p  P{ Î } 
события Î  и вероятность p+  P{ Ï }1 p 
того, что точка i выходит за границы заданной 
области .

Условие постоянства вероятностных характе-
ристик случайного потока {tn} позволяет в данной 
ситуации считать постоянными и значения веро-
ятностей p = const и p+ = 1  p = const. Эти особен-
ности, в свою очередь, приводят к возможности 
использования модели биномиального распреде-
ления (6) для описания числа точек n(, m), вы-
ходящих на фазовой плоскости (i, j ) за пределы 
заданной области .

Перейдем теперь к более сложной ситуации и 
рассмотрим вероятностную модель (6) при усло-
вии случайных изменений значения вероятно-
сти p+P{ Ï }. Такие изменения могут проис-
ходить из-за меняющейся помеховой обстанов-
ки при обработке информационных процессов, 
за счет появления нестационарностей, эффектов 
случайной группировки событий в потоке, флюк-
туаций границ заданной области, случайных из-
менений интенсивности потоков и многих других 
причин.

Будем считать, что в распределении (6) веро-
ятность p+ является непрерывной случайной ве-
личиной и описывается некоторой плотностью 
вероятностей w(p+), p+ Î [0, 1]. В этих условиях 
для описания числа точек n(, m) необходи-
мо выполнить вероятностное усреднение функ-

ции (6) по возможным значениям вероятности 
p+ Î [0, 1]:
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(20)

Выражение (20) по своей сути является обоб-
щением биномиального распределения (6) и мо-
жет рассматриваться как вероятностная модель 
случайного потока с двойной стохастичностью. 
Функция w(p+) играет при этом роль управляю-
щего закона для случайных изменений вероятно-
сти p+. Модель (20) справедлива при различных 
распределениях w(p+) и независимо от конкрет-
ного вида функции w(p+) дает возможность найти 
два полезных общих соотношения для основных 
параметров:
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Эти соотношения показывают связь математи-
ческого ожидания N(, m) и дисперсии D[n(, m)] 
случайной величины n(, m) с соответствующи-
ми параметрами p+M{p+} и D[p+] управляюще-
го закона распределения w(p+).

Результаты (20) и (21) для многих практиче-
ских задач дают исчерпывающее описание веро-
ятностных характеристик числа точек n(, m), 
выходящих на фазовой плоскости за границы 
заданной области . Сравнивая формулы (20), 
(21) и (6), (7), необходимо здесь заметить, что 
случайные изменения вероятности p+ и переход 
к исследованиям случайных потоков с двойной 
стохастичностью (20) всегда приводят к возраста-
нию дисперсии D[n(, m)] случайной величины 
n(, m). Как и следовало ожидать, это возраста-
ние непосредственно связано с дисперсией D[p+] 
управляющего закона распределения w(p+). Если 
случайные изменения параметра p+ уменьшают-
ся, то D[p+]  0, и формулы (20), (21) переходят 
в соответствующие выражения (6), (7) для типо-
вых задач с фиксированным значением вероятно-
сти p+ = 1  p = const.

Очевидно, что вероятностная модель (20) 
с двойной стохастичностью является более общей 
для исследования случайных потоков событий. 
Полученные при этом результаты (20), (21) позво-
ляют выполнять анализ вероятностной структу-
ры диаграмм рассеяния в условиях случайных 
изменений заданной области  и случайных из-
менений вероятностных характеристик рассма-
триваемых потоков событий.
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Структура 
альтернирующих потоков событий

Остановимся теперь кратко на рассмотре-
нии вероятностной структуры диаграмм рас-
сеяния для класса альтернирующих процессов. 
Характерной особенностью таких процессов яв-
ляется существование двух типов интервалов {i} 
и {i

} между последовательными событиями. При 
этом сама структура случайного потока {tn} фор-
мируется таким образом, что временные интер-
валы i

 и i
, i = 1, 2, … следуют один за другим, 

поочередно заменяя друг друга и формируя двух-
компонентную случайную последовательность 
вида 1, 1

, 2, 2
, …, n, n

.
На практике обычно предполагается, что все 

случайные величины i и i
 являются взаимно 

независимыми, и их вероятностные характери-
стики описываются некоторыми плотностями 
вероятностей p() и p(). Такие особенности ха-
рактерны для многих задач теории массового 
обслуживания, теории надежности и теории вос-
становления, задач логистики и задач теории за-
пасов.

Для анализа вероятностной структуры аль-
тернирующего потока событий {tn} предположим, 
что наблюдению доступна случайная последова-
тельность

 1, 1
, 2, 2

, …, m, m,   (22)

состоящая из m пар временных интервалов i
 

и i
, i = 1, 2, … . Такая последовательность (22) 

может рассматриваться как отдельная реали-
зация i, i

, i = 1, …, m двумерной векторной не-
прерывной случайной последовательности {i, i

} 
с независимыми компонентами {i} и {i

}. Если 
при этом значения i и i

 интерпретировать как 
координаты точки ii (i, i

) на фазовой плоско-
сти (i, i

), то реализация (22) может быть пред-
ставлена на этой плоскости в виде некоторой диа-
граммы рассеяния. По своей структуре такая ди-
аграмма отличается от рассмотренных ранее ди-
аграмм (см. рис. 3 и 4). Она формируется на фазо-
вой плоскости (i, i

) из двух классов случайных 
величин {i} и {i

} и, по существу, может рассма-
триваться как диаграмма рассеяния для двумер-
ной векторной случайной последовательности 
{i, i

; i = 1, 2, …}.
Характерный вид такой диаграммы показан 

на рис. 5. Для наглядности здесь приведен типо-
вой пример, когда длительности интервалов {i} 
описываются экспоненциальным распределени-
ем p(), а интервалы {i

} характеризуются гауссо-
вой моделью p().

Различия этих распределений наглядно про-
являются в вероятностной структуре располо-
жения точек ii(i, i

). Так, в частности, кон-
центрация отображающих точек на фазовой 

плоскости (i, i
) вдоль горизонтальной оси отра-

жает экспоненциальный характер убывания их 
количества по мере возрастания длительности i. 
Расположение и характер рассеяния точек i 
вдоль вертикальной оси 0i

 отражает особенно-
сти гауссова распределения p() интервалов i

. 
Здесь наглядно проявляются эффекты группи-
ровки точек в окрестностях среднего значения 
mM{i

} и эффекты характерного для гауссовой 
модели убывания количества отображающих 
точек ii (i, i

) при возрастании отклонений 
½i
  m½ переменной i

 от значения M{i
}.

Если применительно к подобным диаграм-
мам рассеяния (см. рис. 5) воспользоваться ре-
зультатами (3)–(9) и (11), (12), то появляется воз-
можность исследовать вероятностную структуру 
альтернирующих потоков событий. Так, в част-
ности, задавая различные пороговые уровни для 
значений {i}, можно исследовать вероятностные 
характеристики распределений p(). Если рас-
сматривать длительности интервалов {i

}, то при 
различных пороговых уровнях для i

 можно ис-
следовать вероятностные характеристики рас-
пределений p().

Заключение

Результаты данной работы показывают воз-
можности вероятностного анализа диаграмм рас-
сеяния и особенности их использования в задачах 
исследования общей структуры случайных по-
токов событий. Диаграммы рассеяния обладают 
достаточно высокой информативностью и позво-
ляют отображать, накапливать и систематизиро-
вать на фазовой плоскости двумерную информа-
цию о совместном поведении случайных величин. 
На их основе удается оценивать однородность 
выборки, рассматривать эффекты коррелирован-
ности, группировки, эффекты «загрязнения» и 
случайного пропуска данных, выполнять при-
ближенную оценку простых вероятностных 

  Рис. 5. Особенности общей структуры альтерни-
рующих потоков событий
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характеристик — математического ожидания, сте-
пени разброса выборочных данных, вероятностей 
нахождения случайных величин в заданной об-
ласти допустимых значений. Подобные операции 
представляют особый интерес в задачах опера-
тивной обработки данных и экспресс-анализе ве-
роятностной структуры различных по своей фи-
зической природе случайных потоков событий.

Следует также отметить, что полученные в дан-
ной работе результаты допускают различные 
обобщения. В частности, это может быть связано 
с выбором вероятностных моделей рассматрива-
емых случайных потоков, принципами выбора 
областей допустимых значений, исследованиями 
нестационарных и неоднородных вероятностных 
структур.
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Purpose: Our goals are probabilistic analysis of random streams of events on the base of two-dimensional scatterplots, and studying 
a common structure of charts for several most common models of random streams. Results: We have shown the specific features of 
building scatterplots which are displaying two-dimensional information in the problems of probability analysis of random streams 
of events. We introduced simple numerical characteristics reflecting the information structure of random data on the phase plane. 
We performed probabilistic analysis of scatterplots for a class of simple Poisson streams, for random streams with inhomogeneous 
probabilistic structure, for streams with double stochasticity and for a class of random alternating streams of events. Practical 
relevance: Presenting two-dimensional information on a phase plane is highly informative, therefore scatterplots are potentially useful. 
They allow you to store, average out and systematize sampled data, quickly assess the homogeneity of the event streams, consider 
correlation effects, grouping, random "contamination" effects and randomly missed data.

Keywords — Information Processing, Random Processes, Event Streams, Point Processes, Scatterplots, Probabilistic Analysis, 
Inhomogeneous Data.
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