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Введение: одной из основных задач теории связи является определение таких характеристик системы передачи инфор-
мации, как помехоустойчивость (вероятность ошибки) и скорость передачи, знание которых позволяет определить, соответ-
ственно, качество и количество переданной информации. Вычисление вероятности ошибки для канала связи, например с за-
мираниями, позволяет оценить потери или выигрыш в помехоустойчивости при использовании в модемах различных сигналь-
ных конструкций. Цель: разработка методики расчета вероятности символьной (битовой) ошибки при когерентном приеме 
сигналов в канале связи с аддитивным белым гауссовым шумом и общими (частотно-неселективными) замираниями, описы-
ваемыми гамма-распределением или K-распределением (соответственно их называем гамма-замиранием и K-замиранием). 
Результаты: получены соотношения, позволяющие рассчитать помехоустойчивость приема для произвольных двумерных 
сигнальных конструкций для канала связи с гамма- или K-замираниями и аддитивным белым гауссовым шумом. Приведены 
примеры расчета вероятности символьной ошибки для сигналов фазовой модуляции и квадратурно-амплитудной модуляции. 
Расчет вероятности ошибки в канале с замираниями для двух различных законов распределения был сведен к одной новой 
специальной функции, представляющей собой интеграл от произведения функции Трикоми и алгебраической функции. Это по-
зволило разработать универсальный математический подход, справедливый для обоих вариантов замираний. Для вычисления 
введенной в статье новой специальной функции и ее представления через известные функции использованы как классические 
гипергеометрические функции, так и обобщенная гипергеометрическая функция двух переменных — функция Кампе де Ферье. 
Практическая значимость: на основе предложенной методики при использовании в перспективных (разрабатываемых) теле-
коммуникационных стандартах многопозиционных сигнальных конструкций можно получить оценку их потенциальной помехо-
устойчивости, что позволит объективно сравнивать между собой сигнальные конструкции и корректно выбирать разработчику 
нового модема лучший вариант.
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Введение

В системах передачи информации часто при-
меняются различные двумерные многопозици-
онные сигнальные конструкции. Используемые 
в современных беспроводных системах связи 
сигналы OFDM (Orthogonal frequency-division 
multiplexing — мультиплексирование с орто-
гональным частотным разделением каналов), 
представляющие собой многомерные сигналы, 
строятся на основе двумерных сигнальных кон-
струкций. При изучении сигнальных конструк-
ций удобно использовать их классификацию, 
основанную на расположении сигнальных точек 
в пространстве. Среди многообразия сигналов 
можно выделить четыре класса сигналов: сигна-
лы квадратурно-амплитудной модуляции (КАМ) 
с расположением сигнальных точек в узлах квад-

ратной (целочисленной) решетки (используемая 
решетка не является плотнейшей, однако обла-
дает реализационными преимуществами); сиг-
налы, построение которых основано на решетках 
с наибольшей плотностью упаковки в рассма-
триваемом пространстве, например, в двумерном 
пространстве это гексагональная плотноупако-
ванная решетка (ГЕКС — гексагональные сиг-
нальные конструкции); сигналы поверхностно-
сферической упаковки, когда сигнальные точки 
расположены на поверхности сферы и к которым 
относятся сигналы фазовой модуляции (ФМ); 
сигналы амплитудно-фазовой модуляции с чаще 
всего регулярным расположением сигнальных 
точек на концентрических сферах разного радиу-
са [1–6]. 

В рамках математической теории связи сиг-
нальные конструкции сравниваются между со-
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бой в первую очередь по помехоустойчивости и 
скорости передачи. В этом случае корректным 
является их сравнение по энергетическим за-
тратам на передачу одного бита при условии вы-
полнения требуемых значений символьной или 
битовой вероятностей ошибок. Теоретические ос-
новы расчета вероятности ошибки в канале связи 
с аддитивным белым гауссовым шумом (АБГШ) 
и при использовании критериев максимального 
правдоподобия или максимума апостериорной 
вероятности известны достаточно давно [4–7]. 
Однако, к сожалению, при практической реа-
лизации этих методик встречаются математи-
ческие сложности, которые на данном этапе по-
зволили получить лишь частные случаи формул 
для символьной (битовой) вероятности ошибки 
сигналов КАМ, ФМ и ГЕКС [8–12]. При этом для 
некоторых вариантов сигнальных конструкций 
получены лишь аппроксимирующие формулы, 
которые во многих случаях некорректны в обла-
сти малых отношений сигнал/шум. Это является 
существенным недостатком как с точки зрения 
оценки помехоустойчивости в целом всей сиг-
нально-кодовой конструкции, так и при исполь-
зовании этих формул, например, в канале связи 
с АБГШ и общими (частотно-неселективными) 
замираниями, являющимися следствием много-
лучевого распространения.

Вероятность ошибки для канала связи с об-
щими замираниями может быть определена по 
формуле [4–7]

 

   
0
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        (1)

где Pe/b — вероятности символьной или битовой 
ошибки в канале связи с детерминированны-
ми параметрами и АБГШ; μ — случайный коэф-
фициент передачи канала связи, описываемый 
плотностью распределения вероятностей (п. р. в.). 
Данная формула может использоваться и при не-
когерентном приеме сигналов, однако в научной 
литературе для этого случая, ввиду его матема-
тической сложности, имеется мало примеров вы-
числения вероятности ошибки, в том числе для 
канала с АБГШ. Кроме того, имеющиеся форму-
лы вероятности ошибки при некогерентном прие-
ме содержат функцию Маркума — принципиаль-
но другую специальную функцию, отличную от 
функции Оуэна, что приводит к совершенно дру-
гим подходам при вычислении (1). При определе-
нии вероятности ошибки по (1) требуется реше-
ние двух взаимосвязанных задач. 

Первая задача заключается в вычислении ве-
роятности ошибки в канале связи с детермини-
рованными параметрами и АБГШ при исполь-
зовании многопозиционных сигнальных кон-
струкций. При этом вычисление по (1) с помощью 

некоторых приблизительных оценок (например, 
аддитивной верхней границы [4, 5]) для вероят-
ности ошибки может приводить к существенным 
погрешностям в вычислении вероятности ошиб-
ки для канала с общими замираниями, что мо-
жет, в свою очередь, привести к неправильным 
выводам и рекомендациям для разработчиков 
техники связи. Решение этой задачи для основ-
ных классических сигналов, применяемых в ка-
нале связи с АБГШ, известное частично из работ 
[8–15], приведено полностью в работах [16, 17] 
(т. е. получены точные формулы для символьной 
и битовой ошибок) как для данных сигнальных 
конструкций, так и для некоторых других, ис-
пользуемых в современных телекоммуникаци-
онных стандартах. В частности, доказано, что 
вероятность ошибки в канале связи с АБГШ при 
когерентном приеме представляет собой алгебра-
ическую сумму функций Оуэна, аргументы кото-
рой в общем случае будут различны для разных 
сигнальных конструкций [17–19]. 

Вторая задача, заключающаяся в выборе за-
кона замираний и непосредственном вычислении 
(1), также может быть сложной. Выбор п. р. в. 
должен быть обоснован физически и подтверж-
даться экспериментальными результатами, обра-
ботанными математическими (статистическими) 
методами. Так, в рамках предположения о гаус-
совом распределении квадратурных составля-
ющих, основанном на центральной предельной 
теореме, приходят к известным законам Рэлея, 
Райса, Хойта и Бекмана (трехпараметрическому 
закону). Однако только для рэлеевских замира-
ний вычисление (1) может быть аналитически 
осуществлено после несложных преобразований. 
Для остальных случаев при аналитическом вы-
числении интеграла возникают математические 
сложности. Другой закон — Накагами — выби-
рается авторами чаще всего именно по причине  
относительной простоты вычисления (1) с помо-
щью этого закона. Хотя было подтверждено, что 
закон Накагами можно применять для описания 
замираний, но многие авторы [20–23 и др.] ука-
зывают, что могут быть такие ситуации (каналы 
связи), когда справедливы и другие законы. Что 
еще более важно, встречаются ситуации, для 
которых известные распределения, полученные 
из гауссовой модели, не являются адекватными 
экспериментальным данным. Последнее время 
наблюдается рост публикаций, в которых рас-
сматриваются другие п. р. в., применяемые для 
описания общих замираний, например, -μ- и 
-μ-распределения [21, 24, 25] или гамма-распре-
деление [26]. Другим распределением, появив-
шимся в публикациях последнего времени [20, 
23, 27–30], является K-распределение, примене-
ние которого для замираний обосновано в рабо-
тах [31, 32]. 
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Для вычисления (1) часто применяется метод 
MGF (Moment generating function) [6] или метод 
CHF (Characteristic function) [33]. Эти методы 
формализуют вычисление (1), но по-прежнему 
требуют фактических формул для вероятностей 
ошибок.

В данной статье приведена методика расчета 
символьной (битовой) вероятности ошибки, при-
чем, в отличие от известных работ в этой области, 
для произвольных двумерных многопозицион-
ных сигнальных конструкций. Рассматривается 
канал связи с гамма- и K-замираниями и АБГШ 
при когерентном приеме по критерию макси-
мального правдоподобия или максимума апосте-
риорной вероятности.

Фактически в отдельных случаях некоторые 
ограничения могут быть сняты. Основное требо-
вание — вероятность ошибки должна выражать-
ся через функцию Оуэна. Так, например, вероят-
ность битовой ошибки для многомерной много-
позиционной КАМ выражается через функцию 
Гаусса [17], что позволяет формально использо-
вать данную методику и для этого случая.

Статистика распространения радиоволн 

Традиционный подход к изучению математи-
ческих моделей, учитывающих распространение 
радиоволн и эффект многолучевости и вытекаю-
щих из их явлений случайных замираний коэф-
фициента передачи канала связи, описываемых 
соответствующими п. р. в., предполагает исполь-
зование центральной предельной теоремы [4–7]. 
Это приводит к классической гауссовой модели 
канала связи, когда квадратурные составляю-
щие сигнала распределены по нормальному (гаус-
совому) закону. Альтернативный подход к стати-
стике распространения радиоволн подразумевает 
применение других, в том числе негауссовых, 
распределений, интерес к которым в последнее 
время значительно возрос. В данной статье рас-
сматриваются гамма- и K-распределения.

Гамма-распределение. Одной из математиче-
ских моделей, основанной на негауссовом подхо-
де при описании замираний, является двухпара-
метрическое гамма-распределение (, ) [26]
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Для обозначения того, что случайная величина 
(с. в.) X имеет гамма-распределение с параметра-
ми (, ), будем использовать сокращенную запись 
G(, ). Частными случаями гамма-распределе-
ния являются экспоненциальное распределение 

G(1, ), распределение Эрланга G(n, ) и хи-квадрат 
G(/2,2). Для с. в. XG(, ) начальный момент 
n-го порядка mnnГ(n)/Г(). В частности, ма-
тематическое ожидание m1, начальный мо-
мент второго порядка m2(1)2.

K-распределение. Основой для получения дру-
гого негауссова распределения является мало-
известный факт о некорректности центральной 
предельной теоремы в случае, когда число слага-
емых является с. в., распределенной, например, 
по отрицательно биномиальному закону [33]. 
Тогда приходящий в точку приема сигнал имеет 
следующий вид:
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где число слагаемых n является с. в.
В этом случае приходим к K-распределению 

[33]
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     Re z > 0 — гамма-функция; 

K(z) — функция Макдональда (модифицирован-
ная функция Бесселя 3-го рода), определяемая 
как [34–38]
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Функция распределения для K-распределения
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— характеристическая функция
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где P — распределение с. в. ;
— центральный момент n-го порядка
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Можно показать, что среднее геометрическое 
двух с. в., распределенных по гамма-распреде-
лению, имеет K-распределение. Действительно, 
рассмотрим произведение двух независимых 
с. в., распределенных по гамма-распределе-
нию: 12, где 1G(1, 1), 2G(2, 2). Из 

свойств 2.2.1.1  ;ax se s a s     M  и 1.1.2.2 

   ;x f x s F s     M  [34] следует, что
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— преобразование Меллина [34]. Если F(s) и G(s) — 
преобразования Меллина функций f(x) и g(x), то
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Известно, что преобразованию Меллина плот-
ности распределения вероятностей с. в. 12, 
представляющей собой произведение с. в. 1 и 
2, соответствует произведение преобразований 
Меллина п. р. в. 1 и 2 (4). Следовательно, п. р. в. 
случайной величины  может быть определена 
как обратное преобразование Меллина.

Из свойства 1.1.2.6 [34] получаем, что
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Тогда из 3.14.1.3 [34]
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следует, что
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Произведение двух рэлеевских с. в. с парамет-
рами 21 и 22 (п. р. в. Рэлея –f(x)xe^(–x2/22)/2) 
имеет K-распределение при 1, 42

12
2:

    02 2
1 21 2

.K
X

x x
f Kx

 
     

Если 12, где 1G(1, 1) и 2G(2, 1) —
независимые с. в., тогда [39, c. 379]
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2
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Действительно, из 2.2.1.8 [34] следует, что
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Учитывая (4) и преобразование с. в. 

1
2   , при 

котором преобразование п. р. в. осуществляется 
по f(y)2yf(y2), приходим к требуемому соотно-
шению для K-распределения.

Методика вычисления вероятности ошибки

Основные положения методики для канала 
связи с общими замираниями и АБГШ описаны 
в работе [17]. Вероятность ошибок при оптималь-
ном когерентном приеме двумерных многопози-
ционных сигналов в канале с детерминирован-
ными параметрами и АБГШ по правилу мак-
симального правдоподобия представляет собой 
алгебраическую сумму T-функций Оуэна [17, 18]

 

   2  , ,e b bc k k bc k
k

P a T g      (5)

где bcEbc/N0 — отношение средней энергии Ebc, 
затрачиваемой на передачу одного бита, к одно-
сторонней спектральной плотности мощности 
шума N0; T(z, a) — специальная интегральная 
функция Оуэна, определяемая как [17–19, 40]



ИНФОРМАЦИОННО
УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ № 1, 201980

ИНФОРМАЦИОННЫЕ КАНАЛЫ И СРЕДЫ

 

   
2

21
2

2
0

1 1
d

2 1
, ,

za x
T z a e x

x

 


   arg .a     (6)

Из свойств T-функции Оуэна следует, в част-
ности, что Q(x)2T(x,), x > 0, где  Q x 
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  — функция Гаусса 

[41].

В канале связи с общими замираниями основ-
ная цель заключается в вычислении интеграла 
от функции Оуэна при замираниях, описывае-
мых распределением f(x):
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 d, ,J T ax f x x


    (7)

где f(x) — п. р. в. коэффициента передачи канала 

μ; параметр 22 ;bca g m   величина g определя-

ется в зависимости от сигнальной конструкции, 

а значение  2
2

0

dm x f x x


   — начальный момент 

второго порядка с. в. с п. р. в. f(x).

Замирания, описываемые 
гамма-распределением 

Используя (7) и полагая в гамма-распределе-
нии 1/, получаем
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Поскольку из 2.2.1.6 [34] следует, что
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 — функция па-

раболического цилиндра [35–38], то
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где (a;b;z) — вырожденная гипергеометриче-
ская функция Трикоми, определяемая как [36]
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   (9а)

или c использованием интегрального представле-
ния 
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    (9б)

где Re a, Re z > 0. В (9а) используется вырожден-
ная гипергеометрическая функция Куммера
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где (a)kГ(ak)/Г(a) — символ Похгаммера.

Замирания, описываемые 
K-распределением

Для K-распределения из (7) следует, что

 
   

 
 

 

0

2
0

1
2

1

1
2

1

2
2 2

0

4
d

4 1 1
2 1

1 d d
2

2

2

,

exp

KJ T a

x

a
x

K

K x

















 
     

 
 

 

  
         

 
     

 

 
  

  







или

 
   

1
2

1

2
2 2

2
0

4 1 1
1

2 21

2 1 d

exp

; .

K
a

K

J x t
x

x





    
         

 
   




  
 

 M



ИНФОРМАЦИОННО
УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ№ 1, 2019 81

ИНФОРМАЦИОННЫЕ КАНАЛЫ И СРЕДЫ

Поскольку [34, 3.14.3.10]
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где Wμ(z)z1/2e–z/2(– μ1/2; 21; z) — вы-
рожденная гипергеометрическая функция Уит-
текера [35–38], то
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 (10)

Новая специальная функция

Анализ выражений (8) и (10) показывает, что 
оба соотношения представляют собой частный 
случай интеграла следующего вида:
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  (11а)

Математическое ожидание функции Оуэна 
для гамма-распределения принимает вид L(/2, 
1/2; ; 2/2a2), а для K-распределения — L(, ; ; 
2/a2). При этом z(g, )/bc, где для гам-
ма-распределения (g, )(1)/(4g), а для 
K-распределения (g, )/g. Кроме того, следу-
ет учесть, что математическому ожиданию функ-
ции Гаусса Q(x) соответствует 2L(, ; ; z), 
а Q2(x) — выражение 2[L(, ; ; z)– L(, ; 
1; z)].

При bc0 (обрыв канала), т. е. соответствен-
но при z, получаем, что
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так как (, , z) ~ z при z. Здесь использу-
ется общепринятое обозначение f(x) ~ g(x)(xa), 

которое означает, что 
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Рассмотрим альтернативные представления 
(11а). Легко показать, что возможен следующий 
вариант записи (11а):
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Для численных расчетов, может быть, удобнее 
применять формулу
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(11в)

основанную на тождестве (a; b; z)z1b(a b1; 
2 b; z) [36].

Пусть x211/t, тогда из (11а) следует, что
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где 1/(21). Преобразуем (12а):
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Первый интеграл представляет собой преобра-
зование Меллина [34, 3.29.1.2]
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где , Re μ > 0; Re s > 0, Re b– 1; запись Re s > a, 
b означает Re s > max(a, b) и

 (12б)
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— обобщенная гипергеометрическая функция 
[36, 37]. В формуле преобразования Меллина ис-
пользуется также бета-функция, определяемая 
как
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Рассмотрим второй интеграл
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Воспользовавшись определением функции 
Трикоми (9а), искомый интеграл можно свести 
к интегралам вида
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Здесь учтено, что ana(a1)n/(a)n, (a)nk
(a)n(an)k. Тогда
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где введена функция Кампе де Ферье, определяе-
мая как [42, 43]

     
     

 

 

 

 

 

 
1 1 1

0 0

1 1 1

: ;
: ;

; ; ;
,

; ; ;

,
! !

p q kp q k
l m n

l m n

p q k

j j jr s r s r s
j j j
l m n

r s
j j jr s r n

j j j

a b c
F x y

a b c
x y
r s

 
  

 


  

 
  
    



  

  
 

  

причем для сходимости ряда в правой части долж-
но быть выполнено одно из следующих условий:
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В итоге
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В частности, для гамма-распределения
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Отсюда следует, что для гамма-распределе-
ния при 1 получим частный случай K-распре-
деления: L(1/2, 1/2; ; z).

При , т. е. для K-распределения
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где Ф(a,b;c;w,z) — вырожденная функция Аппе-
ля двух переменных [35–38]:
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При преобразованиях учтено, что справедли-
вы тождества [36]
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Свойства L-функции. Используя соотношения 
для функции Трикоми при частных значениях ее 
параметров, нетрудно получить формулы
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Применяя асимптотику [36]
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получаем также, что
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Примеры расчета вероятности ошибки

Сигналы ФМ-M. Вероятность символьной 
ошибки для ФМ-M при когерентном приеме 
в канале с детерминированными параметрами и 
АБГШ [17]

  2 2 2 ctgsin sin , .e bc bc bcP Q T
M M M
            

   

Для расчета вероятности битовой ошибки 
ФМ-M, M2K при коде отображения Грея спра-
ведливы следующие формулы [17]:
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Используя свойства функции Оуэна, нетрудно 
показать, что справедливы следующие верхние и 

нижние границы (i  3): 2
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 Для средней вероятности 

битовой ошибки имеем
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Сигналы КАМ-MIL-16 (стандарт MIL-STD-
188-110B). Вероятность символьной ошибки для 
КАМ-16, образуемой объединением двух сигналов 
ФМ (внутренней ФМ-4 и внешней ФМ-12) и исполь-
зуемой в стандарте MIL-STD-188-110B, в канале 
с детерминированными параметрами и АБГШ 
при оптимальном когерентном приеме по правилу 
максимального правдоподобия равна [17]
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где коэффициенты определены в табл. 1
При этом
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Максимальная и средняя энергии определя-
ются как
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где d — минимальное евклидово расстояние сиг-
нальной конструкции. Соответственно, квадрат 
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где zk(gk, )/bc; g022
c; gk2bk2

c, k1, …, 
8; (g, )(1)/(4g) — для гамма-распределе-
ния; (g, )/g — для K-распределения.

На рисунке, а–в и в табл. 2 представлены ре-
зультаты расчета вероятности символьной ошиб-
ки для ФМ-16, КАМ-16 и КАМ-MIL-16.

В работе [17] приведены другие формулы (на-
пример, для КАМ-М) для расчета вероятности 
ошибки приема в канале связи с АБГШ различ-
ных сигнальных конструкций, на основе кото-

  Таблица 1. Коэффициенты для вычисления вероятности символьной ошибки для КАМ-16

  Table 1. Coefficients to calculate probability of symbol error rate for QAM-16

k ak bk ck k ak bk ck

1 1  ctg 5 1/2  ctg

2 1  ctg 6 1/2  ctg(2)

3 1  ctg 7 1/2  ctg()

4 1  tg(/3) 8 1/2  ctg(22/3)
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рых, используя предложенную методику, можно 
получить формулы для вычисления вероятно-
стей ошибок в канале с общими замираниями, 
описываемыми гамма- и K-распределением.

Заключение 

В статье проведен анализ помехоустойчивости 
при передаче цифровой информации по каналам 
связи с общими (частотно-неселективными) за-
мираниями и АБГШ при распределении коэффи-
циента передачи канала, описываемого гамма- и 
K-распределением. Авторами приведены точные 
формулы вероятностей символьной (битовой) 
ошибок для многопозиционных сигналов, приме-
няемых в современных телекоммуникационных 

стандартах, функционирующие во всем диапазо-
не изменения значений отношения сигнал/шум. 
Результаты, приведенные в статье, позволяют 
разработчику модемов получать оценку потен-
циальной помехоустойчивости для многопозици-
онных сигнальных конструкций, используемых 
в телекоммуникационных стандартах, объектив-
но сравнивать их между собой и выбирать наи-
лучшие варианты.
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Introduction: One of the main problems in communication theory is giving definitions to such characteristics of an information 
transmission system as noise immunity (error probability) and transfer rate. Their knowledge allows you to determine the transmitted 
information quality and quantity, respectively. The calculation of the error probability for a communications channel (for example, 
with fading) allows you to estimate the loss or gain in noise immunity with modems of various signal designs. Purpose: Developing a 
technique for calculating the probability of a bit error with coherent reception of signals in a communication channel with additive white 
Gaussian noise and general (non-selective in terms of frequency) fading described by gamma distribution or K distribution (called gamma 
fading and K fading respectively). Results: The obtained relations allow you to calculate the reception noise immunity in arbitrary two-
dimensional signaling designs for a communication channel with gamma or K fading and additive white Gaussian noise. Examples are 
given of bit error probability calculation for phase modulation and quadrature-amplitude modulation signals. The calculation of error 
probability in a channel with fading for two different distribution laws was reduced to a new special function which is an integral of 
the product of Tricomi function and an algebraic function. This allowed us to develop a universal mathematical approach valid for both 
variants of fading. To calculate the new special function introduced in the article and its representation through the known functions, 
we used both classical hypergeometric functions and a generalized hypergeometric functions of two variables which is Kampé de Fériet 
function. Practical relevance: When using multi-position signal structures in new telecommunication standards, this technique allows 
you to obtain an estimate of their potential noise immunity, objectively comparing signal constructions and correctly choosing the best 
options for new modem developer.
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