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Введение

В теории финитных динамических систем [1], 
теории ортогональных матриц [2] часто рассма-
триваются теплицевы или ганкелевы формы, 
способствующие упрощению анализа. Их раз-
новидность — циклические и бициклические 
матрицы с малым количеством значений их эле-
ментов (уровней) — объединяет в себе черты ор-
наментов (узоров) портретов матриц и собственно 
самих матриц.

Семейство орнаментов квадратных матриц  
с двумя значениями элементов описывается тре-
мя инвариантами {n, k, }, где n — порядок матри-
цы, характеризующий величину узора; k — ко-
личество одинаковых элементов каждой строки 
и столбца;  — количество одинаковых элемен-
тов, имеющих одну и ту же позицию в каждой 
паре строк или столбцов. 

В качестве примера семейства на рис. 1 по-
казаны две матрицы Мерсенна [3] порядка 15  
с инвариантами {15, 7, 3}, каждая имеет по семь 
одинаковых клеток в каждой строке и столбце  

и по три — в каждой паре строк или столбцов 
(клетки иного цвета соответствуют параметрам 
некоторого зависимого дизайна).

Длительное время считалось, что цикличе-
ские структуры (матрица слева на рис. 1) могут 
быть ортогональными матрицами с веществен-
ными элементами только для простых поряд-
ков, пока не были обнаружены контрпримеры на 
составных порядках со значениями 15, 35 и 63. 
Первые два [4] образованы произведениями пар 

 Рис. 1. Два {15, 7, 3}-орнамента матриц Мерсенна
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близких простых чисел 3, 5 и 5, 7. Порядок 63 
входит в семейство чисел Мерсенна 2k – 1, кото-
рые образуют особое представительство в преде-
лах 4t – 1.

В настоящей работе рассматриваются задачи, 
связанные с изучением различных типов орна-
ментов матриц, определяющих возможность по-
строения ортогональных массивов.

Квадратичные  
уравнения орнаментов

Порядок матрицы ограничивает возможные со-
четания инвариантов {n, k, }, поскольку не все ор-
наменты реальны в рамках квадратной структуры. 
Реализуемые параметры [2] связывает квадратич-
ное диофантово уравнение I вида 

k(k – 1) (n – 1).

Второе столь же общее матричное квадратич-
ное уравнение ATA  I, где  — вес матрицы, 
а I — единичная матрица, отражает условие ор-
тогональности столбцов матрицы. Для матриц  
с двумя элементами a, –b (матрица с положитель-
ными элементами не может быть ортогональной) 
скалярное произведение любых двух строк, отли-
чающихся индексами, содержит  произведений 
вида a2, 2(k  ) произведений ab (k   элемен- 
тов a каждой из строк умножено на b) и n  2k +  
произведений b2. Отсюда следует квадратичное 
характеристическое уравнение II ортогонального 
дизайна

 (n  2k + )b2  2(k  )ab + a2 0, (1)

записанное в виде, удобном для поиска корней при 
превалировании количеств положительных эле-
ментов над отрицательными. Для матриц с целы-
ми элементами a, –b оно дает квадратичное дио-
фантово уравнение II.

Связь дискретных  
и непрерывных задач

Не следует думать, что квадратичное уравне-
ние (1) касается поиска только ортогональных 
матриц. Оно возникает и в том случае, когда ис-
комую неортогональную матрицу обязательно 
сопровождает ортогональная. 

Значения параметров a, –b инвариантами ор-
намента не фиксированы. Поэтому для его поис-
ка важно лишь то, что ортогональная матрица 
существует и является необходимым условием 
решаемой задачи.

Среди матриц с элементами 1, –1 наиболее из-
вестны неортогональные матрицы максимума 
детерминанта [2] и ортогональные по столбцам 
(строкам) матрицы Адамара [5, 6] с весом n. 

Орнаменты первых отличаются лишь тем, что 
у матрицы Адамара свойства иметь 1, –1 и быть 
ортогональными совмещены в одной матрице,  
а у матриц максимума детерминанта ортогональ-
ность достигается параметрическим изменением 
уровней до некоторых фиксированных ортого-
нальностью значений. Важным случаем являет-
ся вариант ортогонализации матрицы без изме-
нения количества уровней a, –b.

Это отчасти напоминает логику привлечения 
комплексных чисел для поиска вещественных 
корней полиномов. Вместо матрицы максимума 
детерминанта с элементами 1, –1, оказывается, 
можно искать ортогональную матрицу локаль-
ного максимума детерминанта с вещественны-
ми рациональными или даже иррациональ-
ными элементами a, –b, а затем округлением  
до целых 1, –1 находить итоговое решение, так 
как орнамент у них один. Этот путь, через обра-
щение к вещественным матрицам, не видят те, 
кто занят сугубо комбинаторным исследованием 
задачи.

Добавим, что изменение параметров a, –b важ-
ное, но не единственное средство обратного пере-
хода к целочисленной задаче.

В теории матриц Адамара [2, 6] структуру 
(орнамент), описываемую тремя инвариантами, 
как правило, имеет не сама матрица, а ее блок 
или блоки, в частности, основа (core) нормали-
зованной матрицы с каймой в виде первой стро-
ки и столбца из 1. Лишенная каймы и инверти-
рованная по знаку основа с элементами 1, –1 не 
ортогональна, но ортогональность ее столбцам  
и строкам можно вернуть изменением элемен- 
тов a, –b. На рис. 2 показаны две матрицы 
Адамара, неортогональные внутренние блоки 
которых (при инверсии знаков) отвечают двум 
показанным на рис. 1 орнаментам {15, 7, 3} ве-
щественных ортогональных по столбцам (и стро-
кам) матриц Мерсенна.

Следовательно, узор неортогональных цело-
численных блоков такой матрицы должен удов-
летворять обоим квадратичным уравнениям, 
указанным выше.

 Рис. 2. Две матрицы Адамара с блоками из матриц 
Мерсенна
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Циклические и бициклические  
орнаменты матриц

Погружение задачи теории целочисленных 
матриц в более широкую область матриц с раци-
ональными или иррациональными коэффициен-
тами открывает дополнительные возможности. 
Например, итерациями можно проводить поиск 
значений вещественных элементов. Рассмотрим 
типичные структуры.

Циклическая матрица (моноцикл) — это регу-
лярная структура, образуемая сдвигом верхней 
строки вправо с размещением вытесняемых эле-
ментов слева. В данном случае описывает ко-
личество близких пар отрицательных элементов 
строки, причем первый и последний элементы 
рассматриваются как соседствующие.

Бициклическая матрица (бицикл)  

образована двумя циклическими матрицами A,  
B с параметрами {v, k1, 1}, {v, k2, 2}. Нижняя 
часть узора зависима, ортогональность блоков 
нас, как правило, не интересует, поэтому для 
описания орнамента достаточно четырех параме-
тров {n 2v; k1, k2; }, где 1 + 2.

Диофантово уравнение I бицикла имеет вид  
k1(k1 – 1) + k2(k2 – 1) (v – 1). Заменой пере-
менных x p  k1, y p  k2 при p k1 + k2  
оно сводится к уравнению окружности

 x2 + y2 p + (v  2p),  (2)

решаемому в целых числах. Характеристическое 
уравнение

b2 – 2(k1 + k2 – )ab +

 + (n – 2(k1 + k2) + )a2 0  (3)

отражает условие ортогональности строк бицик-
ла с элементами a, –b, оно записано в виде, удоб-
ном для поиска корней при превалировании ко-
личества положительных элементов над отрица-
тельными.

Ортогональные моноциклы

Циклические структуры разрешимы, напри-
мер, на порядках простых чисел, но целочислен-
ные варианты жестко ограничены решением па-
ры квадратичных диофантовых уравнений I, II. 
Согласно гипотезе Райзера [7], циклических ма-
триц Адамара порядка выше 4 не бывает. Этот 
порядок разрешим единственной в своем роде не 
тривиальной по порядку (скалярный случай три-
виален) симметричной матрицей с негативными 
элементами на диагонали.

Тем самым структуры с равными по своим аб-
солютным величинам элементами обладают недо-

статочной гибкостью для изготовления ортого-
нальных моноциклов. Неравенство абсолютных 
величин элементов a, –b создает дополнительный 
ресурс, которым можно пользоваться. Кроме то-
го, мы можем рассматривать такие блоки как 
строительный материал для расширяемых кай-
мой матриц с равными значениями a b.

Диофантово уравнение I вида k(k – 1) (n – 1) 
с параметрами t, k 2t заведомо разрешимо 
для порядков n 4t  1.

После подстановки параметров в уравнение свя-
зи (1) оно упрощается до (t  1)b2  2tba + ta2 0, 
положительный корень этого полинома дает уро-
вень вещественных ортогональных моноциклов 

Мерсенна [3, 5]  при a 1.

Это не означает, что такое решение возмож-
но именно в виде моноцикла, решение справед-
ливо для всех гипотетически возможных орна-
ментов семейства с указанными параметрами. 
Циклический тип орнамента не универсален, 
зато тесно связан с числовой системой. Он сопро-
вождает все числа Мерсенна, парные произведе-
ния близких простых чисел и простые числа — 
специфический индикатор простоты числа, если 
убрать два исключения.

Ортогональные бициклы Адамара

Центральный вопрос относительно разрешаю-
щей силы орнаментов поставлен, по сути, форму-
лировкой проблемы Райзера [7]: существуют ли 
бициклы, ортогональные независимо от значе-
ния их порядка?

В теории чисел есть две теоремы, одна из ко-
торых дает условия разложения нечетного числа 
на суммы квадратов двух чисел (теорема Фер- 
ма, доказательство которой опубликовал Эйлер),  
и теорема Лагранжа о разложимости любого чис-
ла на сумму двух квадратов. Теория матриц-ор-
наментов сопровождает эти теоремы графически-
ми иллюстрациями, являясь их интерпретацией. 

То, что теорема Лагранжа отвечает разреши-
мости матриц Адамара орнаментов в виде четы-
рехблочной конструкции, было очевидно уже  
в середине прошлого века Вильямсону [8]. Для 
сокращения переборов он предложил искать 
только симметричные решения блоков, первый 
неразрешимый порядок матриц Вильямсона 35 
обнаружил Драгомир Джокович [9]. Границу из-
вестного очерчивает таблица матриц Вильямсона 
[10] с предельно достижимым современной вы-
числительной техникой размером блока 59 (более 
общая форма была предложена Гетхальсом — 
Зейделем [2, 11]).

Буквальная визуализация представления ма-
трицы Адамара двумя квадратами является ил-
люстрацией теоремы Эйлера — Ферма для нечет-
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ных чисел p n/4 x2 + y2, разности k1 p – x  
и k2 p – y описывают количества элементов од-
ного знака в строке (рис. 3).

Напомним, что в 1749 г. Эйлер после семи лет 
работы и почти через сто лет после смерти Ферма 
доказал теорему о простых числах, согласно ко-
торой разложение числа p на сумму квадратов 
всегда возможно для чисел 4t – 3, к которым от-
носятся числа p, равные 5 1 + 22 и 13 22 + 32. 

В данном случае k1 p – x 4 и k2 p – y 3 
отвечают матрице порядка n 20, k1 p – x 11 
и k2 p – y 10 отвечают матрице порядка n 52. 
Требуемое значение одинаковых элементов в каж-
дой паре строк p – x – y.

Граница симметрии бициклов Адамара ото-
двинута с 4-го порядка Райзера (для моноциклов) 
до критического 32-го порядка [12]. 

Ни одно число вида 4t – 1 не представимо в ви- 
де суммы двух квадратов, поэтому нет, напри-
мер, бициклической матрицы Адамара поряд-
ка 12, p n/4 3. Соответственно, в первой сот-
не существует всего 12 бициклических матриц 
Адамара порядков 1, 4, 8, 16, 20, 32, 40, 52, 64,  
68, 80, 100. 

Ортогональные бициклы Эйлера

Для всех матриц Эйлера [3, 5] порядков 
n 4t  2 (размер плеча v n/2 2p – 1, p t) 
диофантово уравнение (2) сводится к уравнению 
равнобедренного прямоугольного треугольни-

ка x2 + y2 2, разрешимое для точки x y 1 
окружности с квадратом радиуса p + (v  2p) 2. 

Поскольку k1 p – x и k2 p – y, количества 
элементов одного знака в плечах бицикла равны 
k1 k2 p 1 (v  1)/2,  p – 2 (v – 3)/2.

Дизайн {n 2v; k1, k2; } {n 2v; (v  1)/2, 
(v  1)/2; (v  3)/2} назовем эйлеровым.

Формальный переход от бициклической ма-
трицы Эйлера к матрице Мерсенна с бинарной 
каймой [5] и (после добавления каймы с инвер- 
сией основы) к матрице Адамара иллюстрирует-
ся рис. 4.

Наиболее проста реализация бицикла Эйлера 
с равными плечами A B, 1 2, 1 + 2, ко-
торые представляют собой, в частности, цикли-
ческие матрицы Мерсенна вдвое меньшего разме-
ра v 3 (mod 4), рассмотренные ранее. 

Пусть разложение на базе одной и той же ма-
трицы в обоих плечах невозможно, тогда раскры-
вается скрытый ресурс бицикла: плечи его утра-
чивают равновесие A B, отклонение 1 2 + 1 
берет в расчет блоки, которым самим не обяза-
тельно быть ортогональными, ортогональна кон-
струкция в целом. 

Характеристическое уравнение (3) отражает 
условие ортогональности строк с элементами a, 
–b, причем (n – 2(k1 + k2) + ) (n – 2p + ) p 
при p – 2, 2(k1 + k2 – ) 2p и для n 4t 2, 
p t. Положительный корень этого полинома да-

ет уровень матриц Эйлера  при a 1.

Неортогональные  
целочисленные бициклы

Отдельное от ортогональных матриц семей-
ство составляют матрицы максимума детерми-
нанта — абсолютное значение детерминанта мак-
симально на множестве матриц с амплитудами 
элементов, не превышающими значения 1.

В силу исключительности свойств (детер-
минант максимален, элементы целочисленны) 
структура матриц максимума детерминанта не-
четного порядка неограниченно усложняется по 
мере роста их размера, что затрудняет их поиск. 

 Рис. 3. Бициклические матрицы Адамара поряд-
ков n 20 и n 52

 Рис. 4.  Переход от бицикла Эйлера к матрице Мерсенна и Адамара



ИНФОРМАЦИОННО
УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ № 1, 20176

ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ И ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА

Семейство циклических матриц состоит (никто 
ранее не высказывал этого предположения, вы-
скажем его) всего из трех представителей поряд-
ков 3, 5, 13 (рис. 5).

Помимо семейства циклических матриц, есть 
моноциклы с каймой из единиц порядков первых 
двух простых чисел Мерсенна 3, 7 (они же — бици-
клы с каймой без инверсии знака вида [A B; B A]) 
(рис. 6).

Семейству моноциклов Мерсенна вторит се-
мейство бициклических матриц (тоже с каймой)

Ферма вида  порядков 3, 5, 17, 

повторяющих первые три простых числа Ферма, 
здесь e — вектор из единиц (рис. 7).

Простые числа Ферма — классические объек-
ты теории чисел, известно всего пять таких чисел 
Fk 3, 5, 17, 257, 65 537.

В 1796 г. Карл Фридрих Гаусс обнаружил не-
ожиданную связь между ними и геометрически-
ми фигурами, вписав в круг правильный семнад-
цатиугольник и доказав более общее положение, 
что если число сторон правильного многоуголь-
ника равно простому числу Ферма, то его можно 
построить при помощи циркуля и линейки. Эта 
междисциплинарная связь глубока и может на-
ходить иные оригинальные проявления.

Гипотеза. Матрицы Ферма порядков простых 
чисел n Fk 3, 5, 17, 257, 65 537, … — матри-
цы абсолютного максимума детерминанта, оце-
ниваемого по формуле Fk–1/(2Fk – 1)1/2  B, где 
B (n – 1)(n–1)/2(2n – 1)1/2 — оценка Гвидо Барбы 
[13] детерминанта сверху.

Матрицы Ферма [5] дополняются матрицами 
относительной простотой структуры нечетных 
порядков 4t + 1, равных сумме квадратов бли-
жайших (четное и нечетное числа) друг к дру-
гу чисел nB q2 + p2 при p q + 1, выделенных 
Барбой [13]. За пределами этих двух семейств — 
орнаментальный хаос, отягощаемый предполо-
жением о его неограниченном усложнении (как  
у фракталов).

Часть матриц максимума детерминанта чет-
ных порядков 4t совмещают в себе качество 
быть экстремальными и ортогональными одно- 
временно. 

 Рис. 5. Циклические матрицы максимума детерминанта порядков 3, 5, 13

 Рис. 7.  Бициклические матрицы Ферма порядков 3, 5, 17

 Рис. 6.  Моноциклы с каймой порядков 3, 7
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Прежде всего, это матрицы Адамара, которые, 
в отличие от вездесущих матриц Эйлера, к бици-
клам сводимы далеко не всегда. Бициклы макси-
мума детерминанта иных четных порядков 4t – 2 
не ортогональны, но ортогонализуемы параметри-
чески изменением одного из уровней от 1 до –b. 

Узоры экстремального и ортогонального вари-
антов совпадают и описываются одинаковым на-
бором орнаментальных инвариантов. Семейство 
неоднородно и распадается на два подсемейства 
Барбы четных порядков n nB + 1 и n 2nB 
сложностью, не превосходящей сложность би-
цикла. Каждое имеет свое характеристическое 
уравнение и, соответственно, идентифицирую-
щий семейство решений уровень b b(n).

Ортогонализуемый бицикл максимума детер- 
минанта, по аналогии с основой (core) матриц 
Адамара, отличается превалированием числа от-
рицательных элементов над положительными, по-
этому его надо инвертировать либо оставить как 
есть, переписав характеристическое уравнение (3) 
к форме (n – 2p + )b2 – 2pab + a2 0 с учетом, что 
для его порядка (n – 2(k1 + k2) + ) (n – 2p + ),
2(k1 + k2 – ) 2p, p k1 + k2 – (n – 2)/4. Его 
корни дают ортогональные матрицы с уровнем

( )
 при a 1.

Семья Барбы 1. Порядки n nB + 1 2(q2 +
+ q + 1) 6, 14, 26, 42, 62, 86, 114, ... разрешимы 
на k1 q(q + 1)/2, k2 q(q – 1)/2, где q k1 – k2 — 
радиус окружности; x2 + y2 k1 + k2 q2, p k1

(n – 2)/4, k2 p – q, q2 k1 + k2 k, n – 2p –
– n – 2k1 – k2, формула для уровня упроща-

ется до зависимости 
( )

 от 

параметров k1, k2.
Матрица порядка 6 двоякосимметрична, в це-

почке симметричных матриц 6, 14, 26, (не симме-
трична 42), 62, 86 порядок 86 предположительно 
последний симметричный.

Семья Барбы 2. Порядки n 2nB 2(2q2 + 
+ 2q + 1) 10, 26, 50, 82, 122, ... разрешимы 
на k1 k2 q2, где  — радиус окружности; 
x2 + y2 2q2, x y q, q2 + q, p q2 – q

(n – 2)/4, q2 (k1 + k2)/2 k/2, формула для 
уровня указана выше.

Матрица 10 двоякосимметрична, в цепочке 
симметричных матриц 10, (не симметрична 26), 
50 порядок 50 предположительно последний сим-
метричный.

Симметричные ортогональные бициклы двух 
выделенных семейств порядков 50 и 86 изобра-
жены на рис. 8.

Матрицы Адамара совмещают качество быть 
ортогональными и целочисленными, а параме-
тры бициклических матриц максимума детер-

минанта нужно «уводить» от целых значений,  
в остальном это одинаковые по содержанию ма-
трицы, образующие на четных порядках семей-
ства и существующие на них, в отличие от бици-
клов Эйлера, далеко не всегда.

Метод орбит

Динамические системы первого порядка в по-
ле Галуа используются как генераторы первых 
строк бициклов. Метод орбит состоит в следую-
щем. В обычном вещественном поле показатель-
ная функция (выход динамической системы) мо-
нотонно возрастает. В конечном поле GF(p) рост 
функции заведомо ограничен теоремой Ферма 
gp–1 1, где g — элемент поля Галуа. Это напо-
минает поведение бильярдных шаров: динамика 
их несложна, но столкновения с бортом придают 
сложность движению. 

В качестве примера поля Галуа рассмотрим на-
бор целых чисел 0, 1, …, p – 1 с умножениями по 
модулю p (простое число). Мультипликативная 
группа поля Галуа, обозначаемая как GF*(p), со-
стоит из всех элементов поля, кроме 0. Необходи- 
мость введения подгрупп заключается в том, что 
показательная функция может закончиться еди-
ницей для степени, меньшей, чем p – 1, но пропор-
циональной ей. 

Пример. Рассмотрим подгруппы GF*(p) для 
p 11 (таблица), разложение p – 1 1 2 5 10 
указывает на размеры 1, 2, 5, 10 циклических 
подгрупп. 

Элементы 2, 6, 7, 8 левого столбца таблицы на-
зываются примитивными, они порождают ци-
клическую подгруппу максимальной длины, со-
впадающую с GF*(11). Такая орбита, как ее еще 
иногда называют, дает ортогональную цикличе-
скую матрицу (единичную) порядка 12 с элемен-
тами a 1, b 0, где элементы орбиты — адреса 
элемента b в первой строке, т. е. все 0, за исключе-
нием первой единицы. Вторая орбита (минималь-
ной длины), отвечающая g 1, дает ту же самую 
матрицу, если поменять значения ее элементов 
на противоположные и добавить циклический 

 Рис. 8. Симметричные ортогональные бициклы 
порядков 50, 86
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сдвиг строк на один шаг назад. Есть еще бинар-
ная матрица с двумя элементами. Такие матрицы 
отличаются сравнительно низким значением де-
терминанта (единица у единичной матрицы). 

Орбита средней длины 5 из таблицы порож-
дает ортогональную циклическую матрицу раз-
мера 11 с элементами a 1, –b (рис. 9). Если ин-
дексировать элементы с 0, то числа 1, 3, 4, 5, 9 
отвечают положениям элемента –b, отличаемого 
цветом.

В данном случае для построения ортогональ-
ного моноцикла хватило одной орбиты. В теории 
мультипликативных групп принято выделять 
орбиты, называемые также действием группы 
на элемент m или множество элементов. Под 
действием подразумевается умножение m на 
элементы группы или подгруппы. Итог зависит 
от выбранного элемента. Например, если умно-
жать единичный элемент m 1 на группу, то ито-
гом будет вся группа. А если умножать m 2, то  
у этого числа иные продуктивные способности:  
в бесконечномерном случае оно порождает чет-
ные числа (идеал). 

Вследствие умножения орбита перестает быть 
подгруппой. Содержательная сторона выделения 
орбит состоит в том, что циклические блоки раз-
мера p базируются на бинарных последователь-

ностях элементов, причем адреса (индексы) эле-
ментов одного знака представляют собой, что осо-
бенно важно для матриц максимума детерминан-
та двух отмеченных выше семейств, совокупность 
частных орбит mgk, включая тривиальную 0.

Заключение

Прибавление каймы к всегда существующему 
вещественному бициклу Эйлера приводит его,  
после коррекции уровней, к вещественной же 
матрице Мерсенна и далее — к целочисленной 
матрице Адамара, что создает предпосылку 
для доказательства существования всех матриц 
Адамара и указывает на ограничение ее сложно-
сти: любая матрица Адамара не сложнее бицикла 
с парной каймой.

В статье рассмотрен подход, раскрывающий 
разрешимость бициклов ортогональными матри-
цами не в пользу матриц Адамара, а в пользу ма-
триц Эйлера соседних с ними четных порядков. 
Общий алгоритм дискретизации за два прохода 
переводит нецелочисленные матрицы Эйлера пу-
тем структурных дискретных преобразований 
(добавлением каймы) в целочисленные матрицы 
Адамара: матрицы Эйлера порождают, при их 
расширении каймой, матрицы Мерсенна, а ма-
трицы Мерсенна являются строительными бло-
ками матриц Адамара.

Поскольку матрицы Эйлера не стеснены тре-
бованием целочисленности, это позволяет по-
новому взглянуть на проблему «недоказуемости» 
существования матриц Адамара комбинаторны-
ми методами. Перебором можно найти любой ко-
нечный орнамент, но нельзя гарантировать обя-
зательность существования решения. В этом ко-
рень этой уже столетней проблемы. Заметим, что 
без использования иррациональных чисел ровно 
так же озадачивает вычисление длины гипотену-
зы прямоугольного треугольника с равными ка-
тетами.

Вещественные матрицы Эйлера выступают 
как «обычные» локально оптимальные по детер-
минанту матрицы. Разрешимость задачи поиска 
локального экстремума гарантируется общно-
стью положения, никакой проблемы существо-
вания при этом не обнаруживается. Элементы 
матриц Эйлера — вещественные, в том числе 
рациональные и иррациональные, числа. Их те-
ория никак не стеснена целочисленностью или 
рациональностью возможных решений. Они мо-
гут быть продуктом оптимизации детерминанта  
и впервые были получены итерациями как ло-
кально оптимальные по детерминанту матрицы.

Существующие на порядках с шагом 4 бици-
клы Эйлера, как антитеза известной гипотезе 
Райзера о существовании единственной матрицы 
Адамара (скалярный вариант не рассматриваем) 

 Циклические подгруппы GF*(11)

g gk

1 1

2 1, 2, 4, 8, 5, 10, 9, 7, 3, 6

3 1, 3, 9, 5, 4

4 1, 4, 5, 9, 3

5 1, 5, 3, 4, 9

6 1, 6, 3, 7, 9, 10, 5, 8, 4, 2

7 1, 7, 5, 2, 3, 10, 4, 6, 9, 8

8 1, 8, 9, 6, 4, 10, 3, 2, 5, 7

9 1, 9, 4, 3, 5

10 1, 10

 Рис. 9. Циклическая ортогональная матрица
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в форме моноцикла 4-го порядка, представляют 
собой законченное решение вопроса о гипотезе 
Адамара.

Обзоры и примеры найденных новых поряд-
ков матриц максимума детерминанта сосредо-
точены обычно на более простых четных поряд-
ках. Семейство матриц порядков, равных числам 
Ферма, выделено нами впервые. Оно дополняет 
матрицы нечетных порядков Барбы, более того, 

это главное и единственное семейство, отличное 
от прочих как тем, что мы умеем его орнаменты 
строить, так и тем, что оно связано с теоремой 
Гаусса о семнадцатиугольнике. 

Работа выполнена при поддержке Минобрнау- 
ки РФ при проведении научно-исследователь-
ской работы в рамках проектной части государ-
ственного задания в сфере научной деятельности 
по заданию № 2.2200.2017/ПЧ.
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Ryser's Conjecture Expansion for Bicirculant Strictures and Hadamard Matrix Resolvability by Double-Border 
Bicycle Ornament

Balonin N. A.a, Dr. Sc., Tech., Professor, korbendfs@mail.ru 

Sergeev M. B.a, Dr. Sc., Tech., Professor, mbse@mail.ru 
aSaint-Petersburg State University of Aerospace Instrumentation, 67, B. Morskaia St., 190000,  Saint-Petersburg, 

Russian Federation 

Purpose: Our goal is to expand the border of critical orders for Ryser's conjecture from circulant to bicirculant structures of qua-
si-orthogonal matrices with two values (levels) of the entries, and to investigate the resolvability of bicirculant structures with one or 
two borders for the known types of column/row orthogonal matrices. Results: We have shown that orthogonal bicirculant Euler matri-

ces with levels a 1, –b, where ,
t

b
t t

 exist for all orders n 4t – 2 and, with a border added, turn through an intermediate stage of 

real Mersenne matrices into integer Hadamard matrices, defining thereby a matrix structure of minimum complexity resolvable for all 
possible orders they have determined. In other words, the Hadamard matrix conjecture (well known by its irresolvability by non-combi-
natorial methods) is proved now through an appeal to “matrix transitions” from real matrix types (not limited by the ban to have irra-
tional entries) to integer Hadamard matrices with entries 1, –1. We have demonstrated that maximum determinant matrices of orders 
n 4t – 2 are related to orthogonal bicirculant matrices. They are essentially different from Euler matrices because their bicirculant 
structure, as well as the structure of bicirculant Hadamard matrices, is not always resolvable for their corresponding orders. We have 



ИНФОРМАЦИОННО
УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ № 1, 201710

ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ И ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА

also estimated the symmetry borders for various families of bicirculant maximum determinant matrices, including Hadamard matrices. 
Practical relevance: The algorithms of calculating bicirculant matrices have been used in developing research software. Matrices subop-
timal by their determinant are the basis of Euler and Mersenne filters used for image compression and masking.

Keywords — Orthogonal Matrix, Circulant Matrix, Bicirculant Matrix, Ryser's Conjecture, Hadamard Conjecture, Hadamard 
Matrix, Mersenne Matrix, Euler Matrix.
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