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Введение

Тестовому диагностированию динамических 
систем, обеспечивающему контроль их техниче-
ского состояния, посвящены, например, работы 
[1–8]. Терминальное диагностирование управля-
емых динамических систем, описанное в работах 
[9–11], можно отнести к группе методов контро-
ля, в которых формируется сложный тестовый 
сигнал, но проверка диагностических признаков 
оказывается достаточно простой. В указанную 
группу входит, например, метод [12], в котором 
предлагается рассчитывать специальный, ком-
плементарный, сигнал, обеспечивающий пере-
ход системы за заданное время из нулевых на-
чальных условий опять в нулевые, конечные, 
условия. А в работе [13] предлагается подавать 
на вход системы аннулирующий сигнал, на ко-
торый отсутствует выходная реакция системы. 
Примером такого сигнала является гармониче-
ский сигнал, частота которого равна передаточ-
ному нулю системы.

Следует обратить внимание также на струк-
турное диагностирование. Здесь метод тестирова-
ния управляемых динамических систем основан 

на использовании их структурных схем, которые 
описываются передаточными функциями. Этот 
метод приводит к новому понятию структурного 
диагностирования [14].

При терминальном диагностировании ди-
намических систем осуществляют расчет тер-
минального управления для обеспечения тре-
буемого движения системы в заданных грани-
цах и проверки диагностических признаков. 
Последние определяются отклонением конеч-
ного состояния от заданной конечной границы 
движения системы. Известно, что существует 
множество вариантов расчета терминально-
го управления. Ряд из них описан в работе [9]. 
Поэтому необходимо решать задачу выбора кон-
кретного управления. Лучше всего искать оп-
тимальное управление, которое минимизирует 
определенный критерий.

Целью статьи является постановка оптимиза-
ционной задачи получения управления линей-
ной дискретной динамической системы, которое 
осуществляет переход системы из заданных на-
чальных условий в требуемые конечные усло-
вия с минимальными энергетическими затра- 
тами.
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Задачи оптимального управления

Рассмотрим те задачи оптимального управ-
ления линейными дискретными системами, ко-
торые целесообразно использовать при органи-
зации терминального диагностирования. Оно 
предполагает движение динамической систе-
мы в заданных границах. Поэтому необходимо 
определить математическую модель системы, 
которая должна быть положена в основу расчета 
оптимального управления. Для линейной дис-
кретной системы используем модель движения 
в пространстве состояний согласно следующим 
рекуррентным уравнениям:

( ) ( ) ( ); ( ) ;

( ) , ( ) , ( ) .

Начальный вектор состояния x0 может быть 
установлен при тестировании системы. Конечный 
вектор состояния xk при числе шагов тестирова-
ния k не всегда принимается равным нулю для то-
го, чтобы упростить получение диагностического 
признака. Проверка достижения системой в конце 
движения нулевого состояния не представляется 
слишком сложной задачей.

Известно, что существует множество управле-
ний u(t), которые обеспечивают переход системы 
из известного начального состояния в требуемое 
конечное состояние. Поэтому вводится критерий, 
минимизация которого позволяет рассчитать един-
ственное, оптимальное управление. При тестиро-
вании системы целесообразно рассчитать такой 
тестовый сигнал, который обладает минимальной 
энергией. Предлагается следующий критерий:

( ) ( ) ( ) .

Следовательно, возникает оптимизационная 
задача Лагранжа: найти решение рекуррентных 
уравнений, которое переходит из начального зна-
чения в конечное значение и минимизирует ад-
дитивный, квадратичный критерий. Решением 
этой задачи будет оптимальное управление, име-
ющее минимальную энергию при переходе систе-
мы из начального состояния в конечное состоя-
ние по оптимальной траектории.

При тестировании может возникать ситуа-
ция, когда начальное условие неизвестно. Тогда 
следует рассмотреть другую оптимизационную 
задачу минимизации 

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

Теперь начальное условие будет рассчитано 
в результате решения так называемой задачи 

Больца: найти решение рекуррентных уравне-
ний, которое переходит из неизвестного началь-
ного значения в известное конечное значение при 
минимизации аддитивного, квадратичного кри-
терия. Решением этой задачи будет оптимальное 
управление, имеющее минимальную энергию 
при переходе системы из рассчитанного началь-
ного состояния в известное конечное состояние 
по оптимальной траектории.

Методы решения поставленных задач как ус-
ловно-экстремальных задач дифференциально-
го исчисления хорошо известны в математике. 
Рассмотрим применение этих методов для расчета 
оптимального терминального диагностирования.

Расчет терминального управления

Решение поставленной задачи Лагранжа ос-
новано на применении теоремы Ферма для функ-
ции Лагранжа. Для того чтобы с ней было удоб-
нее работать, используется функция Гамильтона

( , , )

( )( ( ) ( )) ( ) ( ).

Здесь вектор неопределенных множителей Ла- 
гранжа μ(t) играет роль вектора переменных состо-
яния сопряженной системы. Тогда вид оптималь-
ного уравнения следует из решения уравнения

( ) ( )

и имеет вид

( ) , ( ).

Модифицируем функцию Гамильтона, под-
ставляя полученную формулу оптимального 
управления:

( , , ) ( ) ( ) , ( ).

Тогда рекуррентные уравнения Эйлера, зада-
ющие необходимые условия экстремума, будут 
иметь вид

( ) ( ) , ( );

( ) ( ).

Эти уравнения должны решаться при следую-
щих граничных условиях:

( ) , ( ) .
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Получена двухточечная граничная задача, 
которую можно решить аналитически. Для этого 
введем новую переменную, объединяющую век-
торы состояний исходной и сопряженной систем, 
и получим формулировку двухточечной гранич-
ной задачи

; ;

( ) ( ) .

 

Здесь использованы следующие матрицы:

,
;

; ; .

Матрица Е является единичной матрицей. 
Расчет неизвестного начального условия z(0) 
можно произвести следующим образом:

( ) ( ) .

Таким образом, двухточечная граничная за-
дача приведена к задаче Коши, которую можно 
решить непосредственным образом. Пусть ее ре-
шение имеет вид пары

( ( ), ( )).

Тогда оптимальное управление, имеющее ми-
нимальную энергию, будет функцией времени:

( ) , ( ).

Аналогичный подход используем для реше-
ния задачи Больца. Граничные условия для 
уравнений Эйлера имеют теперь вид

( ) ( ) ; ( ) .

Конечные условия xk здесь не могут быть нуле-
выми, так как вычисление начальных условий z(0) 
по приведенной выше формуле, вообще говоря, бу-
дет невозможным. Матрицы для этой формулы 

; ; .

Рассчитав начальные условия z(0) [x(0); 
μ(0)], можно решить двухточечную задачу, так 
как она приведена к задаче Коши. Получим ре-

шение z0(t) [x0(t); μ0(t)] и вычислим по приве-
денной выше формуле оптимальное управление 
u0(t), которое осуществляет переход из рассчи-
танных начальных условий в заданные, ненуле-
вые конечные условия. При этом переходе затра-
чивается минимальная энергия.

При назначении длительности диагностиро-
вания, которое определяется числом шагов k, не-
обходимо учитывать следующее:

— за выбранное число шагов система должна 
проявить все необходимые характеристики сво-
бодного движения;

— при решении двухточечной граничной за-
дачи возникает необходимость обращать матри-
цу, зависящую от числа шагов; возможно ее вы-
рождение;

— чересчур большое число шагов увеличивает 
риск ложного срабатывания системы диагности-
рования.

Обратимся к процедуре оптимального терми-
нального диагностирования.

Организация оптимального  
терминального диагностирования

Получив необходимые расчетные формулы, 
можно построить наглядное описание процесса 
терминального диагностирования. Для этого це-
лесообразно использовать методологию стандарта 
IDEF3. С ее помощью создается сценарий иссле-
дуемого процесса. Он состоит из диаграмм вида 
PFDD (Process Flow Description Diagrams), в кото-
рых показано взаимодействие операций процесса.

В представленной на рис. 1 контекстной 
PFDD-диаграмме диагностирования управляе-
мой динамической системы отмечены внешние 
сущности процесса:

управляемая динамическая система, кото-
рая подвергается тестовому диагностированию 
с помощью подачи на ее вход рассчитанного тер-
минального управления;

диагностический стенд, на котором реали-
зуется рассчитанная оптимальная траектория 
движения системы в пространстве состояний;

оператор, принимающий решение по ре-
зультатам тестового движения системы.

Входом в технологический процесс являются 
исходные данные, которые необходимы для полу-
чения модели системы с системными матрицами А, 
В, С. Выходом процесса служат результаты, полу-
чаемые после выполнения тестирования системы.

Декомпозиция контекстной диаграммы при-
водит к PFDD-диаграмме (рис. 2), которая вклю-
чает три достачно крупные операции:

подготовку оператором необходимых дан-
ных для построения модели тестируемой дина-
мической системы;
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 Рис. 1. Контекстная PFDD-диаграмма процесса диагностирования управляемой динамической системы

 Fig. 1. Context PFDD-diagram of the process of diagnosing of controlled dynamic systems
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 Рис. 2. PFDD-диаграмма второго уровня процесса диагностирования управляемой динамической системы

 Fig. 2. PFDD-diagram of the second level of the process of diagnosing of controlled dynamic systems
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 Рис. 3. PFDD-диаграмма третьего уровня процесса диагностирования управляемой динамической системы:  
а — для подготовки тестирования; б — для принятия решения

 Fig. 3. PFDD-third-level diagram of the process of diagnosing a managed dynamic system: а — for preparation of 
testing; б — for decision-making
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выполнение тестового дижения динамиче-
ской системы под действием подаваемого на ее 
вход рассчитанного оптимального терминально-
го управления;

принятие оператором решения о наличии 
или отсутствии дефекта после анализа по выхо-
дам системы результатов тестового движения.

Операция «Подготовить тестирование» тре-
бует декомпозиции, так как данная диаграмма 
является диаграммой только второго уровня де-
рева узлов. В PFDD-диаграмме третьего уровня 
декомпозиции указанной операции (рис. 3, а) 
участвуют три операции:

построение модели системы с системными 
матрицами А, В;

расчет оптимального управления системой;
подготовка тестового сигнала, под действи-

ем которого система будет двигаться по опти-
мальной траектории.

Продолжая декомпозицию, получим PFDD-
диаграмму третьего уровня декомпозиции опера-
ции «Принять решение» (рис. 3, б). Она включает 
операции, необходимые для получения результатов 
тестирования «Дефекта нет» или «Дефект есть».

Декомпозицию технологической модели про-
цесса оптимального терминального диагностиро-
вания управляемых динамических систем мож-
но было бы продолжать. Однако эта работа выхо-
дит за рамки одной статьи.

Моделирование процесса 
диагностирования

В математическом пакете MatLab была на-
писана программа-сценарий для моделирования 
процесса оптимального терминального диагно-

стирования управляемых динамических си-
стем. Они могут быть описаны уравнениями со-
стояний, рекуррентным уравнением заданного 
порядка или структурной схемой. Результатом 
моделирования являются графики свободного 
движения системы, оптимального управления, 
выхода, а также значение диагностического 
признака. Ниже эти результаты приведены для 
структурной схемы, включающей три неустой-
чивых звена первого порядка. Движение систе-
мы наблюдается с помощью выхода, которым 
служит выход последнего звена. Моделирование 
проведено для исправной системы (рис. 4, а) и си-
стемы с дефектом (рис. 4, б):
>> sc18
Ввод
N 3
Введите вектор коэффициентов числителя 1-й ПФ 1
Введите вектор коэффициентов знаменателя 1-й ПФ [1 1.1]
W 1
-------
s 1.1
Введите вектор коэффициентов числителя 2-й ПФ 1
Введите вектор коэффициентов знаменателя 2-й ПФ [1 1.15]
W 1
--------
s 1.15
Введите вектор коэффициентов числителя 3-й ПФ 1
Введите вектор коэффициентов знаменателя 3-й ПФ [1 1.2]
W 1
-------
s 1.2
Wc 1
--------------------------------
s^3 3.45 s^2 3.965 s 1.518
Ввод столбца длиной 3 x 0 [1;1;1]
k 10
Ошибка в свободном коэффициенте 0
Диагностический признак :
-1.1282e-11
Ошибка в свободном коэффициенте 0.1
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 Рис. 4. Графики движения системы при отсутствии (а) и наличии (б) дефектов

 Fig. 4. Graphs of system motion in the absence (а) and in the presence (б) of defects
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Диагностический признак :
–47.8226
Конец
>>

При отсутствии дефектов оптимальное терми-
нальное управление приводит систему за 10 ша- 
гов к практически нулевому выходу. Об этом  
говорит диагностический признак, имеющий по-
рядок –11. При введении ошибки со значением 
0,1 оптимальное терминальное управление при-
водит систему за 10 шагов к выходу –50 на гра-
фике. Диагностический признак достигает зна-
чения –48.

Таким образом, оптимальное терминальное 
диагностирование, обеспечивающее тестирова-
ние динамических систем, обнаруживает дефек-
ты за счет появления ошибок в известных моде-
лях движения системы.

Разработка системы терминального диагно-
стирования потребует оценки качества процесса 
тестирования. В частности, следует определить 
чувствительность контроля, введя необходимую 
характеристику. Подробно эта задача рассма-
тривалась в работах по функциональному диа-
гностированию. Построение соответствующих 
формул для терминального диагностирования и 
анализ его чувствительности потребуют отдель-
ной статьи.

Заключение

Оптимальное терминальное диагностирова-
ние продолжает специальное направление тести-
рования динамических систем, обеспечивающее 
контроль системы в естественном режиме движе-
ния ее в заданных границах. Тестовым сигналом 

в данном случае является рассчитанное заранее 
терминальное управление. При выборе границ 
движения системы равными нулю диагностиче-
ские признаки оказываются достаточно просты-
ми. Приведенные в опубликованных статьях рас-
четы диагностического терминального управле-
ния относятся к дискретным системам. Поэтому 
расчетные формулы оптимального терминаль-
ного управления обеспечивают самое лучшее 
управление по минимуму энергетических затрат. 
Этим получаемое тестовое движение лучше дру-
гих, так как известно, чем характеризуется опти-
мальная траектория. 

Рассмотренное оптимальное терминальное 
диагностирование динамических систем ограни-
чивалось контролем, с помощью которого обна-
руживалось появление дефекта. Следующей яв-
ляется задача локализации дефекта. Поскольку 
в основу терминальной диагностики положены 
математические модели проверяемых систем, то 
и локализацию дефектов целесообразно прово-
дить с точностью до элементов этих моделей. Так, 
при использовании уравнений состояния много-
мерной системы можно выполнить локализацию 
дефекта с точностью до одной из матриц этих 
уравнений. При использовании передаточной 
функции скалярной системы дефект локализу-
ется либо в числителе, либо в знаменателе этой 
функции. 

В работах по функциональному диагности-
рованию описан другой метод локализации де-
фекта. Он связан с использованием принципа 
диагностирования по годографам дефектов. Этот 
принцип требует большой подготовительной ра-
боты по созданию годографов.

Работа поддержана грантом РФФИ № 17-08-
00244.
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Introduction: The published works on terminal diagnostics of dynamic systems discuss the methods of calculating special test signals 
which provide natural motion of the system, for example, within specified bounds. Such a motion is accomplished with a specially 
calculated terminal control. There are many options for terminal control. Therefore, it is necessary to pose and solve the problem of 
optimal control which would minimize the given criterion and provide that the system moves along the optimal trajectory. Purpose: 
Developing methods for calculating the optimal terminal control by linear discrete dynamic systems, using the lowest energy cost as a 
criterion. Methods: The theory of optimal control of discrete systems is used, which allows you to build formulas for obtaining optimal 
control over the system motion within specified boundaries with the lowest energy cost. Results: Methods have been developed for 
calculating optimal terminal control under given or free initial conditions of the system, based on the theory of optimal control for 
Lagrange and Bolz problems. A technological process has been described for optimal terminal diagnostics of discrete dynamic systems. 
The obtained results make it possible to perform test diagnostics of discrete dynamic systems, which differs from the known diagnostics 
in that the test motion of the system turns out to be natural and optimal within the given boundaries and have the lowest energy cost. 
Computer simulation confirmed the theory.
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