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Постановка проблемы: для получения устойчивых оценок показателей эффективности функционирования систем 
управления перспективных объектов необходимо провести испытания большого числа опытных образцов, что не всегда 
удается на практике. Повысить качество оценивания показателей эффективности системы можно путем совместной 
обработки информации, имеющейся до проведения натурных испытаний и представленной априорными оценками со-
ответствующих показателей, и опытной информации, полученной по результатам испытаний опытных образцов. Для 
определения апостериорных оценок показателей эффективности, учитывающих результаты априорных и опытных ис-
следований, необходимо найти их функциональную зависимость от априорной и опытной оценок показателей эффек-
тивности и определить ее параметры. Цель: комплексная обработка результатов априорных и опытных исследований 
системы управления и апостериорное оценивание показателей эффективности. Результаты: предложен метод оцени-
вания эффективности функционирования системы управления путем комплексирования априорных и опытных оценок 
показателей эффективности, найденных до проведения испытаний системы и в процессе испытаний ограниченного 
числа опытных образцов. Показана возможность его применения, когда результаты априорных и опытных исследова-
ний представлены точечными оценками показателей эффективности и использование известных методов затруднено. 
Получены аналитические выражения для апостериорной оценки вероятности выполнения системой управления задачи 
функционирования и показателей, используемых для исследования влияния априорной информации на точность этой 
оценки и число испытаний. Работоспособность метода продемонстрирована на актуальном примере. В отличие от из-
вестных подходов, он учитывает близость априорных оценок к опытным. Практическая значимость: предложенный 
подход к оцениванию эффективности функционирования системы управления является достаточно общим, поскольку 
позволяет комплексировать информацию, полученную на различных этапах исследования системы, существенно по-
высить точность оценивания показателей эффективности и определить выигрыш в числе испытаний во всех случаях, 
когда результаты априорных исследований не противоречат опытным данным.
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Введение

Для получения устойчивых оценок показате-
лей эффективности функционирования систем 
управления (СУ) перспективных объектов необ-
ходимо иметь результаты испытаний достаточно 
большого числа опытных образцов. На практике, 
в силу известных причин, обеспечить требуемое 
число испытаний далеко не всегда представляет-
ся возможным. Одним из путей повышения каче-
ства оценивания показателей эффективности си-
стемы и уменьшения числа натурных испытаний 
является использование априорной информации, 
накопленной до проведения испытаний [1]. 

Всю имеющуюся информацию о качестве 
функционирования СУ условно можно разделить 

на априорную и опытную. На объем априорной 
информации практически нет ограничений, но 
достоверность ее существенно зависит от адекват-
ности используемых моделей. Опытные данные, 
как правило, отражают реальные характеристи-
ки СУ, но ограничены по объему. Повысить до-
стоверность оценок показателей качества функ-
ционирования системы в такой достаточно часто 
встречающейся на практике ситуации можно 
путем комплексной обработки всей имеющейся 
априорной и опытной информации.

Данная задача не является новой, и имеется 
ряд методов, позволяющих при определенных 
условиях найти ее решение. Часть из них базиру-
ется на байесовском подходе к оцениванию, тре-
бующем наиболее полной априорной информа-
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ции [2–9]. Основным ограничением этого подхода 
является неоднозначность, которую он допуска-
ет при выборе априорных распределений, и, как 
следствие, противоречивость (в ряде случаев) 
получаемых результатов. Кроме того, при его ис-
пользовании не учитывается близость априорной 
информации к результатам испытаний. В методе 
линейного объединения априорных и опытных 
оценок для определения параметров модели необ-
ходимо, чтобы обе оценки являлись несмещенны-
ми и были известны их дисперсии (при многомер-
ных показателях качества — корреляционные 
матрицы) [3, 5]. Эти условия не всегда выполня-
ются. Сложность применения метода коррели-
рованных процессов связана с необходимостью 
определять взаимную корреляционную матри-
цу выходных сигналов модели и системы [5, 10]. 
В методе параметрических функций использу-
ются аддитивные и мультипликативные модели 
объединения априорных и опытных оценок [5, 
11, 12]. Поскольку параметры моделей в общем 
случае нелинейно зависят от моментов априор-
ной оценки, то применение их на практике часто 
затруднено. Решения задачи апостериорного оце-
нивания при отсутствии априорного распреде-
ления в некоторых частных случаях приведены 
в работах [13, 14].

Следует отметить, что качество априорной ин-
формации может значительно влиять не только 
на достоверность получаемых апостериорных 
оценок характеристик СУ, но и на число испыта-
ний. Это становится особенно актуальным на за-
ключительных этапах создания перспективных 
объектов, когда проводятся дорогостоящие ис-
пытания их опытных образцов.

Хорошим актуальным аналогом рассматрива-
емой задачи может служить тестирование на ос-
нове конечных автоматов (детерминированных и 
недетерминированных), используемое в интерак-
тивных дискретных системах при построении те-
стовых последовательностей.

В частности, для примера здесь можно на-
звать синтез проверяющих тестов для телеком-
муникационных протоколов [15]. В статье [16] 
рассматривается проблема синтеза проверяю-
щих последовательностей для недетерминиро-
ванных спецификаций, возникающих в ком-
пьютерных приложениях, а в работе [17] — во-
просы построения адаптивной проверяющей и 
адаптивной различающей последовательностей. 
В статье [18] показано, что класс автоматов без 
слияний содержит множество используемых 
в различных приложениях детерминированных 
автоматов.

Еще одними близкими и актуальными ана-
логами решаемой нами задачи, на наш взгляд, 
служат задачи: тестирования надежности для 
критических информационных систем на осно-

ве оценивания случайных состояний [19]; те-
стирования программного обеспечения на этапе 
его разработки с помощью моделирования [20]; 
математического моделирования тестирования 
надежности программного обеспечения с несо-
вершенной отладкой [21]. При этом в работах [15–
21] не рассматриваются детально задачи выбора 
параметров, определяющих веса априорной и 
опытной информации при оценивании искомых 
показателей.

Постановка задачи апостериорного 
оценивания показателей эффективности 
системы

Полагается, что испытание опытного образ-
ца прошло успешно, если была достигнута цель 
функционирования СУ. Вероятность того, что СУ 
решит поставленные задачи при одном испыта-
нии, остается постоянной и равна p.

Если случайная величина 0X̂   представля-
ет число независимых испытаний, которые не-
обходимо провести для того, чтобы ровно m из 
них были успешными, то закон распределения ее 
определяется вероятностями того, что число ис-
пытаний будет равно х:

 

   1
1 1  

 1  2   

ˆ ; ,

, , , ... ,

x mm m
xP X x p C p p

x m m m


  

  
 
 (1)

где 1
1

m
xC

  — число сочетаний из х – 1 по m – 1.

Данная формула описывает распределение 
Паскаля (отрицательное биномиальное распре-
деление) [22]. Известны соотношения, связываю-
щие математическое ожидание X̂M  и дисперсию 

X̂D  необходимого числа испытаний X̂  с вероят-
ностью р:

 
  21ˆ ˆ; .X XM m p D m p p     (2)

Для получения опытной оценки вероятно-
сти проведены испытания опытных образцов, 
включающие No серий. Испытания в каждой 
серии проводились до получения m успешных 
результатов. Число испытаний в 1-й серии соста-
вило х1, во 2-й — х2 и т. д., в No-й серии — 

oNx . 
Полагается, что результаты испытаний извест-
ными методами приведены к единым условиям 
и представляют выборку из одной генеральной 
совокупности.

На этапах, предшествующих испытаниям 
опытных образцов, получена априорная (расчет-
ная) оценка рp вероятности того, что цель будет 
достигнута при одном испытании. Она может 
быть пересчитана при изменении условий испы-
таний. 
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Необходимо найти апостериорную оценку ра 
этой вероятности, учитывающую априорную ин-
формацию и результаты испытаний.

Сформулированная задача, по сути дела, сво-
дится к обоснованию структуры и выбору пара-
метров функциональной зависимости апостери-
орной оценки ра от априорной рp и опытной ро 
оценок вероятности р. Для ее решения предлага-
ется использовать метод приоритета опытной ин-
формации [23, 24].

Получение апостериорной оценки 
вероятности достижения цели 

В методе приоритета опытной информации 
сначала по результатам испытаний определяется 
оценка максимального правдоподобия (опытная 
оценка) ро вероятности р [2].

Для этого по выборке o1, ,ix i N  составляется 
функция правдоподобия 

 
   

o o 1
1

1 1
1ˆ ; .i

i

N N
x mm m

i x
i i

P X x p C p p 


 
      (3)

Опытная оценка ро должна обеспечивать мак-
симум этой функции. Для определения оценки ро 
в данном случае можно использовать необходи-
мое условие максимума функции правдоподобия 
или логарифма этой функции, поскольку закон 
распределения Паскаля удовлетворяет условию 
регулярности [22]. Необходимое условие макси-
мума имеет вид
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Решением последнего уравнения является 
опытная оценка вероятности того, что СУ достиг-
нет цели при одном испытании:
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Функцию правдоподобия (3) можно преобра-
зовать к виду 
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Подстановка в последнюю формулу суммы 
o

o o
1

,
N

i
i

x mN p


  полученной из уравнения (4), да-

ет новое выражение для функции (3)

      o oo 1 1
o o 1 /, ,mN pmNL p p C p p     (5)

где постоянная величина 
o 1

o 1
1

.
i

N
m
x

i
C C 





Рассматривается статистическая гипотеза Н: 

ррр о том, что вероятность достижения цели 
при одном испытании равна ее априорной оцен-
ке. Для проверки этой гипотезы используется 
величина отношения правдоподобия, которая, 
фактически, характеризует близость априорной 
информации к опытным данным. Она вычисля-
ется по формуле 
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Отсюда видно, что 0*1, причем макси-
мальное значение *1 достигается при совпаде-
нии априорной и опытной оценок, т. е. при рpро. 
В этом случае их доли в апостериорной оценке по-
лагаются равными. При значительном отличии 
оценок рp и ро величина отношения правдоподобия 
(6) будет мала (*  0) и вес априорной информа-
ции в апостериорной оценке будет близок к нулю. 

Качество опытной оценки ро зависит от числа 
испытаний No. Для определения качества апри-
орной оценки вводится величина

 ð o*N N  .  (7)

Тогда при справедливости гипотезы Н: ррр 
об однородности априорной и опытной информа-
ции функция

 
     p p p1 1

p p 1 /, ,mN mN pL p p C p p  
 

 (8)

где Срconst, может рассматриваться как функ-
ция, характеризующая распределение априор-
ной оценки рp, а произведение функций (5) и (8)
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— как функция, характеризующая распределе-
ние обеих оценок: ро и рp. 

Для определения апостериорной оценки ра ве-
роятности р используется необходимое условие 
максимума функции (9) 

a
0ln ( ) | ,p pL p p     ко-

торое дает уравнение

   
   

o p a p p

o o a

1 1

1 1 1 0

/

/ .

m N N p m N p

N p p

   
   

Решением полученного уравнения является 
апостериорная оценка вероятности р того, что 
цель будет достигнута при одном испытании СУ:
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Отсюда видно, что апостериорная оценка явля-
ется нелинейной функцией от взвешенных значе-
ний априорной и опытной оценок вероятности р. 
Из формулы (10) также следует, что процедура 
проверки гипотезы Н об однородности всей име-
ющейся информации не является обязательной. 
Действительно, при *  1, т. е. при близости апри-
орной и опытной оценок (рp  ро), апостериорная 
оценка ра  ро  рp. При *  0, т. е. при существен-
ном отклонении результатов априорных исследо-
ваний от данных, полученных в процессе испы-
таний, апостериорная оценка близка к опытной 
(ра  ро) и априорная информация фактически 
игнорируется. При 0*1 опытная и априор-
ная оценки входят в апостериорную оценку с раз-
ными весами, причем вес опытной информации 
всегда превышает вес априорной. Например, если 
в формуле (6) положить mNо20, то при pр0,5 
и pо0,9 отношение правдоподобия *0,0003 
и априорная информация, в силу ее существен-
ного отличия от опытных данных, очень слабо 
влияет на апостериорную оценку: pа0,8998. 
При pр0,8 и pо0,9 отношение правдоподобия 
*0,4425 и влияние априорной информации 
становится существенным. Это видно и по апо-
стериорной оценке pа  0,86. При дальнейшем 
возрастании отношения правдоподобия (при при-
ближении априорной информации к опытным 
данным, содержащим достоверную информацию 
о характеристиках СУ) вес априорной информа-
ции в апостериорной оценке также возрастает. 
Так, при pр0,85 и pо0,9 отношение правдо-
подобия *0,7850 и pа  0,88, а при pр0,9 и 
pо0,9 отношение правдоподобия *1 и pа 
 pоpр 0,9.

Если априорная информация отсутствует, то 
апостериорная оценка вероятности, как видно из 
формулы (10), будет совпадать с оценкой максималь-
ного правдоподобия ро, полученной по результатам 
натурных испытаний опытных образцов системы.

Определение выигрыша 
в качестве оценивания 

Из формулы (7) следует, что априорная оцен-
ка pр может рассматриваться как оценка, полу-
ченная по некоторой гипотетической выборке, 
включающей результаты ÑрЕ[Nр]Е[*Nо] се-
рий испытаний, где Е[·] — функция округления 
до ближайшего целого числа. Тогда можно по-
лагать, что апостериорная оценка ра получена по 
результатам NаNо Ñр серий испытаний, и рас-
сматривать величину 

 
 ÷.è îÅ * ,N     (11)

как число дополнительных серий испытаний, ко-
торое дает учет априорной информации в проце-
дуре оценивания вероятности р.

Из последней формулы видно, что ч.и зависит 
от близости априорной оценки к опытной, т. е. от 
величины отношения правдоподобия, определяе-
мой по формуле (6). Чем ближе априорная инфор-
мация к опытной, тем больше выигрыш в числе 
испытаний.

В качестве показателя, характеризующего вы-
игрыш в точности оценивания, используется от-
носительная величина

 

o a

o

ò 100%,p p

p

D D
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    (12)

где 
opD  и 

apD
 
— дисперсии оценок ро и ра соот-

ветственно.
Приближенное значение дисперсии 

opD  опыт-
ной оценки ро вероятности того, что цель будет 
достигнута при одном испытании СУ, можно по-
лучить, воспользовавшись известным распреде-
лением оценки ро, которое согласно [25] имеет вид
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(13)

Зная закон распределения, можно найти момен-

ты опытной оценки ро. Поскольку 
o

o o
1

,
N

i
i

p mN x


   

то, обозначив 
o

o o o
1

,
N

i
i

s x mN p


   найдем выраже-

ние для начального момента k-го порядка оценки ро
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soNom, Nom 1, Nom 2, … .

Для приближенного вычисления начального 
момента k-го порядка оценки ро может использо-
ваться формула

    o oo o
o

o

1 2
î o o o o1 1ˆ .k s N mN mk N m

s
s

M p N m s C p p  


     

Тогда приближенное значение дисперсии опыт-
ной оценки 

 
  o

22
î îˆ .pD M p M p      (14)

В силу сделанных предположений, как уже 
отмечалось выше, апостериорную оценку ра веро-
ятности р можно рассмотреть как оценку, полу-
ченную по результатам NаNо Ñр серий испы-
таний. В этом случае формула для определения 
приближенного значения дисперсии 

apD  апосте-
риорной оценки ра аналогична формуле (14), т. е. 

 
  a

22
à aˆ ˆ ,pD M p M p      (15)

где

  a aa a
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M p C p p
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 saNam, Nam 1, Nam 2, …; k1, 2.

Подстановка значений 
opD  и 

a
,pD  полученных 

по формулам (14), (15), в правую часть выражения 
(12) позволяет сравнить приближенные значения 
дисперсий апостериорной оценки и опытной оцен-
ки, полученной только по результатам натурных ис-
пытаний опытных образцов, и исследовать влияние 
априорной информации на точность оценивания. 

Оценки математического ожидания X̂M  и 
дисперсии X̂D  случайной величины ˆ ,X  учиты-
вающие результаты априорных исследований и 
натурных испытаний, определяются в соответ-
ствии с формулами (2) путем подстановки в них 
вместо вероятности р ее апостериорной оценки ра. 

Пример применения метода 
апостериорного оценивания

Одной из основных подсистем автоматизиро-
ванной СУ полетами самолетов крупного аэро-

дрома является система дальнего обнаружения 
и управления. В ее состав входит радиолокатор 
дальнего обнаружения, предназначенный для 
обнаружения воздушных объектов. Вероятность 
получения отметки об объекте на экране радио-
локатора при одном обороте антенны равна р. 

Объект считается обнаруженным, если от него 
получено две отметки (m2). По результатам мо-
делирования процесса обнаружения воздушных 
объектов получена расчетная оценка рр0,6 ве-
роятности р. 

Были проведены четыре испытания радио-
локатора (Nо4) в одинаковых условиях. При 
первом испытании для обнаружения воздушного 
объекта потребовалось четыре оборота антенны 
(х14), при втором — шесть оборотов (х26), при 
третьем — пять (х35), при четвертом — четыре 
(х44). 

Требуется определить:
1) апостериорную вероятность того, что для 

обнаружения объекта придется сделать не более 
пяти оборотов антенны;

2) минимальное число оборотов антенны, не-
обходимое для обнаружения воздушного объекта 
с вероятностью не менее 0,8.

Решение первой задачи 
Вероятность того, что для обнаружения объ-

екта придется сделать не более пяти оборотов ан-
тенны, можно найти по формуле 
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На ее основе определяется априорное значение 
вероятности
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По данным натурных испытаний радиоло-
катора рассчитывается оценка максимального 
правдоподобия вероятности получения отметки 
об объекте на экране радиолокатора при одном 
обороте антенны [см. формулу (4)]

o
2 4 8 0 42

4 6 5 4 19
, .p


  

  

Соответствующая ей опытная оценка вероят-
ности того, что для обнаружения объекта придется 
сделать не более пяти оборотов антенны, имеет вид
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Отношение правдоподобия, характеризующее 
близость результатов моделирования к данным 
натурных испытаний, рассчитывается по форму-
ле (6):

*  0,29.

Тогда, в соответствии с формулой (10), апосте-
риорная оценка вероятности получения отметки 
об объекте на экране радиолокатора при одном 
обороте антенны ра  0,45, а выигрыш в числе 
испытаний согласно формуле (11) ч.и1, т. е. 
апостериорную оценку ра вероятности р можно 
рассматривать как оценку, полученную по пяти 
испытаниям радиолокатора. 

По формулам (14) и (15) получены прибли-
женные значения дисперсий опытной и апосте-
риорной оценок вероятности р: 

o
0 0113,pD   и 

a
0 0101, .pD   Их подстановка в формулу (12) по-

казала, что учет априорной информации позво-
лил повысить точность оценивания примерно на 
10 %. 

Апостериорная оценка вероятности того, что 
для обнаружения объекта придется сделать не 
более пяти оборотов антенны:

   
5

5
a a 5 a a

2
5

5
5

2

P P 2 5 1

0 45 0 55 0 75

ˆ ;

, , , .

ii i

i

i i i

i

X p C p p

C









     

   





Отсюда видно, что Ро < Ра < Рр, причем оцен-
ка Ра ближе к опытной оценке Ро, чем к априор-
ной Рр. Это связано с относительно небольшим 
значением отношения правдоподобия *, опре-
деляющего согласно формуле (10) вес априорной 
информации (рр) в апостериорной оценке ра веро-
ятности р. 

Решение второй задачи 
Минимальное число оборотов антенны Х0,8, 

необходимое для обнаружения объекта с вероят-
ностью не менее 0,8, зависит от вероятности р, 
т. е. Х0,8  Х0,8(р), и может быть найдено из вы-

ражения  0 8P 2 0 8,ˆ ; , ,X X p    которое эквива-

лентно условию  
0 8

0 8
0 8

2
1 0 8

,
,

,
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X
X ii i

X
i

C p p 


 

Минимальные значения числа оборотов ан-
тенны, обеспечивающие удовлетворение этого 

условия при оценках рр, ро и ра вероятности р, 
равны, соответственно: Х0,8(рр)4, Х0,8(ро)7 и 
Х0,8(ра)6.

Таким образом, при ограниченных испытани-
ях радиолокатора учет априорной информации 
позволил скорректировать выводы о качестве 
его функционирования и уточнить требования 
к скорости вращения антенны.

Заключение

Предложенный подход к оцениванию вероят-
ности того, что СУ решит поставленные задачи 
при однократном ее применении, может быть 
использован для решения ряда других практи-
ческих задач. Это обусловлено широким распро-
странением закона распределения Паскаля. Так, 
объем выборки, необходимой для получения на-
перед заданного числа объектов с определенны-
ми свойствами при их случайном извлечении из 
генеральной совокупности, подчинен этому за-
кону. Он используется в задачах оптимального 
резервирования элементов, в теории стрельбы, 
при решении задач, связанных с исследованием 
долговечности системы, имеющей определенное 
число резервных элементов, при определении ко-
личества особей данного вида в выборках из био-
логических популяций, в статистике несчастных 
случаев и заболеваний, а также в других прило-
жениях. Полученные выше результаты, на наш 
взгляд, могут быть использованы при оценива-
нии состояний сложных объектов с помощью ин-
вариантов [26], при планировании испытаний и 
оценивании характеристик сложных систем [27], 
при оценивании состояний информационных си-
стем на основе использования функции энтропии 
[28].
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Introduction: In order to steadily estimate the efficiency of control systems for new objects, a great number of prototypes should be 
tested, which is not always possible in practice. The estimation quality can be improved by joint processing of the a priori information 
you have before the tests by analyzing certain indicators, and the data obtained from the tests. To estimate the efficiency a posteriori, 
taking into account both the a priori knowledge and the test results, you have to find their functional dependence on each of them, 
and specify the parameters of this dependence. Purpose: Integrated processing of the results from both aprioristic and experimental 
research of a control system, and obtaining posterior estimations of the efficiency indices. Results: A control system efficiency 
estimation method is proposed, which integrates the aprioristic and experimental estimations of the efficiency indices obtained a priori 
and during a limited number of tests of system prototypes. It can be used when the results of aprioristic research and the tests are 
presented by point estimations of the efficiency indices, and the most common methods are difficult to apply. We present analytical 
expressions for posterior estimation of the probability that the system will perform its task, along with the indicators which are used 
to study the influence of the aprioristic information on the estimation accuracy and number of tests. The working capacity of the 
method is illustrated by a real-life example. This approach, unlike others, takes into account how close the aprioristic estimations are 
to the experimental ones. Practical relevance: The proposed approach is universal enough, as it allows you to integrate the information 
obtained at various stages of studying the system, and essentially improve the efficiency estimation accuracy, specifying the gain in the 
number of tests in all the cases when the aprioristic research results are in consonance with the experimental data.
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