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Постановка проблемы: от эффективности работы биоочистных сооружений зависят производительность и эколо-
гическая безопасность предприятий. Решение задачи управления процессами анаэробной биологической очистки сточ-
ных вод существенно ограничивается сложностью описания физических и биохимических процессов, происходящих 
в биореакторах. Цель: разработка обобщенной математической модели анаэробного биореактора с закрепленной био-
массой как объекта системы автоматического управления, позволяющей учитывать конструктивные и технологические 
особенности системы очистки сточных вод. Методы: имитационное моделирование процессов массопереноса и биохи-
мических преобразований в анаэробном биореакторе и разработка на его основе математической модели, применимой 
для синтеза системы управления. Результаты: на основе уравнений массопереноса получена обобщенная математи-
ческая модель анаэробного биореактора с закрепленной биомассой. Эта модель дополнена компонентами, учитыва-
ющими биохимические преобразования. На базе конструктивных и технологических параметров биореактора сделаны 
необходимые допущения, которые дают возможность сформулировать граничные и начальные условия с достаточной 
для инженерной практики точностью. Обоснован выбор управляемых параметров технологического процесса в анаэ-
робном биореакторе, обеспечивающих достижение необходимой степени очистки при наименьших затратах. Получен-
ная обобщенная математическая модель анаэробного биореактора с закрепленной биомассой позволяет выполнить 
имитационное моделирование биореактора в заданных условиях эксплуатации. Для этих условий построена аппрокси-
мирующая модель, благодаря которой возможно выполнение синтеза системы управления. Практическая значимость: 
разработанные алгоритмы позволяют применить полученные результаты к широкому классу действующих анаэробных 
биореакторов с закрепленной биомассой и построить системы управления, существенно повышающие эффективность 
их работы, в том числе на этапах модернизации систем очистки.
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Введение

Биологическая очистка сточных вод, являясь 
основной технологией обеспечения экологиче-
ской безопасности промышленных предприятий, 
широко используется как в промышленности, 
так и в локальных бытовых очистных сооруже-
ниях. Известна высокая эффективность при-
менения анаэробных биореакторов [1, 2], работа 
которых сопровождается выделением биогаза, 
используемого, например, для обеспечения опти-
мального температурного режима.

При проектировании биореактора [3–5] цен-
тральное внимание уделяется его конструктив-
ным и технологическим параметрам на основе за-
данных характеристик обрабатываемых сточных 
вод и допустимой концентрации загрязнений 
в очищенной воде Sвых. 

Зачастую промышленные предприятия харак-
теризуются неравномерным во времени выходом 
продукции, а следовательно, неравномерным во 
времени объемом и составом сточных вод. Это обу-

словлено цикличностью технологического процес-
са, сезонностью спроса на некоторые виды продук-
ции, необходимостью санитарного и технического 
обслуживания технологических линий и другими 
причинами. Очистные сооружения должны обе-
спечить заданную санитарными нормами сте-
пень очистки при изменяющихся концентрации 
загрязнений на входе S0 и объеме сточных вод Q, 
поступающих с предприятия на очистку в еди-
ницу времени. При этом следует учитывать, что 
эффективность работы биореактора существенно 
зависит от климатических условий, в частности, 
температуры окружающей среды. 

В современных условиях с учетом накопленно-
го опыта проектирования и эксплуатации анаэроб-
ных биореакторов актуальна задача разработки и 
внедрения автоматизированных систем контроля 
и управления работой очистных сооружений [6–
9]. Задачей управления биореактором является 
обеспечение допустимого уровня концентрации 
загрязнений на выходе биореактора Sвых при из-
менениях начальной концентрации загрязнений 
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сточной воды S0, расхода жидкости в биореакторе 
Q и температуры окружающей среды tокр. Решение 
таких задач позволяет уменьшить эксплуатацион-
ные затраты, обеспечить эффективность системы 
очистки при пиковых нагрузках и залповых вы-
бросах загрязнений, повысить безопасность систе-
мы очистки. Рассматриваемая система относится 
к классу непрерывных систем автоматической 
стабилизации с входными параметрами S0, Q. 
Заданный режим работы биореактора обеспечива-
ется автоматической регулировкой рабочей темпе-
ратуры очищаемой жидкости t. 

Объем жидкости Q, поступающей в биореак-
тор в единицу времени, определяет время пребы-
вания сточной воды на очистке и, следовательно, 
производительность биореактора по сточной воде. 
Увеличение расхода жидкости приводит к умень-
шению времени контакта сточной воды с микро-
организмами биореактора и, как следствие, 
к снижению показателей качества очистки. Этот 
эффект компенсируется увеличением скорости 
биохимических реакций при повышении темпе-
ратуры сбраживания. Однако дополнительный 
обогрев биореактора существенно увеличивает 
затраты на очистку. 

При решении задач управления биореактором 
возникает необходимость разработки математи-
ческой модели объекта управления, учитываю-
щей влияние технологических и возмущающих 
факторов на эффективность его функционирова-
ния. Для ряда конструкций биореакторов такие 
модели известны, и строятся они на основе опи-
сания процессов массопереноса и микробиологи-
ческой кинетики преобразования органического 
загрязнения [3, 4, 6]. В конструкции, описанной 
в [10], повышение эффективности работы биоре-
актора достигается использованием нескольких 
секций с микроорганизмами, закрепленными на 
носителях биомассы. Подобные биореакторы мо-
гут быть использованы для очистки сточных вод, 
содержащих липофильные вещества [11]. Такое 
техническое решение требует уточнения мате-
матической модели для решения задачи синтеза 
алгоритмов управления.

Математическое описание процессов 
массопереноса в анаэробном биореакторе 
с закрепленной биомассой

В основе математического описания процессов 
распределения и преобразования веществ в биоре-
акторе лежат уравнения массопереноса, в частно-
сти, уравнения конвективной диффузии вида [12]
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где S S(x, y, z) — концентрация рассматривае-
мого вещества; D — коэффициент молекулярной 
диффузии вещества в жидкости; W W(x, y, z) — 
скорость потока жидкости; r1, r2 — скорости со-
ответственно образования и разложения рассма-
триваемого вещества анаэробной микрофлорой.

Процессы анаэробного разложения органиче-
ского загрязнения сточной воды с достаточной 
степенью точности можно представить в виде 
двух стадий [13–15] — кислотогенеза и метаноге-
неза. На стадии кислотогенеза исходное загряз-
нение, выраженное обобщенной концентрацией 
глюкозы Sг, преобразуется микроорганизмами 
в ацетат (уксусную кислоту) с обобщенной кон-
центрацией Sу. В результате метаногенеза из ук-
сусной кислоты образуется биогаз с концентра-
цией метана Sбг. Концентрации перечисленных 
веществ изменяются в соответствии с уравнени-
ем (1), а обобщенная модель процессов массопере-
носа имеет вид
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Различия в конструкции и принципе действия 
биореактора определяют специфику гранич-
ных и начальных условий для решения системы 
уравнений (2). В частности, показанная на рис. 1 
расчетная схема для биореактора с закрепленной 
биомассой позволяет сформулировать начальные 
и граничные условия для системы уравнений (2). 
Биомасса в предложенном биореакторе закрепле-
на на носителях, представляющих собой листы 
полимерного материала. Листы расположены 
параллельно друг другу и образуют щелевидные 
каналы, вдоль которых восходящим потоком 
протекает очищаемая жидкость. 

Рассмотрим щелевидный канал, образован-
ный двумя соседними листами-носителями био-
массы. В нижнее сечение канала поступает жид-
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кость с расходом Q и средней концентрацией за-
грязнений S0. По мере продвижения по каналу со 
скоростью W жидкость взаимодействует с микро-
организмами в биопленке, за счет чего концен-
трация загрязнений уменьшается и на выходе из 
канала равна Sост. Микроорганизмы биопленки 
преобразуют загрязнения сточной воды в био-
газ объемом Vбг, который отводится из канала. 
Рабочая ширина канала 2L определяется рассто-
янием  между листами-носителями биомассы и 
толщиной биопленки LF как 2L– 2LF. За счет 
идентичности процессов в каждом канале такое 
представление может быть положено в основу 
общей модели анаэробного биореактора с закре-
пленной биомассой.

Для определения начальных и граничных ус-
ловий при решении системы уравнений (2) при-
менительно к конкретной конструкции биореак-
тора будем полагать:

— по окончании периода запуска биореактора 

процесс можно считать стационарным и 
d

0
d

;
S



— перенос вещества осуществляется по осям 

Ox и Oz, составляющие концентрации 
S
y



 и ско-

рости Wy равны нулю; 

— при низких скоростях движения жидкости 
поток имеет ламинарный характер и .z xW W  
Следовательно, по оси Oz массоперенос осущест-
вляется посредством молекулярной диффузии, а 
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Для ламинарного потока жидкости в щеле-
видном канале вертикальная компонента ско-
рости Wz определяется из уравнения Навье — 
Стокса [12] как
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где 
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  — средняя скорость потока жидко-

сти; Q — объемный расход жидкости в канале, 
м3/с; l — длина канала, м.

Тогда, с учетом сделанных допущений, урав-
нение (1) примет вид

 

2

1 22
  1

0
( , ) ( , )

( ) ( ) ,
S x z S x z

x r r
z Dx

 
    


  (4)

где 2( ) ( ),x k x b    2 2
3 1

2
, .

W
k b

DL L
     

В анаэробном биореакторе с биомассой,  за-
крепленной на носителях, образование и разло-
жение вещества происходит преимущественно 
в биопленке. На стадии кислотогенеза изменения 
концентрации глюкозы в ходе микробиологи-
ческой реакции описываются уравнениями [13, 
16, 17]
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Концентрация уксусной кислоты на стадии 
кислотогенеза увеличивается в соответствии 
с уравнением 
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Для стадии метаногенеза уменьшение кон-
центрации уксусной кислоты и соответствующее 
увеличение концентрации биогаза описываются 
уравнениями
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  Рис. 1. Расчетная схема канала между двумя ли-
стами-носителями биомассы

  Fig. 1. The design scheme of the channel between two 
sheets of biomass carriers
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В формулах (6)–(8) приняты следующие 

обозначения:  áïã ã ã ã  pH  ( ), ( ), ,X X S z I z t  и 

 áïó ó ó ó  pH  ( ), ( ), ,X X S z I z t  — соответственно 

концентрация кислотогенной и метаногенной 
биомассы в биопленке; μг, YX г, KSX г, KmX г, KS г, 
YS г, μу, YX у, KSX у, KmX у, KS у, YS у, Vm max, Km, 
Kim — кинетические параметры процесса, кото-
рые характеризуют особенности жизнедеятель-
ности кислотогенной и метаногенной популяций 
микроорганизмов. Подробное описание кинети-
ческих параметров и их значения, определенные 
опытным путем, приведены в работах [18–21].

Таким образом, расчетная модель процессов 
массопереноса в анаэробном биореакторе с закре-
пленной биомассой примет вид
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Для уравнения (9.1), описывающего изменение 
концентрации глюкозы в жидкости, граничные 
условия определяются концентрацией глюкозы 
на границе раздела фаз биопленка — жидкость и 
в середине канала, где наблюдается экстремум и 
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 и для уравнения (9.2), описывающе-

го преобразование глюкозы в биопленке, гранич-
ными условиями являются концентрации глюкозы 
на границах раздела фаз биопленка — жидкость и 
биопленка — подложка, где 
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  Так как 

закон изменения концентрации глюкозы на грани-

це раздела фаз биопленка — жидкость заранее не-
известен, при численном решении с достаточно ма-
лым шагом сетки предлагается определять концен-
трацию вещества в биопленке на i-м шаге решения 
из концентрации вещества в жидкости на (i–1)-м 
шаге. При условии, что входящий поток жидко-
сти идеально гомогенизирован, начальные условия 
определяются концентрацией загрязнений в стоке, 
подающемся на очистку: ã 00, .x zS S   

Аналогично определяются начальные и гра-
ничные условия для вычисления концентрации 
уксусной кислоты [уравнения (9.3) и (9.4)] и био-
газа [уравнение (9.5)].

В целом система уравнений (9.1)–(9.5) может 
рассматриваться как обобщенная модель биоре-
актора, однако перечисленные особенности огра-
ничивают возможности аналитического решения 
системы уравнений (9.1)–(9.5) и приводят к необ-
ходимости разработки алгоритмов имитационно-
го моделирования процессов в биореакторе. 

Концентрации биомассы Xу и Xг в общем слу-
чае являются сложными функциями, зависящи-
ми от концентрации субстрата S, концентрации 
ингибирующих веществ I, кислотности pH, тем-
пературы t [22, 23]. Уравнения системы (9.1)–(9.5) 
содержат ряд кинетических параметров процес-
са, которые характеризуют особенности жизне-
деятельности кислотогенной и метаногенной по-
пуляций микроорганизмов. Эти параметры, так 
же как и концентрация биомассы в биопленке, 
определяются опытным путем, зависят от типа 
микроорганизмов и от температуры, при которой 
развивается популяция. Так, при повышении ра-
бочей температуры среды интенсифицируются 
процессы роста микробной популяции, ускоря-
ются биохимические превращения, следователь-
но, повышается эффективность очистки стока.

Для улучшения эксплуатационных характе-
ристик анаэробных биореакторов используются 
секционные конструкции [10]. Каждая секция 
содержит блоки загрузки носителей биомассы, 
образующие одинаковые вертикальные каналы, 
процессы в которых идентичны и описываются 
системой уравнений (9.1)–(9.5). Секции связаны 
между собой перетоками, где происходит вы-
равнивание концентраций веществ и подогрев 
очищаемой жидкости до рабочей температуры. 
В каждой секции обеспечивается отвод образо-
ванного биогаза, который может быть использо-
ван для обогрева биореактора. Рассмотрим осо-
бенности имитационного моделирования секци-
онных биореакторов подобной конструкции [10].
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Имитационное моделирование 
и численные расчеты секционного 
биореактора

В процессе технической эксплуатации ана-
эробного биореактора с помощью специальных 
датчиков должны контролироваться значения 
таких показателей процесса анаэробной очистки, 
как концентрация загрязнений на входе S0 и вы-
ходе Sвых биореактора, температура t0 поступаю-
щей на очистку жидкости и рабочая температура 
t в биореакторе, расход поступающей в биореак-
тор жидкости Q. Параметр Q позволяет рассчи-
тать среднюю скорость жидкости в канале W0 
Q/(F – nLлy), где F — площадь сечения секции; 
n — количество листов-носителей биомассы; Lл — 
толщина листа; у — ширина листа. Концентра-
ция загрязнений на выходе биореактора Sвых яв-
ляется регулируемым параметром, значение ко-
торого необходимо стабилизировать на заданном 
уровне. Рабочую температуру процесса t можно 
рассматривать как управляющее воздействие, 
а значение концентрации загрязнений на входе 
в биореактор S0 и скорость жидкости в канале 
W0 — как входные параметры. Для реализации 
процессов управления в целях стабилизации па-
раметра Sвых на заданном уровне должна быть 
известна зависимость Sвых S(t, S0, W0). Система 
уравнений (9.1)–(9.5) с принятыми начальными и 
граничными условиями описывает данную зави-
симость, однако не позволяет получить аналити-
ческие выражения для Sвых S(t, S0, W0) в форме, 
приемлемой для синтеза системы управления. 
Поэтому для рабочих диапазонов заданных пара-

метров на основе численного решения системы 
уравнений (9.1)–(9.5) были найдены зависимости, 
аппроксимирующие поведение функции Sвых 
S(t, S0, W0) для различных рабочих условий.

Аппроксимирующие зависимости Sвых S(t, 
S0, W0) для синтеза системы управления стро-
ятся на основе имитационной модели, обеспечи-
вающей численное решение системы уравнений 
(9.1)–(9.5) для заданных входных параметров и 
текущего состояния реактора. Модель реализо-
вана в системе MATLAB [3]. 

Исследования показали, что зависимость конеч-
ной концентрации Sвых от начальной концентрации 
S0 носит линейный характер, в то время как для 
описания зависимости Sвых от рабочей температу-
ры процесса t достаточно ограничиться полиномом 
3-й степени. Также имеют место парные и квадра-
тичные эффекты. В результате имитационного мо-
делирования для изменений температур в диапазо-
не t2055 C, начальной концентрации загрязне-
ний стока S0412 кгХПК/м3 и скорости жидкости 
в канале W00,120 мм/с получена аппроксими-
рующая функция, устанавливающая взаимосвязь 
этих параметров с показателем качества очистки 
Sвых со средней квадратической погрешностью ап-
проксимации 5 %. Аппроксимирующая функция 
может быть при этом записана в виде

Sа1(W0)а2(W0)t а3(W0)S0

+ а4(W0)tS0 а5(W0)W0t2а6(W0)t3 

 + а7(W0)S0t3 а8(W0)t2W0 S0,  (10)

где: 
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  Рис. 2. Сравнение результатов имитационного эксперимента и аппроксимации для начальной концентрации 
S06 кг/м3 (а) и S010 кг/м3 (б)

  Fig. 2. Simulation experiment results and approximation comparison for an initial concentration of S0 6 kg/m3 (а) 
and S0 10 kg/m3 (б)
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— для диапазона температур t 2030 С

аi bi1W0
3bi2W0

2bi3W0bi4, i1, ..., 8;

— для диапазона температур t 3045 С 

аi сi1W0
4сi2W0

3сi3W0
2сi4W0сi5, 

i1, ..., 8;

— для диапазона температур t 4555 С

аi di1W0
3di2W0

2di3W0di4, i1, ..., 8.

Результаты расчетов представлены на рис. 2 
в виде зависимости концентрации загрязнений 
на выходе из биореактора от рабочей температу-
ры жидкости в биореакторе S(t) для начальной 
концентрации загрязнений 6 кгХПК/м3 (рис. 2, а) 
и 10 кгХПК/м3 (рис. 2, б). Зависимости показаны 
для различных значений скорости жидкости в ка-
нале W0. Точками отмечены результаты расчета, 
полученные при имитационном моделировании, 
сплошными линиями — по аппроксимирующей 
модели. Заданное качество очистки стока Sнорм 

2 кгХПК/м3 представляет собой значение, кото-
рое концентрация загрязнений сточной воды на 
выходе из биореактора не должна превышать.

Заключение

Выполненное в работе математическое описа-
ние основных процессов функционирования анаэ-
робного биореактора позволяет отразить конструк-
тивные и технологические особенности системы 
очистки сточных вод. Такое описание может рас-
сматриваться как обобщенная модель анаэробно-
го секционного биореактора с закрепленной био-
массой.

На основе имитационной модели и результа-
тов численных расчетов в работе получены ап-
проксимирующие зависимости, описывающие 
взаимосвязь эффективности работы биореак-
тора от входных и возмущающих воздействий. 
Представленные результаты могут использовать-
ся в задачах синтеза алгоритмов управления тех-
нологическими процессами в анаэробном биоре-
акторе. 
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Introduction: The efficiency and environmental safety of industrial objects depend on the efficiency of their bioremediation 
facilities. Managing the purification in bioreactors is significantly limited by the complexity of describing the physical and biochemical 
processes. Purpose: Developing a generalized mathematical model of an anaerobic bioreactor with fixed biomass as an object of an 
automatic control system, in order to take into account the structural and technological features of a wastewater treatment system. 
Methods: Simulation of mass transfer and biochemical transformations in an anaerobic bioreactor, and development of a mathematical 
model applicable for the synthesis of a control system. Results: A generalized mathematical model of an anaerobic bioreactor with 
fixed biomass was obtained on the basis of mass transfer equations. This model is supplemented with components which take into 
account biochemical transformations. On the basis of the bioreactor design and technological parameters, necessary assumptions were 
made which allowed us to formulate boundary and initial conditions with an accuracy sufficient for engineering practice. The choice 
of controlled parameters of the technological process in an anaerobic bioreactor is substantiated, ensuring the best purification at 
the lowest cost. The obtained generalized mathematical model of an anaerobic bioreactor with fixed biomass allows you to perform a 
simulation of a bioreactor under specified operating conditions. For these conditions, an approximating model was constructed which 
can be used for a control system synthesis. Practical relevance: The developed algorithms allow you to apply the obtained results to a 
wide class of the existing anaerobic bioreactors with fixed biomass, and to build control systems of a much higher efficiency, including 
the cleaning system upgrade stages.
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