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Introduction 

The construction of symmetric Hadamard ma-
trices was stagnating for long time while that of 
skew-Hadamard matrices advanced rapidly. The 
reason for this discrepancy was the fact that for 
the latter we had a very versatile tool, namely the 
Goethals — Seidel (GS) array, while for the former 
such tool was missing. The new tool for the con-
struction of the symmetric Hadamard matrices, so 
called propus array, was discovered recently [1] by 
J. Seberry and the first author. It was already used 
in [2–4] to construct many propus Hadamard ma-
trices (such matrices are always symmetric) includ-
ing some having new orders.

The authors of [1] observed that the well known 
Turyn series of Williamson quadruples (of sym-
metric circulant blocks) gives the first infinite se-
ries of propus Hadamard matrices. They also give 
a variation of the propus array in which they plug 
symmetric and commuting Williamson type quad-
ruples to construct another infinite series of sym-
metric Hadamard matrices. Yet another infinite 
series of propus Hadamard matrices was identified 
in [4, Theorem 5].

In this paper we continue our previous work [2, 
3] where we used the propus construction to find 
new symmetric Hadamard matrices. We refer to 
these papers and [5] for the more comprehensive 
description of this construction and the definitions 

of the GS-array and GS-difference families. As the 
propus difference families play a crucial role in the 
paper, we shall define them precisely in the next 
section and specify the propus array that we use.

The first Hadamard matrix of order 4 · 67 268 
was constructed by Sawade in 1985 [6]. The first 
skew-Hadamard matrix of the same order was con-
structed in 1992 by one of the authors [7]. However 
a symmetric Hadamard matrix of order 268 was not 
discoverd so far. We present in Sect. 3 six propus 
difference families in the cyclic group Z67 which 
we use to construct six symmetric Hadamard ma-
trices of order 268. Moreover, in the same section 
we also construct the first examples of symmetric 
Hadamard matrices of orders 412, 436 and 604. 
Examples of symmetric Hadamard matrices of or-
der 4v are now known [2–4, 8] for all odd positive 
integers v < 200 except for

59, 65, 81, 89, 93, 101, 107, 119, 127, 133, 149, 
153, 163, 167, 179, 183, 189, 191, 193.

The binary sequences, i.e., {±1}-sequences, of 
length v 1 (mod 4) are called optimal if the off-
peak values of its periodic autocorrelation function 
are 1 or –3. Such sequence is balanced if its sum 
is ±1. A computer generated list of binary balanced 
optimal sequences of length v 1 (mod 4) is given in 
[9] for v  47. As a byproduct of our computations 
of propus difference families we have obtained bi-
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nary balanced optimal sequences of lengths 49 and 
61. They are presented in Sect. 4.

In addition to the propus difference families 
used in Sect. 3, we give a more extensive list of such 
families in Sect. 5.

While trying to verify the proof of [1, Corollary 
1] we observed that this corollary is stated incor-
rectly. The second sentence of the corollary should 
read: “Then there exist symmetric Williamson type 
matrices of order q 2 and a symmetric propus-type 
Hadamard matrix of order 4(q 2)”. Consequently, 
4(2q 1) should be replaced with 4(q 2) in the ab-
stract as well as in line 3 on p. 351. Further, the two 
lists, one on p. 352 and the other on p. 356 should be 
corrected. The integers 59, 67, 81, 89, 105, 111, 119, 
127 should be removed from the former, while 97, 
99 should be removed from and 59, 67, 89, 119, 127 
inserted into the latter. (The cases 59, 89, 119, 127 
are still unresolved.)

Preliminaries 

Let G be a finite abelian group of order v > 1. Let 
(Xi), i 1, 2, … , m, be a difference family in G. We 
fix its parameter set 

 (v; k1, k2, …, km; ), ki |Xi|.  (1)

Recall that these parameters satisfy the equation

 

.   (2)

The set of diference families in G having this 
parameter set is invariant under the following ele-
mentary transformations:

a) for some i replace Xi by a translate g Xi, 
g G; 

b) for some i replace Xi by –Xi; 
c) for all i replace Xi by its image (Xi) under an 

automorphism  of G;
d) exchange Xi and Xj provided that |Xi| |Xj|.
Definition 1. We say that two difference families 

with the same parameter set are equivalent if one 
can be transformed to the other by a finite sequence 
of elementary transformations.

Definition 2. Let (Xi) be a difference family in G. 
We say that an automprphism  of G is a multiplier 
of this family if each set (Xi) is a translate of Xi. 

If a positive integer m is relatively prime to v then 
the multiplication by m is an automorphism of G.  
If this automorphism is a multiplier of a difference 
family, then we also say that the integer m is a mul-
tiplier or a numeric multiplier of that family.

The multipliers of a difference family in G form 
a subgroup of the automorphism group of G. All 
difference families that we construct in this paper 

have nontrivial multipliers. This follows from the 
fact that we use only the base blocks Xi which are 
union of orbits of a fixed nontrivial subgroup H 
of the automorphism group of G. We refer to this 
method of constructing difference families as the 
orbit method.

We are only interested in GS-difference families 
formally introduced in [5] and [10]. They consist of 
four base blocks (X1, X2, X3, X4) and their parame-
ter sets, also known as the GS-parameter sets, satis-
fy besides the obvious condition (2) (with m 4) also 
the condition

 

.   (3) 

By eliminating the parameter  from the equa-
tions (2) and (3), we obtain that

 

.   (4)

If ki kj for some i  j in a GS-parameter set (v; 
k1, k2, k3, k4; ) then we say that this parameter set 
is a propus parameter set.

In fact we shall use only a very special class of 
GS-difference families known as propus difference 
families. We adopt here the following definiton of 
these families.

Definition 3. A propus difference family is a GS-
difference family (Xi), i 1, 2, 3, 4, subject to two 
additional conditions:

a) two of the base blocks are equal, say Xi Xj for 
some i < j, which implies that ki kj; 

b) at least one of the other two base blocks is sym-
metric. 

(We say that a subset X G is symmetric if 
–X X.)

Unless stated otherwise, we shall assume from 
now on that G is cyclic. We identify G with the ad-
ditive group of the ring Zv of integers modulo v. 
We denote by Zv

* the group of units (invertible ele-
ments) of Zv. We identify the automorphism group 
of G with Zv

*. Thus, every automorphism  of Zv is 
just the multiplication modulo v by some integer k 
relatively prime to v.

To any subset X Zv we associate the binary se-
quence (i.e., a sequence with entries 1 and –1) of 
length v, say (x0, x1, …, xv–1), where xi  –1 if and 
only if i X. By abuse of language, we shall use the 
symbol X to denote also the binary sequence associ-
ated to the subset X.

Let (Xi) be a GS-diference family in Zv. Further, 
let Ai be the circulant matrix having the sequence 
Xi as its first row. Then the Ai satisfy the equation

 

T ,   (5)
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where Iv is the identity matrix of order v. This 
equation guarantees that, after plugging the (Ai) 
into the GS-array, we obtain a Hadamard mat- 
rix.

If (Xi) is a propus difference family, we say that 
the corresponding matrices (Ai) are propus matri-
ces. By plugging these (Ai), in suitable order, into 
the propus array

 

,

 

 (6)

where R is the back-diagonal permutation matrix, 
we obtain a symmetric Hadamard matrix of order 
4v. The ordering should be chosen so that A1 is 
symmetric and A2 A3.

We construct the base blocks Xi as unions of cer-
tain orbits of a small nontrivial subgroup H Zv

* 
(mostly of order 3 or 5). When recording a base 
block, to save space, we just list the representatives 
of the orbits which occur in the block. As a repre-
sentative, we always choose the smallest integer of 
the orbit.

The Сases v 67, 103, 109, 151 

In this section we list six non-equivalent ex-
amples of propus difference families in Z67, three 
such families in Z103, two in Z109, and a single one 
in Z151. By using the propus array, they provide the 
first examples of symmetric Hadamard matrices of 
orders 268, 412, 436 and 604, respectively.

In the case v 67, up to a permutation of the kis, 
there are three feasible propus parameter sets for 
the subgroup H {1, 29, 37} Z*

67. For each of them 
we have found several propus difference families. 
We list only two families per parameter set. The 
block X4 is symmetric in the first two families while 
X1 is symmetric in the remaining four families.

Let us explain how we record the base blocks. As 
an example, we take the block X2 of the first family 
in Table 1. It is the union of ten H-orbits whose rep-
resentatives are the integers 0, 2, 4, 6, 16, 17, 25, 
27, 30, 41. As each nontrivial orbit has size 3, the 
block X2 has the size 1 9·3 28. The blocks X1 and 
X4 are given similarly. In all difference families 
listed in this and the next section we have X2 X3 
and we record only the blocks X1, X2 and X4 in that 
order. The families having the same parameter set 
are separated by a semicolon.

 Table 1. Propus difference families in Z67, Z103, Z109 and Z151

(67; 33, 28, 28, 31; 53), H {1, 29, 37} 

[1, 3, 4, 10, 12, 15, 17, 30, 34, 36, 41],  [0, 2, 4, 6, 16, 17, 25, 27, 30, 41],  [0, 1, 4, 5, 8, 10, 16, 18, 30, 32, 36]; 

[1, 2, 8, 15, 16, 18, 25, 30, 32, 34, 36],  [0, 2, 3, 6, 8, 9, 17, 18, 34, 36],  [0, 1, 2, 4, 5, 9, 16, 17, 18, 30, 41]

(67; 30, 31, 31, 27; 52), H {1, 29, 37} 

[1, 5, 6, 15, 16, 17, 27, 30, 34, 41],  [0, 2, 4, 9, 10, 12, 16, 23, 30, 36, 41],  [5, 8, 9, 12, 16, 17, 23, 25, 41]; 

[3, 5, 8, 10, 12, 16, 23, 25, 32, 36],  [0, 5, 6, 9, 12, 15, 16, 17, 23, 27, 30],  [1, 2, 3, 4, 8, 27, 30, 32, 36]

(67; 30, 30, 30, 28; 51), H {1, 29, 37} 

[3, 4, 5, 8, 10, 16, 18, 23, 32, 36],  [3, 6, 9, 10, 12, 15, 17, 23, 25, 41],  [0, 5, 9, 10, 12, 15, 17, 27, 30, 41]; 

[2, 3, 4, 9, 10, 17, 18, 23, 32, 41],  [1, 2, 9, 16, 17, 23, 27, 32, 34, 41],  [0, 3, 10, 15, 16, 17, 23, 27, 32, 34]

(103; 48, 51, 51, 42; 89), H {1, 46, 56} 

[3, 4, 14, 17, 19, 21, 29, 30, 31, 33, 38, 40, 49, 51, 55, 62],  [2, 3, 4, 6, 7, 14, 15, 22, 29, 30, 31, 38, 42, 44, 47, 49, 62],  

[3, 6, 8, 10, 15, 17, 21, 31, 33, 38, 42, 44, 55, 60]; 

[1, 3, 6, 8, 10, 11, 21, 30, 33, 40, 44, 47, 49, 51, 55, 62],  [5, 6, 7, 11, 12, 14, 19, 23, 29, 30, 38, 40, 47, 51, 55, 60, 62],  

[4, 6, 7, 8, 10, 12, 17, 20, 22, 33, 42, 44, 49, 55]

(109; 52, 49, 49, 48; 89), H {1, 45, 63} 

[0, 3, 4, 6, 9, 10, 11, 12, 18, 19, 20, 24, 31, 36, 43, 48, 50, 60],  [0, 1, 2, 3, 5, 9, 10, 16, 19, 20, 23, 25, 41, 46, 55, 57, 62],  

[1, 2, 4, 6, 9, 10, 15, 19, 20, 24, 31, 36, 38, 46, 48, 57]; 

[0, 3, 5, 8, 11, 12, 13, 15, 18, 20, 30, 31, 41, 43, 46, 53, 55, 57],  [0, 1, 2, 3, 5, 8, 11, 12, 13, 16, 29, 31, 38, 41, 48, 50, 57],  

[3, 6, 8, 10, 18, 20, 23, 24, 25, 29, 41, 48, 55, 57, 60, 62]; 

[0, 1, 2, 3, 6, 9, 10, 12, 15, 18, 24, 25, 36, 41, 43, 48, 53, 57], [0, 1, 3, 6, 8, 9, 11, 12, 13, 18, 23, 29, 31, 36, 41, 43, 57],  

[1, 3, 9, 11, 13, 16, 18, 29, 30, 31, 43, 46, 50, 53, 62, 67]

(151; 71, 71, 71, 66; 128), H {1, 8, 19, 59, 64} 

[0, 2, 5, 6, 7, 11, 15, 17, 23, 27, 30, 34, 37, 51, 68], [0, 1, 2, 3, 4, 14, 17, 23, 27, 28, 34, 47, 51, 68, 87],  

[0, 1, 2, 3, 4, 5, 7, 10, 29, 34, 46, 47, 51, 68]
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For the cases v 103 and v 109 we use again 
the subgroups H of order 3, namely {1, 46, 56}  Z* 103 

and {1, 45, 63}  Z*
109. For v 103 we found two 

non-equivalent propus difference families having 
the same parameter set and for v 109 we found 
three such families. In all six families the block X4 
is symmetric. 

For the case v 151 we use the subgroup of order 
five. Only one propus difference family was found. 
The symmetric block is X1.

Some New Balanced Optimal Binary 
Sequences 

In this section we list some balanced optimal 
binary sequences of lengths 49 and 61. They arose 
as a byproduct of our search for propus difference 
families. We say that a binary sequence of length v 
has three-level autocorrelation function if this func-
tion takes exactly three distinct values, including 
the value v at shift 0.

Up to a permutation of the kis, there are three fea-
sible propus parameter sets for the subgroup H {1, 
18, 30} of Z*

49. We discard the one with all ki 21 as it 
probably does not admit any propus difference fam-
ily, see [3]. In Table 2 we list five propus difference 
families for v 49 and a single family for v 61.

The block X2, of cardinality 24, in the first ex-
ample is

X2 {3, 5, 7, 8, 9, 13, 14, 15, 16, 21, 25, 28,  
29, 32, 35, 37, 38, 39, 41, 42, 43, 44, 46, 47}.

The values of the periodic autocorrelation func-
tion of the corresponding sequence X2, for the 
shifts in the range 0, 1, …, 24, are:

49, 1, –3, –3, 1, –3, 1, 1, –3, –3, 1, –3, –3, 1,  
–3, 1, –3, 1, 1, –3, 1, 1, 1, –3.

Thus the correlation values of X2 occupy just 
three levels 49, 1 and –3. In the terminology of [9, 

p. 144] (see also [11]) the sequence X2 is a balanced 
optimal binary sequence of length 49. Such se-
quences of lengths v 1 (mod 4) are listed there on 
the same page for v  45. Our sequence X2 extends 
that list one step further. The meaning of the word 
‘balanced’ in this context is that the sum of the se-
quence is 1 or –1.

The sequences X2 in the second and third exam-
ple also have only 3 correlation values but this time 
these values are 49, 1 and –7 and so they are not 
optimal.

The block X2 in the fourth example

X2 {0, 1, 6, 7, 9, 10, 12, 14, 15, 16, 17, 18,  
20, 25, 28, 29, 30, 32, 33, 37, 39, 43}

has cardinality 22. Consequently, its binary 
sequence is not balanced. The correlation values of 
the sequence X2, for the shifts in the range 0, 1, …, 
24 are:

49, 1, 1, 1, 1, 1, 1, –3, 1, –3, 1, 1, –3, 1, –3,  
–3, 1, –3, 1, 1, –3, –3, 1, 1, –3.

Thus the correlation values of X2 occupy only 
three levels, 49, 1 and –3. Hence, this sequence is 
optimal but not balanced. The same is true for the 
fifth example.

The block X2 in the last example

X2 {1, 2, 3, 9, 12, 13, 15, 19, 22, 26, 27, 28,  
31, 33, 34, 35, 36, 37, 39, 41, 42, 45, 46, 47,  

49, 54, 56, 57, 58, 59}

has cardinality 30 and so its binary sequence X2 
is balanced. The correlation values of the sequence 
X2, for the shifts in the range 0, 1, …, 30 are:

61, 1, –3, –3, –3, –3, 1, 1, 1, –3, 1, –3, 1, 1, 1, 1,
–3, 1,1, –3, –3, –3, –3, 1, 1, –3, –3, 1, –3, –3, 1.

Hence, X2 is a balanced optimal binary sequence 
of length 61.

 Table 2. Three-level autocorrelation functions from propus difference families

(49; 22, 24, 24, 18; 39), H {1, 18, 30} 

[0, 1, 6, 7, 8, 9, 13, 16], [3, 7, 8, 9, 13, 16, 21, 29], [3, 6, 8, 12, 16, 29]; 

[0, 2, 7, 8, 13, 16, 19, 26], [2, 6, 9, 12, 16, 24, 26, 29], [1, 3, 7, 8, 19, 21]; 

[0, 1, 3, 4, 12, 13, 16, 24], [1, 6, 8, 13, 16, 19, 24, 29], [1, 4, 6, 16, 19, 26]

(49; 22, 22, 22, 19; 36), H {1, 18, 30} 

[0, 4, 6, 7, 9, 13, 19, 26], [0, 1, 6, 7, 9, 12, 16, 29], [0, 1, 6, 7, 16, 19, 21]; 

[0, 3, 4, 6, 7, 12, 19, 29], [0, 1, 2, 4, 7, 8, 13, 19], [0, 1, 3, 7, 8, 19, 21]

(61; 25, 30, 30, 25; 49), H {1, 13, 47} 

[0, 6, 8, 11, 16, 18, 23, 32, 36], [1, 2, 3, 9, 12, 22, 27, 28, 31, 36], 

[0, 4, 7, 8, 9, 11, 16, 27, 28]
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 Table 3. Propus difference families with v  1 (mod 6) a prime

(7; 3, 3, 3, 1; 3), H {1, 2, 4} 

[3], [3], [0]

(13; 6, 6, 6, 3; 8), H {1, 3, 9} 

[1, 4], [4, 7], [4]

(13; 6, 4, 4, 6; 7), H {1, 3, 9} 

[2, 7], [0, 4], [1, 7]

(19; 7, 9, 9, 6; 12), H {1, 7, 11} 

[0, 4, 10], [2, 4, 5], [1, 10]; [0, 1, 8], [1, 4, 10], [1, 8]

(19; 9, 7, 7, 7; 11), H {1, 7, 11} 

[2, 4, 8], [0, 5, 10], [0, 1, 8]

(31; 15, 15, 15, 10; 24), H {1, 2, 4, 8, 16} 

[3, 7, 15], [1, 3, 15], [1, 15]

(31; 15, 12, 12, 13; 21), H {1, 5, 25} 

[1, 2, 4, 8, 12], [2, 4, 8, 11], [0, 2, 4, 11, 12]

(31; 13, 13, 13, 12; 20), H {1, 5, 25} 

[0, 1, 2, 6, 12], [0, 2, 6, 8, 11], [2, 4, 12, 16]; 

[0, 2, 4, 11, 17], [0, 3, 8, 11, 17], [1, 4, 6, 11]

(37; 18, 15, 15, 15; 26), H {1, 10, 26} 

[2, 3, 5, 7, 17, 18], [1, 3, 7, 17, 21], [6, 7, 14, 17, 21]

(37; 16, 18, 18, 13; 28), H {1, 10, 26} 

[0, 1, 7, 14, 17, 21], [1, 2, 6, 9, 14, 21], [0, 1, 2, 11, 17]

(43; 21, 21, 21, 15; 35), H {1, 4, 11, 16, 21, 35, 41} 

[6, 7, 9], [1, 6, 9], [0, 3, 6]

(43; 19, 18, 18, 18; 30), H {1, 6, 36} 

[0, 2, 4, 9, 14, 19, 20], [2, 3, 10, 13, 20, 26],  

[3, 4, 10, 13, 20, 21];

[0, 5, 7, 9, 10, 20, 21], [1, 3, 4, 10, 14, 21], [1, 3, 5, 7, 13, 21]

(43; 18, 21, 21, 16; 33), H {1, 6, 36} 

[1, 5, 7, 10, 13, 26], [2, 3, 5, 13, 14, 20, 26],  

[0, 1, 7, 9, 19, 20]

(49; 22, 24, 24, 18; 39), H {1, 18, 30} 

[0, 1, 6, 7, 8, 9, 13, 16], [3, 7, 8, 9, 13, 16, 21, 29],  

[3, 6, 8, 12, 16, 29]; 

[0, 2, 7, 8, 13, 16, 19, 26], [2, 6, 9, 12, 16, 24, 26, 29],  

[1, 3, 7, 8, 19, 21]; 

[0, 1, 3, 4, 12, 13, 16, 24], [1, 6, 8, 13, 16, 19, 24, 29],  

[1, 4, 6, 16, 19, 26]

(49; 22, 22, 22, 19; 36), H {1, 18, 30} 

[0, 4, 6, 7, 9, 13, 19, 26], [0, 1, 6, 7, 9, 12, 16, 29],  

[0, 1, 6, 7, 16, 19, 21]; 

[0, 3, 4, 6, 7, 12, 19, 29], [0, 1, 2, 4, 7, 8, 13, 19],  

[0, 1, 3, 7, 8, 19, 21]

(61; 30, 26, 26, 26; 47), H {1, 9, 20, 34, 58} 

[2, 6, 8, 10, 23, 26], [0, 1, 4, 5, 6, 8], [0, 3, 5, 6, 10, 12]

(61; 30, 25, 25, 30; 49), H {1, 9, 20, 34, 58} 

[4, 5, 10, 12, 13, 26], [1, 5, 6, 8, 26], [2, 4, 10, 12, 13, 26]

(61; 30, 25, 25, 30; 49), H {1, 13, 47} 

[1, 4, 6, 8, 9, 11, 14, 18, 23, 32],  

[0, 6, 7, 8, 14, 22, 23, 27, 28], [1, 3, 4, 6, 7, 8, 9, 11, 28, 36]

(61; 25, 30, 30, 25; 49), H {1, 13, 47} 

[0, 3, 6, 7, 8, 18, 22, 23, 31],  

[1, 2, 9, 14, 16, 18, 22, 23, 31, 36],  

[0, 1, 8, 9, 18, 27, 28, 31, 36]

(61; 28, 28, 28, 24; 47), H {1, 13, 47} 

[0, 1, 3, 4, 14, 16, 18, 23, 31, 32],  

[0, 3, 4, 9, 14, 16, 18, 22, 28, 32]1,  

[2, 6, 8, 11, 18, 23, 28, 32]

(61; 28, 27, 27, 25; 49), H {1, 13, 47} 

[0, 1, 2, 4, 7, 8, 16, 28, 32, 36], [1, 2, 7, 8, 9, 12, 16, 27, 36], 

[0, 2, 7, 12, 16, 27, 28, 31, 36]

(73; 36, 36, 36, 28; 63), H {1, 8, 64} 

[3, 5, 6, 11, 12, 21, 25, 26, 27, 33, 35, 43],  

[3, 4, 9, 14, 17, 18, 21, 26, 34, 35, 42, 43],  

[0, 1, 7, 13, 18, 21, 25, 33, 35, 42]

(73; 36, 31, 31, 33; 58), H {1, 8, 64}

[3, 4, 5, 6, 13, 14, 25, 27, 33, 34, 36, 42],  

[0, 2, 3, 5, 9, 18, 21, 26, 27, 35, 42],  

[1, 5, 7, 11, 18, 21, 27, 33, 34, 42, 43]

(73; 31, 36, 36, 30; 60), H {1, 8, 64} 

[0, 2, 7, 11, 12, 13, 17, 18, 26, 35, 42],  

[3, 5, 6, 12, 14, 18, 21, 26, 27, 33, 34, 35],  

[1, 2, 5, 6, 9, 12, 26, 34, 36, 42] 

(73; 31, 34, 34, 31; 55), H {1, 8, 64} 

[0, 1, 3, 5, 7, 9, 12, 17, 27, 33, 35],  

[0, 1, 2, 5, 9, 11, 12, 18, 21, 27, 36, 43],  

[0, 1, 3, 9, 18, 21, 26, 27, 35, 36, 42]

(73; 31, 36, 36, 30; 60), H {1, 8, 64} 

[0, 1, 4, 14, 17, 21, 26, 34, 36, 42, 43],  

[2, 3, 4, 7, 12, 14, 25, 27, 35, 36, 42, 43],  

[1, 4, 9, 11, 12, 13, 26, 35, 36, 42]

(73; 34, 33, 33, 30; 57), H {1, 8, 64} 

[0, 2, 3, 4, 6, 7, 9, 12, 13, 26, 27, 35], [1, 2, 5, 6, 7, 12, 17, 

21, 25, 26, 35], [2, 4, 6, 7, 11, 17, 18, 25, 26, 36]

(157; 78, 78, 78, 66; 143), H {1, 14, 16, 39, 46, 67, 75, 93, 

99, 101, 108, 130, 153}

[2, 3, 7, 9, 11, 13], [3, 5, 6, 11, 13, 15], [0, 3, 4, 5, 7, 13]

(307; 153, 153, 153, 136; 288), H {1, 9, 81, 115, 114, 105, 

24, 216, 102, 304, 280, 64, 269, 272, 299, 235, 273}

[2, 3, 4, 5, 6, 7, 14, 20, 30], [4, 5, 7, 12, 14, 28, 30, 31, 49], 

[2, 6, 7, 10, 21, 28, 30, 31]

1The binary sequence of this block has only four 
correlation values 61, 1, –3, and –11.
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Propus Difference Families 

In Table 3 we list propus difference families that 
we constructed by using the method of orbits. We 
only consider the cases where the subgroup H is non-
trivial. If each of the ki is the size of an H-invariant 
subset of Zv, then we say that the parameter set is 
H-feasible (or just feasible when H is known from 
the context). The case v 67 is omitted as it was 
treated separately in section 3.

We can permute the Xi and replace any Xi with 
its complement. When listing the propus difference 
families it is convenient to introduce some addition-
al restrictions on the propus parameter sets (1). We 
shall assume that each ki  v /2, k2 k3 and that 
k1  k4.

In Table 3 below we first record the propus pa-
rameter set, and the subgroup H of the multiplica-
tive group of the finite field Zv. Each of the three 
blocks X1, X2 X3, X4 is a union of orbits of H act-
ing on the additive group of Zv. In order to speci-
fy which orbits constitute a block we just list the 
representatives of these orbits. As representative 
we choose the smallest integer in the orbit. For 
instance, 0 is the unique representative of the tri- 
vial orbit {0}, and 1 is the representative of the or- 
bit H.

When two or more difference families are listed 
for the same parameter set, they are separated by a 
semicolon. When k1 > k4 we have tried to find pro-
pus difference families with X1 symmetric as well 
as those with X4 symmetric. However, in some cases 
we did not succeed.

The last two families have the same parameter 
sets as the corresponding Turyn propus families 
of the same lengths but they are not equivalent to 
them.
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Симметричные матрицы Адамара порядков 268, 412, 436 и 604

Балонин Н. А.а, доктор техн. наук, профессор, korbendfs@mail.ru
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Санкт-Петербург, 190000, РФ
бУниверситет Ватерлоо, Ватерлоо, Онтарио, N2L 3G1, Канада

Цель: исследовать более полно, чем это было известно ранее, выделенные семейства симметричных матриц Адамара малых 
порядков, используя так называемую пропус-конструкцию. Методы: метод орбит поиска трех циклических блоков, составляю-
щих матрицу Адамара типа пропус. Этот метод ускоряет классический поиск требуемых последовательностей с предварительной 
сортировкой их на непересекающиеся сомножества потенциальных решений с помощью хэш-функции. Результаты: основной ре-
зультат состоит в том, что впервые удалось сконструировать симметричные матрицы Адамара порядков 268, 412, 436 и 604. Необ-
ходимые разностные семейства сконструированы посредством выделения тех из них, которые содержат заданный нетривиальный 
множитель. Получено и классифицировано в таблицы обширное множество новых симметричных матриц Адамара, отличаю-
щихся между собой индивидуальными наборами параметров. Практическое значение: матрицы Адамара имеют непосредствен-
ное практическое значение для задач помехоустойчивого кодирования, сжатия и маскирования видеоинформации. Программное 
обеспечение нахождения симметричных матриц Адамара и библиотека найденных матриц используются в математической сети 
Интернет с исполняемыми онлайн алгоритмами. 

Ключевые слова — пропус-конструкция, разностные семейства, симметричные матрицы Адамара, оптимальные бинарные 
последовательности.
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Введение

В настоящее время в интересах повышения  
помехоустойчивости каналов радиолокационных 
систем (РЛС) находят широкое применение мето-
ды сжатия сложных сигналов, в частности сигна-
лов с фазовой модуляцией (ФМ) [1–4]. Применение 
ФМ-сигналов позволяет существенно повысить 
помехоустойчивость радиолокационных каналов. 

Наибольшее распространение при решении 
указанной задачи получили коды Баркера, пред-
ставляющие собой двоичные последовательности 
(коды) конечных длин 2, 3, 4, 5, 7, 11, 13. 

Коды Баркера являются особыми двоичными 
кодами с максимальными уровнями боковых ле-
пестков по шкале времени, равными –20log(n), 
где n — длина кода. Энергия в области бокового 
лепестка минимальная и одинаково распределе-
на, за счет чего реализуется равенство амплитуд 

всех боковых максимумов автокорреляционных 
функций (АКФ) при их минимально возможном 
уровне. Код Баркера является единственным 
однородным фазовым кодом, достигающим этого 
уровня. Кодовые последовательности, обладаю-
щие такими свойствами, для n > 13 неизвестны. 

Кодовые последовательности  
Баркера и Мерсенна

До сих пор не в полной мере исследован вопрос, 
возможно ли получить совершенные кодовые по-
следовательности длины, большей 13. Известно, 
что не существует решений для нечетных длин 
со значениями n между 13 и 101. Кроме того, ут-
верждается, что надежда на существование не-
скольких решений для нечетных длин, превы-
шающих 101, маловероятна [5].
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Очевидно, что один из путей поиска решений мо-
жет состоять в том, чтобы несколько ослабить тре-
бования к АКФ и допустить значения вторичных 
пиков, превышающих 1. Это было бы приемлемым 
в том случае, когда центральный пик значительно 
больше 1. Однако до настоящего времени общая те-
ория этого вопроса остается непроработанной.

В последнее время сформировалась и развива-
ется теория квазиортогональных матриц, к кото-
рым относятся специальные матрицы Мерсенна, 
существующие на порядках n 4t – 1, где t — на-
туральное число. 

Квазиортогональными матрицами Мерсенна 
порядка n(Mn) [6] называются матрицы с двумя 
значениями элементов {1, –b}, где |b| < 1, удов-
летворяющие квадратичному условию связи 
Mn

TMn (n)I. Здесь I — единичная матрица; 

( ) ( )
( )  — переменный вес. 

Указанные матрицы, являясь ядром матриц 
Адамара и обобщая их, могут, как и они, иметь 
различные конструкции, в том числе цикличе-
скую симметричную [7–10].

Было замечено, что кодовые последовательно-
сти Баркера длины 3, 7 и 11 являются кодовыми 
последовательностями мерсеннова типа, сформи-
рованные на основе моноциклических квазиор-
тогональных матриц. Количество положитель-
ных элементов кода отличается от количества 
отрицательных на единицу (табл. 1). 

Однако у кодовых последовательностей Мер- 
сенна, в отличие от последовательностей Барке- 
ра, отрицательный элемент равен –b [6]. Таким 
образом, при n 3 значение b 1/2, в остальных 

случаях ,  где s n 1. 

На портретах матриц Мерсенна (рис. 1) белое 
поле соответствует элементу матрицы со значени-
ем 1, черное поле — элементу со значением –b. 

Сами же конструкции последовательности 
Мерсенна могут быть получены для всех простых 
чисел длиной p 4t – 1 с помощью вычисления 
последовательности Лежандра [11].

Эти последовательности формируются через 
вычисления «квадратичных символов» (симво-
лов Лежандра), определенных на 1  a  p – 1 по 
выражению

, mod
,

где p — длина последовательности;  — вы-

численные позиции отрицательных и положи-
тельных элементов последовательности; х — но-
мер позиции последовательности от 1 до p. 

Таким образом, можно предположить, что име-
ется возможность получить кодовые последова-
тельности Мерсенна, аналогичные по своим свой-
ствам кодовым последовательностям Баркера. 

 Таблица 1. Кодовые последовательности Баркера и Мерсенна

 Table 1. Barker and Mersenne code sequences

Длина кода, n Коды Баркера Коды Мерсенна

3 1  1 –1 –b  1  1

7 1  1  1 –1 –1  1 –1 –b  –b  1  –b  1  1  1

11 1  1  1 –1 –1 –1  1 –1 –1  1 –1 –b  1  –b  –b  –b  1  1  1 –b  1  1

1

2

3

4

5

6

7

1

3

5

7

9

11

1 3 5 7 9 111M3

M7 M11

2 3 4 5 6 7

 Рис. 1. Портреты моноциклических квазиортогональных матриц Мерсенна порядков 3, 7 и 11

 Fig. 1. Portraits of monocyclic quasi-orthogonal Mersenne matrices of orders 3, 7 and 11
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Однако следует провести сравнительный анализ 
кодовых последовательностей Мерсенна и Баркера 
в целях оценки характеристик АКФ. 

Модель огибающей модулированного 
сигнала 

Математическая модель ФМ-сигнала пред-
ставляет собой последовательность примыка-
ющих элементарных (простых) импульсов оди-
наковой формы длительностью tи, начальные 
фазы высокочастотного заполнения которых мо-
гут принимать заданные дискретные значения. 
Элементарные импульсы ФМ-сигнала обычно 
имеют форму, близкую к прямоугольной. При 
этом амплитуды элементарных импульсов равны, 
а начальная фаза принимает значения 0 либо .  
Тогда последовательность значений начальной 
фазы высокочастотного заполнения элементар-
ных импульсов , ,  можно определить 

последовательностью чисел , , ,  прини-

мающих значения 0 и 1 по следующему правилу 
[12, 13]: 

di 0, если i 0;

di 1, если i .

Из этого следует, что свойства ФМ-сигнала 
определяются свойствами выбранной последо-
вательности. Поэтому синтез ФМ-сигнала обыч-
но сводится к ее выбору. Поскольку огибающая 
сигнала на выходе согласованного фильтра опре-
деляется корреляционной функцией сигнала, на 
который он настроен, то определяющим при вы-
боре кодирующей последовательности является 
ее АКФ. Она должна обладать необходимыми 
свойствами, в частности, заданным уровнем бо-
ковых лепестков и шириной главного лепестка 
[12–14]. 

Код Баркера длиной 11 и соответствующая 
ему огибающая ФМ-сигнала представлены на 
рис. 2, а и б.

Сравнительный анализ АКФ  
кодовых последовательностей  
Баркера и Мерсенна

С целью определить характеристики сжа-
тия кодовых последовательностей Баркера и 
Мерсенна были проведены эксперименты для 
кодов длины 3, 7 и 11, в которых сравнивались 
АКФ огибающих (рис. 3, а–в) и оценивалось от-
ношение пика АКФ к максимальному «боковому 
лепестку» (ОПМБЛ).

Результаты оценки характеристики АКФ для 
кодовых последовательностей Баркера и Мер- 
сенна (табл. 2) показывают, что оценка ОПМБЛ 
АКФ для кодовой последовательности Мерсенна 
при n 7 равна –18,68 дБ, а для второго макси-
мального по номеру бокового лепестка –21,69 дБ  
(см. рис. 3, б). Особый интерес представляет ре-
зультат, приведенный на рис. 3, а, где оценка 
ОПМБЛ АКФ кода Мерсенна при n 3 превы-
шает аналогичную оценку для кода Баркера на  
3,52 дБ.  

Для кодовой последовательности Мерсенна 
длины 11 оценка ОПМБЛ АКФ получилась ху-
же, чем у кода Баркера, на 1,72 дБ, однако этот 
максимальный боковой лепесток находится на  
достаточном удалении от главного лепестка АКФ. 
Для второго максимального по номеру бокового 
лепестка, расположенного по соседству с глав-

 Таблица 2. Оценка характеристик АКФ

 Table 2. Evaluation the performance of ACF

Длина 

кода, n
Оценка ОПМБЛ, дБ, для кода

Мерсенна Баркера

3 –13,06 –9,54

7
max –18,68

–16,90
second max –21,69

11
max –19,11

–20,83
second max –22,95

+1 +1 +1 –1 +1–1

+ + +

– –
0

s(t)

–1 –1 +1–1 –1

+

– –

+

а)

б)

– –

 Рис. 2. Код Баркера n  11 (а) и огибающая ФМ-сигнала этим кодом (б)

 Fig. 2. Barker code n  11 (a); FM signal envelope with this code (б)
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 Рис. 3. АКФ огибающей для кодов Баркера и Мерсенна при n  3 (а); n  7 (б) и n  11 (в): слева — АКФ, норми-
рованная к единице; справа — АКФ в децибелах                      

 Fig. 3. The envelope of the ACF at n  3 (а); n  7 (б) and n  11 (в) for the Barker code and Mersenne code: on the 
left — ACF normalized to unity; right — ACF in decibels
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ным боковым лепестком, аналогичная оценка  
превышает уровень боковых лепестков кода Бар- 
кера на 2,12 дБ (см. рис. 3, в). 

Заключение

Полученные в работе характеристики АКФ 
для кодовых последовательностей Баркера и 
Мерсенна длины 3, 7 и 11 позволяют сделать 
вывод о перспективности использования кодов 
Мерсенна как альтернативы кодам Баркера. 

Нерешенным пока остается вопрос несимме-
тричности элементов кодовой последовательно-
сти Мерсенна. Однако, как нам видится, решение 
возможно с использованием как специального 
аппарата синтеза сигналов, модулированных ко-

дами Мерсенна, так и новых подходов к сжатию 
этих сигналов.

В целом результаты моделирования, впервые 
приведенные в данной работе, имеют теоретиче-
ское и практическое значения при исследовани-
ях, связанных с: 

— помехоустойчивостью зондирующего сиг-
нала в радиолокационных каналах, 

— выбором характеристик сигналов радиоло-
кационных систем в условиях сложной электро-
магнитной обстановки, 

— помехоустойчивостью систем передачи дан-
ных.

Работа выполнена при поддержке Минобр- 
науки РФ при проведении научно-исследователь-
ской работы в рамках проектной части государ-
ственного задания в сфере научной деятельности 
по заданию № 2.2200.2017/4.6.
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underwater vehicles are located with the use of one or more support objects. Because of the layered nature of a marine 
environment, a sound beam goes not in a straight line as radio signals do, but along an arcuate trajectory. Therefore, 
the correction of the vehicle location by the differential method has a large error. Assessing the requirements 
and conditions necessary for using the differential mode of correcting a vehicle location. We have simulated the 
propagation of sound beams in a vertical plane according to Snell’s law, under the condition that sound beam propagation 
follows the Rice distribution. We have determined the distance covered by a sound beam, evaluated its dependence on 
the emission direction, specified the procedure of locating a vehicle with the use of the differential mode for correcting 
the location, and formulated the conditions for using the differential method which are determined by the sound emission 
direction, by the sound speed profile and by the mutual position of the emitting buoys, the correcting base station and the 
underwater vehicle.  The obtained results can be used for locating vehicles in areas where you cannot 
use the traditional methods of precise location.

 — Autonomous Underwater Vehicle, Route Trajectory, Current, Efficiency Evaluation.
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Introduction

Increasing the accuracy of locating autonomous 
underwater vehicles (AUV), especially in the case of 
using them in groups, for example, when conducting 
seismic survey or searching for anthropogenic 
objects [1–10], is of paramount importance. By 
now, a large number of methods for positioning 
an underwater object have been developed [11–
16], including AUV positioning, a comprehensive 
review of which is given in [17]. To locate an AUV 
under water, range-measurement hydroacoustic 
navigation systems [18] or systems with a single 
mobile beacon [19] are used. Some recent attempts 
have been made to conduct underwater positioning 
in accordance with the principles of satellite radio 
navigation systems [20–22]. 

At the same time, the peculiarity of locating an 
AUV in a group is that:

— the location should be conducted aboard the 
AUV;

— there can be no emitting devices or hy-
droacoustic modems aboard the AUV;

— there can be no inertial navigation system 
or auxiliary equipment like lags or echosounders 
aboard the AUV due to the limitations on weight-
size parameters and power consumption.

A way to increase the accuracy of locating an ob-
ject in satellite radio navigation is the use of differ-

ential corrections to pseudoranges or pseudospeeds 
of radio signal propagation [23]. The transfer of the 
differential method of object location correction into 
a marine environment requires taking into account 
the laws of sound signal propagation in water and the 
dependence of the propagation on the mutual position 
of the AUV and reference objects (other underwater 
or surface vessels with known coordinates, bottom 
beacons, surface buoys, escort vessels, etc.), as well 
as the dependencies on the state and parameters of 
the marine environment determined by the location, 
weather conditions, time of year and time of day.

Мarine environment has the following features:
— significant attenuation of sound in water;
— sound propagation along multiple directions;
— refraction of beams causing a curvature of the 

trajectory along which a sound beam propagates;
— layered nature of the medium and the depen-

dence of the sound speed on depth.
The above-mentioned studies on navigational lo-

cation of AUV do not discuss the ways to apply the 
differential method to correcting underwater ob-
ject location.

Differential Mode Description

The idea of the differential mode of correcting 
an object location is based on developing corrections 
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to pseudoranges from the source of a hydroacoustic 
signal to its consumer. As signal sources, we will 
consider transmitter buoys (further referenced 
to as buoys). The consumer is an AUV. The prefix 
“pseudo-” is added because the time scales of the ra-
diation source and the AUV are not synchronized 
with one another and hence the measured range 
value differs from the actual one. To maintain the 
differential mode of pseudorange correction, in  
a specified seabed area a base station (BS) is es-
tablished in advance, whose coordinates are being 
determined over a long period of time by means of 
precise measurement of its position [24].

We will assume that the buoys on the sea sur-
face are located using the signals of satellite radio 
navigation systems. The same signals are used to 
synchronize the time scales of the buoys with high 
accuracy.

The formation of differential corrections of the 
BS with their transfer to consumers, including AUV, 
goes as follows. The buoys periodically emit signals 
into the seawater. The period of the signals is main-
tained with high accuracy. The frequency of the sig-
nals is known to the BS and the AUV. Aboard the 
AUV, using the signal received from the buoy, the 
signal arrival delay is determined, counting from 
the moment of its emission. According to the delay, 
distance to the buoy is calculated. In this manner, 
distances to at least four buoys are found. The dis-
tances to the buoys determine the AUV position by 
the difference-ranging method. This method is used 
because of the mismatch between the time scales of 
the buoys and the AUV: the beginning of the AUV 
time scale does not coincide with the beginnings of 
the time scales of the buoys mutually coordinated by 
the signals of satellite radio navigation systems.

With this measurement, the evaluation of the 
pseudoranges between the AUV and the buoys has 
a certain error similar to the errors in satellite ra-
dio navigation systems caused by the features of 
both signal propagation environment and signal 
delay measurement hardware. AUV onboard delay 
calculation is so sophisticated because marine en-
vironment is very different from aerial: the signals 
of satellite radio navigation systems propagate in 
space rectilinearly and almost without distortion, 
while acoustic signals propagating through water 
are influenced by a host of unfavorable factors. 
The world ocean is an inhomogeneous medium; 
there are warm and cold currents, whirlpools, ar-
eas with different concentrations of dissolved salts, 
etc. Acoustic signals propagating with a low speed 
relative to radio signals will physically move, shift 
in phase, be reflected and distorted while passing 
through the inhomogeneities of а marine environ-
ment. Partially, their influence can be compensated 
by choosing appropriate mathematical processing 
methods, as all the above-mentioned factors are 

constant [25, 26]. However, not everything can be 
compensated only mathematically; there are errors 
in the measurements as such, which also contribute 
to the error of pseudorange calculation.

The base station, similarly to AUV, also esti-
mates the distance to the buoys by the delays of the 
received signals. Simultaneously, the BS evaluates 
the calculated distance to the buoy, knowing its 
exact and constant location and the position of the 
buoy at the signal emission moment. It is assumed 
that the emitted signal contains the coordinates of 
the buoy and the emission time. The BS compares 
the obtained distance values with the calculated 
ones; on the base of this comparison it produces  
a correction, and emits it into the water for the con-
sumers, including the AUV. Receiving these cor-
rections and adding them up, the AUV updates its 
estimation of the distance to the buoy. The updated 
distances to four buoys are then used in the differ-
ence-ranging method.

Mathematically, it can be described as follows. 
Let it be given that:

xBS, yBS, zBS are BS coordinates known with the 
required accuracy;

xi, yi, zi are the coordinates of the ith buoy with a 
high accuracy; i 1, ..., M, where M is the number 
of the buoys, M 4.

At some instant of time t, all the M buoys emit 
sonar signals carrying the information about the 
time t and each ith buoy coordinates xi, yi, zi.

Let the time in which a signal from the ith buoy 
reaches the BS be BS i and the time in which it 
reaches the AUV be AUV i.

Then the actual distance between the ith buoy 
and the BS is defined by the following expression:

,

where С is the speed of sound in water in this par-
ticular area.

From the ith buoy coordinates xi, yi, zi and the 
base station coordinates xBS, yBS, zBS precisely 
known at the base station, the distance between the 
buoy and the base station is calculated:

.

It determines the differential correction to the 
distance to each ith buoy as the difference between 
the actual and calculated values:

.

The distance from the ith buoy to the AUV is de-
fined by the following expression:

.
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Using the correction Ri produced at the BS and 
transferred to the AUV, the distance between the 
buoy and the AUV is calculated:

.

Having these values for the distances from the 
AUV to four or more buoys, the AUV locates itself 
by the difference-ranging method through solving 
a system of equations

,

where ri1 is the difference between the distanc-
es from a couple of reference points {Oi, O1} to the 
point in question; x, y, z are the AUV position point 
coordinates; xi, yi, zi are the coordinates of the ith 
buoy; i 1, ..., 4. 

Fig 1 explains the difference-ranging method; 
the symbol bi designates the distance from the 
buoy reference points to the AUV position point.

The calculation of Ri corrections and their 
transfer to the consumers occur with a certain 
constant periodicity, which is why this is called a 
differential mode of pseudorange correction. The 
differential mode is successfully used in satellite 
navigation, improving object location accuracy.

Applying the differential mode in a marine envi-
ronment requires that we consider how the marine 
environment affects the propagation of sound and 
the determination of distances between objects.

Let us assume that:
— the beam propagation follows the Rice distri-

bution [27] with the dominance of one beam;
— a BS knows the sound speed profile (SSP) 

which is periodically measured with a pulsed SSP 
meter [28];

— the AUV also knows the SSP which can either 
coincide with the BS SSP or differ from it;

— signals formed by a buoy correlate with one 
another.

Estimating the Influence of Seawater 
Stratification on the Sound Beam Trajectory

The curvature of a sound beam propagation tra-
jectory caused by seawater stratification is sche-
matically shown in Fig. 2.

The distance to which а beam deviates from the 
vertical because it was emitted at an angle to the 
horizontal is determined by the expression [29]

 (sin sin ),  (1)

where j is a layer number j 1, ..., n; n is the num-
ber of the layers; j is the radius of the circle whose 
arc is the beam trajectory in the jth layer; j is the 
angle of the beam entry into the jth layer; j–1 is the 
angle of the beam entry into the (j – 1)th layer; when 
j 1 the direction of the signal emitted by the buoy 
is j–1.

The radius of the circle is determined by the ex-
pression

,
cos

а is a relative gradient:

,

 Fig. 1. Diagram explaining the difference-ranging 
method 
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where GC is a gradient of the speed of sound in wa-
ter determined by the expression

.

Let us assume that GC const. Then the full hori-
zontal distance of the beam deviation from the ver-
tical will be determined by the following expression:

 .  (2)

From triangle ОО1О2 we can express the distanc-
es between the point of the beam entry into the jth lay-
er and the point where the beam leaves the jth layer:

 .  (3)

Besides, from triangle ОО1О2 we can derive an 
expression for finding the angle j at a vertex as a 
half-angle between the directions to the point of the 
beam entry into the jth layer and the point where the 
beam leaves it (see Fig. 2). This expression looks like

sin ,

from which it follows that

 arcsin .  (4)

Then, knowing the vertex angle j and radius , 
we can determine the length of the arc l, along 
which the beam propagated:

 .  (5)

The angle j is expressed in radians.
The above expressions (1)–(5) allow us to estimate 

the distance covered by the beam in the jth layer.
Then, depending on the AUV immersion depth, 

the beam path trajectory length is estimated as a 
sum of the beam trajectories through the layers:

.

If the AUV does not know the speed of sound, the 
following averaging formulas can be used:

— weighted average speed of sound

,

where zi is the ith buoy antenna immersion depth; in 
the problem under discussion zi 0; 

 — harmonic mean of the speed of sound

.

To estimate the change in the calculated range 
when the curvilinear trajectory of the sound propa-
gation is taken into account, we estimated the devi-
ations of an arcuate beam trajectory from the recti-
linear path connecting these points. As initial data, 
a real SSP was considered (Fig. 3, a and b). In the 
calculations, the width (thickness) of a step layer 
was equal to 50 m. The size of the chosen sampling 
interval was determined by the data error [30]. The 
beam pattern representation is shown in Fig. 4.

The results of the calculations (Fig. 5) showed 
that the deviation of an arcuate trajectory from 
the rectilinear one is about 9 m. This value was 
obtained for near-surface emission of an acoustic 
beam at an angle of 10  to the horizontal. When the 
emission direction changed to 80 , the deviation de-
creased from 9 down to 1.5 m.

 Fig. 3. Тhe sound speed profile for the Kara Sea: a — 
data of the source [30]; b — digital representation for use 
in modeling
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Besides, we estimated the duration of the beam 
travel and the distance it covers for the case when 
the speed of sound is considered weighted average 
(Fig. 6, a and b).

The obtained results allow us to state that when 
the emission angle relative to the water surface is 
20  or more, we can use the weighted average value 
of the sound speed, rather than counting it literally 
by layers, because the results for the time and dis-
tance at  20  nearly coincide.

Determining a Distance Covered  
by a Beam Along an Arcuate Trajectory  
by Layers

As discussed above, a beam propagation trajec-
tory can be sophisticated. Therefore, when you cal-
culate the length covered by a beam using the meas-
ured delay between the emission of a signal and its 
reception in a certain point, you have to take into 
account the complex curvilinearity of its trajecto-
ry. To use the formulas (1)–(5), you need to know the 
direction in which the buoy emits the beam, i. e. the 
beam angle  in the top layer. Since the trajectory is 
curvilinear, the emission direction is not obvious, 
requiring a special approach to its determination.

Mathematically, the problem of determining the 
emission direction  can be formulated as follows:

Let the beam arrive to an AUV point whose co-
ordinates are unknown and need to be found. We 
know the time necessary for the signal to cover the 
curvilinear trajectory, and we know the SSP.

We need to find the coordinates of the AUV 
point to which the beam arrives.

This means we need to find a triplet of coordi-
nates which would meet the following criterion:

, ,

, , : ( , , ); ( , , )

,

where K is the set of all points of possible AUV posi-
tion in the given area, and T [(1); (2)] is the time of 
sound travel between points 1 and 2.

In order to determine the emission direction, let 
us consider two cases. In the first case, the AUV has 
the information about its immersion depth; in the 
second case, it has not.

1. The AUV has the information about its immer-
sion depth.

Let us assume that the AUV measures the depth 
by a special pressure gauge. Aboard the AUV, the 
delay is determined between the moments of emis-
sion and reception of the sound. To determine the 

 Fig. 4. Beam pattern representation
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jectory from the straight line connecting the points of 
the buoy position on the sea surface and the position of 
the receiver (AUV)
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 Fig. 6. An estimate of signal travel time (a) and 
covered distance (b) along the beam, at a known sound 
speed C (dashed line) and a weighted average Cw (solid 
line)
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AUV position, you need, for various values of , to 
go through all the variants for the time of signal 
travel through the layers and to calculate the total 
signal travel time. The value closest to the meas-
ured time will be the problem solution. It will allow 
you to uniquely determine the emission direction 
for the signal accepted by the AUV.

Mathematically, this approach is called a net 
method: we build a net and find a solution in its 
knots. A net is characterized by its cell size.

The result of modeling the beam travel time 
for different emission directions from 10 to 80  is 
shown in Fig. 7.

Knowing the depth of the AUV position and the 
duration of the sound signal travel from a buoy to 
the AUV, we estimate the distance and, according 
to the chart (see Fig. 7), find the beam angle at the 
moment of its emission.

For example, the time of signal travel along the 
arc from the surface to the depth of 270 m is 0.5 s. 
For this conditions, the following variants are pos-
sible:

— the emitted signal inclination angle is 10 , 
and the depth of the AUV is Н 105 m;

— the emitted signal inclination angle is 20 , 
and the depth of the AUV is Н 270 m.

Out of these two variants, the more suitable one 
is the second ( 20 ), because the actual depth 
coincides with the calculated one. This variant is 
chosen as a solution. To find the AUV coordinates, 
the coordinates of the signal reception point are  
used.

However, as shown above, at emission angles 
bigger than 20  we can use weighted average val-
ue of the sound speed. In this case, we estimate the 
distance covered by the beam immediately by the 
delay. Knowing the depth H (cathetus) and inclined 
range of the beam travel L (hypotenuse), we can 
find the emission direction angle

arccos .

2. The AUV has no information about its immer-
sion depth.

In this case, we need to simultaneously use two 
measurements from two buoys, because one meas-
urement can only provide a multivalued solution.

If the depth is unknown, we will take into ac-
count the fact that everything happens in one ver-
tical plane: the two buoys and the AUV are three 
points through which one and only one plane pass-
es. Since the buoys emit sound in all directions, and 
the arc length does not depend on the direction in 
the horizontal plane, depending only on the inclina-
tion angle in the vertical plane, the solution will be 
the intersection point of two arcs whose length de-
pends on the inclination angle and the AUV depth.

In the same way as described above, the emission 
direction is determined for the signal from the first 
buoy. For the buoy signal arrival delay measured 
aboard the AUV, several variants come out which 
differ from each other in the signal arrival depths 
and emission directions. These variants form a set 
of solutions for the first buoy.

After that, the same procedure is applied to the 
delay of the second buoy signal. The solution vari-
ants form a set of solutions for the second buoy.

Out of the two solution sets related to the first 
and second buoys, an element is found which is an 
intersection of the two. This element is the solution. 
It is uniquely associated with the emission direction 
of the first and second buoys and the AUV position 
coordinates which correspond to the arrival point 
of the signal from the first and second buoys.

Similarly to the known depth variant, we get 
expressions to determine the inclination angles 1  
and 2:

arccos ;
 

arccos ,

.

The given expressions can be used for inclina-
tion angles 1 and 2 bigger than 20 .

Finding AUV Coordinates  
with the Difference-Ranging Method

The arcuate curvilinear trajectory of the beam 
travel from two spatially separated buoys gets into 
a certain point at a certain depth where the AUV is 
positioned which has received a sound signal from 
both the buoys. In the same way as if they were rec-
tilinear inclined trajectories, after determining 

 Fig. 7. Calculated time of signal travel along the arc 
for different emission angles
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the point to which the beams from both the buoys 
come, inclined straight line segments are calculat-
ed. The set of possible solutions for two buoys form 
a hyperbola. By the intersection of three hyperbolas 
formed by four buoys using the difference-ranging 
method, the AUV determines its coordinates.

Differential Method Description

The mutual position of the AUV, BS and one of 
the four buoys in the marine environment is shown 
in Fig. 8. The AUV location is adjusted using the 
differential mode as follows.

A buoy emits a navigational hydroacoustic sig-
nal into the seawater. The BS receives it. Knowing 
its precise location, SSP and the precise location of 
the buoy, the BS estimates the signal travel time: 
calculated Tcalc and actual Tact. The calculated time 
is determined taking into account the refraction 
which depends on the current SSP in this area ac-
cording to Snell’s law, so that the beam comes to 
the BS point. For that, all possible positions of the 
beam arrival to the BS area are considered and the 
best one is chosen for various emission directions  
by the criterion how close the beam arrival point is 
to the BS location. Finally, the actual beam travel 
time from the buoy to the BS is found, and the dis-
tance Ract BS is determined which differs from the 
calculated distance Rcalc BS by R: 

Ract BS Rcalc BS + R.

On this basis, the correction R is determined 
on the BS as the difference between the calculated 

beam travel distance Rcalc BS and the actual distance 
Ract BS which is precisely known at the BS:

R Ract BS – Rcalc BS.

When estimating the rectilinear range of the 
beam travel between the emission point and the BS 
position, you can use not only the average value of 
the sound speed according to the SSP, but also any 
other value, provided that this value is used by the 
AUV. This should be agreed upon in advance when 
you perform a differential correction of the AUV 
location. Besides, it is desirable that the processing 
principles of the navigation receivers at the BS and 
the AUV are similar; ideally, the receivers should 
be identical. The signal travel correction R calcu-
lated at the BS is then emitted from the buoy to the 
consumers in the marine environment, including 
the AUV. Such corrections are emitted to the sig-
nals of all the four buoys.

The autonomous underwater vehicle near the BS 
measures the delays of the signals from the four 
buoys. The obtained delays are converted into the 
ranges to the buoys as discussed above. Based on 
these ranges, the beam trajectory projections are 
determined. An obtained range is a sum of the cal-
culated range and the correction: 

Ract AUV  Rcalc AUV + R.

Simultaneously with the measurement of the ac-
tual range, the AUV receives from the BS the infor-
mation about the pseudorange corrections R for 
each of the four buoys, and then specifies the pseu-
doranges to the buoys:

Rcalc AUV  Ract AUV – R,

using them for locating itself by the differ-
ence-ranging method.

Conclusion

The work is aimed at finding the ways of using 
the differential method to locate an AUV in a ma-
rine environment. Our research was focused on the 
parameters which considerably affect the usage of 
difference-ranging method for AUV location: sound 
emission direction, vertical distribution of the sound 
speed, sound travel trajectory, and the distance cov-
ered by a sound beam. The paper discusses an ap-
proach to applying the differential method of cor-
recting an AUV location in a marine environment. 
The obtained results can be used for a more precise 
location of AUV or other underwater objects.

The research was supported by RFBR grant  
17-07-00125. Fig. 8. General scheme of differential mode

Buoy

Ract AUV Ract BS

BS

AUV
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Постановка проблемы: ввиду отсутствия под водой сигналов спутниковых радионавигационных систем позиционирование 
автономных необитаемых подводных аппаратов происходит с использованием одного или нескольких опорных объектов. Слои-
стость морской среды является причиной распространения звукового луча не по прямой, как у радиосигналов, а по дугообразной 
траектории, из-за чего корректировка местоположения аппарата дифференциальным методом происходит с большой погрешно-
стью. Цель: оценка требований и условий, необходимых для использования дифференциального режима уточнения местополо-
жения аппарата. Результаты: проведено моделирование распространения звуковых лучей в вертикальной плоскости согласно 
закону Снеллиуса при условии подчинения распространения звуковых лучей распределению Райса, определен пройденный зву-
ковым лучом путь, оценена его зависимость от направления излучения звукового сигнала, а также определен порядок оценки 
местоположения аппарата с использованием дифференциального режима уточнения его местоположения. Установлены условия 
использования дифференциального метода корректировки местоположения аппарата, определяемые направлением излучения; 
профилем распределения скорости звука; взаимным положением излучающих буев, корректирующей базовой станции и подво-
дного аппарата. Практическая значимость: полученные результаты могут быть использованы для уточнения местоположения 
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Введение

Современные требования к экологичности и 
экономичности промышленного оборудования 
предполагают широкое внедрение перспектив-
ных инновационных — интеллектуальных и 
энергосберегающих — методов управления энер-
гоемкими объектами. 

В мировой практике к настоящему времени 
выработано несколько основных подходов к сни-
жению потребления энергетических ресурсов. 
Во-первых, оптимизация технологических про-
цессов, использование новой материально-техни-
ческой базы. Во-вторых, широкое использование 
альтернативных возобновляемых источников 
энергии: солнечных, геотермальных, ветровых, 
приливных и др. В-третьих, развитие энергосбе-
регающих технологий, в частности, за счет опти-

мального управления энергоемкими объектами 
[1, 2].

К наиболее энергоемким объектам следует от-
нести тепловые технологические установки: раз-
нообразные печи, сушилки, вулканизаторы, ко-
тельные и холодильные установки. Особенность 
данного оборудования как объектов управления 
заключается в том, что большинство из этих 
устройств являются типичными многомерными 
объектами, в которых каждый входной сигнал 
влияет на группу выходных сигналов и, соот-
ветственно, выход зависит от нескольких входов. 
Эффективность функционирования многомер-
ного технологического объекта определяется его 
свойствами безотказности, режимами работы, 
внешними воздействиями и другими дестаби-
лизирующими факторами детерминированной, 
вероятностной или нечеткой природы. Поэтому 
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проектирование информационно-управляющих 
систем для подобных установок требует тща-
тельного изучения их особенностей как объектов 
управления [3–10]. 

Особенности многомерных объектов 
управления

Основными особенностями многомерных тех-
нологических установок как объектов управле-
ния являются:

— существенные энергетические затраты;
— жесткие требования к поддержанию пара-

метров технологических процессов;
— важность учета процессов, протекающих 

в оборудовании и оказывающих взаимное влия-
ние друг на друга;

— наличие внешних и внутренних воздей-
ствующих факторов в каналах управления и из-
мерения;

— изменение параметров многомерных объек-
тов в процессе реальной эксплуатации [3, 11].

Эффективность функционирования много-
мерного технологического объекта определяется 
его свойствами безотказности, режимами рабо-
ты, внешними воздействиями и другими дестаби-
лизирующими факторами детерминированной, 
вероятностной или нечеткой природы. Для уче-
та всех этих факторов в совокупности вводятся 
множество состояний работоспособности (МСР), 
множество состояний функционирования (МСФ) 
и нечеткое множество (НМ), образующие некое 
пространство, схематичное представление кото-
рого показано на рис. 1, где H — пространство со-
стояний функционирования; HМСФ — множество 
производственных ситуаций; HМСР — множество 

состояний работоспособности; HНМ — дискрет-
ное множество, получаемое из нечетких мно-
жеств с применением процедуры, аналогичной 
лингвистической аппроксимации.

Множество состояний работоспособности по-
зволяет анализировать ситуации, для которых 
накоплены достаточные статистические данные, 
например, по отказам оборудования, информаци-
онных систем, ошибкам персонала и другим фак-
торам. Расчет вероятностей состояний работоспо-
собности (как стационарных, так и нестационар-
ных) проводится с использованием различных 
методов [3, 8, 11], основанных на декомпозиции 
системы, построении моделей состояний работо-
способности составных частей и системы в целом, 
а затем решении систем уравнений или использо-
вании рекуррентных формул.

Однако знания состояний работоспособно-
сти системы и вероятностей этих состояний во 
многих случаях недостаточно для определения 
рисков и прогнозирования показателей эффек-
тивности проектируемых систем в процессе ре-
альной эксплуатации. Более полно возможные 
состояния функционирования при длительной 
эксплуатации системы отражает МСФ, в котором 
наряду с состояниями работоспособности учиты-
ваются смены режимов работы, связанные с но-
выми производственными заданиями; измене-
ния постановок задач управления; интенсивно-
сти внешних воздействий и т. д. [12]. Структура 
МСФ аналогична МСР, и для определения веро-
ятностей состояний функционирования исполь-
зуются практически те же методы.

В то же время ни МСР, ни МСФ не позволя-
ют учитывать быстро меняющуюся обстановку 
внешнего окружения. Это может быть связано, 
например, с изменением спроса потребителей, 

HНМ = {hi , i = 0, 1, 2, ...}
НМ

HМСР = { hi , i = 0, 1, 2, ...}
МСР

HМСФ = { hi , i = 0, 1, 2, ...}
МСФ

H =HМСФ × HМСР × HНМНМ

 Рис. 1. Компоненты пространства состояний функционирования

 Fig. 1. Components of the space of functioning states
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строения гибридных экспертных систем, пред-
назначенных для решения задач управления 
многомерными энергоемкими технологическими 
объектами.

База данных содержит сведения о результатах 
внедрения системы интеллектуального ЭУ, полу-
ченный эффект использования синтезированных 
алгоритмов управления, различные виды моде-
лей процессов, параметры и состав моделей для 
многомерных объектов, а также используемые 
стратегии, условия решения задач управления  
и т. д.

В базе знаний (БЗ) содержатся как общие 
знания о математических методах анализа и 
синтеза, так и знания прикладного характера, 
полученные от экспертов и используемые раз-
работчиками алгоритмического обеспечения. 
Пользователи и эксперты взаимодействуют с экс-
пертной системой через пользовательский интер-
фейс. При этом предусматривается пополнение 
БЗ результатами реальной эксплуатации объек-
тов. Механизм логических выводов применяет 
знания и сведения из баз знаний и данных при 
решении практических задач. Модуль приобре-
тения знаний позволяет пополнять и модифици-
ровать знания в процессе эксплуатации системы, 
а модуль советов и объяснений выдает заключе-
ния и необходимые пояснения пользователю [15]. 

База знаний имеет стратифицированную ие-
рархическую структуру в виде множества вза-
имосвязанных фреймов, образующих единую 
фреймовую систему, в которой объединяются 
декларативные и процедурные знания, а также 

Эксперт

Наполнение, 
модификация

и дополнение
знаний

База знаний
Модуль 

приобретения 
знаний

Механизм 
логических 

выводов

Модуль советов 
и объяснений

Пользовательский интерфейс

База 
данных

Ввод

данных

Ответы

и объяснения

Пользователь

 Рис. 2. Обобщенная структурная схема экспертной системы интеллектуальной информационно-управляющей 
системы

 Fig. 2. Generalized block diagram of the expert system of intelligent information-control system

цен на энергоносители, сырье, а также другими 
факторами, для которых нет достаточного стати-
стического материала, поэтому они могут быть 
описаны лишь на качественном уровне. Решение 
подобного рода ситуационных задач, связанных 
с построением моделей и оптимизацией в усло-
виях неопределенности при оперативном при-
нятии решений, приводит к необходимости ис-
пользовать методы искусственного интеллекта 
[13]. Недостаточная теоретическая подготовка 
пользователей и недостаточное использование 
опыта и знаний экспертов в соответствующей 
предметной области также требует интеллектуа-
лизации разрабатываемой системы при реальной 
ее эксплуатации. Поэтому развитие методологии 
проектирования интеллектуальной информаци-
онно-управляющей системы, инвариантной раз-
личным многомерным технологическим объек-
там управления и позволяющей с учетом особен-
ностей этих объектов оперативно синтезировать 
в реальном масштабе времени энергосберегаю-
щие управляющие воздействия, является востре-
бованной задачей.

Информационное обеспечение 
интеллектуальной информационно-
управляющей системы

Основу интеллектуальной информацион-
но-управляющей системы энергосберегающего 
управления (ЭУ) составляет экспертная система 
(рис. 2) [14]. В ней реализована методология по-
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организованы принципы, присущие объектно-
ориентированному подходу, такие как инкапсу-
ляция, наследование и полиморфизм. Фреймы 
БЗ имеют слоты, содержащие не только конкрет-
ное значение, но также имена процедур, позво-
ляющих вычислять это значение по заданному 
алгоритму. Некоторые фреймы содержат слоты, 
заполнителями которых являются правила про-
дукций, используемые для определения конкрет-
ного значения. 

В качестве примера на рис. 3 представлен ин-
тегрированный граф обобщенной технологии ин-
теллектуализации синтеза энергосберегающих 
управляющих воздействий для многомерных 
тепловых технологических объектов в режиме 
разогрева, а в таблице — описание стратифици-
рованной структуры графа.

Из таблицы видно, что высший уровень иерар-
хии интегрированного графа содержит фрейм для 
определения состояния функционирования мно-
гомерного объекта. На следующем уровне пред-
ставлены фреймы, позволяющие идентифициро-
вать его режим работы. Далее идет уровень, со-
держащий фреймы для дефиниции цели управле-
ния. За ним расположен уровень с фреймами для 
структурной и параметрической идентификации 
математических моделей объекта. На последую-
щих уровнях находятся фреймы анализа задачи 
управления, определения стратегии реализации 

управляющих воздействий и синтеза алгоритми-
ческого обеспечения. Последний иерархический 
уровень представлен фреймами имитационных 
моделей для верификации и тестирования синте-
зированного алгоритмического обеспечения.

Данная иерархическая структура позволяет 
организовать процесс приобретения и использо-
вания знаний и интеллектуализировать синтез 
решения задачи ЭУ режимами работы многомер-
ного энергоемкого объекта [16]. Программная ре-
ализация фреймовой БЗ интеллектуальной энер-
госберегающей системы управления представля-
ет собой набор классов, созданных в интегриро-
ванной среде программирования CodeGear RAD 
Studio 2007 Professional на языке Object Pascal. 
Статические модели фрагментов структуры БЗ 
для режима разогрева, представленные в специ- 
фикации унифицированного языка графическо-
го моделирования UML, показаны на рис. 4 в ви-
де диаграммы классов.

Модуль, осуществляющий идентифика-
цию состояния функционирования, использу-
ет фрейм fr_SFS, включающий в себя фрейм 
fr_OperatingMode, агрегирует фрейм fr_
Management. Фрейм fr_Management содер-
жит фрейм fr_Functional для расчета значения 
функционалов затрат энергии и топлива. Модуль 
анализа ЭУ в зависимости от объекта управления 
использует фрейм анализа ЭУ fr_AnalysisEC, 

v1

v2 v3

v4

v5
v6

v7
v8 v9

v10
v11

v12

 Рис. 3. Интегрированный граф обобщенной техно-
логии интеллектуализации синтеза ЭУ

 Fig. 3. Integrated graph of generalized intellectual-
ization technology for energy-saving control synthesis
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агрегирующий фреймы получения условий суще-
ствования решения задачи ЭУ fr_SolutionExist, 
определения видов функций ЭУ fr_FunctionEU, 
границ их областей fr_LimitsArea и оценки их 
параметров fr_FunctionParameter.

Модуль синтеза для решения задач управле-
ния многомерным тепловым технологическим 
объектом использует фрейм fr_SynthesEC, вклю-
чающий фреймы:

— математических моделей объектов fr_
ObjectModels;

— алгоритмов управления fr_Algorithms;
— множества состояний функционирования 

fr_SFS.
Фрейм массива реквизитов fr_ArrayRequisi- 

tes агрегирует фрейм моделей fr_ObjectModels 
и связан отношением зависимости с фреймом рас-
чета синтезирующих переменных fr_SynthesVar.

 Рис. 4. Статическая модель фреймовой БЗ для режима разогрева

 Fig. 4. Static model of frame knowledge base for heating mode
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Заключение

Созданная структура БЗ предусматривает опе-
ративную работу модулей, реализующих алгорит-
мическое обеспечение интеллектуальной информа-
ционно-управляющей системы, что дает возмож-
ность синтезировать ЭУ многомерным тепловым 

технологическим объектом в реальном масштабе 
времени. Энергосберегающий разогрев позволяет 
добиться экономии 5–7 % энергоресурсов без сни-
жения качества выпускаемой продукции [3, 9, 11].

Работа выполнена при поддержке гранта 
Российского фонда фундаментальных исследова-
ний, проект № 17-08-00457-а.
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 Populations of commercially valuable fish species develop in aquatic ecosystems according to internal 
mechanisms of their evolutionary adaptations, which do not always suit the environmental conditions which can change 
due to anthropogenic pressure. Often the factors of reservoir eutrophication or introduction of new species into the 
ecosystem aggravate the competitive confrontation of the populations. The changes spread by domino effect and complicate 
the development of a strategy for rational exploitation of biological resources. Species under non-optimal anthropogenic 
conditions are vulnerable.  Developing a model for introduced population dynamics, implemented as a group of 
scenarios for a volatile environment.  We developed a computational model of a population to describe the scenarios 
for its adaptation to environmental conditions. The scenarios include the pace of dimensional development and nutrition of 
fish. The model includes a unit for calculating diets, taking into account the hydrological situation factors: the oxygen content 
and the activity of hydrogen ions. The model is capable of operating in two modes: under standard environmental conditions 

us to predict changes in the population structure with variability in abiotic factors. The model demonstrate the risk of taking 
out the fish which make the greatest contribution to the biomass growth rate.  The model was identified 
using the data on whitefish population in the Lake Sevan. It is suitable for computer simulation experiments, which made it 
possible to describe specific features of scenarios of population dynamics for the cases of increased fishing, limited feeding 
and changes in the hydrological conditions of the lake.

 — Nonlinear Models of Populations, Fish Growth Models, Energy Balance Calculation, Commercial Exploitation 
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Introduction

In our previous work [1], we used mathemati-
cal methods to analyze the dynamic balance of the 
main biogenic elements which form the first level of 
an ecosystem. We developed a computational model 
for the consequences of excessive accumulation of 
nitrogen and phosphorus in the bottom sediments 
of a large reservoir. As more nutrients flow into the 
reservoir due to human economic activity, eutroph-
ication processes start (algal bloom and oxygen de-
ficiency). We successfully parameterized the model 
by real waterbody data and calculated a forecast of 
hydrochemical indicators. Ecosystems are high-
ly prone to domino effect. Transformation of the 
trophic status of a reservoir from oligotrophic to 
eutrophic type after a certain time interval is also 
manifested in its aquatic community. Species adapt-
ed to the local conditions cannot change quickly, so 
the advantage is given to active unwanted invaders, 
less demanding of low oxygen content.

In another work [2], we developed a continu-
ous-discrete model in the form of a differential 
equation system with a redefinable computational 
structure in order to describe sturgeon reproduc-
tion efficiency on the basis of various survival fac-
tors at juvenile development stages. For an exploit-
ed population with adaptive cyclicity, we described 
a computational scenario of degradation in the form 
of a sudden collapse. This paper is a logical contin-
uation of our research in mathematical biology. It 
represents an aggregated model of fish population 
dynamics associated with environmental condi-
tions by the key hydrological indicators through the 
efficiency of biomass accumulation and the rates 
of linear growth, taking into account unbalanced 
feeding. It should be noted that fishery forecasts 
are formed on the basis of statistical processing and 
averaged observation data for the previous period, 
but statistical methods for assessing the stock re-
plenishment efficiency are often unpromising when 
the trophic status of a reservoir undergoes drastic 
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shifts. We took into account possible methodologi-
cal errors in mathematical analysis [3, 4]. Note that 
Coregonus fishes are typical representatives of the 
Arctic ichthyofauna [5–9], therefore their habitat 
in middle latitudes is possible only in high moun-
tain lakes like Issyk-Kul, Sorulukel or Sevan.

Characteristics and Components of the Model

The population model structure unites three sub-
models: 1) a model of individual weight dynamics; 
2) a model of age group size dynamics; 3) a model of 
spawn yield dynamics with continuous calculation 
of fry loss. These submodels are adjusted for joint 
calculations, but they can be used independently to 
calculate particular problems, for example, analyz-
ing the data on fish nutrition energetics and respi-
ration (important for the case of reservoir eutroph-
ication), or estimating the coefficients of natural 
and commercial mortality by fish age groups.

The interaction of the submodels is organized in 
such a way that they can describe important intrap-
opulation mechanisms: dependence of the diet and 
weight on the size of fish age groups; dependence 
of the fish spawn yield on the diet; dependence of 
the natural mortality coefficients on the actual di-
et; dependence of the natural mortality coefficients 
on the participation in spawning; dependence of the 
fecundity on the fish weight and age. To set up the 
initial state, parameters for the standard environ-
mental conditions are specified.

We accept that abiotic factors directly affect two 
population indices: the diet of the fish and the mor-
tality of their eggs; and indirectly they affect the 
weight of individuals, their mortality and fecundi-
ty, which was shown by the example of Coregonus 
fishes [4, 10, 11]. In our model, the temperature of 
the water and the concentration of dissolved О2 af-
fect the amount of food and the mortality of eggs; 
the water pH has a predominant effect on the egg 
mortality.

The general algorithm of our model implies that 
initially for all age groups, on the base of the initial 
data on individual weight, we determine the max-
imum amount of food, the expenditure on respira-
tion, and the increase in fish weight corresponding 
to the maximum food amount. After that, based 
on the scenario data, the actual amount of energy 
received by аfish age group is calculated, and the 
weight value is corrected, taking into account the 
diet. The next step is to calculate the size of the age 
groups in accordance with the natural mortality 
and fishing seizures. It is assumed that all the fish 
that have reached the given weight by the time of 
spawning participate in the reproduction, and the 
spawn amount is proportional to the weight and age 
of the spawning fish.

Calculationunits for Individual Indicators

The maximum amount of food and the body 
weight gain for fish are determined within a month, 
provided that their nutritional needs are fully met. 
The internal time step of aunit is considered equal 
to a day. Since the mortality of juveniles is extreme-
ly high, the calculation of the daily amount of food 
is carried out according to their actual number tak-
ing into account the daily mortality. For other age 
groups, the food amount is calculated on the basis 
of a fixed abundance in each month. The weightgai-
nis calculated as follows:

( ) ( ) ( ),

) ,(

where W, Wm are the actual and maximum weights 
of a fish; Wm is the maximum gain; Cm is the 
maximum amount of food; U is the food assimilation 
coefficient; R is the expenditure on respiration. The 
standard amount of food corresponds to an average 
monthly amount at which a fish gains the given 
standard weight. On the basis of biological data [12, 
13], we define the food amount as a power function 
of weight:

,

where Cct1 is the standard food amount for a fish 
weighing 1 kg; 0 is аcorrection for the excess of 
the maximum food amount over the standard food 
amount; 1 [1/2, 2/3]; Сm is the maximum food 
amount for a fish weighing W kg.

The standard amount of food is calculated based 
on the average monthly water temperature and oxy-
gen content in water: Cct1 2 At Ak, where 2 is 
a constant coefficient, and At, Ak are corrections for 
temperature and oxygen. 

The dependence of the food amount on tempera-
ture is nonlinear; when the temperature is optimal 
for a given fish species, the curve has a maximum. 
When the temperature reaches the limit, the food 
amount drops to zero, and the nutrition stops. In 
the model, the dependence is approximated by the 
following formulas:

;

;

,

,

, , .

Let us assume that when the oxygen concentra-
tion is more than a given limit value O2 > O2 lim, 
this factor is not a limiting factor anymore. As the 
oxygen content in water drops during eutrophica-
tion, the food amount first quickly decreases from 
normal down to 0.1, and then gradually decreases 



ИНФОРМАЦИОННО
УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ№ 4, 2018 33

МОДЕЛИРОВАНИЕ СИСТЕМ И ПРОЦЕССОВ

down to zero. The dependencie sare approximated 
in the model as follows:

lim

(

.

,

;

,

The calculation of energy consumption is based 
on the assumption that the expenditure on respi-
ration consists of two components which are the 
expenditure related to the maintenance of the ich-
thyomass and the expenditure related to its growth 
according to the formula R A(W) (Rn – Rp).

Tofigure out the structure of the dependencies 
of expenditure on respiration, the Brett and Groves 
scheme was used [14], which defines the ratio of 
active and standard metabolism as a function of 
temperature. We took into account the data on the 
change in the ratio of active and standard metab-
olism, and the distribution of the energy supplied 
with food to biomass and respiration in fish ontog-
eny [15, 16].

It has been found that the maintenance expendi-
ture is proportional to the biomass, increasingas the 
temperature increases according to the Krogh func-
tion: Rn K(T) W 16, where K(T) is the Krogh 
function, and 16 is an empirical coefficient. The 
expenditure related to growth is proportional to the 
food amount, decreasing linearly as the temperature 
increases, according to the law Rp C(1 – 17) 18.

Food spectrum calculation unit. The model 
identification approach uses the data on the food 
biomass and the priorities of its consumption by 
whitefish age groups. The data are represented in 
tables of average annual changes in the food spec-
trum depending on the age of the fish. The unit 
calculates the actual food amount for the fish in ac-
cordance with the available food biomass, and with 
the requests for a particular food type from all the 
competing whitefish age groups [17]. The average 
monthly biomass of various food types is represent-
ed in proportion to their share in the diet, ensuring 
the constant tension in the food relations. The abso-
lute value of the food biomass is given by a periodic 
function in order to provide the standard amount 
of food for the fish at their normal level of eating 
(30–40 % of the average monthly biomass). Note 
that a sharp change in conditions can force white-
fish to drastically change their food spectrum, up 
to becoming predators sometimes [18–20].

Biomass increment correction algorithm. An 
iterative algorithm corrects the biomass increment 
and the expenditure on respiration, taking into ac-
count the actual diet:

/ ;

/ .

It is assumed in the calculations that the food 
distribution structure does not depend on the food 
amount. Separately, a weight correction is intro-
duced after spawning for the age groups involved 
in reproduction. 

Calculation of natural mortality coefficients.  
A very important component of the simulation mod-
el is the estimation of biological resource loss. The 
curve of natural mortality has a U-shape. Mortality 
in the first age group is large, then it decreases, 
reaching its minimum before spawning, and grows 
again, approaching the maximum during the 10th 
year of a whitefish’s life [5, 21]. Let us assume that 
the mortality of fish depends on the degree of satis-
fying their nutritional needs. The loss from the lack 
of food can be simulated by the following depend-
ence:

/ , ;
/ ,

/

,/

where KCg is the mortality coefficient which 
depends on starvation, and Kg is the starvation 
threshold. In the exponential factor we take into 
account the dependence between the mortality 
and the relative monthly increment. The natural 
mortality coefficient KC as a whole by groups can 
be found by the following formula:

,

where KCct is the mortality without spawning, 
at normal feeding conditions; and KCner is the 
spawning loss. We have to calculate the loss asso- 
ciated with density and competition.

Method for Evaluating  
the Reproduction Efficiency

Let us separately introduce an estimate of the 
loss at the earliest stages of development, which 
would additionally depend on the initial spawn 
density N(0). The well-known Ricker function R

N(0)exp(–bN(0)) is not suitable here because the 
iteration trajectory shows chaotization properties 
with the increase of > e2 which is an unexplained 
mode for biology [2]. For our calculations we will 
use the implementation of a continuous segment 
in the iterative model construction. Here we apply 
a modification of our reserve-replenishment model 
for a decrease in the abundance from N(0) down to 
R N(T) in the form of a system of equations on a 
time interval which makes up a continuous vulner-
ability interval t [0, T]:
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d
( ) ( ) ( ) ( );

d
d

, ( ) ,
d ( )

  (*)

 is a coefficient of mortality which depends on the 
group density;  is a coefficient of neutral loss; w(t) 
is a parameter of individual development in early 
ontogeny under the influence of group huddling. 

(S) reflects the drop in spawning efficiency for a 
small population after overfishing: lim ( ) . 

A computational solution of the Cauchy problem (*) 
will provide a calculation of the loss from spawn to 
fry, by a dependence with a pronounced maximum 
which will be the most efficient size of a spawning 
group. With an increase in the reserve size, the 
reproduction efficiency decreases, though with a 
non-zero horizontal asymptote.

Only the use of empirical dependencies for each 
type in tabular form can allow us to perform predic-
tive calculations of the model in order to study the 
survival of spawn taking into account the changes in 
the environment parameters. The death of eggs, apart 
from predation, is associated with the water tempera-
ture and the amount of oxygen dissolved in the water. 
For the reservoir eutrophication scenario [5], we can 
use corrections based on the algorithm for calculating 
the oxygen content in the model of the biogenic ele-
ment balance described in our previous paper.

In calculating the total number of eggs N(0) for 
the system of equations (*), it is assumed that a fish 
participates in spawning if by the spawning time 
it reaches the weight Wner. The amount of spawn 
N(0) is defined proportional to the fish weight and 
age: N(0) 20 21 W(L) 22 L, where L is the 
age of a spawning fish; W is the fish weight, and 
W > Wner. If by the spawning time the fish gains a 
weight larger than Wner, it can spawn again; if not, 
it has to miss the spawning season.

The balance of the size of age groups is calculat-
ed at the end of each month, taking into account the 
natural mortality and the share F [0, 1] of the fish-
ery (which can be legal and unaccounted): N(t 1)

N(t) (1 – (1 – KC) (1 – F). Finally, the iterative 
algorithm calculates the transition of the fish to 
their next age group and the population replenish-
ment by the fish which have survived the juvenile 
stage when they are most vulnerable. Mature white-
fish have no natural enemies.

Identification of the Population Model 

The population model was identified based on  
data on the whitefish population in the Lake Sevan, 
Armenia. This whitefish is a hybrid between Core- 

gonus lavaretus maraenoides and Coregonus lavare-
tus ludoga which were both introduced into the Lake 
Sevan during the 1920s. After their natural hybrid-
ization, many morphological and biochemical indica-
tors allow us to consider Sevan whitefish as a single 
population in our model [22]. Long after their intro-
duction, they did not play a large role in the fishery, 
but since the 1960s increased their abundance, and 
in 1980s became the most important fish for the lo-
cal fishing industry. The fishery intensification has 
changed the population age structure, and now fish 
older than 8 years are rare. In accordance with this, 
the maximum age of аfish in our model is specified 
as 10 years. The average weight of fish in catches is 
equal to 840 g at the age of 3 years. Available litera-
ture data describe the fish nutrition spectrum in the 
Lake Sevan quite fully [23]. We managed to determine 
the daily daily food ration SR for whitefish, calculat-
ing it according to A. V. Kogan’s method [24]. It was 
found equal to 4.3 % of a fish body weight. The daily 
fullness index is 1/4 of a daily food ration. Taking into 
account the food in relation to the water temperature, 
a table of annual changes in the diet was compiled. On 
average throughout a year, a daily food ration is 1.9 % 
of a fish weight, and the annual ration is about 7 fish 
weights. Similar values describe the feeding of white-
fish in a fry nursery model [4].

It is interesting to see how the energy obtained 
from food is distributed between body weight 
gain, gonads, respiration and other expenditures. 
Juvenile whitefish use their food most efficiently: 
the ratio of ichthyomass increment to assimilat-
ed food can be as high as 60 %; then it decreases 
down to 35 % by the end of the first year of their 
life and down to 20 % by the third year. The per-
centage of assimilated food in whitefish is about  
80 % of their diet. With these ratios of energy ex-
penditure for biomass increment and respiration, 
the fish can get the necessary food volume at plausi-
ble daily amounts of food. Theoretically, according 
to the model, whitefish have an opportunity to gain 
weight of 6 kg by 10 years of age. In fact, the max-
imum weight of whitefish varies within 2–4 kg, be-
ing limited by interspecific competition.

At the initialization, three age groups dominate 
in a spawning stock: 3 , 4  and 5 , which together 
account for more than 80 % of the stock popula-
tion. Males mature at the age of 2  when they reach 
a weight of more than 480 g; females mature at the 
age of 3  when they reach a weight of 650–1000 g. 
The model assumes that fish participate in spawning 
when they reach a weight of 700 g. With an equal sex 
ratio in the spawning stock, we assume that about 
22.5 % of the spawning fish weight is consumed for 
reproduction. Each participation in spawning leads 
to a decrease in survival. Usually 1/3 of the spawn-
ing fish die. A similar post-spawning death of white-
fish has been observed in nature [5, 6, 9, 11].
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Our identification method was used to choose a 
step-by-step approach which presumed decompos-
ing the model, overbuilding the unit structure, and 
subsequently taking into account the internal rela-
tionships, as well as external influences in simula-
tion experiments.

At the 1st step, the submodels were adjusted for 
the standard conditions. The submodel of individual 
weight dynamics selected and adjusted the functions 
which determine how the food amount and respira-
tion expenditure depend on the fish weight, based 
on the data about standard diet, distribution of the 
energy obtained from food, and growth rate. A good 
agreement between the actual and calculated data 
was obtained when choosing power-law dependencies 
of the food amount and respiration expenditure on 
the fish weight with a constant distribution of the 
obtained energy for fish of 2–10 years of age. In the 
submodel of age group size dynamics, the value of 
natural mortality coefficient (KC) in a stable popu-
lation was determined based on data about the age 
structure, the above-mentioned assumptions about 
the age changes in KC and the standard catch rate 
F 0.45. The submodel of spawn yield dynamics de-
termined how the number of spawned eggs depends 
on the fish weight and age based on data about the 
fecundity of whitefish in the Lake Sevan.

At the 2nd step of the identification, the submod-
els were united and jointly adjusted. The influence 
of the population abundance on the fish weight 
was taken into account by introducing actual diet 
which depends on nutritional needs of the fish and 
the food availability. The maximum amount of food 
was considered equal to the amount which allowed 
a whitefish to gain the weight of 6 kg by 10 years 
of age. The natural mortality coefficient was de-
composed into three components: normal mortality 
with the standard diet and no spawning, reproduc-
tive mortality, and starvation mortality. To deter-
mine the starvation mortality, we used the data on 
fluctuations in the fish weight over the age groups. 
Let us assume that the fish which fail to reach the 
minimum weight die. Mortality was determined de-
pending on the ratio of the actual amount of food 
to the maximum one. The threshold is equal to the 
ratio at which a whitefish could only gain the mini-
mum weight. Mortality is known to be higher in the 
situation of food deficiency and excessive juvenile 
density during the introduction into the reservoir 
[4], as our model for sturgeons confirmed.

At the 3rd step, the identification closely consid-
ered the influence of external abiotic factors on the 
standard amount of food calculated by the average 
monthly water temperature and the content of oxy-
gen in it determined by a balance equation accord-
ing to G. G. Vinberg’s method [12].

Eggs and juveniles are most sensitive to chang-
es in the reservoir trophicity. Some environmental 

conditions suitable for mature fish can be disastrous 
for eggs. The model took into account the effect of 
temperature, pH and dissolved oxygen content on 
the egg mortality coefficients. When calculating 
the natural mortality of mature fish, it operated 
with the boundary values of abiotic factors known 
for this particular species.

Adjustment of the model showed that intro-
duction of only few cause-and-effect relationships 
allowed us to reflect the main ecological aspects 
of a whitefish population in a certain stable state. 
Forage limitations keep the population from grow-
ing to infinity. The influence of population densi-
ty on the growth rate allows the whitefish to gain 
their weight; malnutrition leads to a slower growth 
and late maturation of the fish; in extreme cases it 
can lead to their death. In the model, a fish almost 
never can get as much food as it wants, so the actual 
amount of the consumed food is equal to 0.6 of the 
maximum amount, on average. The model success-
fully took into account some well-known ecological 
facts: 1) the life expectancy of an individual de-
pends on the age of its first spawning; 2) whitefish 
can miss some spawning seasons; 3) spawning re-
duces the chances for survival.

Results of Computational Experiments

Standard environmental conditions are chosen 
for the convenience of setting up the model and con-
ducting experiments. For the initial state of the mod-
el population, the number N of the fish and their bio-
mass B were taken (by age groups) from a population 
of 16.4 million fish with a total mass of 7124 tons, as 
estimated for 1980. After that, the age groups iter-
atively change their number / biomass. The greatest 
changes occur in the group of underyearlings where 
the average weight increases by 5 orders of magni-
tude and the number decreases by 3 orders of magni-
tude. With 6.64 billion larvae in the beginning, the 
total mortality of whitefish larvae and fry is 99.8 %. 
By the end of the year, out of all the larvae hatched 
7800 million individuals remain. The high mortali-
ty rate cannot prevent a rapid increase in the popu-
lation biomass. The weight gain rate drops sharply 
during the winter months. The relative weight loss 
caused by spawning is constant in all age groups 
from 3 to 10 and equal to 22.5 %.

The average annual expenditure on respiration 
is 31 % in the first age group and 68 % in the sec-
ond one. In older groups, it almost does not change, 
making up about 80 % of the diet. The coefficient 
of food use efficiency (P/А) varies little with age, 
ranging from 19.4 to 19.8 %. 

An important computational scenario considered 
howa whitefish population would react to changes 
in fishery and forage. Let us assume that intensive 
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fishing takesup the majority of the population, with-
out selection between fish sizes. The abundance and 
biomass of the population fall sharply, decreasing in 
10 years by about 100 times. Fishery undermines it-
self: by the 20th year it can take up just 0.7 tons when 
the population is about 1 thousand fish. In nature, 
such a decline in population size usually results in 
irreversible degradation; this is what happened to 
Canadian cod or Caspian starry sturgeon. Similar 
influence of overfishing was observed in the Lake 
Sevan during the 2000s. But some peculiarities of 
Coregonus fish population structure (formation of 
local subpopulation groups) give them chances to re-
store their abundance on the base of reproductively 
isolated groups which have partially survived. The 
population of the whitefish in the Canadian part of 
Lake Ontario successfully restored its abundance in 
the 1990s [25] after overfishing in the 1960s. In our 
model, a ban on fishing from the 21st year allowed 
the population to gradually restore its abundance. 
Calculations have shown that a population can be de-
stroyed in 10 years, and the restoration would take 
more than 20 years without any fishing.

Fishery as intense as F [0,30; 0,45] keeps the 
population at the level of 20–40 million fish with a 
biomass of 12–18 thousand tons, maintaining stable 
catches at the level of 3000 tons. Increasing the inten-
sity of fishing and reducing the minimum weight of 
fish caught rapidly deplete the biological resources. 
Excessive fishing decreases the population abundance 
especially badly in the case of sharp fluctuations in the 
food supply. The ecological niche is occupied by spe-
cies-concurent of lower value. Recent works on other 
Coregonus populations confirm the conclusions about 
the influence of density factors on the fish growth 
rate [26], the significance of eutrophication for the 
welfare of lake populations in Canada and Germany 
[27, 28], and the effect of temperature [29].

Conclusion

Using the data on the introduced Sevan white-
fish, a segmented model has been developed which 
simulates the dynamics of abundance and biomass 
for fish population age groups depending on the 
fishery and such environmental factors asfood 
availability, temperature, pH of the water and 
dissolved oxygen concentration. The model can 
be classified as simulative, deterministic and dis-
crete-continuous. The model was identified and ver-
ified with a mandatory biological substantiation of 
its results by the data on whitefish stock [17, 23]. 
The model can work in two modes: under standard 
environmental conditions (without specifying the 
hydrological situation) and with a scenario of an-
thropogenic changes. The scenario approach allows 
you to use lake eutrophication data for predicting 
changes in the fish population structure when abi-
otic factors change. Ultimately, a shift in the upper 
level of the trophic chain will affect the entire bi-
otic community of the lake. Scenarios demonstrate 
that it is unreasonable to take out the individuals 
which make the greatest contribution to the bio-
mass growth rate. A depleted population will recov-
er with a rate lower than the anticipated value.

This research confirms the conclusion made in 
our previous RFBR projects on Caspian sturgeon 
reproduction efficiency. Even small fluctuations in 
fish mortality rate during early ontogeny lead to 
changes in the population size, which is difficult 
to take into account in fishery forecasts based only 
on statistical averaging of a data set which may be 
large but obtained under different conditions of the 
population existence and unstable hydrological sit-
uation caused by hydropower industry needs [30].

The research was supported by RFBR grant 17-
07-00125.
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Постановка проблемы: популяции ценных промысловых видов рыб развиваются в водных экосистемах по внутренним меха-
низмам эволюционных адаптаций, не всегда соответствующим измененным из-за антропогенного давления условиям среды. Ча-
сто фактор эвтрофирования водоема или вселения в экосистему новых видов обостряет конкурентное противоборство популяций. 
Изменения распространяются эффектом домино и осложняют выработку стратегии рациональной эксплуатации биоресурсов. Ви-
ды в неоптимальных антропогенных условиях развития организма уязвимы. Цель: разработка модели динамики интродуциро-
ванной популяции, реализованной в форме группы сценариев для изменчивой среды. Результаты: разработана вычислительная 
модель популяции для описания сценариев еe адаптации к условиям среды. Сценарии включают темпы размерного развития и 
питания особей. В модель включен блок расчета рационов питания с учетом факторов гидрологической обстановки: содержания 
кислорода и активности ионов водорода. Модель способна работать в двух режимах: при стандартных условиях среды (без задания 
информации о гидрологической обстановке) и при задании условий антропогенных изменений. Подход позволил прогнозировать 
изменения в структуре популяции при вариативности абиотических факторов. Модель показывает опасность изъятия рыб, обе-
спечивающих наибольший вклад в темпы прироста биомассы. Практическая значимость: модель идентифицирована по данным 
для популяции интродуцента сига Севана и пригодна для имитационных вычислительных экспериментов, что позволило описать 
специфические особенности сценариев популяционной динамики при усилении промыслового изъятия, ограниченности питания 
и изменения гидрологических условий водоема.

Ключевые слова — нелинейные модели популяций, модели роста, расчет энергетического баланса, сценарии промысловой 
эксплуатации, эвтрофикация.
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Научные базы данных, включая SCOPUS и Web of Science, обрабатывают данные авто-
матически. С одной стороны, это ускоряет процесс обработки данных, с другой — различия 
в транслитерации ФИО, неточные данные о месте работы, области научного знания и т. д. 
приводят к тому, что в базах оказывается несколько авторских страниц для одного и того же 
человека. В результате для всех по отдельности считаются индексы цитирования, снижая 
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Research on real systems relies now on processing big experimental data volumes. Recognition of short 
oscillatory patterns corresponding to different states of complex non-stationary systems requires new processing methods. 

Design of a mathematical model for objective and expertise-independent recognition of patterns corresponding to 
various states of real systems.
non-stationary multichannel data. A mathematical realization of the model is described in terms of continuous wavelet 
transformation. Human brain activity states can be recognized automatically for the analysis of long EEG registrations. The 
proposed mathematical model application is demonstrated by the example of processing human EEG signals non-invasively 
recorded in the occipital scalp region. We demonstrate successful recognition of various human states based on the analysis 
of EEG from the visual analyzer area. We discuss the analysis of various patterns in experimental data corresponding to 
the state of active visual recognition of objects. This modelling method can be recommended for 
neurophysiological data processing. 
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Introduction

The modern development of natural sciences and 
the practical application of their results poses the 
task of investigating complex objects, described, 
in general, by a large number of recorded noisy sig-
nals coming through many channels. The study of 
such signals is of considerable interest, in particu-
lar, for neurophysiology, and some other scientific 
fields [1–6]. At the same time, special attention is 
drawn to the problems of selection of short time in-
tervals (“patterns”) from the structure of these sig-
nals. A large number of publications are devoted to 
the problems of selection and analysis of patterns 
[1–3, 5]. Today continuous wavelet analysis is one of 
the tools recognized for such processing. However, 
most modern techniques require expert evaluations 
at different stages of processing real signals, which 
makes this processing more difficult and expensive 
and it’s capable of introducing subjective distor-
tions in the analyze results.

Pattern Selection and Classification Model

Let the signal {X(t)} consist of n components: {X(t)}  
 {x1(t), …, xi(t), …, xn(t)}. Each component xi(t) of the 

signal {X(t)} is the recording of a strongly non-station-
ary process of a real system in one of the n channels.

For mathematical modeling, we introduce the 
following assumption. Let each one-dimensional 
signal xi(t), registered in channel i of the multivar-
iate signal {X(t)} in the time period [Ts, Ts t], be a 
linear superposition written in the following form:

 

( ) ( ) ( ) ( ),   (1)

where ( )  — signal component having a closing to 
the stationary frequency  for time registration t 

in a certain interval ,  for j,  is the scale 

factor of the level of the presence of the component 
( )  in the signal xi(t). Further, let us assume that 

the number of components ( )  significant for the 
processing and analysis problems is finite and takes 
the value of np, and the remainder terms of the sum 

( )  can be referred to regular disturbances 

y(t). Then expression (1) takes the form:

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

 

 (2)

Performing continuous wavelet transform 
(CWT) for each one-dimensional signal xi(t), we ob-
tain: 
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( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ).   (3)

The CWT for an arbitrary signal z(t) in the gen-
eral form is defined as follows [7]: 

 

( , ) ( ) * ,   (4)

where s,t0
(t) is the maternal wavelet, complex 

function; s is the time scale defining the width 
of the wavelet; the symbol “*” denotes complex 
conjugation. Note that the time scales s of the CWT 
allow a transition to the classical frequencies f of the 
Fourier spectrum, therefore, for convenience and 
simplicity of the interpretation of the results, we will 
consider the results in the traditional plane (f, t0). 

In considering expression (3), it is easy to see 

that each term of the form ,  is close to 

the stationary value  of the skeleton sc of the 

CWT at time intervals ,  and, in this case, expres-
sion (3) takes the form: 

 

( , ) ( , )

( , ) ( , ).

 

 (5)

Thus, for selection of the desired patterns nec-
essary for the study of experimental signals, it is 
sufficient to introduce the skeleton characteristics 
of the CWP of the original signals in the manner 
described below. For the initial one-dimension-
al signal xi(t) for each instant t0, we introduce the 
instantaneous spectral slice  of the CWT 

, :  

 
, .   (6)

Over the whole significant frequency range f, 
f (Fmin; Fmax) Hz, for each instant t0, we define 

the np extrema max ,  which are the local 

maxima of the dependence  (6) which ,  

where p 1, 2, …, np corresponds to the number of 
the extremum in the order of their decrease; i — 
as well as the registration channel number in the 
multivariate signal {X(t)}. Thus, the skeleton of the 
wavelet transform takes the form: 

 
,  .   (7)

For each channel register with a sampling fre-
quency time exceeding 250 Hz, the multidimen-
sional signal {X(t)} described above can be calculat-

ed origin minimum quantity np 5 skeletons ,  
further calculation is not always possible, leading 
to the situation. 

... .

In practice, for the signals {X(t)} of the experi-
mental nature, it is often sufficient for an investi-
gation to analyze np  2…3 skeletons .

So, based on the model (5) for each channel xi(t) 
of the multivariate signal {X(t)}, we calculate the dis-
crete set of skeletons {sс}, where p 1…np and i 1…n. 
At each instant t we introduce the Heaviside func-
tion of the following form: 

 

,
( ) .

, ( , )
 

 (8)

Here, the frequencies ,   can be chosen 
both on the basis of exclusively a priori representa-
tions of the desired pattern, i.e., the component 

( )  close to stationarity has the frequency fp and 

, ,  so and by means of automated search 
over the entire frequency range (Fmin; Fmax) Hz. 
Next, we take into account a certain stationarity 
of the frequencies  of the desired patterns in 

the experimental signal xi(t), introducing the time 

analysis of the function ( )  (8): 

 
( ) ,   (9)

where the selection of the parameter t is carried 
out by means of a sliding window with respect to 
the time duration of the recorded signal xi(t) with 
the following condition: 

 
. .   (10)

For a multidimensional signal {X(t)}, one can 
proceed from an analysis of the multidimensional 

function , ..., , ...,  

to a one-dimensional resulting function of the 
following form: 

 

,
 

 (11)

where n is the dimension of the original multivariate 
signal {X(t)} (n — the number of registered 
channels). This integral function  is capable 
of taking a maximum value as 1 and a minimum 
value 0.

We analyze the dynamics of function Hsc(t) for 
the objective separation of experimental signal pat-
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terns. Further classification of patterns is based on 
the analysis of frequencies fp (8), time intervals t 
(9) and their possible dynamics over time of the to-
tal recording time T of the signal {X(t)}. The mathe-
matical modeling carried out is designed to fill the 
lack of automated techniques that would be capable 
of identifying and classifying patterns without in-
volving experts in processing multicomponent mul-
tidimensional experimental {X(t)} signals.

Practical Relevance 

We illustrate the practical using of the devel-
oped model on the neurophysiological data — the 
human electroencephalogram. The electroenceph-
alogram (EEG), which is the sum of electrical cur-
rents that are generated by a small group of neurons 
and recorded using an electrode, is one of the most 
widespread brain signals that are used in research 
[8–11]. Since the neural network of the brain is a 
very complicated oscillatory system, the EEG sig-
nal also has a very complex spectral structure with 
a few frequency ranges (delta, alpha, beta, gamma, 
etc.), different characteristic rhythms, and oscil-
latory patterns that attract interest of researchers 
both during the study of different pathologies (e. g., 
epilepsy) and during analysis of different function-
al tests and cognitive processes [3, 6, 9–11].

Experimental Data

In our physiological experiment with EEG activ-
ity registration we used a set of images based on a 
well-known bistable object, the Necker cube [12] as 
a visual stimulus. Ambiguous (bistable) stimuli are 
a very useful tool for studying the decision-making 
process [13–16]. This is a cube Necker with trans-
parent faces and visible ribs; an observer without 
any perception abnormalities treats the Necker cube 
as a 3D-object thanks to the specific position of the 
cube ribs. Bistability in perception consists in the 
interpretation of this 3D-object as to be oriented in 
two different ways, in particular, if the different 
ribs of the Necker cube are drawn with different in-
tensity. In our experimental works we have used the 
Necker cube images with varying parameter I to be 
the brightness of the cube wires converging in the 
right upper inner corner (Fig. 1, a). The brightness 
of the wires converging in the left lower inner cor-
ner is defined as (1 – I). 

The experimental studies were performed in ac-
cordance with the ethical standards of the World 
Medical Association [17]. Six healthy subjects from 
a group of unpaid male volunteers, between the 
ages of 20 and 25 with a normal visual acuity par-
ticipated in the experiments. The purpose of this 

experiment is the study of multichannel EEG data 
registration in the unconscious decision on ambig-
uous image interpretation. We demonstrated the 
Necker cube images with different wireframe con-
trasts for a short time, each lasting between 1.0 and 
1.5 s, interrupted by a background abstract picture 
for 5.0–5.5 s. The using of the background abstract 
images allows the neutralization of possible nega-
tive secondary effect of the previous Necker cube 
image. The whole experiment lasted about 40 min 
for each patient. During the experiment we exhib-
ited the pictures of the Necker cube randomly, all 
for about 150 times, and recorded brain activity 
with multi-channel EEG. As a tool for EEG record-
ing we used the electroencephalograph– recorder 
Encephalan-EEGR-19/26 (Russia) with multiple 
EEG channels and the two-button input device. To 
study EEGs the monopolar registration method 
and the classical ten-twenty electrode system were 
used [18]. 

Figure 1, b shows an example of a typical EEG 
data set from EEG registration channels of occip-
ital area, corresponded the visual analyzer area. 
It seems occipital region associated with cognitive 
processes of perception of complex spatial objects, 
which include the Necker cube.

Processing of Experimental Data 

In our experimental studies we recorded EEG da-
ta during the sufficiently regular ambiguous percep-
tion of complex objects. Between the two moments of 
the perception of ambiguous object associated with a 
spatial imagination Necker cube, a pause is enough 

1 s 

Left
Necker cube

Right 
Necker cube

 a)

O2

O1

P4

P3

Oz

Pz

POz

t, sLeft
Necker cube

Right
Necker cube

 b)

 Fig. 1. Examples of Necker cube images (a) and typi-
cal segments of the EEG recording from O1, Oz, O2, POz 
P3, Pz, P4 channels (b). Vertical lines show the time mo-
ments of presentation of various Necker cubes images to 
the volunteer
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to restore the background activity is not associated 
with the cognitive process of spatial modeling. At 
the moment, we are not interested in causes, for ex-
ample, the phenomenon of cognitive noise, forcing 
Necker cube with intensity I perceived as the “left” 
and “right” [11, 19–21]. However, we directly fo-
cused on the processes that occur in the perception 
and the internal filling volume of a two-dimensional 
object Necker ambiguous image. 

We consider the main characteristic of the frequ- 
ency range of [Fmin; Fmax]: [Fmin; Fmax]  [8–12] Hz 
for alpha-rhythms, [Fmin; Fmax]  [30–40] Hz for 
betta-rhythms, [Fmin; Fmax]  [4–7] Hz for delta/
theta-rhythms [22].

Next, for each presentation of the cube, we cal-
culate the function (11) for alpha-, beta- and delta/
theta-activity on the EEG data in time intervals cor-
responding to different stages of the visual stimulus 
perception. We distinguish three stages in this ex-
perimental data: (i) the state before the presentation 
of the cube, the passive waiting, (ii) the state when 
the cube is presented, the active recognition, (iii) the 
rest state after the recognition, passive state. To de-
termine the time duration of these stages we used the 
following design of preliminary experiments. After 
each presentation of the cube, the person had to tell 
the character of his recognition of this bistable ob-
ject (the left or right cube of Necker) by pressing the 
remote control. Preliminary studies were conducted 
on 15 volunteers and showed that the duration of the 
active stage is about 0.6 s. Function  (11) was 

calculated for a given time interval t 0.6.

Results

The result of the selection three types of EEG 
patterns shown in Fig. 2 for different states of 
brain visual analyzer. For the Fig. 2 first and last 
states “before/after perception of ambiguous image 
(Necker cube)” are characterized by the predomi-
nance of low frequencies (alpha- and delta-rhythms). 
To obtain this statistic, the calculated function 

 (11) was averaged over all experimental 
events (about 150).

Active state characterized a pronounced high- 
frequency activity is observed. It is clear that visual 
analysis is not enough, and we propose a method for 
an estimation of level and nature of beta-activity 
for occipital region in the human brain. For this, 
well traced throughout the duration of the process-
es associated with the recognition of ambiguous im-
ages for the majority of volunteers. Note that one 
volunteer with displacement of the pattern frequen-
cy to 25–32 Hz was found in the processing data. 
However, it is clear that this fact is easily detected 
and can be corrected adaptation algorithm. Now we 
are limiting our processing of multi-channel EEG 

data exceptionally occipital area of a brain electri-
cal activity registration, in particular O1, Oz, O2, 
POz, P3, Pz, P4 channels of the classical ten-twenty 
electrode system [12, 23–25]. 

According to modern concepts of betta and al-
pha, EEG activity in the occipital region of the 
scalp is related to the processes of human visual 
analyzers [24–27]. With alpha activity, the process-
es of human relaxation are traditionally associat-
ed, occurring either with closed eyes, or in a calm 
environment without pronounced external stimuli. 
Betta-processes are associated, most likely, with 
the activity of the visual analyzer when recogniz-
ing complex objects and/or with processes of focus-
ing on visual objects.

In Fig. 2, the recognition of the stage of human 
recognition of a visual bistable object (stage “per-
ception”), associated with a fall in the level of alpha 
activity and an increase in betta. At the same time, 
the delta activity sharply disappears in the active 
stage and remains at a single level for the passive 
stages. However, the stage after recognition shows 
a somewhat higher level than in the process of wait-
ing for the next visual stimulus.

All the results obtained, as shown, lie in the 
mainstream of modern science, allowing demon-
stration of the activation of visual analyzer in the 
process of periodic recognition of a complex visual 
object. At the same time, it was possible to reveal 
a nontrivial effect of increasing the delta/theta-ac-
tivity at the end of stimulus recognition, than with 
its expectation.

Conclusion

We propose a new method of short episodes of ac-
tivity (patterns) modeling for complex nonstation-
ary multichannel data. A mathematical realization 
of the model is described in the terms of a continu-

Before
perception

Perception After
perception

< 7>

< 7>
< 7>

0

1

< 7>

< 7>
< 7>

< 7>

< 7>

< 7>

 Fig. 2. Averaged criteria < 7>, < 7>, < 7> during 
different phases of bistable stimulus perception
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ous wavelet transform. The application of the pro-
posed mathematical model is demonstrated by the 
example of the processing of human EEG signals 
non-invasive recorded in the scalp occipital region. 

We demonstrate the success of recognition of 
various human states based on analysis of the EEG 
from visual analyzer area. The results of these 
studies appear promising for further study of the 
dynamics and the activity of the cerebral cortex in 

cognitive processes of various kinds. The technique 
is based on the calculation of the wavelet skeleton, 
it is universal for the study of various processes. 
Furthermore, this approach is highly customizable 
to individual features volunteers that allows the 
theoretical possibility of that using in the biofeed-
back systems.

This work has been supported by Russian Science 
Foundation (grant No. 16-12-10100).
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Математическая модель выделения паттернов сложных многоканальных сигналов в применении к обработке 
электроэнцефалографических данных 

Руннова А. Е.а, канд. физ.-мат. наук, доцент, orcid.org/0000-0002-2102-164X, anefila@gmail.com
аСаратовский государственный технический университет им. Гагарина Ю. А., Политехническая ул., 77, Саратов, 

410054, РФ 

Введение: в настоящее время исследование реальных систем опирается на обработку больших объeмов экспериментальных 
данных. Распознавание коротких колебательных паттернов, соответствующих различным состояниям сложных нестационарных 
систем, требует новых методов обработки. Цель: разработка математической модели для объективного и независимого от экс-
пертных оценок распознавания паттернов, соответствующих различным состояниям реальных систем. Результаты: предложен 
новый метод моделирования коротких колебательных событий (паттернов) для сложных нестационарных многоканальных дан-
ных. Описано применение модели на основе подхода непрерывного вейвлет-преобразования. В автоматическом режиме может 
осуществляться поиск искомых состояний активности мозга человека для анализа длительных ЭЭГ-регистраций. Применение 
представленной математической модели демонстрируется на примере обработки человеческих ЭЭГ-сигналов, регистрируемых 
неинвазивным методом в затылочной зоне скальпа. Показано успешное распознавание различных состояний человека, основан-
ное на анализе электроэнцефалографических данных проекции зрительного анализатора. Описан анализ различных паттернов в 
экспериментальных данных, соответствующих активному состоянию зрительного распознавания объектов. Практическое при-
менение: использование описанной математической модели может быть рекомендовано для обработки нейрофизиологических 
данных.

Ключевые слова — математическое моделирование, нестационарные сигналы, непрерывное вейвлет-преобразование, элек-
троэнцефалография, математическая обработка ЭЭГ.
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Введение 

Технология краудсорсинга (или крауд-вычис-
лений) в настоящее время широко используется 
для решения самых разных задач (см., например, 
[1–5]). В частности, одним из достаточно распро-
страненных применений этой технологии явля-
ется обработка изображений — интерпретация 
содержимого изображения, снабжение его опи-
санием и т. п. Это требуется как при подготовке 
эталонных наборов данных для машинного обу- 
чения [6, 7], так и непосредственно в информа-
ционно-поисковых системах, поскольку позво-
ляет дополнить ресурсоемкие и сложные алго-
ритмы обработки изображений алгоритмами 
текстовой обработки или алгоритмами обработ-
ки (частично) структурированной информации  
[8–10]. 

Вместе с тем привлечение человека к зада-
чам обработки информации в рамках крауд-вы-
числений связано с набором принципиальных 
ограничений [11]: низкой скоростью обработки 

информации, необходимостью мотивации, воз-
можностью ошибок или даже целенаправленного 
искажения информации.

В статье предлагается математическая мо-
дель поведения участника системы совместной 
разметки объектов, т. е. системы, участники ко-
торой на основе анализа объектов снабжают их 
метками («тегами»), принадлежащими некоторо-
му заранее известному множеству. Предлагается 
также метод оценки ожидаемого качества вклада 
участника (под вкладом в данном случае понима-
ются результаты разметки, полученные от участ-
ника). Предлагаемые в данной статье метод и мо-
дель демонстрируются на примере Bibtaggers — 
системы коллективной разметки фотографий 
массовых спортивных мероприятий на базе немо-
нетарного стимулирования, описанной в работе 
[12]. Система реализована в виде веб-сервиса, ку-
да загружаются ссылки на альбомы с фотографи-
ями мероприятия, опубликованными на каких-
либо внешних сервисах размещения фотографий 
(Яндекс.Фотки, ВКонтакте). Участники меропри-
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ятия получают возможность осуществлять по-
иск своих фотографий по номеру после того, как 
«разметят» несколько предложенных системой 
изображений (т. е. укажут, какие на них присут-
ствуют номера участников). Мотивация к исполь-
зованию такой системы связана в первую очередь 
с облегчением поиска фотографий. Существуют 
также попытки применить технологию компью-
терного зрения и OCR для решения этой задачи 
[13, 14], однако в силу того, что нагрудные номе-
ра являются гибкими (следовательно, могут быть 
деформированы) и на фотографии могут быть ча-
стично закрыты, полностью автоматические ре-
шения зачастую не обеспечивают желаемого ка-
чества распознавания. Применение же системы 
совместной разметки Bibtaggers показало, что, 
как правило, к разметке удается привлечь доста-
точно участников, а качество получаемой размет-
ки (измеряемое посредством точности, полноты и 
F-меры) оказывается выше, чем при машинной 
разметке (см. сопоставление [12, 15] и [13]).

Несмотря на то, что в целом качество раз-
метки с помощью краудсорсинга оказывается 
удовлетворительным (и выше, чем в известных 
полностью автоматических решениях), качество 
результатов, получаемых от отдельных участни-
ков, конечно, значительно варьируется. Это свя-
зано с тем, что естественным стимулом участ-
ника в ходе разметки является минимизация 
прикладываемых усилий, что неизбежно влия-
ет на качество результата. Поэтому актуальной 
является задача оценки ожидаемого качества 
результата, получаемого от участника. Эта ин-
формация в дальнейшем может использоваться 
как для блокировки участников, осуществляю-
щих низкокачественную разметку, так и для по-
ощрения добросовестных участников (или обра-
щения к ним для разметки сложных изображе-
ний, разрешения противоречий). Задача оценки 
ожидаемого качества вклада участника ослож-
няется тем, что истинные ответы в ходе раз-
метки неизвестны, поэтому оценку необходимо 
проводить на основе, в общем случае, неполных 
и недостоверных данных, получаемых от участ- 
ников.

Краткий обзор методов  
обеспечения качества результатов 
в системах крауд-вычислений

В связи с уже упомянутыми выше особенно-
стями крауд-вычислений проблема обеспечения 
качества результатов является одной из наиболее 
острых, привлекающей внимание исследовате-
лей в этой области.

В статье [16] на основе проведенного обзора 
литературы выделено шесть ключевых направ-

лений, по которым могут быть сгруппированы 
методы обеспечения качества: 

1) методы согласования (consensus) получили 
широкое распространение в тех вариантах орга-
низации краудсорсинга, где недоступна априор-
ная информация об исполнителях и о заданиях. 
Общий принцип их работы заключается в том, 
что каждое задание выполняется несколькими 
участниками системы, затем полученные резуль-
таты обобщаются (согласуются) для получения 
итогового результата [17–20];

2) методы проектирования потока работ можно 
рассматривать как своего рода развитие методов 
согласования, в частности, позволяющее рассма-
тривать системы с разнородными заданиями и ди-
намически формируемым потоком работ [21, 22];

3) методы централизованного назначения ра-
бот предполагают, что для каждого участника 
известна ожидаемая эффективность (качество ре-
зультатов, время выполнения), и строят распре-
деление заданий таким образом, чтобы макси-
мизировать общую эффективность выполнения 
набора заданий [23];

4) теоретико-игровые методы позволяют оце-
нить ту или иную схему функционирования си-
стемы крауд-вычислений исходя из представле-
ния о поведении участника как рационального 
агента, стремящегося к максимизации собствен-
ной пользы [24]; 

5) методы, основанные на учете свойств зада-
ний, предлагают использовать свойства заданий 
или их компьютерной обработки для повышения 
итогового качества результатов крауд-вычисле-
ний [25];

6) методы, основанные на анализе действий 
пользователя и воздействии на него, используют 
мониторинг действий пользователя и разнообраз-
ные психофизические индикаторы для выявле-
ния недобросовестного поведения [26].

Предлагаемый в данной статье метод относит-
ся к методам согласования в том смысле, что он не 
использует дополнительную информацию, кроме 
меток, получаемых от различных участников, 
что обеспечивает универсальность данного мето-
да. Вместе с тем особенностью сервиса Bibtaggers  
(и многих других систем, основанных на немоне-
тарном стимулировании), препятствующей при-
менению существующих методов согласования, 
является необходимость значительного дублиро-
вания выполняемых заданий. То есть чтобы рас-
пространенные алгоритмы согласования (DS [19], 
GLAD [20] и др.) давали надежные оценки каче-
ства, необходимо, чтобы каждое задание было вы-
полнено как минимум пятью участниками (обыч-
но рекомендуется более десяти). Это оказывается 
возможным при разметке с помощью платформ 
краудсорсинга, поддерживающих монетарное сти-
мулирование (Amazon Mechanical Turk, Яндекс.
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Толока), потому что финансовое вознаграждение 
привлекает большое количество участников, ко-
торые могут посвящать разметке значительное 
время. В то же время практические эксперимен-
ты с разметкой на базе немонетарного стимулиро-
вания (и, в частности, с веб-сервисом Bibtaggers) 
показали [15], что с учетом типичной динамики 
заинтересованности участников каждое задание 
может быть выполнено только 2–3 раза.

Модель процесса совместной  
разметки изображений

Для оценки метода определения ожидаемо-
го качества вклада участника была предложена 
формальная модель процесса совместной размет-
ки изображений. Параметры модели были оце-
нены в результате анализа данных, полученных 
при разметке изображений с помощью системы 
Bibtaggers.

Параметры модели. Пусть набор данных для 
разметки состоит из N изображений. На изобра-
жениях могут присутствовать целевые объекты 
(в случае системы Bibtaggers — нагрудные номе-
ра спортсменов). Задача каждого участника раз-
метки заключается в том, чтобы снабдить изо-
бражение метками, соответствующими присут-
ствующим на нем целевым объектам. Пусть bi — 
множество целевых объектов на изображении i,  
а ni — их количество (ni |bi|).

Идентификация целевого объекта может тре-
бовать различных усилий, в то время как участ-
ники разметки обладают различным стремлени-
ем прикладывать усилия. Опишем это формально 
следующим образом. Пусть участник j характери-
зуется аккуратностью aj [0, 1]. Чем выше зна-
чение aj, тем большие усилия склонен прилагать 
участник и тем больше целевых объектов он спо-
собен обнаружить на изображении. Пусть также 

, [ , ]  — уровень аккуратности, необходи-
мый для идентификации объекта k на изображе-
нии i. Таким образом, в ходе исследования изобра-
жения i участник j получает множество меток 

li,j {k | k bi  aj , }.

Параметры bi, ni, aj и ,  
неизвестны. Един- 

ственные данные, оказывающиеся доступны-
ми, — это множества меток li,j. На основе анали-
за множества меток можно пытаться получить 
оценки неизвестных параметров (это, в частно-
сти, делают алгоритмы согласования, основан-
ные на ЕМ-алгоритме), однако, как уже отме-
чалось, для этого необходимо иметь значитель-
ную избыточность при обработке участниками 
изображений. Целью данной работы является 
создание метода анализа меток li,j, позволяюще-

го получать оценки hi, которые были бы сильно 
связаны (в смысле корреляции, взаимной ин-
формации или еще как-то) с аккуратностью aj. 
Тогда на основе сопоставления оценок hi можно 
будет принимать решения о том, как соотносятся 
усилия, прикладываемые различными участни- 
ками.

Генерация наборов данных для эксперимен-
тов. Поскольку проведение непосредственных 
экспериментов с системой совместной разметки 
оказывается затруднено, экспериментальное ис-
следование предлагаемого метода оценки каче-
ства вклада участников производилось с помо-
щью имитационной модели процесса разметки, 
на вход которой подавались сгенерированные на-
боры данных о размечаемых объектах.

При генерации наборов данных были исполь-
зованы описанные выше параметры. Значения 
параметров выбирались на основе анализа исто-
рии работы сервиса (в том числе полностью раз-
меченного вручную набора данных, описанного 
в работе [12]).

Количество изображений с одного мероприя-
тия (N), размечаемых с помощью сервиса, обычно 
варьируется в диапазоне 1000 7000.

Количество целевых объектов на одном изо-
бражении ni в значительной степени зависит от 
стиля работы фотографа; на основе анализа исто-
рических данных сформировано эмпирическое 
распределение (рис. 1), которое и было использо-
вано при генерации наборов.

Параметры aj и ,  оказываются связанными 
достаточно тесным образом: одни и те же резуль-
таты можно получить, подвергая их одинаковым 
преобразованиям с помощью любой монотонной 
функции. Поэтому было принято решение при 
генерации наборов для выбора значения ,  
использовать непрерывное равномерное распре-
деление U(0, 1), а для выбора значения aj — тре-
угольное распределение с модой am, найденной 
таким образом, чтобы итоговое качество размет-
ки, полученной при данном наборе значений па-
раметров (F-мера множества полученных меток 
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 Рис. 1. Распределение количества целевых объек-
тов на изображении

 Fig. 1. Distribution of the number of target objects 
on an image
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по отношению к множеству эталонных), было со-
поставимо с качеством, получаемым на практике 
(см. [12, 15]).

Метод оценки ожидаемого качества 
результатов, получаемых от участников

Предлагаемый метод основывается на сопо-
ставлении результатов различных участников на 
одинаковых изображениях и является модифи-
кацией метода попарных сравнений, в которой 
вместо отношения предпочтения используется 
характеристика доминирования, определяемая 
специальным образом, а именно: эта характери-
стика призвана показывать, какой из участников 
предоставляет более полные ответы.

Для пары участников u и v характеристика до-
минирования является числом duv (0, ), кото-
рое принимает значение больше 1, если есть осно-
вания считать, что участник u дает более полные 
ответы, и меньше 1, если есть основания считать, 
что участник v дает более полные ответы, причем 
duv dvu 1.

Эксперименты проводились с двумя способа-
ми вычисления характеристики доминирования.

Первый способ (d1
uv). Пусть tuv — множество 

изображений, размеченных и участником u, и 
участником v. Будем говорить, что разметка изо-
бражения t tuv участником u доминирует над 
разметкой этого изображения участником v тог-
да и только тогда, когда множество lv,t является 
строгим подмножеством lu,t:

, , .  

Пусть { | , }  — множество 
тех объектов t, разметка которых участником u  
доминирует над их разметкой участником v. 
Очевидно:

;  .  

Тогда

| |
|

.
|

Второй способ (d2
uv). Этот способ тоже основы-

вается на введенном выше понятии доминирова-
ния разметки, но характеристика доминирова-
ния рассчитывается по следующей формуле:

| | |
.
|

| |
 

Оценки аккуратности участников предлагает-
ся получать как положительный собственный век-

тор матрицы со значениями попарных характери-
стик доминирования (d1

uv или d2
uv). Легко убедить-

ся, что матрицы характеристик доминирования, 
вычисленные любым из рассматриваемых спосо-
бов, являются квадратными и положительными. 
Следовательно, согласно теореме Фробениуса — 
Перрона [27], у них есть собственные векторы со 
строго положительными координатами.

Экспериментальное исследование метода

Применим предложенный метод для оценки 
аккуратности участников на наборе данных, сге-
нерированном при помощи модели, описанной 
выше. Значения параметров, использованные 
при генерации, сведены в таблицу.

Помимо этих параметров, для полного опреде-
ления процедуры необходимо задать желаемый 
уровень избыточности — сколько участников 
должны обработать каждое изображение. В дан-
ном эксперименте уровень избыточности был 
установлен равным двум, т. е. каждое изображе-
ние обрабатывалось ровно двумя участниками, 
причем каждый участник обрабатывал только  
50 изображений.

Связь между оценками аккуратности участ-
ников, полученными предложенным методом  
(с различными способами вычисления характери-
стики доминирования) и фактическими значени-
ями аккуратности (задаваемыми при генерации 
набора данных) показана на рис. 2, а и б. Видно, 
что при обоих способах вычисления характери-
стики доминирования между оценкой аккурат-
ности и фактической аккуратностью наблюдается 
сильная зависимость. Для численной оценки сте-
пени зависимости воспользуемся коэффициентом 
ранговой корреляции Спирмена, обладающего 
свойством инвариантности по отношению к моно-
тонным преобразованиям, т. е. показывающим, 
насколько хорошо зависимость между двумя ве-
личинами может быть описана монотонной функ-
цией (а поиск монотонной функции оценки акку-
ратности и является задачей, решаемой в данной 
статье). Коэффициенты Спирмена для предлага-

 Значения параметров, использованные при генера-
ции набора данных

 Parameter values used to generate the dataset

Параметр Значение

N 1000

ni В соответствии с распределением (см. рис. 1)

, U(0, 1)

aj
В соответствии с треугольным 

распределением (0; 0,82; 1)
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емого метода с различными способами вычисле-
ния характеристик доминирования приближенно 
равны 0,961 и 0,958 соответственно, что в совокуп-
ности с P-значениями порядка 10–10 дает основа-
ние считать, что между полученными с помощью 
предлагаемого метода оценками и реальными ха-
рактеристиками аккуратности участников есть 
сильная монотонная зависимость. Вместе с тем 
в рассматриваемом примере принципиальной раз-
ницы между способами расчета характеристики 
доминирования нет.

Таким образом, предлагаемый метод (с любой 
из характеристик доминирования) действитель-
но позволяет оценить ожидаемое качество раз-
метки участников, основываясь только на нена-
дежных и неполных результатах разметки.

Анализ наборов данных с другими значени-
ями параметров (варьирующимся N, am) пока-
зывает, что наличие такой сильной монотонной 
зависимости наблюдается при любых значениях 
параметров. Важным параметром является из-
быточность при назначении заданий (сколько 
участников обрабатывают одно изображение). 
Интуитивно это связано с тем, что чем меньше эта 
избыточность, тем меньше оказывается данных 
для сопоставления аккуратности участников, и, 
наоборот, чем избыточность в назначении изобра-
жений выше, тем больше данных для сопоставле-

ния и тем надежней должна оказываться оценка, 
получаемая таким методом. Действительно, с ро-
стом избыточности коэффициент Спирмена для 
обоих способов расчета характеристики домини-
рования увеличивается.

Заключение

В статье предложена модель участника систе-
мы совместной разметки и метод оценки ожидае-
мого качества разметки, получаемой от участни-
ков такой системы. Предлагаемый метод основан 
на получении собственных чисел матрицы харак-
теристики доминирования, построенной опреде-
ленным образом. Особенность метода заключает-
ся в том, что он позволяет получить оценки ожи-
даемого качества разметки (ранжировать участ-
ников по ожидаемому качеству) на основе только 
ненадежных и неполных результатов разметки, 
без знания эталонных меток, получение которых 
часто является трудоемкой задачей. Полученные 
с помощью предлагаемого метода оценки могут 
использоваться в алгоритмах обеспечения каче-
ства разметки (например, для блокировки недо-
бросовестных участников).

Работа выполнена при финансовой поддержке 
РФФИ (грант № 16-37-60107).
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Introduction: Large-scale human-computer systems involving people of various skills and motivation into the information processing 
process are currently used in a wide spectrum of applications. An acute problem in such systems is assessing the expected quality of 
each contributor; for example, in order to penalize incompetent or inaccurate ones and to promote diligent ones. Purpose: To develop a 
method of assessing the expected contributor’s quality in community tagging systems. This method should only use generally unreliable 
and incomplete information provided by contributors (with ground truth tags unknown). Results: A mathematical model is proposed 
for community image tagging (including the model of a contributor), along with a method of assessing the expected contributor’s 
quality. The method is based on comparing tag sets provided by different contributors for the same images, being a modification of 
pairwise comparison method with preference relation replaced by a special domination characteristic. Expected contributors’ quality is 
evaluated as a positive eigenvector of a pairwise domination characteristic matrix. Community tagging simulation has confirmed that 
the proposed method allows you to adequately estimate the expected quality of community tagging system contributors (provided that 
the contributors' behavior fits the proposed model). Practical relevance: The obtained results can be used in the development of systems 
based on coordinated efforts of community (primarily, community tagging systems).
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Введение

В современном мире глубокие нейронные се-
ти (Deep Neural Network — DNN) используются 
повсеместно; с помощью DNN были достигнуты 
выдающиеся успехи и высокая эффективность 
в распознавании образов [1, 2], обработки есте-
ственного языка [3]. Архитектуры DNN резуль-
тативно применяются также в различных об-
ластях биологических и биомедицинских наук  
[4–13]. 

Однако их использование для дизайна и разра-
ботки новых лекарственных препаратов, особен-
но для создания новых молекулярных соедине-
ний, находится на начальной стадии. Это связано 
с такими факторами, как сложность адаптации 
и разработки новых архитектур DNN, пригодных 
для работы с молекулярными структурами (в ви-
де графа, строки, трехмерной карты электронной 
плотности); сравнительно небольшое количество 
доступных валидационных данных; трудность 
проверки эффективности DNN.

В последнее время стали развиваться модели, 
основанные на рекуррентных нейронных сетях, 
которые более адаптированы для данных в виде 
последовательности, таких как молекулы, пред-
ставленные в строковом формате SMILES [14]. 
Например, в работе [15] авторы показали, что по 
сравнению с базовыми моделями эффективность 
генерации молекул была улучшена при исполь-
зовании ячеек с долгой краткосрочной памятью 
(Long Short-Term Memory — LSTM) [16]. Тем не 
менее, поскольку никакой удобный «порождаю-
щий» метод отбора новых молекул из модели не 
мог быть определен, процесс генерации остался 
ограниченным. Кроме того, модель не включала 
никакого механизма для оценки того, являются 
ли сгенерированные молекулы валидной стро-
кой SMILES. Более того, в модель невозможно 
включить какие-либо критерии для генерации 
целевых молекулярных структур с желаемыми 
свойствами. 

В другой работе [17] были проанализированы 
несколько RNN архитектур рекуррентных ней-
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ронных сетей и показано, что стандартные стоха-
стические оптимизаторы могут быть улучшены 
за счет использования генеративных моделей, 
обученных по неразмеченным данным, для про-
ведения оптимизации, основанной на знаниях. 
Такой подход может позволить заменить вруч-
ную разработанные правила, которые в насто-
ящее время обычно используются в контексте 
дизайна лекарств de novo, на правила, которые 
выучиваются в ходе обучения нейронной сети.

Развитие генеративных конкурентных сетей 
(GANs) [18] позволило более подробно изучить 
это направление. Был предложен подход [19] для 
генерации последовательности посредством глу-
бокого обучения с подкреплением (Reinforcement 
Learning — RL). Архитектура под названием 
SeqGAN была основана на парадигме GAN, рас-
ширенной генератором на основе RL. Задача ге-
нерации последовательности формулируется 
как RL-задача, где агенту (генератору) дается k-я 
длина уже сгенерированной последовательности, 
и необходимо выбрать следующий (k + 1)-й сим-
вол, который будет сгенерирован. Окружающая 
среда (дискриминатор) возвращает награду для 
генератора, которая оценивается как вероят-
ность обмана дискриминатора. Тем не менее, по-
скольку генератор выводит дискретные значения, 
стандартный алгоритм обратного распростране-
ния ошибки невозможно использовать, и авторы 
предложили обновлять веса генератора с помо-
щью метода policy gradients и поиска по методу 
Монте-Карло на основе ожидаемой конечной на-
грады (вознаграждения за полную последова-
тельность), возвращаемой от дискриминатора. 
Для оценки функции действие-значение был 
применен алгоритм REINFORCE [20].

Основываясь на SeqGAN, ученые недавно 
предложили архитектуру ORGANIC [21] для ге-
нерации молекулярных соединений. Эта модель 
добавляет целевую объектную функцию возна-
граждения для определенных последователь-
ностей в функцию потерь SeqGAN. Объектная 
функция вознаграждения ORGANIC аналогична 
фильтру. Когда генерируемые молекулы прохо-
дят фильтр, генератор получает большую награ-
ду за генерацию таких молекул от дискримина-
тора. Результаты экспериментов показали, что 
использование различных целевых функций 
вознаграждения позволяет смещать процесс ге-
нерации и генерировать молекулы с заданными 
пользователем желаемыми свойствами.

Целью данной работы является создание но-
вой архитектуры DNN на основе парадигмы 
ORGANIC для генерации целевых малых органи-
ческих молекулярных структур, а также разра-
ботка новой объектной функции награды, кото-
рая позволит генерировать более разнообразные 
молекулы.

Модель ATNC

Модель ATNC (Adversarial Threshold Neural 
Computer), основанная на парадигме ORGANIC, 
расширяет ее использованием DNC (Differentiable 
Neural Computer) [22] в качестве генератора вме-
сто LSTM и добавлением специального блока 
(Adversarial Threshold — AT), который отвечает 
за отбор генерируемых молекул еще до оценки их 
средой (рис. 1). 

Сформулируем задачу генерации молекул в па-
радигме ORGANIC.

Имеется набор тренировочных молекул 
,  на которых необходимо обучить ге-

неративную конкурентную нейронную сеть GAN 
для генерации реалистичных малых органи-
ческих молекулярных соединений. Концепция 
GAN подразумевает наличие двух игроков — ге-
нератора и дискриминатора. Задача генератора 
генерировать правдоподобные объекты таким 
образом, чтобы «обмануть» дискриминатор, т. е.  
чтобы последний не смог отличить сгенерирован-
ные примеры от тренировочных. С другой сторо-
ны, задача дискриминатора — эффективно отли-
чать сгенерированные примеры от настоящих.

Так, -параметризованный генератор G  мо-
дели ATNC генерирует строки Y1:T (y1, …, yT) 
в формате SMILES посимвольно, где T — мак-
симальная длина строки в наборе данных. При 
этом генератор G  является RL-агентом, который 
взаимодействует со средой. На каждой итерации 
генерации молекулы генератор G  по своему со-
стоянию (текущая сгенерированная последова-

 Рис. 1.  Схематическое изображение модели ATNC: 
G — генератор; D — дискриминатор; O — некоторая 
объектная функция вознаграждения; S — множество 
выбранных выборок (молекул) с помощью блока AT;  
R — считываемая головка в генераторе DNC

 Fig. 1. The schematic view of the ATNC model: G — 
generator; D — discriminator; O — some objective reward 
function; S — the set of chosen samples (molecules) by AT 
block; R — stands for the read head in DNC generator

D

R RR
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тельность) осуществляет действие — выбор сле-
дующего символа из алфавита SMILES, который 
необходимо добавить к уже сгенерированной по-
следовательности. Когда молекулярная последо-
вательность достигает терминального символа, 
она оценивается средой. В качестве среды исполь-
зуется -параметризованный дискриминатор D  
и специальная целевая объектная функция на-
грады O(Y1:T). 

Таким образом, цель генератора G  ATNC за-
ключается в том, чтобы одновременно обмануть 
дискриминатор D  и максимизировать целевую 
функцию вознаграждения O(Y1:T). Это делается  
с использованием метода policy gradient [23]:

 

где Q — функция действие-награда; s0 — первич-
ное состояние агента; y1 — первое действие гене-
ратора.

Отличительной особенностью ATNC от 
ORGANIC является использование DNC в каче-
стве генератора, так как DNC позволяет генери-
ровать гораздо более длинные и сложные последо-
вательности Y1:T, чем при использовании LSTM. 
Это достигается за счет того, что DNC содержит 
в себе внешнюю память, с которой умеет эффек-
тивно работать за счет механизмов внимания. 
После предобучения методом максимального 
правдоподобия генератор G  создает отрицатель-
ные образцы для дискриминатора D , который 
также предобучается методом максимального 
правдоподобия.

Таким образом, цель дискриминатора D  со-
стоит в том, чтобы свести к минимуму кросс-
энтропию между настоящими (тренировочными) 
и сгенерированными генератором D  молекула-
ми. Для предобучения дискриминатора D  ис-
пользуется специальный параметр , который 
контролирует, сколько эпох дискриминатор D  
предварительно обучается только в валидных 
(корректных с точки зрения химической валент-
ности) молекулах Y . Начиная с RL-обучения, ве-
са предобученного дискриминатора D  копиру-
ются в AT-блок:

~

~

~

~

min log

.
min log

Блок AT является копией дискриминатора  
в среде, которая отстает от исходного дискримина-

тора на заданное количество тренировочных эпох. 
AT реализует идею парадигмы RL под названием 
актор-критик (actor-critic), т. е. он добавляет в мо-
дель способность симулировать окружающую сре-
ду и фильтровать сгенерированные молекулы до 
их реальной оценки в среде, что позволяет модели 
лучше понять природу тренировочных данных.

В каждую эпоху генератор G  генерирует K 
(размер партии генератора) молекул. Затем AT-
блок отбирает молекулы, которые наиболее точ-
но соответствуют образцам обучения. Если ко-
личество выбранных молекул меньше J (размер 
партии дискриминатора), то генератор G  снова 
генерирует новые K молекул. Этот процесс повто-
ряется до тех пор, пока количество выбранных 
молекул не будет равно J. После отбора молекул 
N раз применяется поиск по методу Монте-Карло 
для вычисления функции действие-награда Q(s, a)  
для не полностью сгенерированных последова-
тельностей. Это делается для того, чтобы избе-
жать проблемы долгосрочного вознаграждения:

:

: : :

:

.

,

Следуя парадигме ORGANIC, сумма возна-
граждений R в модели ATNC вычисляется как 
сумма выходов дискриминатора и объективной 
функции вознаграждения, где вклад каждого 
компонента в сумму регулируется параметром :

: : :

Наконец, параметры  генератора ATNC G  
можно получить, используя метод policy gradi-
ent:

: )~

: ) : ,log .

Обновление весов AT-блока управляется пара-
метром . Этот параметр позволяет регулировать, 
на сколько эпох модель среды (AT) отстает от пер-
воначального дискриминатора D . Помимо обуче-
ния генератора G , AT также влияет на обучение 
дискриминатора. С самого начала RL-обучения 
тренировочные образцы дискриминатора стано-
вятся выбранными образцами Y  (от общего числа 
молекул, генерируемых генератором) AT:

~

~

min
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Таким образом, AT-блок пытается выбрать об-
разцы, которые очень похожи на тренировочные 
данные, что позволяет фильтровать молекулы да-
же на стадии генерации. Это упрощает последую-
щий выбор молекул.

IDC: объектная функция награды, 
основанная на внутренней кластеризации 
по разнообразию

В парадигме ORGANIC лучший способ авто-
матической генерации разнообразных молекул 
заключается в разработке пользовательской объ-
ектной функции награды. В данной работе пред-
ложена функция IDC — внутренняя кластериза-
ция сгенерированных молекул по разнообразию. 
Алгоритм IDC заключается в следующем:

— сгенерированный набор молекул P класте-
ризуется по молекулярным фингерпринтам Fф 
с использованием меры схожести молекул Sмера  
и пороговым значением схожести Sпор;

— из каждого получившегося кластера выби-
раются топ K наиболее разнообразных молекул;

— далее конструируется бинарный вектор на-
град rewards с единицами только в позициях вы-
бранных топ K наиболее разнообразных молекул 
для каждого кластера.

Основная идея функции заключается в том, 
чтобы на каждой итерации обучения генератора 
вознаграждать его за то, что он генерирует разно-
образные молекулярные структуры. Интуитивно 
понятно, что если разнородность молекул высо-
кая, то генератор сможет покрывать большее хи-
мическое пространство и будет способен генери-
ровать «новые» молекулярные структуры.

Результаты экспериментальных 
исследований моделей ATNC и ORGANIC

В качестве набора тренировочных образцов ис-
пользовалось собранное вручную подмножество 
(набор данных CD) из 15 000 лекарственно-подоб-
ных молекул, доступных в коллекции ChemDiv 
[24]. Химические статистические характеристи-
ки набора данных CD можно суммировать сле-
дующим образом: 0,87 разнообразия, 644 уни-
кальных гетероцикла, 793 кластера, 3035 оди-
ночных чисел и 18,9 — средний размер кластера. 
В наборе данных 11 690 молекул удовлетворяют 
RO5. Кроме того, только 21 соединение не про-
шло успешно через фильтры для медицинской 
химии. Внутреннее разнообразие соединений, 
включенных в эталонный набор данных, рас-
считывали на основе отпечатков пальцев расши-
ренной связи с использованием расстояния Та- 
нимото.

Поскольку ATNC расширяет и развивает пара-
дигму ORGANIC, то все проводимые эксперимен-
ты сравнивались с базовой моделью ORGANIC.  
Чтобы провести объективное сравнение моделей 
ATNC и ORGANIC, все эксперименты выполня-
лись с почти такими же гиперпараметрами и на-
стройками. Все эксперименты были проведены 
на NVIDIA Titan X Pascal с 256 RAM.

Модели ATNC и ORGANIC были протестиро-
ваны на наборе данных CD. В экспериментах ис-
пользовались четыре различные целевые объект-
ные функции вознаграждения. 

1. Внутреннее сходство (IS). Объектная функ-
ция награды IS была рассчитана следующим об-
разом. IS была дана матрица сходства для набора 
сгенерированных молекул, далее она рассматри-
вала каждую сгенерированную молекулу и вы-
числяла среднее сходство между этой молекулой 
и другими молекулами. Эти усредненные значе-
ния подобия затем использовались для формиро-
вания вещественного вектора вознаграждения 
набора. 

2. Предлагаемая объектная функция награды 
IDC.

3. Фильтр сходства с лекарствами Muegge (MU) 
[25]. Когда молекула удовлетворяла объектной 
функции награды MU, соответствующий бит  
в векторе вознаграждения обновялся до единицы. 
Если критерий MU не был удовлетворен, бит в век-
торе вознаграждения устанавливался в ноль.

4. Наличие или отсутствие sp3-богатых фраг-
ментов (SP3). В этой работе мы использовали  
150 различных SP3. Когда молекула имела в сво-
ей структуре по меньшей мере один sp3-богатый 
фрагмент, соответствующий бит в векторе возна-
граждения SP3 устанавливался в единицу. Если 
этот критерий не был выполнен, бит в векторе 
вознаграждения устанавливался на ноль.

Наша основная задача заключалась в оценке 
влияния четырех различных целевых функций 
вознаграждения на обучение моделей, а также на 
свойства генерируемых молекул.

Сравнение проводилось в три этапа. Во-первых, 
мы исследовали процент валидных и уникаль-
ных строк SMILES, сгенерированных ATNC- и 
ORGANIC-моделями. Проценты валидных строк 
SMILES вычислялись по отношению к общему 
числу генерируемых молекул. Между тем про-
центы уникальных строк SMILES вычислялись 
относительно количества допустимых строк 
SMILES. Каждая из двух моделей была обучена  
с четырьмя объектными функциями награды. 

Результаты этого эксперимента показаны в таб- 
лице. Следует отметить, что ATNC генерирует раз-
ное общее количество строк SMILES. Это связано 
с тем, что блок AT действует как фильтр, выби-
рая подмножество генерируемых молекул. Затем 
это подмножество обрабатывается и оценивается 
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средой. Как правило, ATNC генерирует больший 
процент уникальных молекул, чем ORGANIC, за 
исключением случаев, когда модель ORGANIC 
использовалась в сочетании с объектными функ-
циями вознаграждения IDC и IS. Также стоит от-
метить, что ATNC выявил аналогичный процент 
валидных строк SMILES для всех четырех целе-
вых функций вознаграждения, в то время как 

у ORGANIC был значительно меньший процент 
действительных строк SMILES при использова-
нии с объектными функциями вознаграждения 
IDC и IS.

Во-вторых, мы проанализировали среднюю 
длину валидных строк SMILES, сгенерированных 
двумя моделями на каждой эпохе. Результаты 
этого анализа представлены на рис. 2. Для четы-

 Рис. 2. Зависимость средней длины сгенерированных SMILES-строк от эпохи обучения моделей: — — средняя 
длина строк SMILES в CD-наборе

 Fig. 2. Dependence of average lengths of the generated SMILES strings on training epochs: — — means in the train-
ing dataset

 Процент валидных и уникальных строк SMILES, генерируемых ATNC и ORGANIC, с использованием набора 
данных CD

 Percentages of valid and unique SMILES strings generated by the ATNC and the ORGANIC models using the CD dataset

Количество молекул
ATNC ORGANIC

IDC IS MU SP3 IDC IS MU SP3

Валидных, % 72 71 74 74 8 7 83 83

Уникальных, % 77 86 76 73 86 91 30 22

Всего 157 986 101 652 176 342 156 605 1 792 000 1 792 000 1 792 000 1 792 000
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рех объектных функций вознаграждения модель 
ATNC демонстрирует лучшую стабильность. Она 
смогла генерировать строки SMILES, длина кото-
рых была близка к тем, что у тренировочных мо-
лекул. Поведение модели ORGANIC было иным, 
строки SMILES, сгенерированные после несколь-
ких эпох RL, были намного меньше трениро- 
вочных. 

В-третьих, мы изучили распределение длин 
строк SMILES и распределение нескольких клю-
чевых молекулярных дескрипторов (число ато-
мов, молекулярный вес, logP [26] и TPSA [27]) 
для сгенерированных молекул. Результаты по-
казаны на рис. 3. Можно видеть, что молекулы, 
генерируемые ATNC, соответствуют распределе-
ниям молекул, используемых для обучения по 

 Рис. 3. Распределения ключевых молекулярных дескрипторов для сгенерированных молекул

 Fig. 3. Distributions of the molecular descriptors calculated for the generated molecules
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всем четырем объектным функциям вознаграж-
дения. С другой стороны, молекулы, генерируе-
мые ORGANIC, не смогли сохранить априорные 
распределения референсных молекул.

Результаты наглядно демонстрируют возмож-
ности модели ATNC по сравнению с ORGANIC 
к генерации большего процента уникальных, 
сложных и потенциально новых молекулярных 
структур, соответствующих по распределени-
ям длин строк SMILES и ключевым молекуляр-
ным дескрипторам тренировочным молекулам. 
Эти особенности имеют особое значение в совре-
менной концепции дизайна и разработки лекар-
ственных препаратов.

Заключение

Разработана новая архитектура нейронной се-
ти ATNC, основанная на концепциях конкурент-
ного обучения и обучения с подкреплением для 
генерации малых органических молекулярных 

структур. Также разработана новая объектная 
функция награды IDC, которая вознаграждает 
генератор ATNC за генерацию разнообразных 
молекулярных структур. Сравнительные экспе-
рименты были проведены на наборе данных CD, 
состоящем из 15 000 соединений.

В результате исследования можно сделать сле-
дующие выводы:

— благодаря использованию DNC в качестве 
генератора и AT-блока предложенная модель 
ATNC генерирует больший процент уникальных и 
валидных сложных с точки зрения длины молеку-
лярных структур, чем базовая модель ORGANIC;

— молекулы, сгенерированные ATNC, со-
ответствуют априорным распределениям клю-
чевых физико-химических молекулярных де-
скрипторов тренировочных молекул, чего нельзя 
сказать об ORGANIC;

— предложенная функция награды IDC рабо-
тает лучше с точки зрения процента валидных 
молекулярных структур, чем IS, и позволяет ге-
нерировать более разнообразные молекулы. 
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Adversarial Threshold Neural Computer for Small Organic Molecular Structures
Putin E. O.a, Post-Graduate Student, putin.evgeny@gmail.com

Shalyto A. A.a, Dr. Sc., Tech., Professor, orcid.org/0000-0002-2723-2077
aComputer Technologies Lab, ITMO University, 49, Kronverkskii Pr., 197101, Saint-Petersburg, Russian Federation 

Introduction: A special place in the development of new drugs is computer modeling of potential drug candidates. At this stage, the molecular structure 
of a drug is created and virtually validated. Molecular structures are created mostly by bioinformatics specialists and medical chemists. Therefore, the 
process of creating and virtual testing of molecules is long and expensive. Purpose: Developing a model of a deep generative adversarial neural network 
and its reinforcement environment for generating targeted small organic molecular structures with predetermined properties, as well as reward functions for 
molecular diversity. Results: The developed deep neural network model called ATNC is based on the concepts of adversarial learning and reinforcement 
learning. The model uses a recurrent neural network with external memory as a generator of molecular structures, and a special neural network block for 
selecting the generated molecules before their real estimation by the environment. A new objective reward function of internal clustering by diversity is 
proposed, which allows the model to generate more diverse chemistry. Comparative experiments have shown that the proposed ATNC model is better than its 
closest competitor in terms of generating unique and more complex valid molecular structures. It has also been demonstrated that the the molecules generated 
by ATNC match to the a priori distributions of the key molecular descriptors of the training molecules. Experiments were conducted on a large dataset of 15 
000 drug-like molecular compounds collected manually from the ChemDiv collection. Practical relevance: The proposed model can be used as an intelligent 
assistant in developing new drugs by medical chemists.
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Введение

В связи с быстрым развитием компьютерных 
технологий, в том числе сети Интернет, объеди-
няющей разнородные сети, и переходом к инфор-
мационному обществу проблема обеспечения 
информационной безопасности (ИБ) и построе-
ния автоматизированных систем менеджмента 
организации интегрированной структуры стала 
одной из наиболее актуальных [1]. К средствам 
защиты в настоящее время предъявляются более 
жесткие требования [2, 3].

Известны методы обеспечения необходимого 
уровня защищенности различных систем, на-
пример, способ управления ИБ информационно-
вычислительной сети (ИВС) путем реализации 
ложной сети на основе выделенного сервера с кон-

тейнерной виртуализацией [4, 5]. Однако в этом 
случае при управлении ИВС не используются 
данные анализа динамики действий нарушите-
ля. Также известен способ контроля уязвимостей 
при масштабировании автоматизированных си-
стем менеджмента организации интегрирован-
ной структуры, который заключается в том, что 
управление ИБ основано на выявлении уязвимо-
стей [6]. Данный способ является реактивным 
и не учитывает результатов анализа динамики 
действий нарушителя. С учетом быстрого разви-
тия способностей злоумышленников использова-
ние этого метода не обеспечит повышение защи-
щенности разрабатываемых систем. 

При исследовании известных способов защи-
ты ИВС [7–10] недостаточное внимание уделено 
анализу динамики действий нарушителя, кото-
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рые включают сценарии внешних и внутренних 
вторжений. Возникает противоречие между эф-
фективными новыми средствами информацион-
ного вторжения и существующими способами за-
щиты ИВС. Поэтому задача повышения защиты 
ИВС от вторжений со стороны нарушителей яв-
ляется актуальной.

Целью данной работы является повышение 
ИБ ИВС на основе метода, включающего анализ 
и прогноз действий нарушителя.

Разработка алгоритма адаптивного 
управления защитой ИВС на основе 
анализа динамики действий нарушителя  
и его экспериментальное тестирование

Представляется эффективной ИВС, имеющая 
топологию «Звезда» (рис. 1) в составе: межсетево-
го экрана, системы обнаружения вторжений СОВ, 
выделенного сервера с контейнерной виртуализа-
цией ВС с КВ, центра обработки данных, комму-
таторов и ЭВМ пользователей. Для решения задач 
защиты и мониторинга ИВС необходимо не только 
обнаруживать и блокировать действия нарушите-
лей, но также анализировать атаки и отвлекать 

нарушителей. Это достигается путем заманивая 
нарушителей на ложные информационные систе-
мы и сбора информации о тактике нарушителя, 
его идентификации и нейтрализации. Для соче-
тания достоверного анализа и прогнозирования 
динамики действий предложено адаптировать 
защиту ИВС и обеспечить повышение оперативно-
сти отслеживания фаз развития кризисных ситу-
аций. На основании результатов анализа деятель-
ности нарушителя определяются слабые стороны 
системы защиты информации в ИВС.

Решение задачи заключается в анализе ди-
намики действий нарушителя, обработке, опре-
делении уязвимостей системы защиты инфор-
мации при использовании выделенного сервера 
с контейнерной виртуализацией, прогнозирова-
нии возможных вторжений, представлении дан-
ных для выбора оптимального решения по повы-
шению вероятности защищенности ИВС с учетом 
подхода, описанного в работе [4]. Учитывается 
динамический характер модели нарушителя, 
поэтому процессы поиска и устранения уязвимо-
стей в защите также динамически изменяются 
во времени.

Цифровой поток (ЦП), входящий и исходя-
щий из сети Интернет, вначале проходит пред-

Интернет

СОВ  1 ВС с КВ

Центр
управления 

информационной
безопасностью

Локальная
вычислительная 

сеть пользователей

СОВ  3

СОВ  2

ЦОД

Межсетевой 
экран

 Рис. 1. Структура информационно-вычислительной сети

 Fig. 1. Structure of the information network
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варительную фильтрацию межсетевым экраном, 
после чего поступает в СОВ и анализируется на 
предмет наличия атак. В случае когда внутрен-
ний нарушитель пытается получить несанкцио-
нированный доступ к информационным ресур-
сам ИВС, происходит анализ запросов, и если 
критический параметр больше допустимого 
уровня, то ЦП перенаправляется на компоненты 
ложной информационной системы. Легитимные 
запросы, удовлетворяющие требованиям поли-
тик безопасности СОВ, перенаправляются на ис-
тинные информационные системы. Если СОВ не 
удалось обнаружить атаку на сетевом уровне, но 
при этом действия нарушителя были выявлены 
после их реализации на определенных хостах си-
стемы, осуществляется перенаправление после-
дующего ЦП нарушителя на компоненты выде-
ленного сервера с контейнерной виртуализацией.

Структура процесса мониторинга обстанов-
ки (рис. 2) показывает, что ЦП поступает в СОВ, 
далее происходит сканирование по заданным 
параметрам. СОВ выделяет из всего ЦП только 
тот, который попадает под определенные крите-
рии. Затем происходит выделение признаков и 
их дальнейший анализ. Анализ осуществляется 
за счет уже имеющихся баз данных описания из-
вестных видов угроз. В случае соответствия ЦП 
критериям угроз производится анализ моделей 
угроз и принимается решение по способам за-
щиты ИВС. Когда не удается однозначно опре-
делить, какого рода ЦП, то он отсеивается (бло-
кируется) и перенаправляется на развернутую 
виртуальную сеть, и далее запросы такого рода 
анализируются, в результате принимаются меры 
по разрешению или запрету доступа. Далее про-
изводится обновление баз данных с добавлением 
новых видов угроз с учетом обнаруженных инци-
дентов.

Алгоритм функционирования ИВС включает 
в себя два параллельных процесса (рис 3).

Первый процесс представляет собой тести-
рование ИВС и выявление уязвимостей. Данное 
действие представлено в статье [6] и реализовано 
в работе [9]. Второй процесс представляет собой 
анализ ЦП с выявлением аномалий и последую-
щим анализом динамики действий нарушителя. 
Задача детального анализа корреляции действий 
нарушителя необходима для выявления их пара-
метров, что позволит определить эффективность 
применения мер защиты на различных этапах. 
По результатам строится прогнозная модель 
угроз и выбираются средства защиты [11]. 

Обобщенный алгоритм анализа действий на-
рушителя для данного вида атак можно описать 
рис. 4.

В соответствии с тем, обнаружены ли атаки на 
граничном хосте или нет, их можно разделить на 
два типа [12–20]: обнаруживаемые и не обнару-
живаемые атаки.

Атаки первой группы блокируются гранич-
ным хостом, не достигая рабочих серверов. При 
обнаружении такого рода атак СОВ должна из-
менять свою конфигурацию, чтобы последующие 
действия нарушителя перенаправлялись на лож-
ные информационные системы. К атакам второ-
го вида относят атаки, параметры которых не-
известны, атаки внутренних нарушителей через 
терминалы пользователей. В таком случае дей-
ствия нарушителя возможно выявить при анали-
зе общего журнала регистрации событий (сооб-
щений от системы контроля целостности файлов; 
изменений настроек устройств в ИВС). В ходе 
выявления в журнале регистрации этих событий 
действия нарушителя блокируются с оповещени-
ем администратора. На рис. 5 изображен граф со-
бытий действий нарушителя.

В качестве одной из возможных моделей пред-
лагается представлять действия нарушителя как 
систему с переменной структурой, поведение ко-
торой на случайных интервалах времени харак-

Выделение 

параметров

Выделение 

признаков

Заданные 

параметры

Обработка 

признаков 

и построения 

событий

База данных 

обнаруженных 

ранее угроз

Анализ 

моделей

Предложения 

для принятия 

решений

Данные  
о реализации угроз

Цифровой 

поток

Параметры Признаки Модели

 Рис. 2. Структура процесса мониторинга обстановки

 Fig. 2. Structure of the process of monitoring the situation
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 Рис. 3. Обобщенный алгоритм функционирования ИВС

 Fig. 3. Generalized algorithm for the operation of information network
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 Рис. 4. Общий алгоритм анализа действий нарушителя

 Fig. 4. General algorithm for analyzing the actions of the intruder
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теризуется различными структурами и описыва-
ется вероятностными законами [21, 22]. При этом 
переход одной структуры в другую происходит 
в случайный момент времени в зависимости от 
текущих фазовых координат системы, которые 
обозначены Нi.

Описания каждого события из графа на рис. 5 
представлены в табл. 1.

Для разделения возможных сценариев разви-
тия событий мы будем использовать схему «дере-
ва вероятностей». Каждая ветвь представляет со-
бой отдельный сценарий развития [23]. На рис. 5 
представлены семь путей для реализации угрозы 
хищения информации и отказа в обслуживании:

Sх1 {S1, S21, S31, S41, S51, Х};

Sх2 {S1, S21, S31, S42, Х};

Sх3 {S1, S21, S31, S43, Х};

Sх4 {S1, S21, S31, S43, S52, Х};

Sх5 {S1, S22, S41, S51, Х};

Sz1 {S1, S22, S32, S44, S53, S6, Z};

Sz2 {S1, S23, S32, S44, S53, S6, Z}.

Определим коэффициенты реализуемости со-
бытий (элементов графа) для установления дина-
мики действий нарушителя, воспользовавшись 
методикой, представленной в работе [24].

В данной методике исходная защищенность 
определяется по ранжированию в зависимости 
от суммы предъявляемых критериев: 

0 — для высокой степени исходной защищен-
ности;

S1

S21

S22

S23

S31

S32

S41

S42

S43

S44

S51

S52

S53 ZS6

H51–X

H41–51

H31–41

H21–31

H

H1–22

1–21

1–23H

H22–41

H23–32

H22–32

H32–44 H44–53 H53–6 H53– Z

H42–X

H31–43

H31–42

H43–52

H52–X

S0

H0–1

X

 Рис. 5. Граф событий действий нарушителя

 Fig. 5. The graph of events of the actions of the intruder

 Таблица 1. Описание событий действий наруши- 
теля

 Table 1. Description of events of the actions of the 
intruder

Событие Описание

S0
Защищенное состояние ИВС (без действий 

нарушителя)

S1 Начало действий нарушителя

S21
Измерение характеристик ИВС путем 

внедрения сниффера

S22
Тестирование состояния ИВС путем 

анализа запросов

S23 Анализ «эхо-запросов»

S31 Анализ исходящего цифрового потока

S32 Выявление хостов

S41 Выявление паролей

S42 Дешифрование информации

S43
Несанкционированное использование 

авторизованного IP-адреса в сети

S44 Сканирование портов

S51 Подмена пользователя в сети

S52
Изменение целостности, доступности и 

конфиденциальности информации

S53 Анализ характеристик приложений

S6 Осуществление DDoS-атак

X Реализация угрозы хищения информации

Z Реализация отказа в обслуживании
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5 — для средней степени исходной защищен-
ности;

10 — для низкой степени исходной защищен-
ности.

А для определения коэффициента реализации 
угрозы используют следующие шкалы ранжиро-
вания:

0 — для маловероятной реализации угрозы;
2 — для низкой вероятности реализации уг- 

розы;
5 — для средней вероятности реализации 

угрозы;
10 — для высокой вероятности реализации 

угрозы.
Такой тип ранжирования не подходит для бо-

лее точного получения результата, поэтому при 
оценке исходной защищенности и определении 
коэффициента реализации угрозы воспользуем-
ся десятибалльной шкалой с единичными деле-
ниями:

 
,   (1)

где Y1 — коэффициент исходной защищенности; 
Y2 — коэффициент реализации угрозы.

Время перехода из одного события в другое 
зависит от коэффициента реализуемости собы- 
тия:

 
,   (2)

где Тmax j — максимальное время реализации j-го 
события (Тmax j 24 ч); Gi — коэффициент реали-
зуемости Si-го события; 0  Gi  1; Тисх ij — исход-
ное время перехода из i-го события в j-е событие 
(Тисх ij от 0 до 24 ч).

Применяя подход, описанный в работе [25], 
составляем производящую функцию для графа 
на рис. 5 на примере пути Sx1:

 
,   (3)

где ,  а Py — вероятность перехода из 
одного состояния в другое; Ty — время, необходи-
мое для перехода из одного состояния в другое; 
х — весовой коэффициент (от 0 до 1).

Вероятность реализации угрозы, согласно 
графу, для пути Sx1 определяется в виде

 

( )

.
 

 (4)

Вероятность защищенности определяется по 
формуле

 
.   (5)

По методике, представленной в работе [24], 
и формулам (1)–(5) рассчитываются время и ве-
роятность перехода из одного события в другое, 
представленные в табл. 2.

Из графика зависимости защищенности от ве-
роятности начала действий нарушителя (рис. 6) 
видно, что даже при малой вероятности начала 
действий нарушителя Р0–1 0,4 вероятность за-
щищенности Рзащ будет ниже требований уров-
ня 0,95. Тем самым реализация угрозы по пути 
Sx2 будет наиболее вероятной и привлекатель-
ной с точки зрения нарушителя, поэтому адми-
нистратору безопасности необходимо устранить 
«бреши» в защите, которые приведут к реализа-
ции угрозы хищения информации по пути Sx2. 
Данный метод позволяет расставить приоритеты 
при организации защиты информации.

Зависимость вероятности реализации угрозы 
и вероятности защищенности ИВС от времени 
для реализации метода адаптивного управления 
защитой ИВС на основе анализа динамики дей-
ствий нарушителя показана на рис. 7, где Sх2 —  
последовательность действий нарушителя для 
реализации угрозы Х; Pз — уровень ИБ ИВС; t1, 
t2, t3, t4 — время; Sз i — график зависимости за-
щищенности ИВС от вероятности реализации 
угрозы; Sх2i — зависимость действий нарушите-
ля от принятых мер защиты. 

В промежуток времени t1 происходит внедре-
ние сниффера. В момент времени t2 происходит 
обнаружение СОВ данного воздействия, при этом 
уровень защищенности падает. В дальнейшем 
происходит построение модели угроз. Затем при-
нимаются меры по нейтрализации угрозы, кото-
рая была обнаружена с принятием актуальных 
мер защиты объектов ИВС, которые будут атако-
ваны нарушителем в ближайшее время согласно 
графу действий нарушителя.

После принятия в момент t4 мер защиты ре-
ализация следующего воздействия нарушителя 
S31 уже невозможна в силу снижения вероятно-
сти реализации угрозы до нуля, защищенность 
вернется на уровень 95 %.

Процесс проактивного обнаружения вторже-
ний основывается на превентивном анализе за-
просов и удовлетворении их критериям, при этом 
сравнение производится не только по идеаль-
ным моделям и критериям ранее обнаруженных 
угроз, но также и при помощи построения путей 
реализации угрозы, позволяющих определить 
динамику действий нарушителя. 

На основе методики, изложенной в работе [4], 
в табл. 3 приведены результаты расчета времени 
реализации угрозы хищения информации Х по 
пути Рх1, полученные методами адаптивного и 
традиционного управления защитой ИВС.

При использовании адаптивного метода за-
щиты ИВС нарушитель потратит на 7 % больше 
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 Таблица 2. Время и вероятность перехода из одного события в другое

 Table 2. Time and probability of transition from one event to another

Путь 

Sх1

События S1 S21 S31 S41 S51 Х

Время перехода одного события в другое 

T, ч
14,4 12,48 12,77 13,79 11,6 18,2

Вероятность перехода из одного 

состояния в другое
0,4 0,48 0,47 0,43 0,52 0,24

Путь 

Sх2

События S1 S21 S31 S42 Х

Время перехода одного события в другое 

T, ч
14,4 12,48 12,77 16,34 15,8

Вероятность перехода из одного 

состояния в другое
0,4 0,48 0,47 0,32 0,34

Путь 

Sх3

События S1 S21 S31 S43 Х

Время перехода одного события в другое 

T, ч
14,4 12,48 12,77 17,62 15,19

Вероятность перехода из одного 

состояния в другое
0,4 0,48 0,47 0,27 0,37

Путь 

Sх4

События S1 S21 S31 S43 S52 Х

Время перехода одного события в другое 

T, ч
14,4 12,48 12,77 17,62 15,19 16,41

Вероятность перехода из одного 

состояния в другое
0,4 0,48 0,47 0,27 0,37 0,32

Путь 

Sх5

События S1 S22 S41 S51 Х

Время перехода одного события в другое 

T, ч
14,4 12,48 14,02 11,39 18,31

Вероятность перехода из одного 

состояния в другое
0,4 0,48 0,42 0,52 0,24

Путь 

Sz1

События S1 S21 S32 S44 Р53 Р6 Z

Время перехода одного события в другое 

T, ч
14,4 11,04 16,82 8,86 16,03 11,18 16,73

Вероятность перехода из одного 

состояния в другое
0,4 0,54 0,3 0,63 0,33 0,53 0,3

Путь 

Sz2

События S1 S23 S32 S44 S53 S6 Z

Время перехода одного события в другое 

T, ч
14,4 14,64 14,48 10,97 14,13 12,69 15,75

Вероятность перехода из одного 

состояния в другое
0,4 0,39 0,4 0,54 0,41 0,47 0,44
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 Рис. 6. Зависимость показателя защищенности Рзащ от вероятности начала действий нару-
шителя Р0–1

 Fig. 6. Dependencies of probability of realization of threats Рзащ from probability of transition 
from one state to another Р0–1
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 Рис. 7. Зависимости вероятности реализации угрозы и вероятности защищенности ИВС от времени при реализа-
ции метода адаптивного управления защитой с анализом динамики действий нарушителя

 Fig. 7. Dependence of the probability of the threat realization and the probability of the ITT’s protection against time 
for implementing the method of adaptive management of the IVS defense based on the analysis of the dynamics of the 
violator’s actions
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времени на реализацию угрозы хищения инфор-
мации, чем при использовании традиционного 
метода управления защитой ИВС, что и является 
положительным эффектом предлагаемого метода 
защиты ИВС.

Заключение 

Разработан метод адаптивного управления 
защитой ИВС автоматизированной системы ме-
неджмента организации интегрированной струк-
туры, отличающийся от известных тем, что 
предложено применять результаты превентив-

ного анализа динамики действий нарушителя. 
Данный метод включает мониторинг обстановки, 
оперативный контроль, распознавание последо-
вательности действий нарушителя, моделирова-
ние стратегии воздействия нарушителя, процесс 
определения ситуационных параметров во вза-
имной противоборствующей обстановке с досто-
верным прогнозом стратегии вторжений.

Представлен алгоритм контроля ситуационных 
параметров при стохастической неопределенности. 
Предложена архитектура прототипа ИВС, а также 
сценарии экспериментов, проводимых с прототи-
пом. Рассмотрены текущее состояние и процеду-
ра анализа динамики действий нарушителя. Этот 
подход возможно реализовать на программной эму-
ляции компонентов информационной системы вве-
дения нарушителя в заблуждение: 

1) сегмента сети — где производится эмулиро-
вание работы выделенного сервера с контейнер-
ной виртуализацией (дубликат сети с рабочими 
серверами); 

2) дубликата хоста рабочих серверов (хост-
приманка); 

3) дубликата сервисов и приложений — про-
грамм, которые копируют работу сервисов и при-
ложений. 

Управление превентивной защитой ИВС на 
основе результатов анализа динамики действий 
нарушителя ведет администратор безопасности. 
Выделенный сервер с контейнерной виртуализа-
цией и СОВ могут поддерживаться стандартными 
операционными системами, включаться как до-
полнительные средства в действующие системы 
безопасности, повышая вероятность защищенно-
сти ИВС.

Приведены экспериментальные результаты 
аналитического моделирования, которые пока-
зали, что предложенный подход обеспечивает 
требуемый уровень достоверности принимаемых 
решений, что позволяет повысить вероятностно-
временные характеристики работы ИВС.

 Таблица 3. Сравнение предлагаемого и традицион-
ного методов защиты ИВС

 Table 3. Comparison of proposed and traditional 
methods of protection of information network

Событие

Коэффициент реализу-

емости события при 

методе управления 

защитой ИВС

Время перехода  

из одного события 

в другое, ч, при методе 

управления защитой 

ИВС

адаптив-

ном 

традици-

онном 

адаптив-

ном 

традици-

онном 

S1 0,8 0,8 14,4 14,4

S21 0,8 0,9 12,48 11,04

S31 0,9 0,9 12,77 14,06

S41 0,8 0,8 13,79 12,75

S51 0,9 0,9 11,6 12,52

Х 0,5 0,9 18,2 12,73

Время реализации угрозы 82,64 77,5
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 Suboptimal random coding exponent Er

as a product of a posteriori probabilities of non-overlapped input subblocks of length 2B+1 relative to the overlapped output 
subblocks of length 2W+1. It has been shown that the computation of function Er
largest eigenvalue of a square non-negative matrix of an order depending on the B and W values.  To illustrate the 
approach developed in the first part of this study with its application to various channel modelled as a probabilistic finite-
state machine. 

We present and discuss numerical results of calculating this random coding exponent in a full range of code rates for some 
of channel models for which similar results were not obtained before. Practical computations were carried out for relatively 
small values of B and W. Nevertheless, even for small values of these parameters a good correspondence with some known 
results for optimal decoding was shown.

 — Random Coding Bound Exponent, Finite-State Channel Model, Mismatched Decoding, Perron — Frobenius 
Theorem, Intersymbol Interference Channel.
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Introduction

This paper is the second part of the work, the 
first part of which is published earlier [1]. In the 
previous part, a random coding bound is presented 
for a wide class of channels with memory, including 
those for which this bound could not be managed 
to obtain. The basic idea is to apply a suboptimal 
decoding rule that is different from the maximum 
likelihood (ML) decoding. In this part, we give nu-
merical examples of the application of this bounda-
ry and their discussion.

For the connectedness of the exposition, we give 
the definitions and the main result of the previous 
part of the paper. Let py|x(y|x) be transition proba-
bility of the discrete-time channel; for the continu-
ous-output channel it is instead a probability densi-
ty function (p. d. f.); x  XN, where X be a discrete 
input channel alphabet and qx | X | < ; y  YN, 
where Y is the channel output alphabet, | Y | q and 
N is the length of a block code. 

To indicate a segment of an arbitrary vector z 
we use the notation (max( , ))( ,  (max( , ) ), 

(min( , ))..., ),  where L is length of the vector z. 
For subvectors, or segments of vectors, x and y the 

notation x and y is used. The difference between them 
is noted due to the use of ordinary and sans serif font. 

The decoding rule is given as

 ˆ argmax ( ; ),  

where (y; x) is a real-valued positive decoding 
function, and the maximization is performed over 
all code words.

For simplicity we assume that code ensemble is 
generated by using of independent uniformly dis-
tributed (i. u. d.) code symbols. This assumption 
leads to loss of optimality but simplifies further 
consideration. Using the classic approach [2] one 
can derive the suboptimal exponent of the random 
coding bound in asymptotic form 

* *( ; ) max max ( , , ) ,

where

*

|

( , , ) ( )log

lim log ( | ) ( ; ) ( ; ) .

Hereafter log(·) denotes the binary logarithm, the 
asterisk in the superscript hereafter means that the 
code symbols are chosen as i. u. d. random variables. 
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Similarly one can get the random coding expo-
nent for ML decoding for fixed code length N 

 

* *( , ) max ( , ) ,   (1)

where

 

*

|

( , ) ( )log

log ( | )   (2)

with the bound for maximum information rate

 

* *
max( ) ( , ) / ,

 

where R*
max(N)  C, where C is channel capacity. 

Evidently, the inequality Er
*(R; )  Er

*(R) is valid. 
The asymptotic random coding exponent for ML 
decoding and the code ensemble with i. u. d. symbols 
is Er

*(R)  lim N  Er
*(N, R).

By analogy with the channel capacity C and 
maximal information rate R*

max(N) let us define the 
lower bound on maximum achievable code rate for 
mismatched decoding C*( ) as 

 

*

*
max ( , , )

( )

 

 (3)

and value 

* *( ,, )  

giving a bound on the cut-off rate R0; evidently, the 
inequalities R0

*( )  R0
*  R0 are valid. 

In this study we assume that the channel model 
is given as a probabilistic finite-state machine [2], 
i. e. conditional probabilities characterizing this 
model are given as follows

( ) ( ) ( )
| |( | , ) ( | , );

( ) ( ) ( ) ( )
| |( | ) ( ) ( | , ),

where s (s(0), s(1), …, s(n), …) is the sequence 
of the channel states, s(n) S, S is a set of the 
channel states, and |S| < ; py|xs(y(n)|x(n), s(n–1)) and 
py|xs(y(n)|x(n), s(n–1)) are conditional probabilities of 
the channel output and channel state transition, 
respectively, ps(·) is an unconditional (stationary) 
distribution on the set of the channel states. Also, 
we assume that the input channel symbol x(n) and 

the current channel state s(n–1) are independent. It 
has been shown in [1] that the probabilities py|x(y|x) 
can be represented in form of matrix product as

 

( ) ( )
| ( | ) ( | ) ,   (4)

where 

 | |( | ) [ ( | , ) ( | , )]   (5)

is a matrix of size |S| |S|; ps [ps(1), …, ps(|S|)] is the 
vector of the unconditional state probabilities at 
n 0, and 1 (1, …, 1) is vector of 1’s of dimensions 
1 |S|.

Next, we specify type of decoding function. The 
appropriate choice of decoding function, which al-
lows obtaining a result in the final form, was one of 
the main problems of this study. In this paper, we 
proposed a decoding function (y; x) with partial 
overlap, which depends on two integer parameters 
W and B, W  B  0. For i. u. d. segments 

( )
( )  

the decoding function (y; x) can be written as 

 

( )
( ) ( )

| ( ) ( )( ; ) ( | ),y x   (6)

where py|x(·|·) is the conditional probability for 
segments of different, in general, lengths 2W 1 
and 2B 1 respectively, and k(n) n(2B 1) 1.

Denote square matrices of order |S| as

 

( ) ( )( | ) ( | ),

, ,

y|x y x

y x

y x

 
 (7)

where P(y|x) is matrix defined in (5). Let D1(y; ) 
be a scalar quantity, and D2(y; ) and D(y; , ) be 
square matrices of order |S| defined as follows

( ; ) ( | ) ,y|x
x

y y x

( ; ) ( | ) ( | ) ,y|x y|x
x

y y x y x

( ; , ) ( ; ) ( ; ), .y y y y

Let us also define the square matrices Kij( , ) 
of order |S| as 

 
( )

( ; , ), ;
( , ) ( ; , ), .

y

y
y

 

 (8)

The correspondence of the indices i, j and the 

vector y in the expression (8) is given as ( )y   
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and .y  Finally, we define a square block 

matrix of order |S|q2(W–B)

( )

( ) ( ) ( )

( , ) [ ( , )]

( , ) ( , )

.
( , ) ( , )

  

(9)

The main result obtained in the first part of this 
paper [1] is formulated as the following assertion. 

Тheorem. Let channel be specified by conditional pro- 
babilities (4), where the matrices (5) are irreducible, and  
let the decoding function  be given by equation (6) 
with integer parameters W and B, where W  B  0. 
Then the random coding exponent Er

*(R; ) for the 
code ensemble with i. u. d. code symbols is 

 

* *( ; ) max ( , ) ,
 

 (10)

where

* *( , ) max ( , , )

( )log ( ) log min ( , ) ,

and r(K( , )) is the maximum eigenvalue (spectral 
radius) of matrix K( , ), given in equation (9). 

The computational complexity of obtaining the 
values of the function Er

*(R; ) depends on the di-
mensions of px|y(y|x) equal to q2W 1 qx

2B 1 [see 
(7)], and on the order of the square matrix K( , ) 
equal to |S|q2(W–B). 

Determination of analytical dependence of as-
ymptotic random coding exponent Er

*(R; ) on the 
values of W and B is equivalent to the description 
of the dependency of spectral radius of the ma-
trix K( , )

 
on these parameters. This dependency 

cannot be expressed in exact and closed analytical 
form. From general considerations, it follows that 
the greater the values of W and B are, then better 
approximation of the ML exponent can be achieved 
in principle. Moreover, for various values of code 
rate R different combinations of the values W and 
B may be preferable. Unfortunately, the increase of 
the parameters W and B causes the great growth of 
computational complexity. The common approach 
consists of testing some combinations and selecting 
one that gives acceptable results for a given coding 
rate at a reasonable computational complexity. In 
next section, we present some results of calculat-
ing the random coding exponent for several chan-
nel models with memory and comparison with some 
known results.

Numerical Examples and Discussion 

To illustrate application of the suggested ap-
proach let us consider some examples. The first ex-
ample is classical Gilbert model and its generaliza-
tion — Gilbert — Elliott model. The second example 
presents a simple model for a fading channel with 
nonbinary Frequency Shift Keying (FSK). These 
models give examples of symmetric channels with 
binary and nonbinary inputs and freely evolving 
states. The third example is for the channel model 
that is defined as a deterministic finite-state ma-
chine, and the last example is for channel with lin-
ear intersymbol interference and q-level quantized 
output (deterministic finite-state machine model as 
well).

Example 1. Gilbert channel and Gilbert — Elliott 
channel. Consider the well-known Gilbert channel 
model with two states 1 (“good”) and 2 (“bad”). In 
this case qx q 2 and |S| 2. Let the channel state 
transition probabilities be given as ps|s(1|1) 0.75 
and ps|s(2|2) 0.97, and let the symbol crossover 
probabilities be equal to 0 and 1/2 for states 1 and 
2 respectively (here we follow example in [3]). For 
this model, the complexity of calculation of the ex-
ponent of the random coding bound is not too large 
and the function Er

*(R; ) can be computed for com-
paratively large values of the parameters W and B. 
Results of the computations are shown in Fig. 4 for 
W 5 and B 0, 1, …, 5. The values of C*( ), shown 
in Fig. 1 and further, are computed as 

 

*

*
max ( , , )

( ) , ,
 

 (11)

giving an approximation for formula (3). The error 
exponent Er

*(R) for ML decoding computed for this 
example using the Egarmin algorithm [4] is also 
shown in Fig. 4. The channel capacity can be found 
using the original Gilbert approach [3] and for this 
example the capacity is C 0.758 bit/channel use. It 
can be seen from the Fig. 1 that the curves Er

*(R; )  
are approaching the curve Er

*(R) from below with the 
increase of the parameter B. For B 5 the function 
Er

*(R; ) and value of C*( ) give good approximations 
for the ML random coding exponent Er

*(R) and the 
channel capacity C respectively .

It is interesting to compare the function Er
*(R; )  

with the random coding exponent Er
*(N, R) for the 

ML decoding for some (small) values of the code 
length N. The function Er

*(N, R) can be computed 
by formulas (1) and (2). In equation (2) the chan-
nel conditional probability py|x(y|x) is computed ac-
cording to the equation (4). Evidently, to compute 
a single value of py|x(y|x) we have to perform ap-
proximately 2N|S|2 operations (multiplications and 
additions). To compute the value E0

*(N, ) we need 
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to calculate the values of py|x(y|x) for all y YN and 
for all x XN. Thus the total number of operations 
in general case is about 2N|S|2qNqx

N. For this exam-
ple |S| 2 and q qx 2. Therefore, the total num-
ber of operations is about N22N 3 and it can be too 
large even for small N. For example, for N 16 it 
is equal to 239  5.5 · 1011. But this channel can be 
considered as a channel with binary additive mod-
ulo 2 noise. Therefore, the channel output vector 
is ,  where e is a binary error vector, and 

| ( | ) ( ),  where pe(·) is a distribution 
on the set of error vectors. Then for the sum over x 
in the right hand side of (2) we can write 

| ( | ) ( ) ( )

and hence 

 

* ( , ) log ( ) .

 

 (12)

Evidently, pe(x) py|x(0|x), where the probabil-
ities py|x(·|·) are given by equation (4). In this case, 
to compute all values pe(x) it is required to perform 
about 2N|S|2qx

N N2N 3 operations. For example, 
for N 16 the number of operations is equal to an 
acceptable value 223  8.4 · 106. Fig. 2 presents re-

sults of comparison of the function Er
*(R; ) with 

the random coding exponent Er
*(N, R) for ML decod-

ing for some fixed values of the code length N. 
The asymptotic random coding exponent Er

*(R) 
for ML decoding computed by the Egarmin algo-
rithm [4] is also shown in Fig. 2. It can be seen from 
the Fig. 2 that functions Er

*(N, R) approach the as-
ymptotic function Er

*(R) from above with increas-
ing of N, and the function Er

*(R; ) gives quite good 
approximation of the asymptotic function Er

*(R) 
from below.

Let us consider the next example — Gilbert — 
Elliot model [5]. Here again q qx 2 and |S| 2. Let 
the channel state transition probabilities be given 
as ps|s(1|1) 0.99 and ps|s(2|2) 0.8, and let the sym-
bol crossover probabilities be equal to 0.02 and 1/2 
for states 1 (“good”) and 2 (“bad) respectively. For 
this model the ML random coding exponent Er

*(R) is 
unknown, but the channel capacity can be computed 
as it is shown in [6, 7]. The plots of function Er

*(R; ) 
are presented in Fig. 3. 

It can be seen that the curves are being shifted 
upwards with the increase of the parameter B. For 
this case, we do not have a curve for the ML random 
coding exponent for comparison, but we can com-
pute the capacity C for this channel using statisti-
cal version [7] of the algorithm presented in [6]. For 
this example the true capacity C  0.775 bit/channel 
use. For W 4, B 4 the value of С*( ) 0.765 bit/
channel use, that is very close to the true capacity.

Er
*(R, ), [W, B] = [5  0],  C*( ) = 0.696602

Er
*(R, ), [W, B] = [5  1],  C*( ) = 0.729864

Er
*(R, ), [W, B] = [5  2],  C*( ) = 0.740846

Er
*(R, ), [W, B] = [5  3],  C*( ) = 0.745788

Er
*(R, ), [W, B] = [5  4],  C*( ) = 0.748429

Er
*(R, ), [W, B] = [5  5],  C*( ) = 0.750188

Er
*(R), C = 0.758106

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

R, bit/channel use

0

Gilbert channel, p(G|G) = 0.97, p(B|B) = 0.75, p(e|G) = 0, p(e|B) = 0.5

 Fig. 1. Functions Er
*(R; ) and Er

*(R), Gilbert channel
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Gilbert channel, p(G|G) = 0.97, p(B|B) = 0.75, p(e|G) = 0, p(e|B) = 0.5

0 10. 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

0.1

0.2

0.3

0.4

R, bit/channel eus

0

*Er
*(N,R), N = 8, R0

*(N) = 0.353255, Rmax(N) = 0.747679
*Er

*(N,R), N = 12, R0
*(N) = 0.324717, Rmax(N) = 0.751144

Er
*(N,R), N = 16, R0(* *N) = 0.309266, Rmax(N) = 0.752877

Er
*(N,R), N = 20, R0

* *(N) = 0.299838, Rmax(N) = 0.753916

*Er
*(R, ), [W, B] = [5,5], N , R0( ) = 0.24986, C*( ) = 0.75019

Er
*(R), N , R0 = 0.261971, C = 0.758106

 Fig. 2. Functions Er
*(N, R), Er

*(R; ) and Er
*(R), Gilbert channel

R, bit/channel eus

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0

Gilbert — Elliott channel, p(G|G) = 0.99, p(B|B) = 0.8, p(e|G) = 0.02, p(e|G) = 0.5

Er
*(R, ), [W, B] = [4  0], C*( ) = 0.742801

Er
*(R, ), [W, B] = [4  1], C*( ) = 0.756050

Er
*(R, ), [W, B] = [4  2], C*( ) = 0.761093

Er
*(R, ), [W, B] = [4  3], C*( ) = 0.763534

Er
*(R, ), [W, B] = [4  4], C*( ) = 0.764935

C = 0.775384

 Fig. 3. Functions Er
*(R; ), Gilbert — Elliott channel

The plots of the functions Er
*(N, R) for ML deco- 

ding for some fixed N values calculated using equa-
tions (12), (4) and (1) are shown in Fig. 4 for com-
parison with the suboptimal asymptotic exponent 
Er

*(R; ). It can be seen that the curves Er
*(N, R) are 

shifting downward, and the achievable code rate 

R*
max(N) increases with increasing N. As N  , 

we have R*
max(N)  C (note that in this example 

C* С), and the suboptimal random coding expo-
nent Er

*(R; ) can serve as a lower bound for the 
random coding exponent for the Gilbert — Elliott 
channel.
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Example 2. Simple model for fading channel with 
nonbinary FSK. Let us define the channel states as 
an additive white Gaussian noise channels with dif-
ferent noise power. Consider transmission of qx-ary 
orthogonal FSK signals over this channel and op-
timal noncoherent reception. For this model qx q, 
and the symbol crossover probabilities are given as 

) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ), ;
( | , ) ( )

, ,

where (s) is symbol error probability for noncoherent 
reception of q-ary FSK signal for channel state s. 
This probability can be found as (see, e. g., [8]) 

( )
( ) exp ( ) ,

where (s) is signal-to-noise ratio (SNR) in channel 
state s. Let for instance, qx q 4 and S {1, 2, 
3}, i. e. the channel can be in one of three states: 
1 (“good”, or G), 2 (“medium”, or M) and 3 (“bad”, 
or B). Assume that the channel state transitions 

are given by the diagram shown in Fig. 5 with the 
following channel state transition probabilities: 
ps|s(1|1) p(G|G) 0.99, ps|s(1|2) p(G|M) 0.2, 
ps|s(3|2) p(B|M) 0.6, ps|s(3|3) p(B|B) 0.9. Let 
the state SNR be as follows (1) 15 dB, (2) 0 dB 
and (3) –5 dB. The plots of the function Er

*(R; ) 
are shown in Fig. 6.

Example 3. Channel with deterministic state 
transitions. Let X Y {0, 1}, S {1, 2}, and the 
probabilities ps|xs(s(n)|x(n), s(n–1)) and py|xs(y(n)|x(n), 
s(n–1)) are given in Table 1, where  is symbol crosso-
ver probability, 0<  < 1/2. 

R, bit/channel eus

Gilbert — Elliott channel, p(G|G) = 0.99, p(B|B) = 0.8, p(e|G) = 0.02, p(e|B) = 0.5

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

0.1

0.2

0.3

0.4

0

*Er
*(N,R), N = 8, R0

*(N) = 0.398779, Rmax(N) = 0.764900

R0
*Er

*(N,R), N = 12, *(N) = 0.361830, Rmax(N) = 0.766695

*R0Er
*(N,R), N = 16, *(N) = 0.337530, Rmax(N) = 0.767595

*R0(Er
*(N,R), N = 20, *N) = 0.321142, Rmax(N) = 0.768135

Er
*(R, ), [W, B] *= [4,4], N , R0 = 0.76494( ) = 0.23658, C*( ) 

 Fig. 4. Functions Er
*(N, R) and Er

*(R; ), Gilbert — Elliot channel

p(B|M) 

p(M|B) p(G|M) 

p(M|G) 

1 (G) 2 (M) 3 (B) 

p(G|G) p(B|B) 

 Fig. 5. State transitions diagram 

 Table 1. Probabilities ps|xs(s(n)|x(n), s(n–1))  
and py|xs(y(n)|x(n), s(n–1))

ps|xs(s(n)|x(n), s(n–1)) py|xs(y(n)|x(n), s(n–1))

s(n)
(x(n), s(n–1))

y(n)
(x(n), s(n–1))

(0,1) (0,2) (1,1) (1,2) (0,1) (0,2) (1,1) (1,2)

1

2

1

0

1

0

0

1

0

1

0

1

1/2

1/2

1 – 

1 – 

1/2

1/2
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0 0.5 1 1.5

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

R, bit/channel use

0

Three state FSK4 channel, p(G|G) = 0.99, p(B|B) = 0.9, p(G|M) = 0.2, p(B|M) = 0.6,   = [15   0  –5] dB

Er
*(R, ), [W,B] = [2  0], C*( ) = 1.066815

Er
*(R, ), [W,B] = [2  1], C*( ) = 1.220886

Er
*(R, ), [W,B] = [2  2], C*( ) = 1.290990

 Fig. 6. Functions Er
*(R; ), three state FSK4 channel

For this model in state 1, the symbol x 0 flips 
with probability 1/2, and the symbol x 1 flips with 
small probability . In state 2, on the contrary, the 
symbol x 0 flips with small probability , and the 
symbol x 1 — with probability 1/2. In addition, 
the channel state becomes 1 after symbol 0 comes in, 
and is equal to 2 after the coming in the symbol 1.  
The functions Er

*(R; ) for this model are plotted in 
Fig. 7 for 0.01. In Fig. 7 we present examples for 
some good combinations of the parameters W and B 
for W 0, 1, …, 6, and the best pairs for this exam-
ple are [W, B] [W, W – 1], W > 1. 

To compare the plots of functions Er
*(R; ) with 

result for ML decoding let us consider the function 
R0

* – R. This function coincides with the random 
coding exponent Er

*(R) in the interval 0  R  Rcr, 
where Rcr is the critical rate [2], and the plot of the 
linear function R0

* – R can be considered in ex-
ample as a known part of the curve for whole ran-
dom coding exponent Er

*(R). It can be shown (see 
Appendix) that R0

* for ML decoding for this exam-
ple can be found as R0

* 2logqx – logr(H), where 
r(H) is maximum eigenvalue of the matrix H,  
and 

 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

,
( ) ( ) ( )

( ) ( )
 

 (13)

where ( ) ( ) / /  and ( ) ( ).  
It follows from the Fig. 7, that the random coding 
exponent Er

*(R; ) for W 6, B 5 is very close to 
the straight line R0

* – R, so the function Er
*(R; ) 

can be considered as a quite good approximation for 
the ML random coding exponent Er

*(R).
Example 4. Intersymbol interference channel 

with q-level quantized output. A simple interference 
channel model is defined by the vector of coeffi-
cients g [g0, g1, …, gL]. The channel input x (x(1), 
…, x(N)) is a binary sequence and unquantized chan-
nel output is 

 

( )( ) ( )( ) ,
 

 (14)

where x(·) 0,1, and (·) are independent Gaussian 
random variables with zero mean and variance 2. 
The following modulation mapping is assumed in 
equation (14): 0  1, 1  –1. The SNR is defined 
as ||g||2/(2 2). The number of channel states is 
equal to 2L. The continuous channel output y0

(n) is 
subjected by a q-level quantization. In this example 
we assume that the quantization algorithm is 
one-dimensional quantization maximizing the 
Bhattacharya distance between conditional dis- 
tributions of the quantized values [9]. We consider 
the simplest case of the model known as the dicode 
channel with parameters L 1, g [ 1, –1] and 

|S| 2. For this case 
( ) ( )( ) ( )( ) ( ) . 



ИНФОРМАЦИОННО
УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ № 4, 201880

КОДИРОВАНИЕ И ПЕРЕДАЧА ИНФОРМАЦИИ

The dicode channel with two-level quantization of 
the continuous channel output is equivalent to the 
channel with deterministic state transitions in 
Example 3. Plots of the functions Er

*(R; ) computed 
according to the equation (10) for 4 dB, q 8 and 

some combinations of the parameters B and W, are 
shown in Fig. 8. The values of C*( ), computed by the 
formula (11), and values of R0

* for the ML decoding 
computed using known techniques [10–12] (see also 
Appendix), are also presented in Fig. 8. 

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0

R, bit/channel use

 = 0.01

Er
*(R, ), [W,B] = [0 0], C*( ) = 0.180885

Er
*(R, ), [W,B] = [1 1], C*( ) = 0.337793

Er
*(R, ), [W,B] = [2 1], C*( ) = 0.386812

Er
*(R, ), [W,B] = [3 2], C*( ) = 0.398002

Er
*(R, ), [W,B] = [4 3], C*( ) = 0.402759

Er
*(R, ), [W,B] = [5 3], C*( ) = 0.404569

Er
*(R, ), [W,B] = [5 4], C*( ) = 0.405397

Er
*(R, ), [W,B] = [6 4], C*( ) = 0.406806

Er
*(R, ), [W,B] = [6 
*R0

5], C*( ) = 0.407075
*– R, R0 = 0.322380

 Fig. 7. Functions Er
*(R; ), channel with deterministic state transitions, 0.01
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0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

R, bit/channel use

0

Dicode channel, g = [1 –1], SNR = 4 dB, q = 8

Er
*(R, ), [W,B] = 0.410251 [0  0], C*( ) = 

Er
*(R, ), [W,B] = 0.732188 [1  0], C*( ) = 

Er
*(R, ), [W,B] = 0.814759 [2  0], C*( ) = 

Er
*(R, ), [W,B] = 0.848281 [2  1], C*( ) = 

Er
*(R, ), [W,B] = 0.871118 [3  1], C*( ) = 

Er
*(R, ), [W,B] = 0.868575 [3  2], C*( ) = 
*R0

*- R, R0 = 0.773058

C* = 0.930, soft channel output

 Fig. 8. Function Er
*(R; ), dicode channel, 4 dB 
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R, bit/channel use

0

Dicode channel, g = [1 –1], SNR = 4 dB, q = 8

*Er
*(N,R), N = 4, R0

*(N) = 0.663078, Rmax(N) = 0.810824

*Er
*(N,R), N = 5, R0

*(N) = 0.685233, Rmax(N) = 0.829165

*Er
*(N,R), N = 6, R0

*(N) = 0.699908, Rmax(N) = 0.840936

*R0 – R, N 

Er
*(R; ), [W,B] = [3,2], N , C*( ) = 0.867081

=*, q = 8, R0  0.773058

 Fig. 9. Functions Er
*(N, R) and Er

*(R; ), dicode channel 4 dB

As with the previous example we present the plot 
for the function R0

* – R in Fig. 8, where R0
* is com-

puted as it is shown in Appendix. Also in the Fig. 8 
we indicate the value of maximum information rate 
C* for the dicode channel with soft output computed 
in [13]. We see that maximum of functions Er

*(R; ) 
for [W, B] [3, 2] and [W, B] [3, 1] are close to the 
straight line R0

* – R and to the value of C*. 
Random coding exponent Er

*(N, R) for the ML de-
coding computed by formulas (1) and (2) for several 
small values of the code length N is depicted in Fig. 9.  
The function Er

*(R; ) and asymptotic (N ) lin-
ear function R0

* – R for the ML decoding are al-
so presented in Fig. 9 for comparison. Clearly, as 
N , the function Er

*(N, R) for 0  R  Rcr tends 
to the line R0

* – R. As it follows from the Fig. 9 
the suboptimal random coding exponent Er

*(R; ) 
is very close to the random coding exponent Er

*(N, 
R) for the presented examples of the code length N 
and is not far from the asymptotic linear function 
R0

* – R. The functions Er
*(N, R) for larger values of 

N are not presented due to high complexity of their 
computation.

Plots of R0
* and R0

*( ) as a function of the SNR 
are presented in Fig. 10. The values of R0

* are cal-
culated by a known method [14–16]. For this case 
(dicode channel) the values of R0

* can be found in 
closed form as

* log .

The values of С*( ) and values of maximum in-
formation rate for the channel with nonquantized 
output found in [13] by a simulation-based algo-
rithm are shown in Fig. 11. Note that in [9] a dif-
ferent definition of SNR is used, namely ||g||/ 2; 
therefore the plot showing the data of [9] is moved 
to the left by 3 dB. We see in Fig. 10 and Fig. 11 that 
the difference is about 10 %, and it seems that the 
increasing number of quantization levels q leads to 
a decrease in this difference. 

Conclusion 

In this work, consisted of two parts, we present 
the derivation of the exponent of the random cod-
ing bound Er

*(R; ) for suboptimal, or mismatched, 
decoding. We proposed a decoding function in the 
form of a product of the a posteriori probabilities 
of the non-overlapped input subblocks of length 
2B 1 relative to the overlapped output subblocks 
of length 2W 1 [see (6)]. The computation of the 
values of the function Er

*(R; ) is reduced to the cal-
culation of the largest eigenvalue of a square non-
negative matrix K( , ) of order |S|q2(W–B), where |S| 
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 Fig. 10. Plots of R0
* и R0

*( ) for dicode channel 
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*, soft channel output

 Fig. 11. Plots С* and С*( ) for dicode channel
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is the number of channel states and q is the cardi-
nality of the channel output alphabet. 

The computational complexity of obtaining the 
values of the function Er

*(R; ) depends on the di-
mension of the values py|x(y|x), equal to q2W 1 qx

2B 1 
[see (7)], and on the order of the matrix K( , ), equal 
to |S|q2(W–B). Therefore, in the examples presented 
in this part of the work, the practical computations 
were carried out for relatively small values of B, W 
and q. Nevertheless even for small values of these pa-
rameters, good results were obtained. The values of 
R0

*( ) and С*( ) found for the suggested suboptimal 
decoding functions are close to the corresponding 
values found before for the case of ML decoding for 
the intersymbol interference channels with soft out-
put. A qualitative picture of the relationship between 
function * ( ),  presented in the introduction in the 
first part [1] of this work, and function Er

*(R; )  
is shown in Fig. 12. The values of R0

* and С* for a 
discrete-time channel with intersymbol interference 
can be obtained by known techniques [14–16] and [9]. 
As we see from the Fig. 12 the curve for the function 
Er

*(R; ) (solid line) goes higher than known bound 
* ( )  for high code rates. 

We see the same in example in Fig. 8, where 
for quantized channel output with q 8 and 
W 3, B 1, we have R0

*( ) 0.710 bit/channel 
use, С*( ) 0.871 bit/channel use; for continuous 
channel output R0

*( ) 0.824 bit/channel use and 
С*( ) 0.920 bit/channel use as follows from Fig. 10 
and Fig. 11 for SNR 4 dB. The curve Er

*(R; ) is 
shifted upwards and to the right with increasing 
values of the parameters q, W and B. This conclu-
sion follows from the fact that the decoding func-
tion  becomes the ML decoding function with in-
creasing parameters W and B. Thus, the function 
Er

*(R; )
 
can be a good approximation for the true 

but unknown function Er
*(R). The problem of the ex-

tension of the proposed approach to other channel 
models and the problem of finding an efficient algo-
rithm for numerical computation for large values of 
B, W and q

 
remain open for research.

Appendix

In this appendix we present a derivation of the 
expression for R0

* for the channel with determin-
istic state transitions. This derivation is a minor 
modification of the known results [12, 14–16]. The 
general expression for R0

* follows from the equation 
or 1 and N   is

 

*
|log lim ( | ) .   (A1)

Let us consider the sum over y in (A1) 

 

|

| |

( | )

( | ) ( | ) .

  

(A2)

For finite-state channel model we have the chan-
nel conditional probability 

| | |( | ) ( | , ) ( | ),
 

where

 

( ) ( ) ( )
| |( | , ) ( | , )

 

R

R*
0 – R,unquantized, known

R*
0

C*, unquantized, known

Er B

C*( )
R*

0( )

, unquantized, known
*(R, ), quantized, for some q, W and 

 Fig. 12. General view of the functions 
* ( )  and Er

*(R; ) 



ИНФОРМАЦИОННО
УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ № 4, 201884

КОДИРОВАНИЕ И ПЕРЕДАЧА ИНФОРМАЦИИ

and

 

( ) ( ) ( ) ( )
| |( | ) ( ) ( | , ).

 

Hence,

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )
| |

( ) ( ) ( ) ( )
|

( | ) ( ) ( | ,

) ( | , ). (A3)

For channel with deterministic state transitions 
the pair (x(n), s(n–1)) uniquely defines the next chan-
nel state s(n), therefore the sum over s(n) in (A3) con-
tains only one term. Then it can be written 

( )

( ) ( ) ( )
| |

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
| |

( | ) ( ) ( | ,

) ( | , )... ( | , ),

where s(n) f(x(n), s(n–1)), n 1, 2, …, N, and f(·,·) 
is a function defining deterministic transition 

( )
( ) ( ).  Hence, for the expression (A2) we have

 

| |( | ) ( | )

 

( ) ( )

( ) ( )
|

( ) ( ), |

( | , )
max .

( | , )
 

(A4)

Let us introduce for two pairs of states ( , )  
and ( , )  the values 

 Table A1. Values of ( , ; , )  

( , )
( , )

(1,1) (1,2) (2,1) (2,1)

(1,1) | |( | , ) ( | , ) | |( | , ) ( | , ) | |( | , ) ( | , ) | |( | , ) ( | , )

(1,2) | |( | , ) ( | , ) | |( | , ) ( | , ) | |( | , ) ( | , ) | |( | , ) ( | , )

(2,1) | |( | , ) ( | , ) | |( | , ) ( | , ) | |( | , ) ( | , ) | |( | , ) ( | , )

(2,2) | |( | , ) ( | , ) | |( | , ) ( | , ) | |( | , ) ( | , ) | |( | , ) ( | , )

 

| |

( , ; , )

( | , ) ( | , )

( , ) ( , );
,

 (A5)

and build matrix H of size |S|2 |S|2 with the entries 
( , ; , ),  where the pairs ( , )  и ( , )  

represent first and second indices of the matrix 
entry respectively. Then the inequality (A4) can be  
written as 

| |( | ) ( | )

max( ) ,

where 1 (1, ..., 1) is vector of the dimension |S|2. 
Further, we have

|lim ( | ) lim ,

and using the corollary from the Perron — 
Frobenius theorem [2, 15] we get finally from (A1) 
R0

* 2log qx– log r(H), where r(H) is maximum 
eigenvalue of the matrix H. 

For the channel model given in the Examples 3 
and 4 the values of ( , ; , )  defined in (A5) 
are listed in Table A1.

Expression (13) is obtained using the data given 
in Table A1. 
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Граница случайного кодирования для каналов с памятью — декодирующая функция с частичным перекрытием. 
Часть 2. Примеры и обсуждение

Трофимов А. Н.а, канд. техн. наук, доцент, andrei.trofimov@vu.spb.ru
аСанкт-Петербургский государственный университет аэрокосмического приборостроения, Б. Морская ул., 67, 

Санкт-Петербург, 190000, РФ

Введение: субоптимальная экспонента случайного кодирования * ( ; )  для широкого класса моделей канала с конечным 
числом состояний, использующая несогласованную декодирующую функцию , получена и описана в первой части этой работы. 
Мы использовали функцию , представленную в виде произведения апостериорных вероятностей неперекрывающихся входных 
подблоков длины 2B 1 относительно перекрывающихся выходных подблоков длины 2W 1. Показано, что вычисление значе-
ний функции * ( ; )  сводится к вычислению наибольшего собственного значения квадратной неотрицательной матрицы, поря-
док которой зависит от параметров канала и от величин W и B. Цель: проиллюстрировать развитый в первой части исследования 
подход к вычислению экспоненты случайного кодирования в приложении его к различным каналам, модели которых представ-
ляют собой вероятностный конечный автомат. Результаты: рассмотрены каналы, в которых переходы в множестве состояний не 
зависят от входного символа, и каналы с детерминированными переходами, в частности каналы с межсимвольной интерферен-
цией. Получены численные результаты вычисления экспоненты случайного кодирования в полном интервале скоростей кода для 
ряда моделей каналов, для которых подобные результаты не были ранее получены. Практические вычисления выполнены для 
относительно малых значений B и W. Тем не менее даже при малых значениях этих параметров получено хорошее соответствие с 
известными результатами для оптимального декодирования. 

Ключевые слова — граница случайного кодирования, канал с конечным числом состояний, несогласованное декодирование, 
теорема Перрона — Фробениуса, канал с межсимвольной интерференцией.
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The goal of this review is the analysis of evolution of the current and novel wireless networks, from second 

 We use new theoretical frameworks to 
describe advanced technologies, such as multicarrier diversity technique, OFDM and OFDM novel approach, new aspects of 

 We have created a new methodology for multi-carrier diversity description of novel multiple-access networks, for 

networks, as well as multiplicative noises in multiple-access wireless networks caused by multi-ray phenomena. Finally, we 
have suggested how to overcome the propagation effects occurring in the terrestrial communication channels by using a 
combination of MIMO and LTE technologies based on multi-beam antennas. For these purposes, we present a new stochastic 
approach which takes into account the terrain features, such as buildings' overlay profile, buildings' density around the base 
station and each user's antennas, and so forth. These parameters allow us to estimate the effects of fading as a multiplicative 
noise source. The new methodology of estimating the effects created by multiplicative noise and inter-
user and inter-symbol interference in terrestrial wireless networks allows us to predict a-priory practical aspects of the current 
and new multiple-access wireless communication systems, like the potential number of users or the spectral efficiency of 

system configurations for future networks of the 4th and 5th generations.

Additive White Gaussian Noise, AWGN, Code Division Multiple Access, CDMA, Direct Fast Furrier Transform, 
DFFT, Direct Sequence Spread Spectrum, DS-SS, Global System for Mobile Communications, GSM, Frequency Division 
Multiple Access, FDMA, Inverse Fast Fourier Transform, IFFT, Inter-Channel Interference, ICI, Inter-Symbol Interference, ISI, 
Inter-User Interference, IUI, Long-Term Evolution Releases, LTE, Medium Access Control, MAC, Multicarrier Diversity, 
Orthogonal Frequency Division Multiplexing, OFDM, Orthogonal Frequency Division Multiple Access, OFDMA, Orthogonal 
Time Division Multiple Access, OTDMA, Multiple-Input-Multiple-Output, MIMO, Single-Input-Multiple-Output, SIMO, Signal-
to-Noise Ratio, SNR, Time Division Multipole Access, TDMA, User Equipment, UE, Wireless Fidelity Network, WiFi, Wireless 

Citation: Sergeev A. M., Blaunstein N. Sh. Evolution of Multiple-Access Networks — Cellular and Non-cellular — in Historical 
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1. Introduction to Overview of Current 
Wireless Networks

Scanning the existing literature related to the 
description of the wireless multiple access tech-
nologies, we notice that there are a lot of excellent 
works (see for example, references [1–20]), in which 
the multichannel, multiuser and multicarrier ac-
cesses were described in details for cellular and 
non-cellular networks beyond third (3G) and fourth 
(4G) generations. However, all these works mostly 
described the corresponding techniques and tech-
nologies via a prism of additive white Gaussian 

noise (AWGN) and lesser via prism of multiplica-
tive noise depending on fading phenomena, fast and 
slow. So, they ignore the multiplicative noise caused 
by fading phenomena. In references [1–20], the au-
thors dealt mostly with classical AWGN channels or 
channels with the inter-user interference. As was 
shown there, the “response” of such channels is not 
time-varied or frequency-varied, that is, such prop-
agation channels were not time or/and frequency 
dispersive. In [21, 22] were described the main fea-
tures of the multiplicative noise caused by slow and 
fast fading that occur in terrestrial, atmospher-
ic and ionospheric wireless communication links  
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and networks. As was shown in [21, 22], the as-
pects of fading are very important for predicting 
the multiplicative noise in various radio channels, 
terrestrial, atmospheric and ionospheric, for the 
purpose of increasing the efficiency of land-land, 
land-aircraft, and land-satellite communication 
networks. The proposed approaches were then ex-
tended for description of multimedia and optical 
communications based on the stochastic and other 
statistical models [23–27] and on usage of special 
non-standard matrices [28, 29].

As was shown in [21, 22], due to the “time-dis-
persion” and “frequency-dispersion” of each specif-
ic wireless communication channel, the signal data, 
as a stream of sequences of symbols (e.g. bits), can 
be corrupted by fading and, finally, a new phenome-
non called inter-symbol interference (ISI) is observed 
at the receiver. Moreover, in multiple accesses ser-
vicing, if any subscribers use the same or close fre-
quency bands, they can be affected by another sub-
scribers located in their vicinity. In this situation,  
a new “artificial noise” takes place, which causes 
the so-called inter-user interference (IUI) or inter- 
channel interference (ICI). An example of how mul-
tipath fading causes ISI.

To overcome such kinds of effects caused by mul-
tiplicative noise, some canonical techniques were 
introduced in modulation schemes of current net-
works, defined and briefly described in [22], such 
as the spread spectrum modulation techniques (DS-
SS, FH-SS, TH-SS, respectively). Additionally, to 
explain how the IUI can be overcame, the classical 
multiple access technologies, such as CDMA (code 
division multiple access) on the basis of DS-SS mod-
ulation, FDMA (frequency division multiple access) 
on the basis of FH-SS modulation technique, and 
TDMA (time division multiple access), on the basis 
of TH-SS modulation technique is briefly described 
in [22]. There were briefly introduced these tech-
niques based on space, time, and frequency and 
polarization diversities for multi-beam adaptive 
antenna applications. In this section, we introduce 
the orthogonal frequency division multiplexing 
(OFDM) techniques and the corresponding orthogo-
nal frequency division multiple accesses (OFDMA), 
occurring in the frequency domain, as well as the 
orthogonal time division multiple access (OTDMA), 
occurring in the time domain.

Below in our special issue, in Section 1, we briefly 
introduce the existing classical recently performed 
networks via their historical perspective, such as the 
Global System for Mobile Communications (GSM), 
the Wireless Personal Area Network (WPAN), al-
so called Bluetooth (BT), the Wireless Local Area 
Network (WLAN), related to the Wireless Fidelity 
(WiFi) System, the Wireless Metropolitan Area 
Network (WirelessMAN or WiMAX), and the Long-
Term Evolution (LTE) standards. All these systems 

and technologies cover the time period of the last four 
decades in wireless generation’s developments —  
from the past 2nd generation to the new 4th gener-
ation. It is important to notice that all modulation 
techniques, the conventional CDMA/TDMA/FDMA 
and advanced OFDM/OFDMA/OTDMA, related to 
above networks, fully depend on the fading phe-
nomena that occur in such networks and described 
by the corresponding channel parameters [21].

We do not focus in description of the respective 
current and advanced protocols, such as 802.15, 
802.11, 802.16, for LTE-releases, which are usual-
ly used in the above networks, as well as on the ar-
chitecture of these networks, because these aspects 
are beyond the scope of this special issue and are 
fully described in other references [1–9, 11–20].  
At the same time, based on the fading parameters 
introduced above, we will show the advantages and 
disadvantages of the corresponding techniques and 
will propose for practical applications more attrac-
tive and advanced technologies.

Let us briefly introduce the reader to the current 
wireless networks and the corresponding technolo-
gies below fourths generation (4G).

We will start to describe the matter by present-
ing first the Bluetooth–WPAN Networks, was 
originally created by Ericsson Company (Sweden) 
in 1998 before other companies started to launch 
this system and the corresponding technology 
and protocols. The WPAN system was named 
“Bluetooth” according to the name of Danish King 
Harald Bluetooth living at the 10th century. BT 
technology is based on 802.15 protocol and is called 
802.15.1 protocol [30]. This protocol was performed 
for management and control of low-cost, low-power 
radio devices operated within small local areas (up 
to ten meters), which allows stable communication 
at short distances between personal devices such 
as notebooks, cellular phones, personal computers, 
and so on.

Such type of small-range areas were defined in 
[31, 64] as “piconets”. Currently, the protocol for BT 
technology allows sending a data stream through 
each channel with the maximal rate of 1 Mbps, that 
is, it allocates for each channel of WPAN system the 
nominal bandwidth of 1 MHz. The WPAN system 
operates at the carrier frequency of 2.4 GHz using 
frequency-hopping spread spectrum (FH-SS) modu-
lation technique described in details in [30]. Thus, 
the whole bandwidth, consisting of 79 hopping chan-
nels is ranged from 2.402 to 2.480 GHz with mini-
mum hopping range of 6 channels. Piconet is pre-
sented as a cluster of up to 8 radio devices that are 
differentiated as “master” and “slaves”. The rate of 
frequency changing equals 1600 times per second. 
WPAN–BT system is based on TDD (time-division 
duplexing) technique, according to which the chan-
nel is divided into slots with the time-slot of 625 s.
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Let us now briefly state the advantages and dis-
advantages of the WPAN–BT system. The advan-
tages are:

— effective and inexpensive wireless solution 
both for data and for voice at short distances from 
the receiver;

— applicable for stationary and mobile environ-
ments;

— no setup needed for work;
— inexpensive;
— voice/data compatible;
— low power consumption.
The disadvantages are:
— short range of antenna (up to 10–20 m);
— low data rate;
— existence of interference from other networks 

operating at the same frequency bands;
— absence of data security.
The second more popular and effective com-

bined with WLAN network was the WiFi–WLAN 
Network. In 1990, the Institute of Electrical and 
Electronics Engineers (IEEE) established the 
802.11 working group to create a wireless local ar-
ea network (WLAN) providing a set of standards 
for WLANs. The wing “.11” refers to a subset of 
the 802 group which is the wireless LAN working 
group [32, 33]. Then, WLANs were associated with 
WiFi networks. The IEEE 802.11 working group 
and the WiFi Alliance [34] came out as the key 
groups in creating different standard 802.11 proto-
col standards. Thus, we will also associate WLAN 
technologies and the corresponding protocols with 
WiFi networks and the corresponding protocols.

Thus, the WLAN systems, which were perfor- 
med for pico/micro cell servicing (up to 1–2 km)  
are based on the standard protocol 802.11, the 
physical layer of which is signal processing operat-
ing on the basis of the standard Frequency Hopping 
Spread Spectrum (FH-SS) modulation technique 
(see [22]). Modern WLANs are now widely accepted 
and performed in private and local commercial ar-
eas to support subscribers, stationary and mobile, 
with special terminals, called access points (APs). 
Then, for WLAN networks a medium access con-
trol (MAC) technique was performed for providing 
quality of service (QoS) in packet-switched services 
of multiple subscribers located in picocell and mi-
crocell local areas (the corresponding protocol is 
called IEEE 802.11 MAC Standards) [35–37]. The 
main goal of IEEE 802.11 Mac was to support voice-
over-IP (VoIP) services that are to support QoS for 
real-time services, such as telephony, multimedia 
(video and audio) communications.

As for VoIP, it is a popular service where the cor-
responding network converts voice data in digital 
form, and conversely. However, since today’s VoIP 
calls are possible in a WLAN environment, there 
are a number of factors that negatively affect the 

use and acceptance of VoIP. Current WLANs have 
limited ability to support multimedia communica-
tions. Therefore, as will be mentioned briefly below, 
QoS provisions must be incorporated with the cur-
rent WLAN systems to support the requirements of 
real-time services such as VoIP. For further reading 
on advanced techniques to support real-time voice 
service in WLAN systems the reader is referred to 
references [38–45].

We should mention that different modifications 
of IEEE 802.11 technology and its protocol were in-
troduced during the last two decades, such as pro-
tocols 802.11a/b/g and 802.11n/e on the basis of 
OFDM/OFDMA modulation techniques.

Why such a broad set of 802.11 standards were 
created? To answer this question, let us briefly de-
scribe some of the popular standards of 802.11 
technologies, to help the reader understand how 
the standard technologies, networks and the corre-
sponding protocols allow designers of WLAN/WiFi 
systems to increase efficiency of grade of service 
(GOS) and quality of service (QOS) of WLANs, how 
to eliminate the ISI and the ICI in each channel (e.g. 
for each carrier) of the desired system. A WLAN and 
the corresponding 802.11b technology and protocol 
were adopted in 1999 by moving from fixed wire net-
works (such as Bluetooth) to wireless networks.

The protocol 802.11b is based on Direct Sequence 
Spread Spectrum (DS-SS), described in [21]. This 
technology was focused on the physical layer and 
data link layer, simultaneously [38]. Ranging up 
to distances of 100 m, and supporting send data 
streams with the maximal rate of 11 Mbps with fall-
back rates of 1, 2, 5.5 Mbps, all depend on effects 
of noise, clutter conditions, distance between APs, 
and so forth. The 802.11b technology and its proto-
cols allow the connection of hundreds of computers 
and users using DS-SS modulation technique with  
a 2.4 GHz carrier frequency.

The logical structure of 802.11 technologies al-
lows usage at the physical layer, not only with DS-
SS modulation, but also using FH-SS modulation, 
combining with logical link control (LLC) layer and 
MAC layer. The first one provides addressing and 
data link control, independently from any topology 
and medium, and connecting to MAC access, which 
provides access to wireless medium.

Using 14 non-overlapping channels, each of  
22 MHz wideband, placed 5 MHz apart each oth-
er (e.g., channel 1 is placed at central frequency,  
2.412 GHz, channel 2 is at 2.417 GHz, and so on, 
up to channel 14 placed at 2.477 GHz). Such logical 
structure of 802.11 protocols give a lot of benefits 
such as:

— wide coverage range in an indoor/outdoor pi-
cocell/microcell environment;

— free and stable work both with stationary and 
mobile subscribers;
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— possibility to work with other picocell net-
works, such as WPAN, using the same 2.4 GHz fre-
quency band;

— scalability and security for each subscriber 
located in area of service.

Recently, the enhancement of the existing proto-
cols, called IEEE 802.11e standard, was performed 
for VoIP [41–47]. The VoIP technology has ad-
vanced rapidly during recent years. This enhanced 
technology is better than the previous ones, since 
it allows transmitting low-power signal data with 
lower time delay and supports better duplex trans-
mission, like VoIP, by sending each voice signal sep-
arately via network channels [35, 37, 45, 48]. Using 
beam-forming antennas, as additional attributes 
of this technology, the 802.11n network allows to 
eliminate multipath fading effects and, therefore, 
eliminate ISI and ICI usually occur in wireless com-
munication in environments with fading (see de-
tails in [49–110]).

To be objective, we should also mention on 
WiMAX Networks and 802.16 protocol, despite the 
fact that they till nowadays did not find their “ap-
plicable layer” among other technologies below 4G. 
They relate to broadband wireless systems operat-
ing on the basis of adaptive multibeam or phased 
array antennas, which were performed from 2002 
for macro-cell servicing (up to tens of kilometer), 
their physical layer is operated on the basis of the 
standard protocol 802.16 [111–118]. This wireless 
network is called WiMAX. A WiMAX antenna can 
cover metropolitan areas of several tens of kilome-
ters for fixed stations and up to ten kilometers for 
mobile stations. Therefore, initially (on April 2002) 
the IEEE Standard 802.16-2001 was defined as wi- 
reless metropolitan area network (WirelessMAN) 
[112].

Wireless-MAN offers alternative networks 
based on wire communications (via cables or fiber 
optics) with their modems and digital subscrib-
er line (DSL) links. Despite this fact, wireless 
WiMAX networks have a huge capacity to address 
broad geographic areas without additional infra-
structure required in cable links installation in 
each individual site or for each individual subscrib-
er, In such a scenario, WiMAX technology brings 
the network to subscribers located inside which are 
connected with conventional indoor networks such 
as Ethernet (IEEE Standard 802.3) or wireless lo-
cal area networks (LANs) [Standards 802.11a-e de-
scribed above]. With MAC technology expanding 
in this direction, it is important to emphasize that 
802.16 MAC standard technology could accommo-
date all connections with full QOS and increase  
of GOS.

The signal processing technique implemented in 
a WiMAX system is based on OFDM/OFDMA mod-
ulation techniques that will be described in Sec- 

tion 2 and operates at frequencies from 2 to 10 GHz.  
A WiMAX antenna can transfer information data 
with a maximum rate of up to 70 Mbps. The main 
goal of such technology is to handle any effects of 
NLOS in urban and sub-urban environments that 
usually occur in the built-up scene (see [21, 22]). The 
main features of WiMAX networks are [111–116]:

a) it uses advanced OFDMA technique;
b) its bandwidth varies from 1.25 to 28 MHz;
c) it additionally uses TDD and FDD (frequency 

division duplex) techniques (see definitions in [22]);
d) it uses MIMO antenna systems based on a 

beam forming technology of each element of BS 
(base station), AP and MU antenna performance;

e) it uses advanced signal modulation tech-
niques;

f) it uses advanced coding techniques such as 
space-time coding and turbo coding.

Recently, to obey several vivid drawbacks, the 
WiMAX technology was deployed to operate si-
multaneously with macro-cell BS antennas and 
Femto-Access Point antennas and this was the main 
goal performing the 4th generation of wireless net-
works (on such a configuration we will talk below 
in Section 4). Moreover, a tendency of integration 
of narrow-range WiFi networks with a wide-range 
WiMAX networks, operating at different rates and 
having different mobility, are sensitive to blocking 
of users’ calls, dynamic spectrum assignment for 
each user, stationary or mobile, and to energy-effi-
cient handover schemes with the geographic mobil-
ity awareness. The problems of integration of dif-
ferent systems having limited possibilities either in 
mobility or in speed, such as WiFi and WiMAX sys-
tems were discussed in references [119–124], where 
the main goal of the researchers was to decrease a 
blocking probability and increase the efficiency of 
handover schemes and frequency spectrum sharing 
among user’s channels. Following References [119–
124], we briefly introduce the reader to some of the 
problems and tools used algorithms overcome them.

A WiFi/WiMAX integrated network was pro-
posed to achieve high-quality communication by 
using WiFi and WiMAX as complementary access 
resources. The integrated network, according to 
researchers’ main aim, will enable support a load 
balancing between WiFi and WiMAX by using 
each system selectively in response to the demands 
of subscribers, stationary and/or mobile, and the 
usage status of each system. According to such an 
idea, in the integrated WiFi/WiMAX network each 
wireless system will use the spectrum band pre-
scribed by law, so that even if the WiMAX system 
has unused spectrum temporarily, it cannot be used 
by WiFi wireless systems.

The first problem, investigated in reference 
[122], was to find an effective spectrum sharing 
method for WiFi/WiMAX integrated mesh net-
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work. Resolving the problem of spectrum sharing 
in WiFi networks, allows connecting the WiFi mesh 
network to a WiMAX base station, obtaining an in-
crease of throughput. The problem is that in a WiFi 
mesh network, several WiFi APs are interconnect-
ed by wireless links and the communication with 
the backbone network transits through the gateway 
AP connected by wire cables. It was expected to re-
duce the cost of infrastructure and to adapt it not 
only to urban, but also to rural areas. In addition, 
in a multi-channel, multi-interface mesh network, 
where each AP can use two or more channels si-
multaneously, it was found possible to increase the 
network capacity by dynamic channel assignment 
for each wireless link. However, when many mobile 
users communicate with the backbone network, the 
network throughput decreases due to congestion 
around gateway APs [122].

To overcome this problem, a WiFi/WiMAX inte-
grated mesh network was proposed in [122], where 
WiMAX is used as backhaul for the WiFi mesh net-
work. In such a combined network, there are two 
kinds of gateway APs:

a) one is a traditional gateway AP directly con-
nected to the backbone by a wired cable; and

b) the other is an AP which is wirelessly connect-
ed with the WiMAX BS and works as a gateway.

Also, dynamic spectrum assignment based 
on call blocking probability prediction in WiFi/
WiMAX integrated network was investigated in 
[123]. The main idea of this research was to allow 
WiFi systems to use a spectral band of WiMAX 
systems, temporally, in an integrated network of 
operation stages. Thus, because the WiFi system 
uses the spectrum in units of 20 MHz, the WiMAX 
system divides its spectrum into channels of  
20 MHz and assigns one of them to the WiFi APs, 
which leads to more effective use of spectrum in the 
integrated network. To achieve this, a channel in 
the WiMAX system should be assigned to as many 
WiFi systems as possible, as long as they are not 
adjacent. Specifically, a WiMAX system provides 
74.8 Mbps per channel and a WiFi system provides 
54 Mbps per channel at maximum. Therefore, if two 
or more WiFi APs use one channel of the WiMAX 
system, the spectrum utilization efficiency can be 
enhanced for the whole integrated network. The 
proposed method is based on the predicted numbers 
of blocked calls, an analytical analysis of which is 
fully presented in reference [123]. The proposed 
method in reference [123] introduces an effective 
dynamic spectrum assignment, where the same 
spectrum can be repeatedly used by assigning a 
channel of the WiMAX system to two or more WiFi 
systems without causing interference between adja-
cent WiFi APs.

Special discussion should be done on so-called 
LTE technology and the corresponding networks. 

The LTE technology, networks and the correspond-
ing protocols were developed recently to increase 
the capacity and speed of wireless data passing 
wireless communication links and networks, using 
modern hardware (compared to WiMAX networks) 
and advanced digital signal processing techniques 
[125–137]. LTE was defined in 2009 by the 3rd 
Generation Partnership Project (3GPP) as a highly 
flexible broadband radio system with high user da-
ta rate (up to 30 Mbps), with a data stream and radio 
sensors/networks delay not exceeding 5 ms, with 
simple network architecture, efficient spectra allo-
cations, and so on. As was mentioned in [131]: “LTE 
is designed to meet carrier needs for high-speed data 
and media transport as well as high-capacity voice 
support well into the next decade”.

Moreover, the main goal of the first nine releas-
es of LTE was to support both FDD and TDD com-
bined with a wideband system in order to achieve 
a large number of various spectra allocations [130, 
131]. All these nine standard releases (Table 1) were 
implemented recently to overcome the well-known 
WiMAX technologies, such as enhanced IEEE 
802.16e, performed in 2005. Thus, for example, 
the LTE-E-UTRAN technology has much better pa-
rameters regarding data speed and data protection 
within communication channels with respect to 
WiMAX with enhanced IEEE.802.16e protocol.

Recently, LTE was introduced to support the 
systems that can be considered as a continuous 
evolution from earlier 3GPP networks, such as  
TD-SCDMA (time-division synchronous code-divi-
sion multiple access) and wide-band code-division 
multiple access (WCDMA) combined with high-speed 
packet access (HSPA). The current Releases 8 and 9  
of LTE technology, denoted sometimes as 3GPP-
LTE (or E-UTRAN), include many of features of 
4G systems. Therefore, they were considered as the 
best candidates for 4G generation of networks and 
as a major step toward the advanced international 
mobile telephony (ITM-Advanced) [127–145].

Namely, LTE Release 8 was performed for single 
user (SU) network to service of each user equipment 
(UE). Its arrangement is presented schematically in 
Fig. 1.

 Table 1. Evolution of LTE releases (Rel) during recent 
years (extracted from Internet)

Rel 99 Rel 5          Rel 6         Rel 7         Rel 8        Rel 9        Rel 10

3G

LTE-
R10

LTE-
R9

LTE-
R8

UMTS HSDPA HSUPA HSPA-
R7

HSPA-
R8

HSPA-
R9

HSPA-
R10

4G
LTE

Advanced
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It has the following characteristics [144]:
— it combines TDD and FDD modes and OFDM 

technique in downlink (DL) and SC (single carrier) – 
FDMA technique in uplink (UL), using adaptive mod-
ulation and coding such as QPSK/16QAM/64QAM 
in both DL and UL channels;

— data rate for 20 MHz-bandwidth: 100 Mbps in 
downlink and 50 Mbps in UL channel;

— spectral efficiency for 20 MHz-bandwidth:  
5 (bits/sec/Hz) in DL and 2.5 (bits/sec/Hz) in UL;

— latency (e. g. delay of data for each desired us-
er) is less than 5 ms for small IP packets.

The LTE Release 9 standard was performed as an 
enhanced version of LTE Release 8 standard [132, 
133], where for demodulation purposes a virtual 
antenna with pre-coded UE specific reference sig-
nals was added. Here also both paired and unpaired 
bands of the radio spectra was proposed depending 
on the types of environment, rural, sub-urban, ur-
ban, on the built-up terrain features, and on the 
configuration of the bandwidth allocated for users’ 
servicing. The paired frequency bands correspond 
to configurations where UL and DL transmissions 
are assigned separate frequency bands, whereas 
the unpaired frequency bands corresponds to con-
figurations where UL and DL must share the same 
frequency band. As illustrated from Fig. 1 (ex-
tracted from [131]), LTE technology allows for an 
overall system bandwidth ranging from as small as  
1.4 MHz up to 20 MHz, where the latter is required 
to provide the highest data rate within LTE system 
communication channels.

All user terminals support the widest bandwidth. 
Unlike previous cellular systems of 3rd generation 
mentioned above, the LTE system provides the pos-
sibility for different UL and DL bandwidths, ena-
bling asymmetric spectrum utilization. Usage of 
effective and flexible spectra sharing not only in 
different frequency bands, but also different band-
widths, combining with efficient migration of oth-
er radio-access technologies to LTE technology, are 
the main keys of the LTE radio access that provide a 
good foundation for further 4th generation evolution. 

Below, in Section 5, we will present combination of 
LTE advanced technology with MIMO system that is 
planned to be useful for 4th and 5th generations.

Now, in Section 2, we will introduce some ad-
vanced diversity techniques adapted for the mul-
ti-carrier accessing networks. Then, in Section 3, 
we will describe the advanced MIMO spatial-time di-
versity and spatial multiplexing techniques, focus-
ing the special attention on how fading phenomena 
affect the capacity and spectral efficiency of MIMO 
channels. Fading propagation effects are described 
in terms of the unified stochastic approach intro-
duced in [21, 22] for land communication networks. 
In Section 4 we introduce the femtocell-microcell 
and femtocell-macrocell (indoor/outdoor) config-
urations for different types of femtocell advanced 
deployment strategies, and, finally, in Section 5, we 
show advances of the combined femtocell-microcell 
layout with MIMO/LTE modern concept for future 
4th and 5th generation performance.

2. Novel Multicarrier Diversity Techniques

Diversity is a powerful communication receiver 
technique, which can be used to handle fading phe-
nomena occurring in different wireless communica-
tion links, terrestrial, atmospheric and ionospheric 
(described in [21, 22]). Using diversity techniques, 
one can improve the multiple access system perfor-
mance operating in indoor/outdoor multipath envi-
ronments. These techniques are based on the very 
simple principle of sending M copies of the desired 
signal data sequence (related to the desired user) 
via M different channels, instead of usage only one 
channel to transmit and receive this desired infor-
mation data. 

There are different kinds of diversity techniques 
which are currently used in canonical (e.g. current) 
and modern networks. We briefly described these 
techniques in Section 5 regarding the adaptive mul-
ti-beam antenna applications. Here, we introduce 
some advanced techniques based on the proposed 
concept.

The analysis of fading, time-varying and fre-
quency-varying, leads to the use of time varying 
(adaptive) equalizers for stable communication 
achievement [3–5]. However, the design and use of 
time varying and adaptive equalizers are difficult 
in practice, especially for broadband channels oper-
ating on the basis of adaptive/smart antennas. Only 
one solution currently exists, which is to use mul-
ticarrier (e.g., multichannel) techniques, based on 
frequency and time diversity algorithms, or on the 
space diversity principle currently adapted for the 
MIMO systems. This means that instead of one car-
rier, M carriers will be used to eliminate all kinds 
of noises, naturally or artificially generated.
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 Fig. 1. Scheme of SIMO-LTE, supports 2 or 4 antennas 
at the BS with spatial multiplexing, using the LTE 
Release 8 technology (rearranged from [131, 144])
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2.1. Advantages  
of Multicarrier Diversity Techniques

Before starting to analyze the methods of fre-
quency, time and space diversity, let us, first of all, 
determine quantitatively and show analytically the 
advantages that can be achieved using multicarrier 
diversity methods. For this purpose, let us consid-
er M independent Rayleigh fading channels, i.e., 
operated in worst-case scenarios with the absence 
of LOS components, that is, for a fading parame-
ter K 0 (see definitions in [3–10, 21, 22]). We call 
each channel a diversity branch. The corresponding 
scheme of how to combine and separate all carriers 
at the transmitter and then select the desired carri-
er at the receiver, is shown in Fig. 2.

We also assume that each branch has the same 
average signal-to-multiplicative noise ratio (SNR) 
defined as Г (Eb/N0) 2 , where Eb is the energy of 
the bit of information data passing the channel with 
strong fast fading, 2  is the normalized deviation 
of signal data energy due to fading, and N0 is the 
energy of the AWGN. Each branch has an instanta-
neous SNR i. Then the PDF (plural distribution 
functions) of such a multiplicative noise, caused by 
fast and/or slow fading, can be written for i 0 as

 

( ) exp ,  (1)

where now Г is the average SNR for each branch. 
The probability that a single branch has a SNR less 
than some threshold of multiplicative noise, , is the 
cumulative distribution function (CDF) defined for 
Rayleigh channel with fading as

 

( ) [ ] ( )

exp exp .  (2)

Now, the probability that all M independent di-
versity branches receive signals which are simulta-
neously less than some specific SNR threshold can 
be presented as

 

[ ,..., ] exp ( ).
 

(3)

This probability describe situation when all 
branches cannot achieve this threshold. If any 
branch with number i achieves this threshold, i.e., 
SNR > , then

 

[ ] ( ) exp .  (4)

Formula (4) describes the situation of exceeding 
of the threshold when selection diversity is used. 
For low Г, that is, for strong fading effects, (4) re-
duces to

 

.
 

(5)

For selection diversity the PDF is found as the 
derivative of CDF of all braches to achieve thresh-
old, that is,

( )
( ) exp exp .  (6)

Then, the mean SNR, ,  can be defined as

 

( ) ,  (7)

where x /Г. Formula (7) is evaluated to obtain the 
average SNR improves offered by the selection di-
versity

 .  (8)

 Fig. 2. Multicarrier diversity principle for desired user selection
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As was shown by numerous computations, for the 
independent Rayleigh fading branches, as channels 
with the average multiplicative noise, the probability 
that the SNR drops below some specific threshold for 
one branch is of 2–3 times greater in magnitude than 
if several independent (separated) branches are used 
in the multicarrier diversity technique.

2.2. Frequency Multicarrier Advanced  
Diversity Technique

This technique allows for modulating the in-
formation data signal (e.g., the baseband signal) 
through different M carriers. Frequency diversi-
ty transmits information on more than one carrier 
frequency. Here frequencies are separated by less 
(or equal) to the coherent bandwidth of the channel 
and, therefore will not experience the frequency se-
lective or time-selective fades (see definitions above). 
Here, we need to choose the symbol duration Ts in 
such a manner that the coherence bandwidth of each 
sub-channel, denoted as bw bc Bc /N, where N is 
the number of carriers, will be much smaller than 
the bandwidth of the channel Bw. In this case, slow 
and flat fading will take place and effects of frequen-
cy-selective fast fading will be minimized. The above 
assumption leads to the following constraint:

 .  (9)

By using N carriers, we finally have

 .
/

 (10)

All definitions of the parameters presented 
above in Section 1.

Figure 3 depicts an example of how we can split 
the channel bandwidth Bw in N sub-channels with  

a bandwidth bc that is enough narrow to exclude ef-
fects of deep fading and narrowband ICI. Then, each 
independent symbol signal will have, in frequency 
domain, a rectangular shape of power spectral den-
sity (PSD), which in the time domain has a sharp 

-function presentation. Conversely, the rectangular 
shaping function g(t) in the time domain (i.e., a pulse 
with data), has in the frequency domain a shape of 
the sink-function that in the literature is called the 
Nyquist-shaped filter or the ideal filter [1–7].

2.3. OFDM and OFDMA Novel Technologies
As it follows from the description of FDD and 

FDMA techniques, described in [22], the spectral 
efficiency of the above techniques are too weak be-
cause of the existence of guard intervals (i.e., the 
loss of useful bandwidth spectra) [46]. To eliminate 
this problem, it is more effective to use the inde-
pendent (e.g., orthogonal) subcarriers, as shown  
in Fig. 4.

In such a technique, one can split the total fre-
quency-band spectra of the system on separate 
overlapping subcarriers (sub-bands or sub-chan-
nels) with independent properties. This tech-
nique is called the Orthogonal Frequency Division 
Multiplexing for resolving the problem of spectral 
overlapping, because each individual subcarrier, 
being orthogonal with respect to other subcarriers, 
can be easily recovered despite the overlapping in 
the total spectra. Thus, there is no need of guard 
intervals as in FDD or FDMA techniques [22, 64].

Orthogonal Frequency Division Multiplexing. 
Let us now consider the OFDM procedure as a pure 
mathematical problem. We assume that the trans-
mitted signal passing the fading channel consist-
ing of N subcarrier (corresponding to N paths) can 
be generally presented through the fading factor in-
troduced above. If so, a total data signal (e.g., base-
band signal) can be presented as a function of the 
amplitude of the signal received in nth sub-channel, 
denoted by n, and its own phase, n n t, as

( ) cos , ,  (11)

 Fig. 3. The principle of splitting of the whole channel 
bandwidth on N sub-channels where effects of signal 
deviations are minimal
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where

  (12)

and L is the length of the channels.
The subcarriers of OFDM are orthogonal on the 

interval [0, Ts], from which it follows that

 

( ) cos cos ;

( ) sin sin .  (13)

The corresponding splitting allows us to obtain a 
signal for the each carrier in the following manner:

 
( ) ( ) ( )( ) cos ,

) ,  (14)

where

 
( ) ( ) ( )exp ,  (15)

( ) ,  and A is a set of constellation’s points con-
taining L points

 ( ) ( ) ( )( ) , ,..., ,  (16)

or for orthogonal (independent) sub-channels 
( ) ,  n 0, 1, …, N – 1.

From the beginning, the OFDM-technique im-
plementation was based on the discrete Fourier 
transform (DFT), mathematically described by (11) 
or (14) [64]. Simply speaking, the DFT converts the 
time domain representation of the desired signal 
with data to the frequency domain representation. 
Conversely, the inverse DFT (IDFT) converts the sig-
nal spectrum, that is, the frequency domain signal 
data representation to the time domain representa-
tion. Later, instead of the DFT/IDFT technique, the 
direct and inverse fast Fourier transform (denoted 
DFFT and IFFT, respectively) were used to signifi-
cantly decrease the implementation complexity and 
time of the proposed technique. Mathematically 
both methods are similar, but FFT is much more 
efficient for the implementation. Below we will 
briefly present the mathematical aspects of the FFT 
technique for the OFDM implementation.

First of all, we should state that the corresponding 
block-diagrams of the IFFT for the transmitter and of 
the DFFT for the receiver are circuit-wise and have 
similar blocks (only the block of discrete-to-analogue 
(D/A) should be changed to A/D, correspondingly). 

Therefore, we present in Fig. 5 the block-diagram of 
the receiver, where the samples of the multicarrier sig-
nal can be obtained by the DFFT of the data symbols.

According to the key goal of the OFDM modula-
tion technique, the corresponding discrete-form pres-
entation of the IFFT algorithm at the transmitter is 
the following: a sequence of the discrete signals with 
the noises, {bk}, for each independent subcarrier (or 
sub-channel), is presented in the following manner:

*

*

exp

exp

exp

exp

,

exp

 

(17)

where for the second sum we placed at the bottom 
and top limits m 2N – n, and therefore, the upper 
limit will equal m 2N – (N – 1) 1. In (17), the am-
plitude of each subcarrier can be presented in the 
baseband form:

 exp .  (18)

Finally, using direct FFT (DFFT), we finally get

exp

exp

cos .

 

(19)

 Fig. 5. Block-scheme of the fast Fourier transform 
technique, inverse (IFFT) at the transmitter and direct 
(DFFT) at the receiver; D/A is the digital/analogue 
transformer
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In (19) the following parameters were intro-
duced:

;  ;  .

Now we put a question: what does it mean that 
in (17) was extended the OFDM symbol sequence 
by introducing the second term? If a-priory, due to 
the multiplicative noise occurring in the multipath 
channel with fading (defined by the maximum de-
lay spread), the previous part of each OFDM symbol 
will be corrupted by the delay sample of the neigh-
boring OFDM symbol, the orthogonality between 
symbols will be lost leading to the so-called ISI or 
ICI [64].

Since OFDM technique excludes usage of the 
guard intervals compared to the FDMA system (see 
[22]), it is possible to extend the OFDM symbol se-
quence with additional replica consisting of N sym-
bols of “zeros” corresponding to the so-called “vir-
tual guard” with a period of Tg.

If so, we can convert the symbol sequence in the 
time domain at the transmitter using IFFT in such 
a manner that its time period Ts will be extended 
on Tg, that is, T Ts + Tg (Fig. 6). This procedure is 
called the prefix cycling [64].

Using this IFFT technique, described mathe-
matically by (17), we obtain that the first term in 
(17) will present a desired signal of symbol data, 
from which at the receiver the transmitted symbol 
sequence {bk{ can be easily recorded. The second 
term in (17) corresponds to the part of the symbols 
that can be corrupted by fading during passing via 
the communication sub-channel. In other words, 
the second sequence of samples will be transmitted 
in the guard period (see Fig. 6) as a cycle process. 
Therefore, this sequence in the literature is called 

cycle prefix [64]. This extracted sequence finally 
will be eliminated at the receiver, if the elements 
of the second sum in (17) will be substituted as a 
“zeros” with the time-scale of the “virtual” guard 
interval Tg.

After such a procedure, we can obtain expression 
(19) as a real symbol replica recorded at the receiver 
after implementation of the DFFT procedure. Using 
the above notations, we finally present for each in-
dependent sub-channel the signal shaped function 
at the receiver in the following form, using just  
a DFFT on a sampled symbol signals s(t):

 

cos

cos .

 

(20)

Indeed, at the receiver, the N independent copies 
are combined in such a manner to give an optimal 
replica of the signals with date sequences of samples 
that are not corrupted by fading. Unfortunately, 
what is easily to perform using mathematical al-
gorithms cannot be ideally obtained in practice of 
wireless communication, where the sub-channel 
time-scale (or length) is not constant, and therefore 
the preface cycle parameters are also not constant.

Another problem that should be avoided by us-
ing the OFDM technique is the frequency shift of 
the received signal spectrum called the frequency 
offset [64]. Due to this effect the IFFT procedure at 
the transmitter and DFFT procedure at the receiver 
are not “symmetrical”, i.e., they do not correspond 
strictly to each other. The effect of the frequency 
offset is clearly seen in Fig. 7.

According to frequency shifting, the adjacent 
subcarriers can be affected by ICI caused by the en-
ergy leakage of the neighbor symbol signals to each 
other. As was shown in [46], the overall energy of 

 Fig. 6. The procedure of obeying the part of the data 
of OFDM signal corrupted by fading (defined by the 
sampling delay time) by extension of the symbol time T 
with the “virtual” guard period (cyclic prefix)
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 Fig. 7. Effects of frequency offset on OFDM FFT 
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ICI grows with the frequency offset. To avoid this 
effect, a frequency domain equalization by using 
N separate equalizers for each subcarrier is needed 
that significantly increase the complexity of the re-
ceiver implementation. For further reading on this 
approach, we refer the reader to the references [13, 
18–20, 64].

To complete our explanation of the OFDM tech-
nique we should mention that before starting for 
the specific channel splitting into N sub-channels, 
the coherent bandwidth bcn of the sub-channel (we 
assume that they have the same bandwidth fn f0, 
n [1, N – 1]) should be estimated a-priory. Thus, 
as was shown experimentally and was described 
in [102] during a special campaign carried out in 
the city of Tokyo for two scenarios of heavy (the 
first scenario) and lower layout (the second sce-
nario) of buildings, in the first scenario was ob-
tained bcn 70 90 kHz, with an average value  
of bcn 80 kHz, whereas for the second scenario 
bcn 390 420 kHz. If now, after the OFDM divi-
sion procedure on N sub-channels, the bandwidth f0 
of each sub-carrier was decided to be f0 100 kHz, 
as it follows from the second scenario, f0 is small-
er than the corresponding bandwidth bcn, and the 
OFDM procedure fully obeys fading phenomena in 
each sub-channel for the second scenario. However, 
such a division procedure is not effective in obeying 
any fading phenomena for the first scenario, where 
f0 bcn. Finally, a strong frequency selective fad-
ing occurring in the dense urban scene can affect 
each sub-channels by corrupting the signal data 
for each subscriber located in the area of service. 
This example emphasizes the fact that before us-
ing the OFDM procedure, each designer of wireless 
network should estimate the fading parameters for 
each urban scenario, such as the time delay spread 
and coherence bandwidth (for stationary channels) 
and the Doppler shift bandwidth and time of coher-
ency (for dynamic channel).

Orthogonal Frequency Division Multiple Access. 
From equation (20) it is clearly seen that the OFDM 
is a one-dimensional (1-D) technique because the 
branches are splitting in the frequency domain on-
ly. A new multiple access technique was introduced 
during the 1st decade (see references [13, 18–20, 64]), 
which is two-dimensional (2-D) splitting the signal 
in bins both in time and frequency domain. This 
multicarrier access procedure is called Orthogonal 
Frequency Division Multiple Access. Here, we will 
briefly explain its algorithm and difference with re-
spect to standard OFDM modulation technique. For 
this purpose, we arrange the corresponding scheme 
of each carrier signal data presentation in the joint 
2D time-frequency domain, as shown in Fig. 8. One 
can that in an OFDMA system for each carrier we 
get the narrow bandwidth f0 Bw/N with the in-
ter-carrier separation that equals 1/Ts f0.

We should also mention that during this procedure 
of splitting the total bandwidth Bw into N sub-chan-
nels, the each carrier bandwidth f0 must be shorter 
than the bandwidth of coherency of each sub-chan-
nel, that is, f0 bcn, as was proved experimentally in 
[102]. Taking into account the above constrain, we 
can, by using OFDMA technique, fully exclude the 
ICI, that is, the overlapping between each separate 
bin and, finally, we do not spend bits for guarding ef-
fects, as was used in narrowband technologies, such 
as the FDMA and TDMA, definitions of which were 
introduced in [22]. Therefore, the OFDMA technique 
can be considered as a hybrid FDMA/TDMA scheme 
described above, because it allows users to flexibly 
share both the frequency sub-band (e.g., the carrier) 
and the time slot. Mentioned above allows us to state 
the following features of OFDMA:

— OFDMA is based on OFDM, the multiple nar-
row-band subcarriers modulated in parallel;

— OFDMA combines OFDM modulation and 
a multiple access scheme, let say TDMA, as it is 
shown in Fig. 9, a;

— OFDMA combines time division and frequen-
cy division multiple access techniques, that is, 
OFDMA TDMA+FDMA (Fig. 9, b).

Moreover, the above analysis allows us to notice 
that using a large number of parallel narrowband 
sub-carriers instead of a single wideband carrier to 
transport information, we can:

— very easy and efficiently deal with time-dis-
persive multipath fading;

— protect against narrow-band interference due 
to the orthogonality of the sub-carrier channels;

— offer the flexibility to adapt the transmission 
rate per narrowband sub-channel (e.g. sub-carri-
er) to the most suitable transmission electronic 
schemes at the transmitter;

— reduce some of the electronic elements at the 
receiver, because using such a technique, we do not 
need to implement the N oscillators, filters, and so 
forth, for each carrier.

Data symbol

Carrier

Time

OFDM symbol
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Bw

Time — frequency grid

T = 1/f0

f0

 Fig. 8. 2D time-frequency signal presentation accor- 
ding to OFDMA technique
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At the same time we notice that the OFDM/
OFDMA techniques have some disadvantages of 
this technique, such as:

— this technique is sensitive to frequency and 
phase offsets;

— it has a peak-to-average problem that reduc-
es the power efficiency of the RF amplifier at the 
transmitter (for any multicarrier technique).

Despite the fact that the OFDM/OFDMA 
techniques have the above disadvantages, they 
were taken strong candidates for most of the 3G  
and 4G wireless networks and were adapted in 
various modern standard technologies, such as 
WPAN or Bluetooth, WLAN, which is equiva-
lent to WiFi, WiMAX, LTE, and so on. Currently, 
the OFDMA technology is intensively used in  
IEEE 802.16/WiMAX standard networks and in 
their combination with MIMO systems (see brief de-
scriptions of the corresponding networks below in 
Section 4).

2.4. Time Advanced Multicarrier  
Diversity Techniques

As was defined in [21, 22], in situations when 
the signal bandwidth is larger than the coherence 
bandwidth of the channel, that is, Bw Bc, the 
channel is frequency selective and fast. If the same 
channel is subdivided into a number of orthogo-
nal frequency-division multiplexing sub-channels 
having a mutual separation in center frequencies 
of at least f Bc, the effects of fading on the sig-
nal data transmitted via each sub-channel can be  
eliminated.

However, in the case of wideband modulation, 
such as in the CDMA technique, the multiple se-
quences of the data signal from each subscriber ar-
riving at the receiver can destroy the independence 
between the codes (i.e., their orthogonal proper-
ties) if their delays will exceed a single chip dura-
tion. This usually occurs, if the chip rate exceeds 
the coherent bandwidth of the sub-channel, that is, 

 Fig. 9. OFDMA as a combination of OFDM modulation and TDMA technology (a) and OFDMA as a combination OFDM 
modulation simultaneously with FDMA and TDMA technologies (b)
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Rc bcw. In such scenarios an alternative method  
is usually used on the basis of a so-called Rake de-
tector [5–7]. Here a time diversity technique is 
used, assuming Ts Tc 1/bcw, that is, the infor-
mation signals duration exceeds the coherence time 
of the sub-channel. In this case multiple repetitions 
of the signal will be received with independent fad-
ing conditions. In other words, we can obtain time 
diversity by transmitting the same signal multi-
ple times, separated signals apart in time in such  
a manner that the channel multipath fading will be 
decorrelated between replicas.

As was shown in references [5–7], the one mod-
ern implementation of time diversity involves the 
use of a RAKE receiver, working as n-delay line 
through which the received signal is passed. Its ac-
tion is somewhat analogous to an ordinary garden 
rake, and consequently, the name “RAKE receiver” 
has been used for this device by Price and Green in 
1958 [5–7].

As we mentioned in Section 1 (see also [22]), in 
DS-SS system (or CDMA), the chip rate is much 
greater than the fading bandwidth of the chan-
nel. CDMA spreading PN-codes are designed to 
provide very low correlation between successive 
chips. Thus, propagation delay spread in the wire-
less channel merely provides multiple versions of 
the transmitted signal at the receiver. If these mul-
tipath components are delayed in time by more than 
the chip duration, they appear like uncorrelated 
noise at the CDMA receiver, and an equalizer is not 
required. However, since there is useful informa-
tion in the multipath components, CDMA receiv-
ers can combine the time-delayed versions of the 
original signal transmission in order to improve 
the SNR at the receiver. The RAKE receiver is usu-
ally used for such purposes. This receiver, using 
the tapped delay line structure with discrete time 
intervals equal to the chip period Tc, multiplies sev-
eral copies of the received signal by versions of a 
spreading code, shifted by multiples of Tc. Finally, 
a Rake detector collects the time-shifted versions 
of the original signal by provide a separate corre-
lation receiver for each of the multipath signals. 
The RAKE receiver, shown in Fig. 10, is essentially 
a diversity receiver designed specially for CDMA, 

where the diversity is provided by the fact that the 
multipath components are practically uncorrelated 
from one another, when their relative propagation 
delays exceed a chip period Tc.

As it is seen from Fig. 10, a RAKE receiver uti-
lizes multiple correlators to separately detect the 
M multipath components with deep fading (i.e., 
strongest multipath components). Such a procedure 
allows the components of the desired signal with da-
ta (e.g., with a original bits’ sequence) to be recov-
ered and recombined with the corresponding time 
shifts due to the channel removing.

Let us briefly analyze the RAKE receiver work-
ing process in more details following block-scheme 
presented in Fig. 10. The outputs of each correla-
tor are weighted to provide a better estimate of the 
transmitted signal. Demodulation and bit decisions 
are then based on the weighted outputs of the M cor-
relators. Assume M correlators are used in a CDMA 
receiver to capture the M strongest multipath com-
ponents. A weighting network is used to provide a 
linear combination of the correlator output for bit 
detection.

The first correlator is synchronized to the 
strongest multipath component of the signal r(t) 
with data and multiplicative noise due to fading. 
The multipath component m2 arrives 1 later than 
component m1. The second correlator is synchro-
nized to the component m2. It is correlated strongly 
with m2, but has low correlation with m1. Note, if 
one correlator is used, as it usually done for sin-
gle-carrier systems, such as FDMA and TDMA, the 
strong fading corrupted the channel cannot be elim-
inated by single receiver. Then bit decisions based 
on only a single correlation may produce a large bit 
rate of the information data passing through such 
single-carrier channel. In a RAKE receiver, if the 
output from one correlator is corrupted by fading, 
the others may not be, and the corrupted signal 
may be discounted through the weighting process. 
Decisions based on the combination of the M sep-
arate decision statistics offered by the RAKE pro-
vide a form of diversity which can overcome fading 
and thereby improve CDMA reception. The M deci-
sion statistics are weighted to form an overall deci-
sion statistics, as shown in Fig. 10.

The outputs of the M correlators are denoted as 
Z1, Z2, …, ZM. They are weighted by 1, 2, …, M, 
respectively. The weighting coefficients are based 
on the power or the SNR from each correlator out-
put. If the power or SNR is small out of the particu-
lar correlator, it will be assigned a small weighting 
factor. As in the combining diversity scheme, the 
overall signal Z  is given

 .  (21)

 Fig. 10. Block-scheme of the RAKE receiver
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The weighting coefficients, m, are normalized 
to the output signal power of the correlator in such 
a way that the coefficients sum is equal to one, 
shown by the following formula:

 .  (22)

As in the case of adaptive equalizers and diver-
sity combining, there are many ways to generate 
weighting coefficients. Choosing weighting coeffi-
cients based on the actual outputs of the correlators 
yields better RAKE receiver performance. This 
performance gives a conditional error probability 
in the form of

 ( ) ( ) ,  (23)

where r 0 for the orthogonal signals and r –1 
for antipodal signals; the Q-function was defined in 
the literature via the error function [1–22]. Here b 
is the current SNR, which equals:

 .  (24)

For Rayleigh fading channel, we can finally ob-
tain the probability for instantiations SNR, k:

 ( ) exp ,  (25)

where, as above, /  is an average 
SNR for the kth path (kth subcarrier or sub-channel).

To be continued.
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Эволюция многопроцессорных систем связи — сотовых и несотовых — в исторической перспективе. Часть 1

Сергеев А. М.а, старший преподаватель, orcid.org/0000-0002-4788-9869
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вИерусалимский технологический колледж, Хавад Халейми, 21, П.O.Б. 16031, Иерусалим, 91160, Израиль

Постановка проблемы: целью данного обзора является анализ эволюции систем беспроводной связи от второй генерации (2D) 
до пятой генерации (5G), а также изменения технологий и их существующих теоретических основ и протоколов — от Bluetooth, 
WLAN, WiFi и WiMAX до LTE, OFDM/OFDMA, MIMO и LTE/MIMO — продвинутых технологий с новой иерархической структу-
рой дизайна сотовых карт femto/pico/micro/macro. Методы: использованы новые теоретические подходы для описания продвину-
тых технологий, таких как многопользовательская техника разделения пользователей, OFDM и OFDM-новейший подход, новые 
аспекты описания MIMO-систем на базе использования многолучевых антенн, дизайн различных сотовых карт на основе новых 
алгоритмов построения фемто/пико/микро/макро сот, а также новой методологии интегрирования новой MIMO/LTE-системы с 
помощью многолучевых антенн. Результаты: создана новая методология описания многопользовательского разделения, исполь-
зования комбинированной OFDM/OFDMA-модуляции для обхождения интерференции между пользователями и между симво-
лами в новых многопроцессорных системах, мультипликативных шумов, имеющих место в беспроводных многопроцессорных 
системах связи, вызванных явлениями многолучевости. В итоге предложено, как обойти эффекты распространения, имеющие 
место в наземных каналах связи, используя комбинацию MIMO- и LTE-технологий, основанных на применении многолучевых 
антенн. Для этих целей разработан новый стохастический подход к проблеме, учитывающий особенности застройки земной по-
верхности, такие как профиль застройки домов, плотность застройки домов вокруг антенн базовой станции и пользователей и т. д.  
Эти характеристики позволяют в итоге оценить эффекты фединга как источника мультипликативного шума. Практическая зна-
чимость: новая методология оценки эффектов, созданных мультипликативным шумом, интерференцией между пользователями 
и между символами, имеющими место в наземных системах беспроводной связи, позволяет прогнозировать практические аспек-
ты существующих и новых многопроцессорных беспроводных систем связи, такие как емкость (количество) пользователей и 
спектральная эффективность каналов пользователей для различных конфигураций построения сот — фемто/пико/микро/макро, 
а также новейших конфигураций систем MIMO/LTE для построения будущих систем 4-го и 5-го поколений. 

Ключевые слова — аддитивный белый гауссов шум, AWGN, процесс многократного разделения по кодам, CDMA, прямое бы-
строе преобразование Фурье, DFFT, прямое уширение спектра последовательности, DS-SS, глобальная система подвижной связи, 
GSM, процесс многократного разделения по частотам, FDMA, обратное быстрое преобразование Фурье, IFFT, внутриканальная 
интерференция, ICI, внутрисимвольная интерференция, ISI, внутрипользовательская интерференция, IUI, долгосрочные эволю-
ционные реализации, LTE, процесс контроля среды, MAC, мультиплексирование за счет разделения по ортогональным частотам, 
OFDM, процесс мультиплексирования за счет разделения по ортогональным частотам, OFDMA, процесс мультиплексирования 
за счет разделения по ортогональным временным частотам, OTDMA, многократный вход — многократный выход, MIMO, един-
ственный вход — многократный выход, SIMO, отношение сигнала к шуму, SNR, процесс многократного разделения по временам, 
TDMA, оборудование пользователя, UE, беспроводная пользовательская сеть, WiFi, локальная беспроводная сеть,WLAN, беспро-
водная сеть метрополии, WiMAX, беспроводная пользовательская сеть, WPAN.

Цитирование: Sergeev A. M., Blaunstein N. Sh. Evolution of Multiple-Access Networks — Cellular and Non-cellular — in Historical 

Perspective. Part 1. Информационно-управляющие системы, 2018, no. 4, pp. 86–104. doi:10.31799/ 1684-8853-2018-4-86-104

Citation: Sergeev A. M., Blaunstein N. Sh. Evolution of Multiple-Access Networks — Cellular and Non-cellular — in Historical 

Perspective. Part 1. Informatsionno-upravliaiushchie sistemy [Information and Control Systems], 2018, no. 4, pp. 86–104. doi:10.31799/ 

1684-8853-2018-4-86-104



ИНФОРМАЦИОННО
УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ№ 4, 2018 105

ИНФОРМАЦИОННЫЕ КАНАЛЫ И СРЕДЫ

doi:10.31799/1684-8853-2018-4-105-114

,
,

,

 

-
-

-

-

-

Цитирование: Галинина О. С., Андреев С. Д., Тюрликов А. М. Учет специфики доступа большого числа устройств при меж-

машинном взаимодействии в современных сотовых сетях// Информационно-управляющие системы. 2018. № 4. С. 105–114. 

doi:10.31799/1684-8853-2018-4-105-114

Citation: Galinina O. S., Andreev S. D., Tyurlikov A. M. On Multiple Access of a Large Number of Machine-Type Devices in Cellular 

Networks. Informatsionno-upravliaiushchie sistemy [Information and Control Systems], 2018, no. 4, pp. 105–114 (In Russian). 

doi:10.31799/1684-8853-2018-4-105-114

Введение

Машинно-ориентированное или межмашин-
ное (M2M — machine-to-machine) взаимодействие 
является неотъемлемой составной частью ряда 
современных технологий. Отраслевые отчеты сви-
детельствуют о значительном потенциале рынка 
M2M, на котором в последующие годы возникнут 
миллиарды подключенных устройств, что при-
ведет к значительным доходам в этом секторе [1, 
2]. В соответствии с, например, работами [3, 4] 
концепция M2M предоставляет широкому кру-
гу беспроводных устройств (интеллектуальным 
счетчикам, измерителям, сенсорам и др.) воз-
можность зафиксировать некоторое событие и 
передать информацию о нем через опорную сеть 
связи соответствующему приложению, которое  
в свою очередь предоставит данные потребителю.

По мере того как выручка от традиционных 
голосовых сервисов продолжает сокращаться, со-
товые операторы обращают все больше внимания 
на приложения M2M. По этой причине European 
Telecommunications Standards Institute (ETSI) на-
чал перспективные проекты по разработке стан-

дартов, определяющих сквозную архитектуру 
M2M [5]. Состояние данной области предполага-
ет, что умная сеть счетчиков, сигнализирующих 
об аварийных ситуациях и автономно собира-
ющих информацию о расходе электроэнергии, 
может стать одним из ключевых контекстов ис-
пользования систем M2M, позволяя снизить экс-
плуатационные расходы и осуществить поддерж-
ку тарификации коммунальных услуг на основе 
ценообразования, зависящего от нагрузки [6, 7].

Ожидается, что технологии сотовых сетей, такие 
как 3rd Generation Partnership Project Long Term 
Evolution (3GPP LTE), будут играть решающую 
роль в создании приложений для умных счетчиков 
электроэнергии. Комитет 3GPP определил в связи 
с этим несколько задач по межмашинному взаи-
модействию, прежде всего в отношении контроля 
перегрузки радиосетей доступа [8, 9]. Группа 3GPP 
по услугам также заинтересована в усовершенство-
ваниях, связанных с M2M для системы LTE в кон-
тексте мобильных приложений данных [10, 11]. 

В данной статье предлагается подход к оценке 
работы канала случайного доступа (PRACH —  
Physical Random Access Channel) в системах M2M,  
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построенных по технологии 3GPP LTE. Особый 
интерес представляет исследование условий пе-
регрузки, вызванной доступом большого числа 
устройств M2M в течение короткого промежут-
ка времени. В связи с тем, что такие устройства 
обычно являются малогабаритными и получают 
питание от аккумулятора, учет их энергопотре-
бления имеет первостепенное значение [6, 12] и 
поэтому включается в структуру исследования 
наряду с традиционными показателями произво-
дительности системы связи, такими как задерж-
ка доступа и вероятность успешной передачи ин-
формации.

Описание системы доступа и ее модель

Особенности работы канала случайного доступа
Процедура случайного доступа (RA — Random 

Access) в сеть 3GPP LTE представлена на рис. 1. 
Пользовательское оборудование (UE — User Equip- 
ment) в режиме случайного доступа направляет 
на сотовую базовую станцию (называемую также 
eNodeB) специальное сообщение (Msg 1), называе-
мое преамбулой и выбираемое случайным образом 
из некоторого зафиксированного набора [13, 14]. 
Заметим, что некоторые из указанных в специ- 
фикации протокола преамбул могут быть заре-
зервированы для других целей в зависимости от 
конфигурации сети. Передача преамбулы также 
может оказаться неуспешна вследствие недоста-
точной мощности отправителя.

Если преамбула принята корректно, базо-
вая станция отвечает подтверждением (RAR — 
random access response, или Msg 2) в пределах 
определенного окна ответа. Когда RAR получен, 
индикатор ресурса физического нисходящего об-
щего канала может быть передан по физическо-
му нисходящему управляющему каналу [15, 16]. 

Поскольку базовая станция должна определить, 
какое именно пользовательское оборудование на-
правило преамбулу, требуется запустить процесс 
разрешения коллизий. Коллизии могут проис-
ходить на базовой станции, когда два или более 
пользовательских устройства выбирают иден-
тичные преамбулы и отправляют их в одно и то 
же время [17, 18].

По прошествии некоторого времени обработ-
ки RAR пользовательское оборудование пере-
дает сообщение о запросе на соединение (Msg 3) 
через физический общий канал восходящей ли-
нии, используя ресурсы, выделенные ему Msg 2. 
Процедура случайного доступа завершается 
успешным получением сообщения о подтверж-
дении соединения (Msg 4) от базовой станции. 
При наличии коллизии преамбул базовая стан-
ция посылает одно и то же Msg 2 более чем одно-
му пользовательскому устройству, и собственно 
коллизия происходит на этапе отправки Msg 3. 
Если пользовательское устройство не получает 
ожидаемых сигнальных сообщений, оно возвра-
щается к процедуре RA после некоторого време-
ни отсрочки, выбирая его случайным образом  
в пределах заданного окна.

Узким местом рассмотренной процедуры сиг-
нализации, особенно в условиях множественных 
запросов со стороны пользовательского оборудо-
вания, может стать нарастающая вероятность 
коллизии (рис. 2, а). Однако посылка RAR в рам-
ках окна ответа может также оказаться неуспеш-
ной из-за ограниченных ресурсов нисходящего 
канала. Кроме того, Msg 3 и Msg 4 могут иметь 
некоторые вероятности неуспешного приема. 
Отметим также, что отказ при случайном досту-
пе RA может привести к увеличению задержки 
начального доступа в сеть. 

Вероятность коллизии увеличивается с ростом 
числа запросов от устройств M2M, а также зависит 
от характеристик их трафика. Для сценариев, свя-
занных с перегрузкой PRACH, число устройств, 
конкурирующих за доступ к каналу в одной со-
те, может достигать больших значений (до 30 000 
устройств в соответствии с оценками Vodafone [19], 
заимствованными [20] и принятыми 3GPP [21]). 
Такое большое число устройств может привести 
к чрезмерно высокой вероятности коллизии и бы-
строму истощению системных ресурсов. Поэтому 
3GPP проявляет повышенный интерес к исследо-
ванию подобных перегрузок и соответствующих 
им параметров работы системы LTE.

В таблице приведена сводка параметров из не-
скольких методологических документов по моде-
лированию системы доступа [21, 22]. Основные ве-
личины связаны с конфигурацией Msg 1, которая 
базируется на индексе конфигурации PRACH. 
Также определено число подкадров, в которых 
пользовательское оборудование может пытаться  

 Рис. 1. Процедура случайного доступа RA в 3GPP LTE

 Fig. 1. Random Access procedure in 3GPP LTE system
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 Рис. 2. Пример работы процедуры RA: временная диаграмма (а) и потребляемая мощность, например, UE № 8 (б)

 Fig. 2. Example RA procedure operation: time diagram (а) and consumed power of e.g., UE #8 (б)

 Основные параметры моделирования

 Main modeling parameters

Обозначение Описание Величина

– Полоса пропускания 5 МГц

– Индекс конфигурации PRACH 6

s Общее число преамбул 54

L1 Максимальное число преамбул 10

– Число грантов для восходящего канала на RAR 3

W Индикатор отсрочки 20 мс

3/ 4 Вероятность успешной доставки Msg 3/Msg 4 0,9/0,9

L3 Максимальное число передач для Msg 3 и Msg 4 5

M Число устройств M2M 5 тыс., 10 тыс., 30 тыс.

N Число доступных подкадров для активных устройств 10 тыс., 60 тыс.

b Периодичность окон PRACH для передачи 5 мс

K Окно ответа RAR 5 мс

K1 Длительность передачи преамбулы 1 мс

K0 Длительность обработки преамбулы на базовой станции 2 мс

tpr Длительность обработки перед передачей Msg 3 5 мс

ttx Длительность передачи Msg 3, ожидание и прием Msg 4 6 мс

P0 Потребление мощности в неактивном состоянии 0,0 мВт

P1 Потребление мощности в состоянии простоя 0,025 мВт [23]

P2 Потребление мощности при обработке и приеме 50 мВт [23]

P3 Потребление мощности во время передачи 50 мВт [23]

передавать преамбулу, и длина преамбулы. На- 
стройки протокола доступа к среде определя-
ют число подкадров, в течение которых пользо-
вательское устройство находится в состоянии 

ожидания после передачи Msg 3 (до объявле-
ния отказа процедуры случайного доступа RA). 
Некоторые дополнительные параметры будут де-
тально рассмотрены ниже.
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Модель системы и ее допущения
Проанализируем основные предположения 

моделирования более детально. Одна из сот 3GPP 
LTE рассматривается как система для обслужи-
вания M одинаковых машинно-ориентирован-
ных устройств. Устройства выбирают подкадр 
для активации своей восходящей передачи слу-
чайным образом, следуя равномерному (трафик 
типа 1) или бета-распределению (трафик типа 2) 
на интервале [1, N]. Преамбула, которой требует-
ся 1 подкадр для передачи, может быть передана  
в каждом b-м подкадре, т. е. во временных слотах 
1, b + 1, …, bi + 1, i  Z+. Каждый раз, когда устрой-
ство M2M активируется, оно становится занятым 
до завершения своей процедуры RA. В противном 
случае устройство становится неактивно. 

В подкадрах обслуживания (когда имеет-
ся возможность доступа PRACH) каждое такое 
устройство M2M выбирает одну из преамбул s 
равномерным образом и отправляет ее. Следуя 
работе [21], будем предполагать наличие колли-
зии, когда два устройства или более выбирают 
одну и ту же преамбулу, а все преамбулы с кол-
лизией будем рассматривать как отказ доступа 
после некоторой длительности обслуживания. 
С другой стороны, преамбула передается успеш-
но с вероятностью 1 – e–i вследствие механизма 
наращивания мощности, где i — число попыток 
передачи [21]. Максимально разрешенное чис-
ло попыток передачи преамбулы составляет L1. 
Если произошел отказ передачи из-за коллизии 
или недостаточной мощности, устройство M2M 
равномерно выбирает счетчик отсрочки из W. 

После K0 подкадров ожидания начинается ок-
но ответа размером K (см. рис. 2, а). В пределах 
окна ответа базовая станция посылает сообще-
ние RAR в подкадре, выбранном равномерно на 
интервале [1, K]. Если устройство M2M не полу-
чает RAR, попытка передачи преамбулы счита-
ется неуспешной, а устройство переходит в со-
стояние ожидания. После того как устройство 
M2M успешно получает RAR, оно начинает об-
работку Msg 3 для передачи в течение tpr. Далее 
это устройство посылает Msg 3 и ожидает ttx – 1 
до получения Msg 4 (см. рис. 1). Msg 3 и Msg 4 до-
ставляются успешно с вероятностями 3 и 4 со-
ответственно. Максимально разрешенное число 
попыток передачи Msg 3 составляет L3.

Подход к анализу системы доступа

Оценка времени доступа
В данном разделе рассмотрим сценарий пере-

грузки PRACH при наличии трафика типа 1 (мо-
дель равномерного распределения загрузки) в со- 
ответствии с методологией 3GPP [21]. Опишем 
предложенный аналитический подход к оценке 

функционирования PRACH в терминах средней 
задержки к сети доступа. При этом разделим об-
щую задержку на две составляющие, возникаю-
щие при обработке сообщений Msg 1–2 и Msg 3–4 
соответственно:

( ) ( )[ ] [ ] [ ],

где E[ (1)] — интервал времени между актива-
цией устройства и получением им ответа RAR;  
E[ (2)] — интервал времени между окончанием 
подкадра, в котором был получен ответ RAR, и 
завершением обработки сообщения Msg 4.

Нахождение распределения и среднего значе-
ния случайной величины (2) тривиально, и окон-
чательное выражение представляется следую-
щим образом:

( )[ ] ,

где tpr и ttx — длительности обработки и синхро-
низации передачи соответственно, а  — сред-
нее число передач Msg 3 и Msg 4.

Распределение числа передач Msg 3 и Msg 4 
вычисляется следующим образом:

{ } ,

{ } ( ) ,...

{ } ( ) ,

где tx = 3 4 — вероятность того, что оба сообщения 
Msg 3 и Msg 4 переданы успешно (соответственно, 
(1 – 3 4) — вероятность того, что Msg 3 или Msg 4 
будет потеряно), а L3 — максимальное число разре-
шенных попыток передачи сообщения Msg 3 или 
Msg 4. Здесь принимаются во внимание только 
успешные отправки сообщений. Вследствие того, 
что вероятность потери пренебрежимо мала, бу-
дем опускать потерянные преамбулы и предпола-
гать, что ожидаемое число попыток передачи лю-
бых преамбул приблизительно равно ожидаемо-
му числу передач успешно принятых преамбул.

Таким образом, среднее число попыток пере-
дачи сообщений Msg 3 и Msg 4 может быть опре-
делено следующим образом:

( )

( ) ( ) .

Система без коллизий
Для анализа (1) рассмотрим исходную систему 

случайного доступа в предположении о том, что 
коллизии не происходят. Соответственно, повтор-
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ные передачи могут возникать только вследствие 
недостаточной мощности отправителя. В слу- 
чае успешной передачи преамбулы с первой по-
пытки длительность обслуживания включает в 
себя время передачи преамбулы, обработки и отве-
та RAR. Кроме того, следует принимать во внима-
ние среднее время b/2 между активацией устрой-
ства и первой попыткой передачи им преамбулы:

( )[ | ] / / ,

где K1 — длительность передачи преамбулы; K0 —  
длительность периода ожидания, а K — размер 
окна ответа RAR, мс. Здесь (K + 1)/2 означает 
среднее время ответа RAR, поскольку предпо-
лагается, что обработка начинается немедленно 
после получения ответа RAR; это соответствует 
дискретному равномерному распределению на 
интервале [1, K].

Как было отмечено выше, вероятность успеш-
ной передачи преамбулы для попытки i составля-
ет 1 – e–i, а дополнительная вероятность отказа 
при передаче — e–i. Далее усредним сумму дли-
тельности интервала отсрочки и дополнительно-
го времени ожидания до следующего b-го слота, 
обозначая такую усредненную величину через .  
Тогда распределение длительности обслуживания 
для сообщений Msg 1–2 может быть получено как

( )[ ] ,

( )[ ] ( )

,...

( )Pr [ ] ( )( )

,...,

где b/2 обозначает время между поступлением за-
проса и началом первой попытки передачи преам-
булы, а K1 + K0 + K +  — составляющая, которая 
добавляется каждый раз, когда передача заверша-
ется отказом. Затем усредним длительность обслу-
живания и получим среднюю длительность обслу-
живания до начала передачи сообщения Msg 3 как

( )[ ] ( )

( ) ,

где ( ) ( ) ( ,)   
c1  1,42, / ,  а ( ) / . 
Это выражение представляет собой нижнюю гра-
ницу E[ (1)] для исследуемой системы.

Система с коллизиями
Анализ системы с коллизиями является более 

сложной задачей, точное решение которой за-
труднительно вследствие наличия процесса с по-
следействием. Это связано с характеристиками 
системы со случайной длительностью отсрочки, 
необходимостью синхронизации и большим чис-
лом преамбул. Например, в классической много-
пользовательской системе с одной преамбулой 
аппроксимация значений задержки может быть 
легко получена тем же методом, как это было 
сделано для системы Алоха в работе [24]. Однако 
для рассматриваемой системы использование 
этой популярной техники не дает приемлемой ап-
проксимации, и необходимо расширить подход с 
использованием [25].

Для того чтобы абстрагироваться от наличия 
последействия и получить оценку для E[ (1)] в си-
стеме с коллизиями, используем следующую эк-
вивалентную модель.

1. Предположим, что поступающий поток (ак-
тивации устройств) представляет собой поток 
Бернулли с интенсивностью , а устройство ге-
нерирует запрос на новое соединение в подкадр  
с эквивалентной вероятностью 3 = 1/N, где N — 
число подкадров в исходной системе.

2. Опуская рассмотрение длительности време-
ни ожидания и окна отсрочки, заменим их пред-
положением о том, что в каждый подкадр ожида-
ющее устройство активируется с заданной веро-
ятностью / ( ).  Это означает, 
что если первая попытка передачи завершилась 
отказом вследствие коллизии или недостаточной 
мощности передачи, то устройство активируется 
один раз за интервал .

3. Вероятность успешного завершения состав-
ляет μ, т. е. запрос обслуживается в текущем 
подкадре с вероятностью μ. В противном случае 
устройство пытается получить доступ к каналу  
в следующих доступных подкадрах.

4. Наконец, абстрагируемся от максимально-
го числа попыток передачи преамбулы, считая 
его неограниченным.

В рамках этой упрощенной эквивалентной 
модели аппроксимация средней задержки до-
ступа может быть получена следующим образом. 
Для системы без коллизий вероятность обслу-
живания  может быть найдена из выражения 

( ) ( )[ ] [ ]  в виде

 

( )
,

[ ] ( )
 

(*)
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где E[ (1)] — средний интервал времени между 
активацией устройства и получением им RAR, 
и при этом ( )[ ]  — соответствующий интервал 
для эквивалентной модели. Отметим, что данное 
выражение используется в дальнейшем для вы-
числения нагрузки от устройств, которые избега-
ют коллизий.

Продолжим анализ, приняв во внимание кол-
лизии. Рассмотрим один подкадр и предполо-
жим, что конкретное устройство i сгенерирова-
ло запрос, а также выбрало преамбулу. Пусть 
система находится в состоянии j, где j — число 
ожидающих устройств, включая устройство i.  
В состоянии j поведение устройства i может быть 
представлено в виде несложной цепи Маркова  
с двумя состояниями. Здесь состояние представ-
ляет собой число запросов Qi от устройства, ко-
торое может принимать два значения: 0 или 1 
(рис. 3). Матрица интенсивностей переходов для 
рассматриваемой цепи выглядит следующим об- 
разом:

.

Таким образом, стационарное распределе-
ние  = { 0, 1} может быть получено из условия  

T  = , когда 0 + 1 = 1. Следовательно, среднее 
число запросов Qi определяется как

[ ] ,

где μj — вероятность успешной передачи преам-
булы.

В соответствии с формулой Литтла получаем 
среднюю длительность нахождения системы в со-
стоянии j как

( ) [ ]
[ ] .

В состоянии j для j – 1 ожидающих устройств 
вероятность доступа к каналу и выбора той же 
самой преамбулы, которую выбрало устройст- 

во i, составляет 0 · 1/s. Для неактивных M – j 
устройств соответствующая вероятность равна  

 · 1/s. Таким образом, вероятность *  отсутствия 
коллизий для устройства i в состоянии j может 
быть найдена следующим образом:

* .

Далее учтем эффект наращивания мощности. 
Вероятность избежать коллизии при попытке  
с номером n задается в виде

*{ } ,

* *{ } ,

...

* *{ } ,

...

Здесь также опустим все потерянные преамбу-
лы, как это делалось ранее, усредняя успешные 
попытки передачи и заменяя искомое математи-
ческое ожидание условным. Тогда среднее число 
попыток передачи может быть получено следую-
щим образом:

* * .

Принимая во внимание эффект наращивания 
мощности, определим вероятность μj успешной 
передачи запроса i как

( ) .

В результате средняя длительность времени 
обслуживания может быть записана в виде

( )( )[ ] [ ] ,

где { }  — стационарное распределение веро-
ятностей, а j — стационарная вероятность на-
хождения процесса в состоянии j.

Для получения приведенного выше стацио-
нарного распределения вероятностей необходимо 
рассмотреть все переходы между состояниями и 
решить соответствующее матричное уравнение 
размерности M. В целях уменьшения сложности 

 Рис. 3. Марковская цепь с двумя состояниями, пред-
ставляющая запросы от устройства

 Fig. 3. Two-state Markov chain that models user re- 
quests

0 1 1 – j1 – 

j
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подобных вычислений можно не рассматривать 
более трудоемкие переходы между состояниями 
и получить среднее j, используя биномиальное 
распределение:

,

где  — нагрузка устройства, а  

( )!
.

( )!( )!

Далее будем опускать возможные колли-
зии между другими устройствами, полагая, что 
только рассматриваемое устройство i может уча-
ствовать в коллизиях. Таким образом, возможно 
вычислить нагрузку системы /  с исполь-
зованием выражения (*) для вероятности об-
служивания μ, полученного для системы без 
коллизий. Тогда окончательное выражение для 
искомой аппроксимации средней длительности 
времени обслуживания выглядит следующим об- 
разом:

( )[ ] .

( )

Учет энергопотребления
Как было отмечено ранее, предложенный в дан-

ной работе подход может быть расширен для учета 
энергопотребления устройств M2M. Введем в рас-
смотрение важные параметры, отражающие уро-
вень расхода энергии типовым устройством M2M. 
В частности, рассмотрим четыре различных со-
стояния устройства с точки зрения потребляемой 
им мощности (рис. 2, б).

1. P0 — неактивное состояние. В этом состоя-
нии устройство потребляет минимальную мощ-
ность. Буфер сообщений пуст, никакие данные 
не передаются.

2. P1 — состояние простоя. Устройство актив-
но, но никакой информации в текущем подкадре 
не передает.

3. P2 — состояние приема (Rx). Устройство 
ожидает сообщения Msg 2/Msg 4 или обрабаты-
вает полученные ответы.

4. P3 — состояние передачи (Tx). Устройство 
передает сообщения Msg 1/Msg 3. При этом по-
требляется максимальная мощность.

Оценим общее потребление устройства за один 
подкадр как сумму долей времени, затраченного 
в каждом из введенных выше состояний, умно-
женных на потребление в соответствующем со-

стоянии. Далее определим длительность проме-
жутка времени, в течение которого устройство 
находится в каждом из четырех возможных со-
стояний, и вычислим соответствующие доли вре-
мени следующим образом. В состоянии Tx

( ) ( ) ,

где  — оценка среднего числа попыток переда-
чи преамбулы, а  соответствует длительно-
сти передачи преамбулы; при этом вторая часть 
выражения учитывает среднее число попыток 
передачи сообщения Msg 3. Далее в состоянии Rx 
имеем

( )

 
( ) ( ) ,

где ( )  — время, потраченное на ожидание 
ответа RAR; (K + 1)/2 — среднее время ответа от 
базовой станции для успешных попыток, а осталь-
ное соответствует обработке и приему сообщений 
Msg 3 и Msg 4.

Состояние простоя может быть описано следу-
ющим образом:

( ) ,

где  — время обработки преамбулы после ее 
получения на eNodeB, а b/2 — длительность вре-
мени простоя между активацией и началом пере-
дачи преамбулы.

Ожидаемое число попыток передачи преамбу-
лы задается выражением

.

Тогда оценка для общего потребления устрой-
ством M2M может быть выписана следующим об-
разом:

( ) .

Численные результаты

Полученные аналитические результаты и 
данные имитационного моделирования с точки 
зрения мощности, потребляемой устройством 
M2M (трафик типа 1, равномерное распределе-
ние), показаны на рис. 4. Можно сделать вывод 
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о том, что предложенный аналитический подход 
является достаточно точным даже при наличии 
большого числа устройств M2M. Также полезно 
изучить поведение системы при наличии обо-
их типов трафика, рассмотренных в работе [21], 
в случае перегрузки сети радиодоступа. Самый 
«тяжелый» трафик типа 2 (бета-распределение 
при активации) дает высокую корреляцию по-
пыток входа устройств M2M в сеть. Далее рас-
смотрим соответствующие численные резуль- 
таты.

В частности, на рис. 5 рассмотрено потребле-
ние мощности устройствами M2M, вероятность 
коллизии, а также вероятность успешного до-
ступа для различных значений индикатора от-
срочки (которые могут превышать текущие 
значения, определенные в спецификациях 
LTE). Здесь значения индикатора отсрочки на-
чинаются от 20 мс и увеличиваются до своего 
максимума 960 мс [13]. Как видно из графика, 
по истечении всех возможных попыток переда-
чи вероятность успешного доступа составляет 
около 80 %, что может быть неприемлемо для 
многих приложений M2M. Поэтому будем рас-
сматривать три резервных значения для инди-
катора отсрочки согласно работе [13]: 1920, 3840 
и 7680 мс. В результате дополнительная задерж-

ка компенсируется существенно более высоким 
уровнем надежности при доступе в сеть (вплоть  
до 100 %).

Заключение

Предложенный в данной работе подход по-
зволяет исследовать функционирование систе-
мы M2M с большим числом устройств, а также 
анализировать влияние настроек протокола слу-
чайного доступа и механизмов управления пере-
грузками на вероятность успешного доступа и за-
держку доступа к среде. В частности, возможно 
выявить ограничения существующих протоко-
лов входа в сеть при наличии коррелированных 
попыток доступа и преодолеть их. Кроме того, 
разработанный аналитический подход может 
быть использован для изучения важных допол-
нительных показателей, связанных, например, 
с потреблением мощности устройствами M2M на 
всех этапах их работы в процессе доступа к сото-
вой сети 3GPP LTE.
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 Рис. 4. Анализ потребления мощности для проце-
дуры RA

 Fig. 4. Power consumption analysis for RA procedure
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 Рис. 5. Управление перегрузкой в системе с боль-
шим числом устройств M2M

 Fig. 5. Overload control in M2M systems with a large 
number of devices
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Introduction: Machine-to-machine communication assumes data transmission from various wireless devices and attracts attention 
of cellular operators. In this regard, it is crucial to recognize and control overload situations when a large number of such devices 
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access the network over a short time interval. Purpose: Analysis of the radio network overload at the initial network entry stage in a 
machine-to-machine communication system. Results: A system is considered that features multiple smart meters, which may report 
alarms and autonomously collect energy consumption information. An analytical approach is proposed to study the operation of a large 
number of devices in such a system as well as model the settings of the random-access protocol in a cellular network and overload 
control mechanisms with respect to the access success probability, network access latency, and device power consumption. A comparison 
between the obtained analytical results and simulation data is also offered.
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Введение

Современные тенденции в области нейрофи-
зиологии связаны с анализом поведения различ-
ных нейронных сетей головного мозга, которые 
взаимодействуют друг с другом при выполнении 
некоторых когнитивных задач [1, 2], как, на-
пример, формирование памяти [3], восприятие 
визуального объекта [4] или развитие (на клини-
ческом уровне) патологических ритмов, таких 
как эпилептические приступы [5]. Подобные 
процессы, протекающие в нейронной сети, могут 
быть количественно оценены с помощью степени 
синхронности, которая может быть измерена как 
локально (т. е. в пределах одной и той же области 
мозга), так и в более глобальном масштабе (т. е. 
между различными областями мозга) [6]. 

В то время как нейрофизиология направлена 
на понимание процессов взаимодействия между 
отдельными нейронами [7], большинство имею-
щихся данных (особенно полученных у пациен-
тов) регистрируется при помощи неинвазивных 
методов. В качестве таких методов в повседнев-
ной практике используют электроэнцефалогра-
фию (ЭЭГ) или магнитоэнцефалографию (МЭГ), 
которые представляют собой измерения (элек-
трической или магнитной) групповой активности 
крупных ансамблей нейронов. 

Современная задача для физиков и нейрофи-
зиологов состоит, таким образом, в понимании 
процессов на микроскопическом уровне, регу-
лирующих взаимодействие между нейронами 
при формировании различных видов нейронной 
активности, выявленных (на макроскопическом 
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масштабе) при помощи ЭЭГ- и МЭГ-оборудова- 
ния. 

Актуальность данной задачи тесно связана 
с возможностью использовать сигналы ЭЭГ для 
разработки нейроинтерфейсов, или интерфейсов 
мозг-компьютер (ИМК). В основе функциониро-
вания таких систем лежит детектирование в ре-
альном времени характерных паттернов на ЭЭГ и 
преобразование их в управляющие команды. 

Одним из возможных применений ИМК мож-
но выделить контроль состояния головного моз-
га при заболеваниях центральной нервной систе-
мы, характеризующихся возникновением пато-
логической нейронной активности. В частности, 
необходимость в подобных ИМК существует для 
пациентов с эпилепсией. Эпилепсия характе-
ризуется спонтанным возникновением присту-
пов, при этом в 30 % случаев медикаментозное 
лечение не позволяет предотвратить возникно-
вение приступов. Для пациентов, устойчивых 
к медикаментозной терапии, представляется 
перспективным использование нейроинтерфей-
сов, позволяющих остановить приступ путем 
электрической стимуляции головного мозга [8]. 
В настоящее время возможность остановки при-
ступа путем электрической стимуляции проде-
монстрирована в рамках клинических испыта-
ний [9]. Разработанные противоэпилептические 
нейроинтерфейсы в основном являются однона-
правленными (в английской литературе open-
loop). В системах типа open-loop воздействие на 
нервную систему со стороны генератора импуль-
сов подается в соответствии с заранее определен-
ным алгоритмом и не зависит от текущего состо-
яния организма [10]. 

Очевидно, что в данном контексте двуна-
правленное взаимодействие (closed-loop), при 
котором генератор импульсов активируется не-
посредственно в момент генерации нейронной 
сетью мозга соответствующих патологических 
ритмов, более предпочтительно. Однако реали-
зация таких систем требует разработки мето-
дик, позволяющих детектировать заданные пат-
терны нейронной активности на ЭЭГ с высокой 
степенью чувствительности и селективности.  
В настоящий момент известны прототипы, де-
тектирующие приступы у животных с вероятно-
стью выше 90 % [11]. В то же самое время разру-
шение приступа после его детектирования толь-
ко сокращает его длительность. Для дальнейше-
го развития технологии необходима разработка 
методов, позволяющих в автоматическом режи-
ме предсказывать эпилептические приступы по 
ЭЭГ-данным.

В данном контексте в настоящей работе рас-
сматривается возможность предсказания эпи-
лептических приступов по многоканальным ЭЭГ 
крыс WAG/Rij — животной модели абсансной 

эпилепсии. Методика предсказания основана 
на раннем детектировании процессов синхрони-
зации активности нейронов, локализованных в 
различных областях мозга (коре и таламических 
ядрах), а также взаимодействия между данными 
областями посредством анализа многоканально-
го набора сигналов ЭЭГ. Разработанная методика 
апробирована in vivo на примере нейроинтерфей-
са для автоматического предсказания эпилепти-
ческих приступов у крыс WAG/Rij.

Нейрофизиологический эксперимент

В эксперименте использовались 6-месячные  
крысы WAG/Rij (всего шесть животных). Регис- 
трация ЭЭГ осуществлялась при помощи хрони-
чески имплантированных электродов из нержаве-
ющей стали в 1) слоях 4–6 соматосенсорной коры 
(рис. 1, а), а также в 2) заднем таламическом ядре  
(posterior thalamic nucleus) (рис. 1, б), 3) вен-
трально-послерегулярном таламическом ядре 
(ventral-posteromedial thalamic nucleus) (рис. 1, в),  
4) переднем таламическом ядре (anterior thalamic 
nucleus) (рис. 1, г)   и 5) ретикулярном таламиче-
ском ядре (reticular thalamic nucleus) (рис. 1, б). 

Электроды имплантировались при глубокой 
изофлароновой анестезии. Через две недели по-
сле операции сигналы ЭЭГ регистрировались из 
вышеуказанных отделов мозга у свободно движу-
щихся животных. Получаемые сигналы ЭЭГ бы-
ли отфильтрованы полосовым фильтром с точка-
ми отсечки 1 (HP) и 100 (LP) Гц и полосовым за-
граждающим фильтром на 50 Гц и оцифровыва-
лись с помощью системы регистрации WINDAQ 
(DATAQ-Instruments Inc., Akron, OH, США) с 
постоянной частотой дискретизации 500 Гц. 
Эксперименты проводились в соответствии с эти-
ческими нормами, утвержденными комитетом 
по экспериментам на животных Университета 
Радбауд Неймеген (RU-DEC).

Частотно-временной анализ

Для того чтобы исследовать динамику сиг-
нала электрической активности мозга (ЭЭГ) X(t) 
как во временной, так и в частотной области, 
удобно использовать энергетический вейвлетный 
спектр, который можно рассчитать по формуле 
W(f, t) |M(f, t)|2, где M(f, t) — комплекснознач-
ный коэффициент вейвлет-преобразования:

  
 (1)

(символ * обозначает комплексное сопряжение). 
В качестве материнского вейвлета в данной рабо-
те выбран вейвлет Морле
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exp exp   (2)

Вейвлет-преобразование выполнялось для на-
бора регистрируемых сигналов ЭЭГ в частотном 
диапазоне 2 20 Гц.

Результаты

В качестве глобальной характеристики Xi(t), 
описывающей коллективную динамику i-го ней-
ронного ансамбля, рассмотрим запись электри-
ческой активности (ЭЭГ), регистрируемую при 
помощи электрода, расположенного в окрест-
ности данного ансамбля. Данная характеристи-
ка представляет собой нестационарный сигнал, 
спектральный состав которого эволюционирует 
во времени, и его эволюция определяется процес-
сами взаимодействия (такими как установление 
синхронизации, образование кластеров) между 
нейронами данного ансамбля.

Рассмотренные сигналы Xi(t), являясь гло-
бальными характеристиками, описывающими 
динамику нейронных ансамблей, могут играть 

роль локальных характеристик, когда речь идет 
о рассмотрении коллективной динамики нейро-
нов, расположенных в различных отделах голов-
ного мозга.

Как известно, приступ эпилепсии ассоции-
руется с установлением синхронного режима 
нейронной активности, вовлекающего нейроны, 
принадлежащие различным областям мозга. 
Для абсансной эпилепсии, приступы которой ха-
рактеризуются генерацией специфических пик-
волновых паттернов на ЭЭГ, характерным явля-
ется вовлечение нейронов коры головного мозга и 
таламических ядер [12, 13]. 

На рис. 2, а приведен набор ЭЭГ, регистриру-
емых у крыс линии WAG/Rij [14] при помощи 
инвазивных электродов, расположенных в раз-
личных слоях коры головного мозга (ctx 4–6) 
и в таламических ядрах (PO, ANT, VPm, RTn). 
Представленные записи иллюстрируют переход 
от нормальной активности к эпилептическому 
приступу (стрелкой указан момент возникнове-
ния приступа, характеризующийся синхронным 
возникновением пик-волнового паттерна в кор-
тексе и таламусе).

На рис. 2, б точками показаны положения 
спектральных компонент исследуемых сигналов 
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 Рис. 1. Расположение регистрирующих электродов в различных отделах головного мозга крысы: а — в слоях 
4–6 соматосенсорной коры; б — в заднем таламическом ядре и ретикулярном таламическом ядре; в — в вентрально-
послерегулярном таламическом ядре; г — в переднем таламическом ядре. Координаты расположения электродов 
заданы согласно атласу мозга [Paxinos and Watson, 1998]

 Fig. 1. Electrode location: a — layers 4–6 of the somatosensory cortex; б — the posterior and reticular thalamic nu-
cleus; в — the ventral-postero-medial thalamic nucleus; г — the anterior thalamic nucleus. Coordinates are shown in 
accordance with the Rat brain atlas of Paxinos and Watson [Paxinos and Watson, 1998]
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ЭЭГ, характеризующихся максимальным значе-
нием энергии, в каждый момент времени. При 
этом приведенные графики сверху вниз соответ-
ствуют спектральным компонентам всего набора 
каналов соответственно. 

Представленные зависимости получены на ос-
новании рассмотрения энергии вейвлетного спек-
тра |W(s, t)|2, где W(s, t) — комплекснозначный 
коэффициент, рассчитанный в момент времени t 
для временного масштаба s (s 1/f, где f — линей-
ная частота), и выделении временных масштабов 
s*, характеризующихся локальным увеличени-
ем энергии и условием |W(s*, t)|2 > Wth. Wth пред-
ставляет собой пороговое значение энергии, подо-
бранное эмпирически [15, 16]. На рис. 2, б, рас-
сматривая отдельно кортикальные каналы, мож-
но наблюдать, что в момент времени t1 спектраль-
ная энергия сосредоточена в диапазонах ~5 и  
~10 Гц. В момент времени t2 спектральная энергия 
сосредоточена в области ~6–7 Гц. Можно предпо-
ложить, что наблюдаемый эффект объясняется 
увеличением взаимодействия между нейронами, 
принадлежащими различным слоям коры голов-
ного мозга. В момент времени t1 большая часть 

нейронов, расположенных в различных слоях 
коры головного мозга, оказывается вовлеченной 
в генерацию двух типов коллективной активно-
сти — низкочастотной (~5 Гц) и высокочастотной 
(~10 Гц). Причем степень вовлеченности различ-
ных слоев в генерацию этих ритмов оказывает-

ся различной и может быть оценена с помощью 
значения спектральной энергии, приходящейся 
на данную область спектра. В момент времени t2 

нейроны, находящиеся в различных слоях коры 
мозга, начинают демонстрировать синхронную 
динамику в области ~6–7 Гц. При этом можно от-
метить, что большая часть спектральной энергии 
для всех рассматриваемых каналов оказывается 
сосредоточенной в области спектра, соответству-
ющей наблюдаемому типу активности (в данный 
момент времени энергия остальной части спектра 
оказывается меньше определенного порогового 
значения).

Разбирая активность таламических ядер, 
можно также отметить возникновение синхрон-
ной активности нейронов в момент времени t1. 
При этом, рассматривая кортикальные и талами-
ческие ЭЭГ совместно, можно видеть, что суще-
ствуют моменты времени, в которые электриче-
ская активность нейронов коры головного мозга 
и таламических ядер становится синхронной. 
В частности, подобная глобальная синхрониза-
ция на частоте ~8 Гц соответствует установле-
нию приступа абсансной эпилепсии. В то же са-
мое время, помимо эпилептического приступа, 
подобные синхронные режимы наблюдаются 
перед его возникновением (на рис. 2, б соответ-
ствующие области обведены сплошной линией). 
Подобное поведение нейронной сети мозга свя-
зано с генерацией специфических паттернов — 
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 Рис. 2. Набор записей ЭЭГ, регистрируемых у крыс специальной линии WAG/Rij при помощи инвазивных элек-
тродов, расположенных в различных слоях коры головного мозга (ctx4–6) и в таламических ядрах (а); положения 
спектральных компонент исследуемых сигналов ЭЭГ, характеризующихся максимальным значением энергии, в 
каждый момент времени, показанные точками (б) 

 Fig. 2. A set of EEG traces recorded in the WAG/Rij using invasive electrodes located in different layers of the cortex 
(ctx4–6) and in thalamic nuclei (a); points correspond to the positions of the spectral components of the analyzed EEG 
signals, which are characterized by the maximum value of wavelet energy, at each moment of time (б)
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предшественников эпилептического приступа 
в области 2–5 Гц ( -предшественники) и 5–8 Гц 
( -предшественники) [17].

С учетом того, что отдельный сигнал электри-
ческой активности Xi(t) характеризует динамику 
нейронного ансамбля, введем параметр Аi(t), ха-
рактеризующий степень вовлеченности нейронов 
рассматриваемого ансамбля в генерацию актив-
ности, предшествующей возникновению присту-
па:

 

,

,

,

,

| ( , ) |

( ) .

| ( , ) |

 

 (3)

Полученные коэффициенты Аi(t), i 1, …, N 
являются локальными характеристиками тала-

мокортикальной сети, узлами которой являются 
нейронные ансамбли, расположенные в различ-
ных слоях коры головного мозга и таламических 
ядрах. Для данной сети введем глобальный пара-
метр G(t), характеризующий увеличение синхро-
низации между данными областями и увеличе-
ние степени их вовлечения в генерацию активно-
сти, предшествующей возникновению приступа: 
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В данном случае N — число рассматривае-
мых каналов ЭЭГ (см. рис. 2, а). Параметр G(t) 
может быть измерен в режиме реального време-
ни с частотой, определяемой частотой дискрети-
зации сигналов ЭЭГ, и сопоставлен с некоторым 
пороговым значением, позволяющим различать 
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ЭЭГ (а); среднее процентное соотношение числа предсказанных и пропущенных приступов в группе животных (б); 
процент предсказанных приступов для каждого животного (в); набор записей ЭЭГ, иллюстрирующих возникнове-
ние приступа (г); зависимость G(t), иллюстрирующая глобальную характеристику таламо-кортикальной сети, и 
телеграфный сигнал, иллюстрирующий моменты времени, для которых рассмотренная глобальная характеристи-
ка превышает заданное пороговое значение (д)

 Fig. 3. Schematic representation of the brain-computer interface for epileptic seizures prediction using EEG signals 
(a); middle percentage of predicted and missed seizures in the group of animals (б); percentage of predicted seizures is 
shown for each animal (в); set of EEG traces illustrating the occurrence of epileptic seizure (г); evolution of the global 
characteristic of the thalamo-cortical network on the time interval corresponding to the transition from normal activity 
to epileptic seizure, and the telegraph signal illustrates the moments for which the considered global characteristic ex-
ceeds a predetermined threshold (д)
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моменты возникновения синхронизации от про-
цессов, регистрируемых на ЭЭГ в фоновом ре-
жиме. В настоящей работе для тестирования 
описанного выше метода был разработан ней-
роинтерфейс (рис. 3, а). В соответствии с рабо-
тами [16, 18] мы использовали три электрода, 
расположенных в слое 5 коры головного мозга и 
в таламических ядрах ANT и PO. Регистрация, 
оцифровка и предварительная обработка ЭЭГ 
осуществлялись с использованием программ-
но-аппаратных средств WINDAQ (DATAQ-
Instruments Inc., Akron, OH, США). На базе 
регистрируемых ЭЭГ вычислялся коэффициент 
(4) и сопоставлялся со значением Gпор, выбира-
емым для каждого животного индивидуально 
на основе предварительно записанных сигналов 
ЭЭГ. ИМК был апробирован на шести животных 
в течение 4-часовой экспериментальной сессии. 
В результате был рассчитан процент корректно 
предсказанных разрядов к общему числу разря-
дов. В среднем 4-часовые записи ЭЭГ крыс WAG/
Rij содержат 50 эпилептических приступов.  
В результате применения метода число пред-
сказанных приступов у исследуемых животных 
составило (87,8 ± 7,08) % (рис. 3, б, в), при этом 
приступы были предсказаны за (0,8 ± 0,16) с.

На рис. 3, д проиллюстрировано изменение во 
времени глобальной характеристики (4) на вре-
менном интервале, соответствующем переходу от 
нормальной активности к эпилептическому при-
ступу. Видно, что за секунду до возникновения 
приступа наблюдается резкий рост G(t). Данное 
явление обусловлено увеличением значений двух 
показателей: коэффициентов Ai(t) для рассматри-
ваемых каналов ЭЭГ и переходами высокоэнерге-
тических спектральных компонент, характери-
зующих активность нейронов коры мозга и тала-
мических ядер, в одну область спектра.

Из рисунка видно, что анализ динамики коэф-
фициента G(t) путем сопоставления его с порого-
вым значением Gпор дает возможность детектиро-
вания активности, предшествующей возникнове-
нию приступа. 

Заключение

В статье изучена возможность детектирования 
характерных паттернов нейронной активности, 
предшествующих возникновению эпилептиче-
ского приступа, в режиме реального времени. 
Показано, что сигналы электрической активности 
головного мозга, регистрируемые из различных 
его участков посредством ЭЭГ, могут рассматри-
ваться в качестве макроскопических характери-
стик нейронных ансамблей, локализованных в 
окрестности регистрирующего электрода. При 
этом данные характеристики могут также рассма-
триваться в качестве микроскопических характе-
ристик в том случае, когда анализируется взаи-
мосвязь между удаленными нейронными группа-
ми [19, 20]. Показано, что, основываясь на описан-
ном формализме, можно эффективно выявлять 
характерные свойства нейронной сети, лежащие 
в основе генерации патологической нейронной 
активности — эпилептического приступа, харак-
теризующегося, как известно, как локальной син-
хронизацией нейронов, так и глобальной синхро-
низацией, вовлекающей различные отделы голов-
ного мозга. Разработана методика для выявления 
процессов установления и развития локальных и 
глобальных синхронных режимов за секунды до 
клинического приступа (выявление предшествен-
ников эпилептического приступа). Методика реа-
лизована в виде нейроинтерфейса, который испы-
тан in vivo на животной модели абсанс-эпилепсии. 
Полученные результаты могут быть использованы 
при разработке нейроинтерфейсов для предсказа-
ния и предотвращения приступов различных ти-
пов эпилепсии у человека.
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Introduction: Now the great interest in studying the brain activity based on detection of oscillatory patterns on the recorded data of 
electrical neuronal activity (electroencephalograms) is associated with the possibility of developing brain-computer interfaces. Brain-
computer interfaces are based on the real-time detection of characteristic patterns on electroencephalograms and their transformation 
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into commands for controlling external devices. One of the important areas of the brain-computer interfaces application is the control 
of the pathological activity of the brain. This is in demand for epilepsy patients, who do not respond to drug treatment. Purpose: A 
technique for detecting the characteristic patterns of neural activity preceding the occurrence of epileptic seizures. Results: Using 
multi-channel electroencephalograms, we consider the dynamics of thalamo-cortical brain network, preceded the occurrence of an 
epileptic seizure. We have developed technique which allows to predict the occurrence of an epileptic seizure. The technique has been 
implemented in a brain-computer interface, which has been tested in-vivo on the animal model of absence epilepsy. Practical relevance: 
The results of our study demonstrate the possibility of epileptic seizures prediction based on multichannel electroencephalograms. The 
obtained results can be used in the development of neurointerfaces for the prediction and prevention of seizures of various types of 
epilepsy in humans.
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стемы обработки информации и 
управления».
В 2010 году защитил диссерта-
цию на соискание ученой степе-
ни кандидата технических наук.
Является автором 50 научных 
публикаций.
Область научных интересов — 
моделирование нелинейных яв-
лений в биологических процес-
сах, гибридные системы, сценар-
ное моделирование в теории 
управления.
Эл. адрес: temp_elf@mail.ru

ПОНОМАРЕВ  
Андрей  
Васильевич

Старший научный сотрудник ла-
боратории интегрированных си-
стем автоматизации Санкт-
Петербургского института ин-
форматики и автоматизации 
РАН.
В 2003 году окончил Тюменский 
государственный нефтегазовый 
университет по специальности 
«Автоматизированные системы 
обработки информации и управ-
ления».
В 2012 году защитил диссерта-
цию на соискание ученой степе-
ни кандидата технических наук. 
Является автором 38 научных 
публикаций.
Область научных интересов — 
крауд-вычисления и краудсор-
синг, рекомендующие системы, 
машинное обучение, системы 
поддержки принятия решений.
Эл. адрес: 
ponomarev@iias.spb.su

ПУТИН 
Евгений 
Олегович

Аспирант кафедры компьютер-
ных технологий университета 
ИТМО, Санкт-Петербург.
В 2014 году окончил математико-
механический факультет Санкт-
Петербургского государственно-
го университета по специально-
сти «Математик-программист». 
Является автором более десяти 
научных публикаций. 
Область научных интересов — 
машинное обучение, искусствен-
ные нейронные сети, биоинфор-
матика, хемоинформатика.
Эл. адрес: 
putin.evgeny@gmail.com

РЕШЕТНИКОВ 
Юрий 
Степанович 

Профессор, ведущий научный со-
трудник Института проблем эко-
логии и эволюции им. А. Н. Се-
верцова РАН, Москва.
В 1960 году окончил Московский 
государственный университет по 
специальности «Ихтиология».
В 1980 году защитил диссерта-
цию на соискание ученой степе-
ни доктора биологических наук. 
Является автором 344 научных 
публикаций, включая 13 книг и 
монографий.
Область научных интересов — 
экология и систематика лососе- 
образных рыб, трансформации 
пресноводных экосистем, роль 
видов-интродуцентов в экосисте-
мах, применение математиче-
ских методов в биологии.
Эл. адрес: 
ysreshetnikov@gmail.com

РУННОВА 
Анастасия 
Евгеньевна

Докторант, доцент кафедры авто-
матизации, управления, меха-
троники Саратовского государ-
ственного технического универ-
ситета им. Гагарина Ю. А., стар-
ший научный сотрудник Науч-
но-образовательного центра «Не-
линейная динамика сложных 
систем».
В 2005 году окончила Саратов-
ский государственный универси-
тет им. Н. Г. Чернышевского по 
специальности «Физика».
В 2008 году защитила диссерта-
цию на соискание ученой степе-
ни кандидата физико-математи-
ческих наук.
Является автором более 40 науч-
ных публикаций.
Область научных интересов — 
теория динамических систем, 
нейрофизиология, методы обра-
ботки данных.
Эл. адрес: anefila@gmail.com

СЕРГЕЕВ  
Александр 
Михайлович

Старший преподаватель кафед- 
ры вычислительных систем и се-
тей Санкт-Петербургского госу-
дарственного университета аэро-
космического приборостроения. 
В 2004 году окончил Санкт-
Петербургский государственный 
университет аэрокосмического 
приборостроения по специально-
сти «Вычислительные машины, 
комплексы, системы и сети». 
Является автором 32 научных 
публикаций.
Область научных интересов — 
численные методы, теория вы-
числительных процессов, проек-
тирование специализированных 
процессоров.
Эл. адрес: asklab@mail.ru
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ТРОФИМОВ 
Андрей  
Николаевич 

Доцент кафедры инфокоммуни-
кационных систем Санкт-Петер- 
бургского государственного уни-
верситета аэрокосмического при-
боростроения.
В 1976 году окончил Ленинград-
ский институт авиационного 
приборостроения по специально-
сти «Автоматизированные систе-
мы управления».
В 1982 году защитил диссерта-
цию на соискание ученой степе-
ни кандидата технических наук. 
Является автором 41 научной пу-
бликации и шести патентов на 
изобретения.
Область научных интересов — 
теория передачи дискретных со-
общений, теория информации, 
теория кодирования.
Эл. адрес: 
andrei.trofimov@vu.spb.ru

ТЮРИН 
Илья 
Вячеславович

Доцент кафедры конструирова-
ния радиоэлектронных и микро-
процессорных систем Тамбовско-
го государственного техническо-
го университета.
В 2001 году окончил Тамбовский 
государственный технический 
университет по специальности 
«Проектирование и технология 
радиоэлектронных средств».
В 2005 году защитил диссерта-
цию на соискание ученой степе-
ни кандидата технических наук.
Является автором более 40 науч-
ных публикаций.
Область научных интересов — 
проблемы теории управления тех-
ническими системами, возобнов-
ляемые источники и системы пря-
мого преобразования энергии, 
энерго- и ресурсосберегающие, 
экологически чистые химико-тех-
нологические процессы, модели-
рование технических систем.
Эл. адрес: tyrinilja@yandex.ru

ТЮРЛИКОВ  
Андрей  
Михайлович

Профессор, директор Института 
информационных систем и за-
щиты информации, заведующий 
кафедрой инфокоммуникацион-
ных систем Санкт-Петербург- 
ского университета аэрокосми-
ческого приборостроения.
В 1980 году окончил Ленинград-
ский институт авиационного 
приборостроения по специально-
сти «Информационные системы 
управления».
В 2011 году защитил диссерта-
цию на соискание ученой степе-
ни доктора технических наук.
Является автором более 80 науч-
ных публикаций.
Область научных интересов — 
многоабонентные системы связи, 
системы дистанционного обуче-
ния, протоколы передачи дан-
ных в реальном масштабе време-
ни, алгоритмы сжатия видеоин-
формации.
Эл. адрес: turlikov@vu.spb.ru

ХАРЧЕНКО 
Александр 
Андреевич

Аспирант кафедры автоматиза-
ции, управления, мехатроники 
Саратовского государственно- 
го технического университета  
им. Гагарина Ю. А.
В 2014 году окончил Саратов-
ский государственный универси-
тет им. Н. Г. Чернышевского по 
специальности «Радиофизика и 
электроника».
Является автором пяти научных 
публикаций и программы для 
ЭВМ, имеющей государственную 
регистрацию. 
Область научных интересов — 
нелинейная динамика, сложные 
сети, математическое моделиро-
вание.
Эл. адрес: ainadil@mail.ru

ШАЛЫТО  
Анатолий 
Абрамович

Заведующий кафедрой техноло-
гий программирования Санкт-
Петербургского национального 
исследовательского уни верси- 
тета информационных техноло-
гий, механики и оптики, ученый 
секретарь НПО «Аврора».
В 1971 году окончил Ленинград-
ский электротехнический инсти-
тут им. В. И. Ульянова (Ленина) 
по специальности «Автоматика и 
телемеханика». 
В 1999 году защитил диссерта-
цию на соискание ученой степе-
ни доктора технических наук.
Является автором более 250 на-
учных публикаций, трех моно-
графий и 70 изобретений.
Область научных интересов — 
системы логического управле-
ния, автоматное программирова-
ние.
Эл. адрес: shalyto@mail.ifmo.ru

ШАМКИН 
Валерий 
Николаевич

Профессор кафедры конструиро-
вания радиоэлектронных и мик- 
ропроцессорных систем Тамбов-
ского государственного техниче-
ского университета, почетный 
работник высшего профессио-
нального образования РФ.
В 1972 году окончил Тамбовский 
институт химического машино-
строения по специальности «Ав-
томатизация и комплексная ме-
ханизация химико-технологиче-
ских процессов».
В 1997 году защитил диссерта-
цию на соискание ученой степе-
ни доктора технических наук.
Является автором более 160 на-
учных публикаций и трех автор-
ских свидетельств.
Область научных интересов — 
математическое моделирование, 
оптимизация режимов и управ-
ление сложными технологиче-
скими процессами, дестабилиза-
ционная оптимизация и др.
Эл. адрес: shamkin-v@mail.ru
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ШЕВЧЕНКО 
Александр 
Александрович

Младший научный сотрудник 
Военной академии связи им. Мар-
шала Советского Союза С. М. Бу-
денного, Санкт-Петербург.
В 2015 году окончил Рязанский 
государственный радиотехниче-
ский университет по специаль-
ности «Компьютерная безопас-
ность».
Является автором 17 научных 
публикаций, двух программ для 
ЭВМ, зарегистрированных в 
ФИПС, и одного патента на изо-
бретение.
Область научных интересов — 
компьютерная безопасность, ин-
формационная безопасность, 
способы контроля уязвимостей и 
управления безопасностью ин-
формационно-вычислительных, 
информационно-телекоммуни-
кационных и распределенных 
информационных сетей.
Эл. адрес: 
alex_pavel1991@mail.ru
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