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Введение

Матрицы Адамара — квадратные матрицы H 
порядка n c элементами –1 и 1 такие, что выпол-
няется

 HTH nI,  (1)

где I diag(1,1,1…1) — единичная матрица. 
Помимо тривиальных размеров 1 и 2 матрицы 

Адамара ищут на порядках, делимых на 4 [1–3]. 
Содержание так называемой гипотезы Адамара 
состоит в том, что такие матрицы есть на всех 4t, 
где t — натуральное число. Попробуем разобрать-
ся, почему возникло сомнение в существовании 
матриц Адамара, и рассмотрим возможные пути, 
как это сомнение преодолеть. 

Матрицы вида (1) принято называть квазиорто-
гональными [4], имея в виду, что нормированием 
H H/  их нетрудно свести к строго ортогональ-
ным матрицам HTH I. Их элементами в таком 
случае будут и иррациональные числа. Поэтому 
рациональными матрицы Адамара можно счи-

тать весьма условно в силу тождества значений 
их элементов, позволяющего упростить матрицу. 
В общем случае ортогональные матрицы имеют 
несколько значений элементов, называемых уров-
нями [5, 6]. Трехуровневыми, например, являют-
ся конференц-матрицы (С-матрицы) или их обоб-
щения в форме взвешенных матриц [2, 5].

Матрицы Адамара могут быть разными по 
конструкции, в том числе симметричными. 
Вильямсон [7], выбирая форму блочного масси-
ва, взял его кососимметричным (здесь и далее — 
с точностью до диагонали), но с симметричными 
блоками, совместив в одной матрице два каче-
ства. Потом с интервалом примерно в десять лет 
выходят две работы [8, 9] пионеров компьютер-
ных поисков матриц Адамара для первого рас-
крытого при помощи вычислительной машины 
порядка 92 (рис. 1). 

Попытки сформулировать условия существо-
вания матриц Адамара на всех порядках, крат-
ных 4, предпринимались до этих работ в сере-
дине прошлого века усилиями Брука, Райзера 
и Човлы [10, 11], сформулировавших теорему, 

Articles



ИНФОРМАЦИОННО
УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ№ 6, 2018 3

ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ И ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА

комментируемую в монографии [12] Маршаллом 
Холлом (соавтором [8]).

В работе [9] первая блочная матрица берется 
кососимметричной, а остальные разворачиваются 
так, чтобы их симметрия (и отсутствие ее) не ме-
шали матрице в целом быть кососимметричной. 
Это породило гипотезу Себерри [3, 9] о том, что ма-
трицы Адамара не только существуют на каждом 
порядке, кратном 4, но они еще и все могут быть 
кососимметричны. Едва ли симметрия может 
претендовать на меньшую роль. Поэтому позд-
нее внимание исследователей сосредотачивается 
на возможности существования матриц Адамара 
в симметричной форме с одним или несколькими 
циклическими блоками, расширяющей грани-
цу Райзера [13] с 4-го порядка для моноциклов до 
32-го порядка для бициклов [14, 15] и далее на все 
порядки 4t при использовании не более трех бло-
ков [16–19]. Два блока (а не три) достаточны для 
построения негациклической конструкции [20]. 
В работах [21, 22] рассматриваются трехуровне-
вые взвешенные матрицы и последствия, к кото-
рым приводит несоответствие размера блока ус-
ловию ортогональности. Структура матриц резко 
усложняется для размеров, не равных простым 
числам. На порядке 46 еще есть известные узоры, 
для порядков 66 и 86 решения не найдены. 

Предпосылки возникновения  
теории орнаментов

В отличие от теории чисел, с которой у рассма-
триваемой темы есть многочисленные пересече-

ния, первые сведения о матрицах Дж. Сильвестр 
начал собирать около полутора столетий назад 
[23]. Он является автором наиболее известного 
алгоритма нахождения цепочки ортогональных 
по строкам и столбцам матриц H, итерационно 

наращиваемых ,  где начальное H 1. 

Инверсия знака в правом нижнем блоке состав-
ной матрицы обеспечивает наличие в ней двух 
элементов: 1 и –1. В данном алгоритме рекурсия 
идет по порядку и зависит от начального выбора, 
поэтому найти матрицы всех возможных поряд-
ков при его помощи невозможно. 

Сильвестра удивили орнаменты (узоры) це-
почки матриц порядков 2k и их свойство быть 
легко обращаемыми. В это время теория матриц 
только еще формировалась усилиями самого 
Сильвестра и Кэли. Было чему удивиться и на-
писать подробнейший отчет с изображениями 
почти «морозных» ортогональных узоров. Далее 
пятьдесят лет ничего не происходило, что тоже 
обычно для задач, косвенно связанных с теорией 
чисел. Накануне нового столетия Адамар ожив-
ляет тему находкой матриц порядков 12 и 20, 
близких к сильвестровым [1], портреты которых 
приведены на рис. 2. Здесь и далее белая клетка 
соответствует значению элемента 1.

Адамар видит кратность порядков четырем и 
доказывает, что иных решений (кроме матриц по-
рядков 1 и 2) не бывает. Он находит, что искомые 
матрицы достигают максимально возможного 
значения модуля детерминанта nn/2. 

Методов поиска матриц Адамар не предлагает, 
его собственный метод «проб и ошибок» несовер-
шенен, орнаменты хаотичны. Правда, благодаря 
итерациям Сильвестра перечень достижимых 
вычислениями порядков заметно увеличился. 
Почти сразу вслед выходит статья специалиста 
по теории чисел Скарпи [24]. Он ищет ортогональ-
ные узоры иначе — вставками усеченных матриц 

 Рис. 1. Голомб, Баумерт и Холл с портретом матри-
цы порядка 92

 Fig. 1. Golomb, Baumert and Hall with matrix por-
trait for order 92

 Рис. 2. Портреты матриц Адамара порядков 12 и 20

 Fig. 2. Hadamard matrix portraits for orders 12 and 20
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в самих себя с добавками каймы и циклически-
ми сдвигами столбцов или строк. Хитроумный 
«замок Скарпи» по настоящее время находит как 
новые комментарии, так и продолжения [25–27]. 

Начиная со Скарпи, с предложенными им ци-
клическими сдвигами, в расчеты матриц Адамара 
начинают проникать методы конечных полей. 

Большой вклад в теорию вносит  немецкий ма-
тематик Эрнст Якобсталь, ученик Фробениуса и 
Шура, работавший в начале прошлого века над 
диссертацией по квадратичным вычетам. Далее 
Гилман [28] в начале тридцатых годов система-
тизирует матрицы порядков, отличающихся 
простыми значениями n – 1. Отсюда недалеко и 
до конструкций Пэли [29], учитывающих более 
сложный характер полей, когда n – 1 или n/2 — 
простые числа или их степени. 

Если усеченный на единицу или вдвое раз-
мер матрицы представляет собой нечетное число, 
простое, то это ведет к нахождению матриц в ви-
де особо простого орнамента, в частности цикли-
ческого (с одной каймой) или бициклического. 
Метод Сильвестра тоже эксплуатирует особен-
ности простых чисел, он базируется на степенях 
простого числа 2. Пэли подводит итог поискам, 
констатируя, что вставками Скарпи достигает 
вычисления матриц некоторых недосягаемых 
прочими методами порядков, связанных с со-
ставными числами. 

Отсюда возникает представление, что матри-
цы Адамара порядков n 4t можно найти как 
пересечения семейств, каждое из которых содер-
жит ограниченное или неограниченное число со-
ставляющих. Начинается поиск как отдельных 
матриц [8, 9], так и семейств матриц, выделяе-
мых благодаря некоторому систематически при-
меняемому приему по образцам, которые дали 
Сильвестр, Скарпи и Пэли. 

Теорема Брука — Райзера — Човлы 

Первые успехи в систематизации орнаментов 
матриц получены Райзером. Исследуя в шестиде-
сятые годы прошлого века циклическую структу-
ру [13], он замечает ее ограниченное порядком 4  
применение (гипотеза Райзера). Впрочем, это 
простое наблюдение не имело бы такого резонан-
са, не продвинься Райзер с коллегами дальше. 

Брук, Райзер и Човла [10, 11] оперируют при-
вычными для циклических матриц параметрами 
их бинарных орнаментов — размером строки v, 
количеством отрицательных (или положитель-
ных) элементов в каждой строке и столбце k, а так-
же количеством пар выбранных одинаковых эле-
ментов в каждых двух строках или столбцах ма-
трицы . Понятно, что выбор набора параметров 
{v, k, } не может быть произвольным, он стеснен 

общим количеством мест, которые предоставляет 
для узора квадратная матрица. Связывающее до-
ступные значения параметров соотношение при-
шло из теории графов, поэтому его аббревиатура 
имеет невразумительное для матриц звучание — 
блочный дизайн. По смыслу — это диофантово 
уравнение реализуемого узора

 k(k – 1) (v – 1).  (2)

Если равенство не выполняется, то узор реа-
лизовать нельзя, а если выполняется — можно. 
Заметим, узор в равной степени может описывать 
как целочисленные, так и иные бинарные матри-
цы — матрицы с двумя элементами. Поэтому их 
надо различать дополнительными условиями. 
Бинарные матрицы, удовлетворяющие условию 
(2), приводят к матричному уравнению связи, на-
поминающему условие ортогональности

 ATA (k – )I J,  (3)

где J — матрица из единиц; k описывает положи-
тельные, не равные нулю элементы. Определи-
тель левой части (k – )v–1(k – v) > 0 [12] при 
нежестких ограничениях на параметры. Цело-
численный корень этого матричного квадратич-
ного уравнения c элементами 0 и 1 называется 
матрицей инцидентности. 

Легко видеть, что в левой части (3) концентри-
руются суммы квадратов и взаимных произведе-
ний элементов искомой матрицы. Еще со времен 
исследований Эйлера и Лагранжа известно, что 
целое число раскладывается на сумму не менее 
четырех квадратов целых чисел. Иными слова-
ми, для квадратичных уравнений есть ограни-
чения, когда они разрешимы. Углубленно этим 
занимались Хассе и Минковский, подробные 
комментарии приведены в обзоре Холла [12]. 
Между тем влиять на разрешимость уравнения 
(3) рациональными матрицами, к которым отно-
сится целочисленная матрица инцидентности A, 
возможно только двумя целочисленными пара-
метрами k и . 

Теорема Брука — Райзера — Човлы [10–12] 
констатирует, что для матриц со строками четной 
длины v значение (k – ) должно быть квадратом 
некоторого числа. Для прочих матриц условие 
становится менее жестким и сводится к суще-
ствованию наследующей у матричного аналога 
весовые коэффициенты квадратичной формы 
z2 (k – )x2 (–1)(v–1)/2 y2 такой, чтобы ее можно 
было разрешить не только нулями. Райзер с кол-
легами и Холл приводят проблемные сочетания 
параметров проективного дизайна v q2 q 1, 
k q 1, 1 при q 6 и 14, в первом случае име-
ем {43, 7, 1}, а также пример меньшего порядка 
{29, 8, 2}. 
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Теорема Брука — Райзера — Човлы опериру-
ет сугубо целочисленной матрицей инцидентно-
сти с элементами 0 и 1, описывающей не столько 
ортогональные матрицы (с их возможно веще-
ственными элементами), сколько графы и другие 
сходные с ними дискретные конструкции, где не 
целые элементы исключены по смыслу самой за-
дачи. Столбцы наращиваемой дополнительной 
каймой матрицы инцидентности можно сделать 
ортогональными путем изменения значений пре-
жде нулевых элементов, ограничивая их отрез-
ком от 0 до –1, получая в конечном итоге «рацио-
нальную» матрицу Адамара. 

Это обстоятельство, получение одного из друго-
го, стало играть роль краеугольного камня в вопро-
се о существовании матриц Адамара на всем диа-
пазоне выделенных для них порядков, кратных 4. 
Так как условия теоремы видятся всего лишь не-
обходимыми, но не достаточными для положитель-
ного заключения о существовании рациональных 
матриц инцидентности, то и на матрицы Адамара, 
с ними связанные, перешло сомнение [30]. 

Это сомнение разделяет, в том числе, автор 
обзора [12], который предпринял ревизию работ 
[10, 11]. В итоге Холл склоняется к мысли, что ус-
ловия теоремы не только необходимы, но и доста-
точны, но не может этого обосновать, поскольку 
они описывают рациональные матрицы, а не ма-
трицы с ограниченным набором элементов 0 и 1.  
Если условия достаточны, то гипотеза Адамара 
получает статус теоремы. Разумеется, опытные 
математики, в том числе Вильямсон [7] и Холл, 
наделенные немалой интуицией (об интуиции 
писал Адамар), давно видели пересечение строго 
доказанных в теории чисел теорем о разложени-
ях чисел на квадраты с матричной тематикой. 

Напрашивается естественный вывод, что раз-
ложение матриц на квадратные блоки — это все-
го лишь иллюстративный метод, позволяющий 
наглядно отразить содержание этих великих те-
орем о квадратах чисел. 

Если матрицы низводятся до всего лишь ил-
люстраций доказанных разложений чисел на со-
ставляющие, то все необходимое для доказатель-
ства их существования на 4t есть. Отметим, что 
неразрешимые сочетания параметров квадратич-
ного дизайна, для которых равенство (2) соблюда-
ется, но (3) неразрешимо матрицей инцидентно-
сти, несущественны для ортогональных матриц. 
Даже если целочисленные матрицы инцидент-
ности есть, они не обязательно ведут (ограничен-
ным изменением их нулевых элементов) к веще-
ственным ортогональным матрицам. 

Например, для проективных планов {v, k, }, 
в которых были обнаружены критические не-
разрешимые точки, ортогонализация матрицы 
инцидентности вариациями нуля (ограничен-
ными по норме единицей) вполне возможна, но 

она порождает матрицы с иррациональными 
элементами, к которым матрицы Адамара не от-
носятся. Выходит, что и случаи, не вызывающие 
сомнения в разрешимости уравнения из теоремы 
Брука — Райзера — Човлы (3), не ведут к чему-
либо приемлемому для построения целочислен-
ных матриц с ортогональными столбцами. 

Тем самым условия, столь тщательно иссле-
дуемые, к затронутой проблеме существования 
ортогональных конструкций имеют опосредован-
ное отношение. Для полноценного исследования 
надо включать в сферу внимания матрицы с ва-
рьируемыми иррациональными элементами, а 
эта возможность не была использована.

Уравнения составных узоров

Наше дополнительное замечание состоит 
в том, что значениями квадратичной матричной 
формы стоит интересоваться не только для кор-
ней в виде матрицы инцидентности с ее 0 и 1, но 
и при экстремальных значениях параметров. Для 
ортогональных матриц диофантово уравнение ре-
ализуемости узора (2) — условие необходимое, но 
недостаточное в силу дополнительного уравнения 
связи HTH nI. Это условие можно выразить коро-
че диофантовым уравнением ортогональности, за-
дающим легко учитываемое ограничение на . 

Лемма 3.1. Для квазиортогональных матриц 
с элементами –1 и 1, где k и  ассоциированы с ко-
личеством отрицательных элементов, имеем

k – n/4.  (4)

Доказательство: Скалярное произведение 
пары любых не совпадающих между собой строк 
(и столбцов) ортогональной матрицы равно 0. 
Поскольку часть отрицательных элементов (–1) 
идут вместе попарно, сумма их взаимных про-
изведений равна . В каждой из скалярно пере-
множаемых строк остается еще по (k – ) не на-
шедших пары отрицательных элементов, даю-
щих вклад –2(k – ). Остаток состоит из суммы 
пар произведений положительных элементов, 
дающей n –  – 2(k – ) n – 2k . Все вместе  

 – 2(k – ) n – 2k 4  – 4k n 0 позволя-
ет нам выразить значение целочисленного пара-
метра ортогонального узора k – n/4. 

Лемма доказана. 
Параметр k не может быть меньше четвертой 

части порядка, причем разность k – n/4, что 
дает n 4(k – ). Отсюда, кстати, видно, что для 
ортогональных матриц порядок должен делить-
ся на четыре — необходимое условие, указанное 
Адамаром. Задачи, в которых (k – ) равно ква-
драту некоторого числа, приходятся на хорошо 
изученные четные порядки n 4u2, отвечающие 
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цепочкам симметричных и (или) регулярных ма-
триц Адамара. 

Лемма 3.2. Диофантово уравнение реализуе-
мого ортогонального узора имеет вид 

 x2 n,  (5)

где параметр k (v – x)/2. Для одноблочных ма-
триц, разумеется, длина строки блока v n.

Доказательство: Подставив значение  из 
леммы 3.1 в уравнение узора (2), имеем новое ус-
ловие k(k – 1) (k – n/4)(n – 1), которое превра-
щается в тождество тривиальной заменой пере-
менных k (v – x)/2 x(x – 1)/2, n x2.

Лемма доказана. 
Следствие 3.2.1. Регулярные матрицы Адама- 

ра, отличающиеся равными значениями сумм 
элементов строк и столбцов, порядков n 4u2 
существуют. Условие (5) для них выполняется, 
к тому же выполняется первое условие теоремы 
Брука — Райзера — Човлы, так как k –  n/4 

u2. Поэтому регулярные матрицы Адамара 
с параметрами дизайна Менона {v, k, }  {4u2, 
u(2u – 1), u(u – 1)} существуют. 

Пример 3.2.1. Для порядка 4 регулярной явля-
ется диагональная циклическая матрица с пара-
метрами k 1 и 0. Согласно гипотезе Райзера 
[13], для следующего порядка 16 ресурсов цикли-
ческого узора не хватает. 

Разность k – n/4 4 достигается при k 6 
и 2, характерных для орнаментов в форме ма-
триц Буша с их n1/2 4 клетками положительных 
элементов того же размера 4 на диагонали (рис. 3). 

Переход к форме Буша усложнен концентра-
цией положительных элементов в ее крупных по 
размеру диагональных блоках, ввиду тривиаль-
ности которых узоры соседних блоков получают-
ся довольно изощренными. В итоге орнамент про-
межуточной структуры порядка 196 не найден. 

В качестве иллюстрации на рис. 4 представлены 
не приводившиеся ранее в виде орнаментов в лите-
ратуре портреты матриц Буша порядков 36, 100 и 
324 [31–33]. Второй орнамент найден первым авто-
ром данной статьи с помощью Владимира Тончева, 
одного из исследователей этих редких находок. 

Для лучшей разрешимости узора в рассмотре-
ние вводят два, три или четыре блока. Наиболее 
популярные блочные орнаменты матриц Адамара 
складываются в циклическую, бициклическую  
и т. п. конструкции, восходящие в своем содержа-
нии к более вариативному заполнению выделен-

ных еще Сильвестром блоков A, ,  … , 

здесь транспонирование «помогает» конструкции 
быть ортогональной. Условие ортогональности (1) 
для матрицы с парой блоков сводится к требова-
нию ортогональности суммы ATA BTB nI. 

На рис. 5 приведена пара разных по своему 
характеру реализаций матриц с симметричными 
блоками A, B размера 8 8 с параметрами k1 4, 

1 2 и k2 2, 2 0. Первая матрица более про-

 Рис. 3. Матрицы Райзера порядка 4 и Буша поряд-
ка 16

 Fig. 3. Matrices of Ryser for order 4 and Bush for or-
der 16

 Рис. 4. Матрицы Буша порядков 36, 100, 324

 Fig. 4. Bush matrices for orders 36, 100, 324

doi:10.31799/1684-8853-2018-6-6-fig4
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ста, поскольку в качестве блоков взяты цикличе-
ские матрицы. 

Вторая матрица построена на основе отражен-
ной относительно центральной вертикальной ли-
нии матрицы Буша порядка 16. Каждый блок A, 
B размера 8 8 состоит из трех разных по своему 
орнаменту субблоков. Так как это размер регуляр-
ной матрицы Адамара, структуру, напоминающую 
матрешку, порождает требуемый для реализации 
регулярной конструкции дизайн Менона с параме-
трами k k1 k2 6, 1 2 2, k – n/4 4. 
Таким образом, если циклическая структура недо-
статочно гибка, чтобы быть ортогональной на рас-
сматриваемом порядке, узор усложняется. Важно 
вовремя остановиться в измельчении матрицы. 

Диофантово уравнение реализуемого состав-
ного узора из нескольких блоков не претерпевает 
сколь-нибудь заметного изменения: 

ki(ki – 1) (v – 1),  (6)

суммирование здесь и далее идет по всем индек-
сам блоков, которых может быть 1, 2 и 4 (3 при 
равенстве двух блоков). Так как параметр  i 
связан с условием ортогональности всей матри-
цы в целом, его можно не разделять на составля-
ющие. Это общий коэффициент, условие ортого-
нальности с ним не изменяется. 

Лемма 3.3. Для ортогональных блочных ма-
триц

 k – n/4,   (7)

где k ki, ki — параметры блоков, каждый из ко-
торых представляет собой количество элементов 
–1 строки блока; n — порядок матрицы. 

Доказательство: При рассмотрении блочных 
конструкций, для которых выполняются тожде-
ство ATA + BTB = nI и сходные с ним для боль-
шего числа блоков, годятся все те же суждения, 
что и для леммы 3.1. Роль k выполняет суммар-
ный коэффициент.

Разбиение всего массива на блоки фактически не 
сказывается на значениях суммарных параметров 
k ki и i первых v строк, где v — размер блока. 

Ортогональность остальных строк всей матрицы га-
рантируется блочной ортогональностью массива. 

Лемма доказана. 
Лемма 3.4. Диофантово уравнение реализуе-

мого ортогонального узора имеет вид 

xi
2 n,  (8)

причем ki (v – xi)/2. Для одноблочных матриц, 
разумеется, длина строки блока v n.

Доказательство: Подставив значение  из 
леммы 3.3 в уравнение узора, имеем новое усло-
вие ki(ki – 1) (k – n/4)(n – 1), которое, как лег-
ко проверить, превращается в тождество заменой 
переменных ki (v – xi)/2, k ki.

Лемма доказана.
С увеличением числа блоков узора проблемы, 

описываемые теоремой Брука — Райзера — Човлы 
для одноблочного дизайна, отходят на второй план. 
На первое место выдвигаются теоремы Эйлера и 
Лагранжа. Гауссовы точки (рис. 6) — точки с це-
лыми координатами на линии, удовлетворяющие 
условию x2 n, и на окружности x2 y2 n. При 
дальнейшем увеличении числа блоков они имеют 
продолжение в виде точек на сфере (или сфероиде). 

Для первого примера циклический орнамент 
исчерпывается на порядке x2 n 4. Целые точ-
ки на окружности x2 y2 n помогают глубже 
понять логику орнаментов многоблочных матриц 
через бициклы. 

 Рис. 5. Орнаменты матриц Адамара порядков 16

 Fig. 5. Hadamard matrix ornaments for order 16

 Рис. 6. Точки Гаусса на линии и на окружности

 Fig. 6. Gauss’s points at line and circle
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Теорема Эйлера. Любое число вида 4t 1 раз-
лагается на сумму двух квадратов.

Это касается также составных чисел, в кото-
рых нечетные множители вида 4t 3 (или их не-
четные степени) свидетельствуют о неразложимо-
сти числа на сумму двух квадратов. Содержимое 
теоремы, не раскрывая доказательства, Ферма 
описал математику Мерсенну. Кроме того, Ферма 
считал, что любое число последовательно пред-
ставимо суммой трех треугольных чисел, четы-
рех квадратов и т. п. Доказать последнее положе-
ние удалось Лагранжу.

Бициклический орнамент существует, соот-
ветственно, не всегда, а тогда, когда n 4p разло-
жимо на сумму двух квадратов, т. е. когда зна-
чение p — простое число (или степень его) вида 
p 1 mod 4. Точки идут парами, поскольку блоки 
бицикла всегда можно переставить местами. На  
рис. 6 пара красных точек соответствует регуляр-
ной бициклической матрице порядка 100. Если 
исключить из рассмотрения порядки регуляр-
ных матриц, то точек на окружности всего две. 
Например, для бициклической матрицы порядка 
20 при x 2, y 4 матрицы A и B имеют параме-
тры k1 (v – x)/2 4, k2 (v – y)/2 3, матрицы 
можно переставить местами. 

Если  n 4u2, u 3, 7, 11, ... 3 mod 4, то сум-
ма квадратов существует, но влияние множителя 

4t 3 даже в четной степени сказывается в том, 
что конструкция бициклической матрицы ста-
новится недостаточно гибка. Это порядки 36, 
196, ... регулярных матриц, орнаменты которых 
должны существовать и в качестве моноблоков. 
Матрица Буша порядка 36 (см. рис. 5) дает пред-
ставление о «заместителе» бициклической кон-
струкции. Для удвоенного порядка 72 матрица 
разрешима блочным орнаментом, в блоках стоит 
сама регулярная структура. Если еще более уве-
личить размер, то добьемся разрешимости ма-
трицы порядка 144 в бициклической конструк-
ции — известное свойство матриц Адамара «вме-
щать» более простые конструкции по мере роста 
их размера: квадрат радиуса разрешимой окруж-
ности пришлось увеличить в 4 раза. 

Таким образом, отсутствие бициклических 
матриц порядка 36 и наличие двух реализаций 
бицикла 100, среди которых один регулярный, 
неожиданно находит объяснение положением 
точек на окружности и характером радиуса этой 
окружности (см. рис. 6, 7). 

Обращаясь к теореме Лагранжа о разложимо-
сти любого числа на сумму четырех квадратов, 
Вильямсон в сороковые годы предложил исполь-
зовать четырехблочную конструкцию [7]. Он сэко-
номил на числе независимых элементов матрицы 
Адамара, взяв симметричные блоки (матрицы 
Вильямсона) A, B, С, D вложенными в кососим-
метрическую конструкцию W, называемую с тех 
пор массивом Вильямсона. Построенная на двух 
типах симметрий, облегченная форма позволила 
Голомбу, Баумерту и Холлу найти первую ком-
пьютерную матрицу порядка 92 [8]. На настоящий 
день массив идет в паре со своим обобщением S, 
использованным [9] для поиска кососимметрич-
ной матрицы

;

 

 ,   (9)

где R — обратная единичная матрица, т. е. ма-
трица с единицами вдоль второй не главной диа-
гонали квадрата. Если не обращать внимание на 
симметрию или кососимметрию блоков, то второй 
массив называют массивом Гетхальса — Зейделя. 

Требование ортогональности матрицы в целом 
ATA BTB СTС DTD nI упрощается для сим-
метричных блоков Вильямсона до вида AT A, 
BT B, CT C, DT D. Леммы 3.3 и 3.4 для таких 

 Рис. 7. Точки Гаусса на окружности и бициклы

 Fig. 7. Gauss’s points at circle and two circulant ma-
trices
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массивов применимы, число составляющих сумм 
возрастает до четырех. Ближе к завершению про-
шлого века Драгомир Джокович полным перебо-
ром доказал отсутствие матриц Адамара поряд-
ка 140, построенных на циклических матрицах 
Вильямсона [34]. Позднее было найдено еще не-
сколько неразрешимых порядков [35]. Дженнифер 
Себерри, пожалуй, первой обратила внимание на 
то, что кососимметричная конструкция S наделе-
на в мире орнаментов большим выживанием. 

С тех пор она называется массивом Себерри 
или Себерри — Вайтмана. Далее будет показан 
путь к симметричной трехблочной конструкции, 
называемой массивом Балонина — Себерри [16]. 
Появилась она в работах по аппроксимации ма-
триц Адамара, включая порядок 668, симметрич-
ными трехуровневыми матрицами, имеющими 
одинаковый узор всех четырех блоков. Задача 
легко разрешима, если центральный блок вместо 
–1 имеет варьируемый уровень –b, он поднимает-
ся к –1 при освобождении узоров пары крайних 
блоков A, D.

Двухуровневые матрицы  
с варьируемым элементом

Посмотрим, что будет, если в силу возможного 
нормирования максимального элемента матрицы 
сохранить его равным a 1. Отрицательный эле-
мент обозначим как –b, полагая, что b свободно 
варьируется в диапазоне от 0 до 1, проходя, в том 
числе, и иррациональные значения. На рис. 8  
элемент с плавающим значением обозначен моно-
тонной окраской.

Так как бинарность матрицы этим назначени-
ем сохраняется, диофантово уравнение реализуе-
мого узора не меняется. Узор матриц из двух бло-

ков  порядка n 2v описывается, со-

гласно (6), уравнением относительно параметров 
парного дизайна k1(k1 – 1) k2(k2 – 1) (v – 1). 
Идея заключается в том, чтобы выбором  свести 
его к уравнению окружности, заведомо касаю-
щейся точки с целыми координатами. Поскольку 
значения уровней не фиксированы жестко, име-
ется возможность выбора желаемой . 

Лемма 4.1. Диофантово уравнение реализуе-
мого ортогонального узора для двухблочной кон-
струкции порядка n 2v 4t – 2 с длиной строки 
v 2t – 1 выбором (v – 3)/2 t – 2 сводится 
к паре разрешимых уравнений, описывающих 
общую точку окружности и линии, представлен-
ную на рис. 9, выражается как

 x2 y2 2, x y 2  (10)

и получается после замены переменных k1 t – x, 
k2 t – y, приводящей для точки решения x 1, 
y 1 к равенству k1 k2 t – 1 (v – 1)/2. 

Доказательство заключается в подстановке 
указанных значений параметров k1 k2, следу-
ющих из (10), при длине строки v n/2 2t – 1 
в уравнение ортогональности. Для случая 
ATA BTB nI имеем характеристическое урав-
нение b2 – 2(k – )ab (n – 2k )a2 0, k k1

k2 2(t – 1). Оно сводится к всегда разрешимо-
му относительно «плавающего» значения эле-
мента b уравнению (t – 2)b2 – 2tb t 0.

Доказательство закончено. 
Достижимый дизайн {n 2v; k1, k2; } {n 2v; 

(v – 1)/2, (v – 1)/2; (v – 3)/2} назовем эйлеровым, 
поскольку разложениями чисел на сумму пары 
квадратов чисел занимался именно он. Попутно 
мы доказали важную теорему.

Теорема 3.1. Матрицы Эйлера, задаваемые 
эйлеровым дизайном, с уровнями a 1 и –b,  

,  существуют для всех значений n

2v 4t – 2. 

 Рис. 8. Циклический моноблок с плавающим зна-
чением элемента

 Fig. 8. Circulant monoblock with floating value of entry

 Рис. 9. Общая точка окружности и линии

 Fig. 9. Common point of circle and line



ИНФОРМАЦИОННО
УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ № 6, 201810

ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ И ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА

Доказательство сводится к нахождению по-
ложительного корня характеристического урав-
нения (t – 2)b2 = 2tb t 0. Так как мы не связа-
ны с требованием рациональности элемента, нам 
нет необходимости заботиться о рациональном 
решении.

Доказательство закончено. 
Теорема эта была высказана сначала в виде 

предположения относительно существования 
матриц Мерсенна на всех нечетных порядках 
n 4t – 1 [36–38] и матриц Эйлера на 4t – 2. 

Ввиду инверсии знака блока в нижнем правом 

углу матрицы Эйлера ,  это матри-

ца с четырьмя элементами a, –b, –a, b. Добавим 
к ней составную кайму из строки и столбца, со-
стоящих из 1, далее v отрицательных элементов 
и v положительных элементов, не обращая вни-
мания на варьируемые элементы. 

В таком случае значения параметров в каждой 
строке новой структуры порядка n 4t – 1 возра-
стут на 1, т. е. k k1 k2 1 2(t – 1) 1 2t – 1 
и (t – 2) 1 t – 1. Эта операция превращает 
бициклическую конструкцию в моноблок с дву-
мя элементами a 1, –b в каждой строке. Дизайн 
{n 4t – 1; k; } {n 4t – 1; 2t – 1; t – 1} назо-
вем мерсенновым по причине вхождения чисел 
Мерсенна Mp 2p – 1 (с соответствующими реше-
ниями) в последовательность n 4t – 1. Этот ди-
зайн комплементарен так называемому адамаро-
ву дизайну {4t – 1; 2t; t}. 

Теорема 4.2. Матрицы Мерсенна, задавае-
мые мерсенновым дизайном с уровнями a 1 и 

–b, где ,  существуют для всех значений 

n 4t – 1. 

Доказательство: Подстановкой параме-
тров уравнение ортогональности моноцик-
ла b2 – 2(k – )ab (n – 2k )a2 0 сводится 
к (t – 1)b2 – 2tb t 0, разрешимому указанным 
выше значением b.

Доказательство закончено. 
Более простой циклический орнамент ма-

триц Мерсенна, представленный на рис. 10, су-
ществует только для порядков, равных числам 
Мерсенна 3, 7, 15, …, простым числам или произ-
ведениям пар близких простых чисел, например, 
15 3 5, 35 5 7, … [38]. 

Квадратичные уравнения имеют два корня, 
описывающих значения элементов при превали-
ровании и при дефиците отрицательных элемен-
тов матрицы. В качестве решения для значений 
элементов было выбрано то из них, которое обе-
спечивает большее значение детерминанта ма-
трицы. Итак, мы доказали, что последователь-
но находимые друг из друга матрицы Эйлера и 

Мерсенна существуют. Матрицы эти почти неиз-
вестны, они вещественные. Элементы не зажаты 
условием целочисленности — они «плавающие». 
И, казалось бы, в них мало удивительного.

Следствие 4.2.1. Матрицы Адамара, задава-
емые мерсенновым дизайном с уровнями a 1 и 
–b, b 1, существуют для всех значений n 4t. 

В самом деле, мерсеннов дизайн содержит 
всегда реализуемый ортогональный узор. Следуя 
предыдущей методике, добавим к нему монотон-
ную кайму, состоящую из элементов –b. 

Поскольку дизайн Мерсенна представляет со-
бой моноблок, получим матрицу порядка n 4t, 
у которой k 2t элементов и t. Уравнение ор-
тогональности b2 – 2(k – )ab (n – 2k )a2 0 
сводится к b2 – 2b 1 0, разрешимому значени-
ем b 1. Заметим, что мы не навязываем целочис-
ленное значение «плавающего уровня». Обычно 
кайму матриц Адамара нормализуют, чтобы она 
состояла из положительных элементов, цепочку 
преобразований узоров описывает рис. 11.

Проверим условия Брука — Райзера — Човлы, 
они сводятся к существованию решения уравне-
ния z2 tx2 – (t – 1)y2 в целых, не равных одно-
временно 0. Очевидно, что z 1, x 1, y 1 есть 
решение, и, значит, с этой стороны нет ограниче-
ний на существование матрицы Адамара, что от-
метил Холл в работе [12]. 

Окончание следует.

 Рис. 10. Два {15, 7, 3}-орнамента матриц Мерсенна

 Fig. 10. Two {15, 7, 3}-ornaments of Mersenne matrix

doi:10.31799/1684-8853-2018-6-10-fig10

 Рис. 11. Переход от бицикла Эйлера к моноблокам 
Мерсенна и Адамара

 Fig. 11. Transition from a bicycle of Euler to monob-
locks of Mersenne and Hadamard

doi:10.31799/1684-8853-2018-6-10-fig11
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Introduction: Hadamard conjecture about the existence of specific square matrices was formulated not by Hadamard but by other 
mathematicians in the early 20th century. Later, this problem was revised by Ryser together with Bruck and Chowla, and also by Hall, 
one of the founders of discrete mathematics. This is a problem of the boundary mixed type, as it includes both the continuous and discrete 
components. The combinatorial approach used in the framework of the discrete component has run its course by the end of the century. 
The article discusses an alternative based on both concepts. Purpose: To analyze the reasons why the conjecture about the existence 
of Hadamard matrices of all orders n 4t is considered unproven, and to propose possible ways to prove it. Methods: Transition, by 
lowering the order n 4t – 2, to two-level quasiorthogonal matrices with elements 1 and –b whose existence on all specified orders 
is not a difficult problem due to the possible irrationality of their entries. Subsequent construction of a chain of transformations to 
matrix orders n 4t – 1, n 4t, n 4t 1. Results: It is proved that Gauss points on an x2 2y2 z2 n spheroid are in one-to-one 
correspondence with symmetric Hadamard matrices (constructed on the basis of the Balonin — Seberry arrays), covering up the gaps 
on the unsolvable orders 140, 112, etc. known in Williamson’s array theory. Solution tables are found and systematized, which include 
so-called «best» three-block matrices L(p, q), where p  q is the number of non-conjugated symmetric matrices of the order in question, 
and q is the number of block-symmetric matrices which coincide with Williamson’s solutions. The iterative Procrustes algorithm which 
reduces the norm of the maximum entry in a matrix is proposed for obtaining Hadamard matrices by searching for local and global 
conditional extremes of the determinant. Practical relevance: The obtained Hadamard matrices and quasi-orthogonal matrices of 
orders n 4t – 2, n 4t – 1, n 4t 1 are of immediate practical importance for the problems of noise-resistant coding, compression 
and masking of video information.
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Introduction

Boundary value problems (BVP) for differ-
ential and integro-differential equations (IDE) 
with multipoint and nonlocal boundary condi-
tions arise in various fields of mechanics, phys-
ics, biology, biotechnology, chemical engineer-
ing, medical science, finance and others [1–14]. 
More precisely these are elasticity, heat and mass 
transfer, diffraction, underground water flow 
and population dynamics problems. Perhaps the 
first known problem which was reduced to the IDE 

,  is Proctor’s 
problem of Equilibrium of an elastic beam in XVII 
century. Fredholm integro-differential equations 
with nonlocal integral boundary conditions and or-
dinary differential operators, probably, first were 
considered by J. D. Tamarkin [15]. Problems with 
nonlocal boundary conditions for elliptic equa-
tions first were investigated by A. V. Bitsadze,  
A. A. Samarskii [16], while BVP for parabolic equa-

tions with nonlocal integral boundary conditions  
were studied by J. R. Cannon [5], L. I. Kamynin [7], 
N. I. Ionkin [6] and others. Later such investiga-
tions for Laplace, Poisson and heat equations were 
explored by V. A. Il’in and E. L. Moiseev [17] and 
others [18–20]. Nonlocal BVP involving integral 
conditions for hyperbolic equations were studied 
in [21]. Multipoint and nonlocal BVP with inte-
gral boundary conditions for ordinary differential 
equations were considered in [22, 23]. Fractional 
IDE with integral boundary conditions were given 
in [24]. The problem of the existence of solutions 
for nonlocal BVP was the subject of many papers 
[19, 20, 23, 25–28]. Exact solutions of BVP with 
Fredholm IDE were considered in [29] and [30]. In 
most cases numerical methods are employed. Here, 
the necessary and sufficient solvability conditions 
of the abstract operator equations: 

Bu Au – Qu, Qu gF(Au), 

(B) {u (A) : Ф(u) N (u)};  (1)
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B1u A2u – Q1u, Q1u qF(Au) gF(A2u), 

(B1) {u (A2) : Ф(u) N (u)}, 

 Ф(Au) DF(Au) N (Au),  (2)

and their exact solutions are obtained in closed 
form. This formalism is applied to solve Fredholm 
IDE with multipoint or nonlocal integral boundary 
conditions, when A is a differential operator and Q, 
Q1 are integral operators with separable kernels. The 
problems (1), (2) arise naturally from A. A. Dezin,  
R. O. Oinarov extensions of linear operators [31,  
26], which are not restrictions of a maximal operator, 
unlike the classical M. G. Krein, J. Von. Neu- 
man extensions [32, 33] in Hilbert space and in 
Banach space [34]. This work is a generalization of 
the papers [26–28, 35], where integral boundary 
conditions have not been considered. Solving 
differential or Fredholm IDE with integral boundary 
conditions is a complicated problem, since the operators 
B and B1 in (1), (2) are obtained by perturbations of 
boundary conditions and the action of an operator 
A. Whereas in [26–28, 35] the operators ˆ ,   

ˆ  and ˆ ,  ˆ  

are obtained only by perturbation of the action of a 
correct operator ˆ  which is a restriction of a maximal 
operator A. 

Terminology and notation

Let X, Y be complex Banach spaces and X* the 
adjoint space of X, i. e. the set of all complex-valued 
linear and bounded functionals on X. We denote by 
f(x) the value of f on x. We write (A) and R(A) for 
the domain and the range of the operator A, respec-
tively. An operator A2 is said to be an extension of 
an operator A1, or A1 is said to be a restriction of A2, 
in symbol A1 A2, if (A2) (A1) and A1x A2x, 
for all x (A1). An operator  A: X Y is called 
closed if for every sequence xn in (A) converging 
to x0 with Axn f0, it follows that x0 (A) and 
Ax0 f0. A closed operator A is called maximal if 
R(A) Y and ker A  {0}. An operator ˆ :
is called correct if ˆ  and the inverse ˆ  
exists and is continuous on Y. An operator ˆ  is 
called a correct restriction of the maximal operator 
A if it is a correct operator and ˆ .  If i X*, 
i 1, …, n, then we denote by col( 1, …, n) and 

(x) col( 1(x), …, n(x)). Let g (g1, …, gn) be a 
vector of Xn. We will denote by (g) the n  n ma-
trix whose i, j-th entry i(gj) is the value of func-
tional i on element gj. Note that (gC) (g)C,  
where C is a n  k constant matrix. We will also 
denote by 0n the zero and by In the identity n  n  
matrices. By 0 we will denote the zero column  
vector.

Extension methods for ordinary differential 
and Fredholm IDE

Let :  be an ordinary mth order differ-
ential operator 

Au(x) 0u(m)(x) 1u(m–1)(x) ... mu(x),

i   (3)

and X be a Banach space. Usually X [a, b] 
or X Lp(a, b), p 1. In the sequel we denote by 

,  the Banach space of all m times 

differentiable functions with norm 

 

 

and by  the Banach space of all 

m – 1 times differentiable functions with norm 

 

.   (4)

Note that for X [a, b] the spaces ,   
are defined by m[a, b], m–1[a, b], respectively. It is 
a well-known fact that the operator defined by

ˆ

... ,
 

 i , x [a, b],  (5)

ˆ

, : ...

is a correct restriction of A and the unique solution 
of (5) is

ˆ ,
!

 

 f(x)  [a, b].  (6)

Lemma 1. Let Ai, Bi, Ci, D are n  n matrices, 

where i 1, 2, 3, and .  Then the 

next properties of determinants hold true:

 

det

det ;   (7)
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det det .   (8)

Proof: Let .  Then 

 detH detH 1 1, HG H G

G  and H 1G H–1 G G . So (7) holds.

Let now  Then 

,  H H 1 1, GH G H G  

and GH 1 G H–1 G . So (8) holds and Lemma 1 
is proved.

Remark 1. Consider a n2 n2 matrix 

...
... ... ... ,

...
 where Aij, i, j 1, …, n are n n 

matrices. Let Г be the matrix obtained from G by 
multiplying from the left a row by the n  n matrix 
D and then adding it to another row, or by multi-
plying from the right a column of G by the matrix 
D and then adding it to another column of G. Then 
detG detГ.

Theorem 1. Let X be a complex Banach space, 

:  an operator from (3) with finite dimen-
sional kernel z (z1, ..., zm) which is a basis of ker A,  
and let ˆ  be a correct restriction of A defined by

 

ˆ ,
ˆ : ,

 
 (9)

the components of the functional vectors 
Ф col (Ф1, ..., Фm),  col ( 1, ..., n) and F 

col (F1, ..., Fn) belong to Xm–1 and respectively.
Suppose also that Ф1, ..., Фm biorthogonal to z1, 

..., zm and that the components of vector g (g1, ..., 
gn) Xn are linearly independent and N is a m  n 
matrix. Then: 

(i) The operator B defined by

Bu Au – gF(Au) f, 

f X; 

(B) {u (A) : Ф(u) N (u)}  (10)

is injective if and only if 

detV det[In – (z)N] 0 and

 detW det[In – F(g)] 0.  (11)

(ii) If B is injective, then B is correct and for all 
f X the unique solution of (10) is given by

 

ˆ ˆ ˆ

ˆ .   (12)

Proof: (i). Let detW 0, detV 0 and u kerB. 
Then Bu Au – gF(Au) 0, Ф(u) N (u) and 
[In – F(g)]F(Au) 0, Ф(u – zN (u)) 0. The last 

equation, since (9), implies ˆ .  

From [In – F(g)]F(Au) 0, since detW 0, fol-
lows F(Au) 0. Then Bu Au 0 which yelds 
ˆ  and so u zN (u). Then 

(u) (z)N (u) or [In – (z)N] (u) 0. The 
last, since detV 0 implies (u) 0 and so from 
u zN (u) we get u 0, i. e. kerB {0} and B is an 
injective operator.

Conversely. Let detV 0. Then there exists a 
vector c col (c1, ..., cn) 0 such that Vc 0. 

Consider the element u0 zNc 0, otherwise 
Nc 0 and from [In – (z)N]c 0 follows c 0, 
which contradicts the hypothesis c 0. Note 
that u0 (B), since Ф(u0) Nc, (u0) (z)Nс,  
Ф(u0) – N (u0) Nc – N (z)Nс N[In – (z)N]с 

NVc 0. It is evident that u0 kerB. So u0 kerB. 
Hence ker B {0} and B is not injective. Let now 
detV 0, but detW 0. Then there exists a vector 
c col(c1, ..., cn) 0 such that Wc 0. Note that gc 0 
because of g1, ..., gn is a linearly independent set and 

that the element ˆ ,  

otherwise g 0. For u0 we obtain

,

ˆ ˆ

ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ

,

ˆ

.

So u0 kerB. Consequently kerB {0} and B 
is not injective. Hence B is injective if and only if 
detV 0, detW 0. The statement (i) holds.
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(ii) Let detW 0 and detV 0. By statement 
(i), the operator B is injective. Since  z [ker A]m, 
Ф(z) Im, the problem (10) is written as 

Bu A(u – zN (u)) – gF(Au) f,

f X; 

(B) {u (A) : (u – zN (u)) 0}.  (13)

Then, applying Equation (9) and relation 
ˆ  we obtain 

ˆ ,  ˆ  
and for every u (B), f X using (10), (13) we ob-
tain 

,

,

ˆ ˆ ,

ˆ ˆ ,

ˆ ˆ ,

ˆ ˆ ,

ˆ ˆ

ˆ ˆ .
 

From the last equation for every f X follows 
the unique solution (12) of (10). Because f in (12) is 
arbitrary, we obtain R(B) X. Since the operator 
ˆ  and the functionals F1, ..., Fn, 1, ..., n are 

bounded, from (12) follows the boundedness of B–1. 
Hence, the operator B is correct if and only if (11) 
holds and the unique solution of (10) is given by (12). 
The theorem is proved. 

From the previous theorem for g 0 follows 
the next corollary which is useful for solving some 
classes of differential equations with nonlocal 
boundary conditions.

Corollary 1. Let a complex Banach space X, the 
operators A, ˆ,  the vector z and functional vectors 

,  and the matrix N be defined as in Theorem 1. 
Then:

(i) The operator B defined by 

Bu Au f, 

f X; 

(B) {u (A) : (u) N (u)}  (14)

is correct if and only if detV det[In – (z)N]  0 and 
for all f X the unique solution of (14) is given by 

 
ˆ ˆ .   (15)

Theorem 2. Let a Banach space X, the vectors z, , 
, F, the operators A, ˆ  be defined as in Theorem 1 

and the operator B1: X X by 

 B1u A2u – qF(Au) – gF(A2u) f; (16)

(B1) {u (A2) : Ф(u) N (u), 

 Ф(Au) DF(Au) N (Au)}.  (17)

Suppose also that the vectors q and g are linear-
ly independent, q (q1, ..., qn), g g1, ..., gn) Xn, 
and D, N are m  n matrices. Then:

(i) The operator B1 corresponding to the problem 
(16), (17) is injective if and only if

det

ˆ

ˆ ˆ
det ,

ˆ

 
(18)

where 

ˆ ,
 

ˆ ,  

ˆ ˆ ,
 

 W In – F(g), V In – (z)N.  (19)

(ii) If the operator B1 is injective, then it is cor-
rect and the unique solution of (16), (17) is given by

ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,

ˆ ˆ ˆ, , , .

 

(20)

Proof: (i) Let detL  0. Since Ф(z) Im, the rela-
tions (17) can be represented as

(u – zN (u)) 0,

(Au – zDF(Au) – zN (Au)) 0,

which taking into account (9) imply 

 
ˆ ;   (21)

 
ˆ .   (22)

Then, since z [kerA]m, ˆ  and ˆ  is cor-
rect, from (16) we obtain

ˆ

,
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ˆ

ˆ ˆ ,

ˆ

ˆ ˆ ˆ ,

ˆ

ˆ ˆ ˆ .

Then taking into account (16) we get 

A2u qF(Au) gF(A2u) f,

ˆ ˆ ˆ ,

ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ .
 
(23)

Further acting by functionals F and  we get the 
next system

ˆ ˆ ˆ ,

ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆ ,

ˆ ˆ ,

F(A2u) F(q)F(Au) F(g)F(A2u) F(f), or

ˆ

ˆ ˆ ,

ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆ ,

ˆ

ˆ ˆ ,
 

– F(q)F(Au) [In – F(g)]F(A2u) F(f).

Using the notations (19) from the above equa-
tions we get the system 

 

ˆ

ˆ ˆ

ˆ

ˆ

ˆ
.

ˆ

  

(24)

Let u kerB1. Then in the systems (23), (24) f 0 
and from (24) we get Lcol( (u), (Au), F(Au), F(A2u))

0, which since detL  0, yields (u) (Au)
F(Au) F(A2u) 0. Substitution of these values 

into (16), (17) imply B1u A2u 0, (u) (Au) 0. 

Taking into account (9) we acquire ˆ  and 

ˆ .  By hypothesis ˆ  is correct and so 
u 0. Thus ker B1 {0} and B1 is injective.

Conversely. Let detL 0. Then there exists a 
vector c col(c1, c2, c3, c4), where ci col(ci1, …, cin), 
i 1, ..., 4 such that c  0 and Lc 0, which since 
(24) yields

 
ˆ ;

 
 (25)

 
ˆ ˆ ;   (26)

 
ˆ ;   (27)

 –F(q)c3 Wc4 0.  (28)

Consider the element 

ˆ ˆ .  (29)

Note that u0  0, otherwise because of the 
linear independence of the vectors q, g, z and 

ˆ ker  [18], we get Nc1 Nc2 c3

c4 0. Then from (27) follows that c2 0 and 

from (26) we obtain c1 0. Thus ci 0, i 1, ..., 4 
and c 0. But the last contradicts the hypothe-
sis c  0. So u0  0. From (29), since (z) Im, 

ˆ ˆ  and (26) we get

ˆ ,  

A2u0 qc3 gc4, 

ˆ

ˆ ˆ
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ˆ ˆ

.

Then (u0) N (u0) and so u0 satisfies the first 
boundary condition (17). We will show, using (27) 
and (25), that u0 satisfies the second boundary con-
dition (17)

ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ

ˆ ,

where K1, K2 from (19). So u0 (B1). Now, using 
(25) and (28) we will show that u0 kerB1

ˆ ˆ

ˆ

.

So there exists a nonzero element u0 (B1) 
and u0 kerB1. This means that B1 is not injec-
tive. Hence the operator B1 is injective if and only 
if detL  0.

(ii) Since detL  0, the system (24) for all f X 
has an unique solution

, , ,

ˆ ˆ ˆ, , ,
  

(30)

and the operator B1, by statement (i), is injective. 
Substituting (30) into (23) we obtain the unique 
solution (20) of the problem (16), (17). In the above 
solution an element f is arbitrary. Consequently, 
R(B1) X. Since the operators ˆ ,  ˆ  and the 
functional vectors F and  are bounded, from (20) 
follows the boundedness of ,  i. e. the operator 
B1 is correct. The theorem is proved.

The next corollary follows from the above the-
orem for q g 0 and is useful for solving some 
classes of differential equations with nonlocal 
boundary conditions.

Corollary 2. Let the operators A, ˆ,  the vectors z,  
, , F, V and matrices D, N be defined as in Theo- 

rem 2 and the operator B1 : X  X be defined by 

B1u A2u f, 

(B1) {u (A2) : (u) N (u),  (31)

(Au) DF(Au) N (Au)}.

Then:
(i) The operator B1 corresponding to the problem 

(31) is injective if and only if 

ˆ ˆdet det .

 

(32)

(ii) If the operator B1 is injective, then it is cor-
rect and the unique solution of (31) is given by 

 

ˆ ˆ ˆ, ,

ˆ ˆ ˆ, , .
  

(33)

Proof: (i) For g q 0 from (18) and (19) imme-
diately follows

ˆ ˆ
det det . (34)

It is evident that detL detL1. From (20) for 
g q 0 follows the solution of (31)

ˆ ˆ ˆ, , ,

ˆ ˆ ˆ, , , .
  
(35)

It is easy to verify that 

ˆ ˆ, , ,

ˆ ˆ ˆ, , ,

ˆ ˆ, ,

ˆ ˆ ˆ, , .

Hence, from (35) follows (33).

Examples

In the next example we use the extension method 
from Theorem 1.

Example. The multipoint problem for loaded in-
tegro-differential equation on  [0, 1] 
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d

,  (36)

,
 

is correct and the unique solution of (36) is given by 

 u(t) 4t3 2t2 2t 1. (37)

Proof: If we compare (36) with (10), it is nat-
ural to take Au u (t), (A) {u 2[0, 1]}, 

, ,  , ,  m n 2, z (z1, 
z2) (1, t), ˆ ,  

ˆ : ,

d

d d ,

: .
 

(38)

Since (5), the operator ˆ,  is correct and its 

solution is ˆ d .  Further 

comparing (36), (38) with (10), we take g1 3t, 

,  f 8t2 2t 12, 

,
 

d ,

d .

Then 

d ,
 

d ,

,
 

.
 

The set z (1, t) is biorthogonal to ( 1, 2). From 

1(u) u(1/2)  u u u 1 follows that 
* * *.  By analogy 2, i

1*, 

i 1, 2. Further from d  

it follows that 
* *, .  By analogy it is 

proved that *.  We can apply Theorem 1. Now 
we calculate

ˆ d d ,

ˆ d .

Compute

ˆ ˆ ˆ, , .

 

Further we find 1(z1) z1(1/2) 1, 1(z2)
z2(1/2) 1/2, 2(z1) z1(1) 1, 2(z2) z2(1) 1.  

Then . Further compute ˆ   

,  ˆ ,  ˆ ,
 

ˆ ,  then

 

ˆ( ) .
 

Now we find 

1 d ,
 

d ,
 

d ,
 

d .
 

Then 

( ) .
 

Since 

( ) ,
 

( )

,

and detW  0, detV  0, the problem (36), by 
Theorem 1 (ii), is correct. For f 8t2 2t 12 we 
calculate 
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ˆ d ,
 

,

 
d .

Then F(f) col(61/10, 47/3). We also compute 

ˆ ˆ( ) ,
 

ˆ ˆ( ) .

Then 

ˆ , .col

Substitution of these values into (12) yields the 
solution to the problem (36)

ˆ ˆ[ ( )] ( )

ˆ( )

, ,

,

.

Conclusion

The main results of this paper are Theorems 1  
and 2, where the problems Bu f, B1u f are solved by 
extension method. This method is essentially simpler 
and more convenient in the case of quadratic opera-
tor B1 B2. In this case the solvability condition and 
a solution of B1u f can be obtained by application of 
the formula for solution of Bu f twice. The upcoming 
Part 2 of this paper will be devoted to decomposition 
method for this case. Note that the extension method 
is a generalization of direct method which is present-
ed in [30]. The essential ingredient in our approach is 
the extension of the main idea in [26].
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Введение: краевые задачи для дифференциальных и интегро-дифференциальных уравнений с многоточечными и нелокаль-
ными граничными условиями возникают в различных областях механики, физики, биологии, биотехнологии, химической инже-
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нерии, медицинской науки, финансов и других. Нахождение точных решений краевых задач с фредгольмовыми интегро-диффе-
ренциальными уравнениями является трудной проблемой. В большинстве случаев решения получаются численными методами. 
Цель: поиск необходимых и достаточных условий разрешимости абстрактных операторных уравнений и метод построения их 
точных решений. Результаты: предложен прямой метод для точного решения некоторого класса обыкновенных дифференци-
альных или фредгольмовых интегро-дифференциальных уравнений с сепарабельными ядрами и многоточечными и интеграль-
ными граничными условиями. Исследованы абстрактные уравнения вида Bu Au – gF(Au) f и B1u A2u – qF(Au) – gF(A2u) f  
с нелокальными граничными условиями (u) N (u) и (u) N (u), (Au) DF(Au) N (Au) соответственно, где q, g являются 
векторами, D, N — матрицами, а F, ,  — функциональными векторами. Предложенный метод прост в использовании и может 
быть легко интегрирован в любую систему компьютерной алгебры. Исследована корректность уравнений вида Bu f и B1u f  
и их точные решения. Вторая часть этой статьи будет посвящена случаю, когда оператор B1 имеет квадратичную факторизацию.

Ключевые слова — дифференциальные и фредгольмовы интегро-дифференциальные уравнения, многоточечные и нелокаль-
ные интегральные граничные условия, разложение операторов, корректность операторов, точные решения.
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Введение

Метод нормальной формы основывается на 
преобразовании системы обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений к более простой систе-
ме, называемой нормальной формой в окрестно-
сти стационарной точки. Системам второго по-
рядка была посвящена работа [1]. На важность  
этого метода в случае исследования обыкновен-
ных дифференциальных уравнений обратили 
внимание достаточно давно, см., например, [2] 
или [3].

Само определение нормальной формы и норма-
лизующего преобразования дается в несколько 
различающихся формах в общем и специальных 
случаях. Так, очень развиты приложения для га-

мильтоновых систем [4–7; 8, ч. 1, 2]. Резонансные 
и нормальные формы Белицкого исследуются 
в работах [9; 10, ч. 5, § 20; 11]. Существует немало 
алгоритмов (и их реализаций) для построения 
нормальных форм и соответствующих преобра-
зований. Для гамильтонова случая это улучшен-
ный алгоритм Депри и Хори [12] и его символи-
ческая алгебраическая реализация в системе 
REDUCE [13]. Сущность метода численного по-
строения нормальных форм для гамильтонианов 
описывается в работе [14]. Вопросы сходимости 
нормализующего преобразования обсуждаются 
в работах [6, 7, 15, 16]. Что же касается построе-
ния нормальной формы в общем случае, мы упо-
мянем здесь (в дополнение к книге А. Д. Брюно 
[17]) также статьи [18–20].
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В настоящей работе мы будем использовать 
алгоритм, основанный на подходе, который был 
развит А. Д. Брюно [6, 7, 9, 10, 17] для резонанс-
ной нормальной формы. Важным преимуще-
ством этого подхода является возможность ис-
следования широкого класса автономных систем 
в рамках единой схемы, которая легко поддается 
алгоритмизации.

В частности, этот подход обеспечивает кон-
структивный метод получения приближений 
для локальных семейств периодических и ус-
ловно периодических решений в форме степен-
ных/фурье-рядов. Мы уделяем особое внимание 
проблеме сходимости применяемых преобразо-
ваний, что позволяет надеяться на достаточную 
точность получаемых приближений. Кроме са-
мих решений, мы можем также найти прибли-
жения для начальных условий, которые иниции-
руют такие периодические решения. То есть воз-
можно проводить некоторые элементы фазового  
анализа.

Другое достоинство используемого подхода 
состоит в алгоритмической простоте построения 
нормальной формы и соответствующего преоб-
разования. Мы имеем прямую рекуррентную 
формулу для этой процедуры, которая не требует 
хранения большого объема промежуточных ре-
зультатов. Подход свободен от необходимости ре-
шать промежуточные системы уравнений, а так-
же не имеет каких-либо ограничений на случаи 
резонансов низких порядков.

С помощью предлагаемого метода также воз-
можно получать приближения для непериодиче-
ских семейств. В этом случае получаемые резуль-
таты близки к результатам метода линеаризации 
Карлемана. Для периодических и условно перио-
дических случаев метод представляет собой обоб-
щение подхода Пуанкаре — Линдстеда.

Исследованию системы шестого порядка Эй- 
лера — Пуассона посвящена работа [21]. Исследо- 
ванию локальной интегрируемости систем обык-
новенных дифференциальных уравнений (ОДУ) 
посвящена работа [22]. Наконец, к серии работ по 
изучению интегрируемости сильно вырожденной 
двухмерной системы ОДУ относятся работы [23, 
24]. Метод также был применен для вычисления 
оценок цикличности в планарной кубической 
системе [25] в связи с шестнадцатой проблемой 
Гильберта. Завершая это перечисление, следует 
отметить продуктивность описываемого метода 
не только для поиска чисто периодических ор-
бит, но и для описания условно периодическо-
го движения. Примером может служить работа 
[26], где построено приближение, описывающее 
движение двойного маятника. При этом счет 
по полученным аппроксимирующим формулам 
опережает соответствующие расчеты по методу 
Рунге — Кутты в сотни раз.

Примеры обыкновенных 
дифференциальных уравнений  
четвертого порядка

Система Хенона — Хейлеса
В работах [27–29] описывается применение 

метода нормальной формы для построения ана-
литической аппроксимации всех (включая ком-
плексные) локальных семейств периодических 
решений в окрестности начала координат для си-
стемы уравнений Хенона — Хейлеса. Семейства 
решений представлены в виде отрезков рядов 
Фурье с приближенными коэффициентами и 
частотами, а соответствующие траектории опи-
саны как пересечения гиперповерхностей, кото-
рые определены в виде многомерных степенных 
рядов от значений механической энергии систе-
мы. Сравнение численных значений, получен-
ное табулированием приближенных результа-
тов, полученных описанными выше методами, 
с результатами численной интеграции системы 
Хенона — Хейлеса демонстрирует хорошее согла-
сование, которого достаточно, чтобы применять 
эти приближенные решения в инженерных при-
ложениях.

Система уравнений Хенона — Хейлеса перво-
начально возникла в теории движения частиц 
в аксиально симметричном гравитационном по-
ле, точнее, из задачи о движении звезд в галакти-
ческом поле [30], как простая модель для числен-
ных экспериментов. Это система двух дифферен-
циальных уравнений второго порядка

 
; .   (1)

Она может быть записана как система ав-
тономных обыкновенных дифференциальных 
уравнений вида

 
( ),

 
 (2)

где x (x1, …, xn) — векторная функция времени; 

/  — временная производная; ( 1, …, 

n) — вектор, который является функцией от x и, 
возможно, каких-то параметров, как гамильто-
нова система уравнений с функцией Гамильтона

 
[( ) ( ) ] .   (3)

Линейная замена переменных

 

, ( );
, ( )

 
 (4)

преобразует (1) к форме с диагональной линейной 
частью
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( ), , , , ,   (5)

или в переменных системы к виду

 

( )( );

[( ) ( ) ];

( )( );

[( ) ( ) ].

 

 (6)

Собственными значениями этой системы яв-
ляются две пары комплексно сопряженных мни-
мых единиц (–i, –i, i, i). Таким образом, это 
истинно резонансная задача, а это, как известно, 
самый трудный тип задач для решения методами 
теории возмущений.

Нормальная форма системы Хенона — Хейлеса 
Для системы Хенона — Хейлеса (1) отношения 

всех пар собственных значений равны ±1, по-
этому это резонансный случай низшего порядка. 
Напомним, что формально условие A выполнено 
[6], если существует не зависящий от времени и 
индекса i параметр  такой, что нормальная фор-
ма системы удовлетворяет уравнениям

 

: , Re

, Re , , .
 
 (7)

Если условие A для (1) выполнено, то норма-
лизующее преобразование сходится и решения 
нормальной формы содержат все локальные для 
данной неподвижной точки семейства периодиче-
ских решений. Нормальная форма для системы 
(6) имеет вид

, , , ,
,

, , , , , ,

,

, , , .

 

  (8)

Условие A для (1) определяется системой урав-
нений (7)

 

, , , , ,

, , , ,
 
 (9)

где  есть функция z1, …, z4, которая не зависит 
от индекса i и времени t, но определяется только 
условием A.

Поиск всех решений системы типа (9) пред-
ставляет собой независимую задачу решения си-
стем уравнений в кольце формальных степенных 
рядов. Важно, что при удовлетворении условия A 

в кольце таких рядов соответствующие решения 
имеют базис, состоящий из сходящихся рядов. 
Поэтому и семейства периодических решений 
(9) могут быть выражены в терминах сходящих-
ся рядов. Для решения системы типа (9) мы вос-
пользуемся простой факторизацией.

Поскольку система Хенона — Хейлеса (1) дей-
ствительна, то в нормальной форме (8) ряды gj(z) 
должны удовлетворять условию действительности

( ) ( );
, , .

 

Здесь надчеркивание обозначает процедуру 
комплексного сопряжения.

Используя программу NORT [24], для системы 
Хенона — Хейлеса мы получили

( ) ;

( ) .   (10)

Вычисление нормальной формы и нормали-
зующего преобразования для системы Хенона — 
Хейлеса до 11-го порядка на NORT в рациональной 
арифметике заняло около 6 секунд на компьютере 
Pentium-Pro 200 MHz и дало 110 членов нормаль-
ной формы, а также 1250 членов нормализующе-
го преобразования. В описываемом здесь примере 
нормальная форма была вычислена до членов 19-го 
порядка в рациональной арифметике бесконечной 
точности. Отметим, что существует значительное 
различие в скорости вычислений при использова-
нии различных арифметик (с плавающей запятой, 
длинной целой, модулярной) для обработки чис-
ленных коэффициентов.
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Локальные семейства периодических 
решений системы Хенона — Хейлеса 
в окрестности начала координат

Уравнения (9) могут быть представлены (по-
средством исключения , которое отлично от ну-
ля для нетривиальных решений) в таком виде:

 

( ) ( ) ;

( ) ( ) ;

( ) ( ) ;

( ) ( ) .

 

 (11)

Нахождение всех локальных семейств перио-
дических решений системы (8) эквивалентно опре-
делению всех решений системы (11). Для каждого 
из решений (11) соответствующее семейство реше-
ний (8) вследствие (9) имеет вид

 
exp( ); exp( ), , .  (12)

Константы cj — постоянные интегрирования 
и  — параметр из (9), который играет роль ча-
стоты.

Важно, что для любой обратимой системы оба 
полинома P1 и P2 в (11) имеют одинаковый мно-
житель [9; 10, гл. 5, §10]

( ) ( ) ( );

( ) ( ) ( ),
 

где r и s — наименьшие натуральные целые, удов-
летворяющие уравнению 1r – 2s 0.

Система Хенона — Хейлеса обратима и име-
ет s r 1, но благодаря дополнительной симме-
трии из (10) и (11) можно найти, что

( ) ( ) ;

( ) ( ) , (13)

где  0 — числовая константа, а последние мно-
жители имеют ненулевые постоянные члены, 
т. е. они не могут давать вклад ни в какое допол-
нительное семейство решений (напомним, что мы 
интересуемся решениями, которые включают 
стационарную точку z 0). Таким образом, вме-
сто первой пары уравнений в (11) мы имеем лишь 
одно уравнение

.
 

Уравнение  описывает пару гипер-
поверхностей

 
: :

  
(14)

соответственно. Для второй пары уравнений в си-
стеме (11) имеем:

, ( )

( ) ( ) ( ) ;

( )( ) ( ) ;

,

( ) ( ) ;

( ) ( ) ,

где  и  — численные константы, не равные нулю.
Определим также гиперповерхности

 

: ;

: ;

: ;

: , , , , .
 
 (15)

Таким образом, имеется две ветви решений 
уравнений (11), которые соответствуют пересече-
нию h ha и h hb, и одна ветвь, соответствую-
щая пересечению h hc. Еще две ветви решений 
соответствуют пересечению гиперповерхностей 
h1 h2 и h3 h4.

Имеется также пара ветвей, которая соответ-
ствует комплексно сопряженным семействам 
решений с нулевой энергией и единичной ча-
стотой . Первая ветвь — это h1 h3, а вторая 
ветвь — h2 h4. Перечисленные ветви исчерпы-
вают все возможные локальные семейства пе-
риодических решений уравнений (6) через под-
становки (12), константы связи cj и вычисление 
соответствующих частот  в виде рядов от этих 
констант.

Эти семь ветвей решений системы уравнений 
(11) порождают 10 различных локальных се-
мейств периодических решений системы (1) с че-
тырьмя различными частотами [см. (17) ниже]:

: , ;

: , ;

: , ;

: ;

: ;

: ;

: .

 

Некоторые из этих семейств были представ-
лены в работе [31]. Причиной дублирования пер-

(16)
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вых трех семейств является симметрия первона-
чальной системы (1) по отношению к обращению 
времени. Это обращение изменяет знаки в  и ,  
таким образом дублируя число семейств. Но об-
ращение времени только переставляет семейства 
6 и 7 и эквивалентно тривиальному временному 
сдвигу для семейств 4 и 5.

Используя представление (12), можно перепи-
сать приведенные выше соотношения через кон-
станты интегрирования с1, …, c4, просто заменив 
там zi ci. Если мы интересуемся семейством 
действительных решений (6), тогда мы долж-
ны выбрать в выражении (12)  и .  
Однако в резонансном случае требуется больше 
дополнительных условий, чтобы гарантировать 
действительность решений. Первая пара урав-
нений в (11) — это критическое условие действи-
тельности резонансных решений, что следует 
из (12). Так как система (1) автономная, реше-
ния содержат обычный фазовый сдвиг, которым 
можно пренебречь, и тогда все константы могут 
быть выбраны действительными (или, иногда, 
чисто мнимыми). После этого каждое решение 
(16) (кроме существенно комплексных семейств 
6 и 7, которые определяются комплексными кон-
стантами) определяется только тремя из четырех 
действительных констант ci. Поэтому каждое 
действительное семейство решений системы (12) 
зависит от единственной константы.

Используя определенную константу ci, ска-
жем, c1 (для действительных параметрических 
семейств 1–5), подставим ее в систему (12) и полу-
чим соответствующую величину частоты  в ви-
де ряда по c1 через (9). Чтобы найти соответству-
ющие семейства периодических решений (1) как 
усеченный ряд по этой постоянной, мы подста-
вим (12) в ранее подсчитанное нормализующее 
преобразование и в преобразование (4). Наконец, 
константа c1 может быть зафиксирована подста-
новкой решения (1) в выражение для энергии H 
из (3). Энергия (которая не зависит от времени!) 
тогда представляет собой ряд по одной постоян-
ной (скажем, c1), и обращением этого ряда вели-
чина c1 может быть найдена как ряд по степеням 
энергии, и тогда все другие константы можно ис-
ключить. Для действительного случая решения 
представляются в виде усеченных рядов Фурье. 

Это дает приближенные частоты для семейства 
периодических решений системы (1) как функции 
механической энергии (3), которые равны

,

,

;

;

 ,

;

,  (17)

где индексы у  соответствуют пронумерован-
ным выше ветвям решений. Для каждой часто-
ты соответствующая аппроксимация семейства 
периодических решений представляет собой ряд 
Фурье по времени и степенной ряд по H, который 
приводится в работе [31].

Результаты проверялись двумя способами. 
Первый состоял в прямой подстановке ряда в пер- 
воначальные уравнения (1). Результаты содер-
жали только члены пренебрежимо малых по-
рядков. Второй путь состоял в сравнении числен- 
ного решения ( ( ), ( ), ( ), ( ))   
уравнений (1), вычисленного с использованием  
метода Рунге — Кутты, с табулированием величин 
приближенных решений  ( ( ), ( ), ( ), 

( )),  вычисленных с использованием предва-
рительно рассчитанных формул. Решения бы-

ли вычислены при значениях энергии ,  

 и .  Эти значения были взяты из 

оригинальной работы [30]. Ошибка вычислялась 
методом относительной среднеквадратической 
ошибки:

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
.

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

, /max

 

Результаты численного сравнения (т. е. вели-
чины ferr) таковы:

: :

: , , ;

: , , ;

: , , ;

: , , ;

: , , .

Так как для значения  система (1) име-

ет хаотический характер [30], значения  и  

не являются физически малыми. Для значения 

 максимальная относительная среднеква-

дратическая ошибка составляет 10 %.
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Мы не проводили численную проверку для се-
мейств 6 и 7, которые относятся к специальному 
типу. Такие семейства существуют для любой си-
стемы, у которой есть по крайней мере одно мни-
мое собственное значение [32].

Тем же самым образом была исследована обоб-
щенная система Хенона — Хейлеса как случай 
параметрической системы четвертого порядка 
[33]. Некоторые семейства периодических реше-
ний существуют только при фиксированных ве-
личинах параметров системы, а другие семейства 
существуют в интервале этих величин. Это при-
мер бифуркационного анализа методом нормаль-
ной формы. Замечательно, что система имеет 
дополнительное нетривиальное комплексное се-
мейство периодических решений при некоторой 
фиксированной величине параметра.

Еще один пример системы  
четвертого порядка. Резонансный  
и нерезонансный случаи

В этом разделе будет изучено семейство ло-
кально периодических решений гамильтоновой 
системы обыкновенных дифференциальных урав-
нений с кубической нелинейностью [34]. Такая 
система возникает при рассмотрении проблемы 
распространения волн на поверхности воды после 
сведения ее к нормальной форме. Будет найдено 
локальное семейство периодических решений и 
продемонстрирована важность специального ис-
следования резонансного поведения при соответ-
ствующих значениях параметров.

Давайте рассмотрим систему с гамильтонианом

.

Это система четырех дифференциальных урав-
нений

 

;
;

;
.

  (18)

Система обратима по отношению к инволю-
ции: (x1, x2, y1, y2) (x1, –x2, –y1, y2). Начало ко-
ординат (0, 0, 0, 0) — стационарная точка, и соб-
ственные значения равны

, , , .
 
(19)

Ниже мы обсудим случай с положительной , 
когда мы имеем по крайней мере одну пару мни-
мых собственных значений.

Случай > 1 
В этом случае только первая пара собственных 

значений чисто мнимая:

( ) , ,
 

собственные значения будут равны

 
, , , .

  
(20)

После нормализации получаем систему в но-
вых координатах (z1, z2, z3, z4):

( , ) ;

( , ) ;  

 

( , ) ;

( , ) .  (21)

Здесь P1, …, P4 — ряды, вычисленные на 
MATHEMATICA до третьего порядка по перемен-
ным zi. Заметим, что ряды Pi в правой стороне за-
висят только от произведений z1  z2 и z3  z4.

Периодичность условий налагает требование, 
что локальное периодическое семейство реше-
ний должно удовлетворять условиям A. Так как 
имеются ненулевые действительные части в соб-
ственных значениях 3, 4, то условие (7) требу-
ет, чтобы z3 z4 0. Но вычисленные величины 
P1 и P2 таковы, что ( , ) ( , ) , 
следовательно, видно, что по отношению к (21) 
произведение  постоянно, и мы имеем од-
нопараметрическое1 семейство периодических 
решений (21)

exp( ); exp( ); ,
 
(22)

где частота ( , ); μ — действитель-
ная постоянная. Вычисления дают для низших 
порядков по μ

( ) ( )( )
( ).

( ) ( )( )
 

(23)

Первый порядок2 решения для (x1, x2, y1, y2) 
(мы получили его, подставляя zi, полученные вы-
ше, в нормализующее преобразование) равен

1 Мы опустили тривиальный временной сдвиг как 
параметр.

2 Высшие члены в μ не приводятся в силу громозд-
кости.
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cos( )
,

sin( )
, sin( ), cos( ) .

 

 (24)

Итак, мы имеем два внешних параметра 

,  один внутренний параметр 

(постоянную интегрирования μ) и тривиальный 
временной сдвиг.

Случай 0 < < 1
В этом случае все собственные значения чисто 

мнимы, т. е. ,  и собственные значения равны

 
, , , .

 

 (25)

Мы теперь имеем два подслучая: собственные 
значения не соотносятся как целые числа и резо-
нансный случай.

Случай, когда собственные значения  
не соотносятся как целые числа

Это означает, что дробь /  не яв-

ляется рациональным числом. Нормализованное 
уравнение не будет иметь ту же самую форму, 
что и (21), но будет уравнением, все собственные 
значения которого чисто мнимы. Мы опускаем 
условно периодический двухчастотный случай. 
Но периодические семейства могут здесь по- 
явиться только если z3 z4 0 или z1 z2 0. 
Если z3 z4 0, как в случае выше, мы будем 
иметь ту же самую частоту (23) и то же самое ре-
шение (24). Поэтому это семейство существует для  

> 0.
Если z1 z2 0, мы будем иметь другую частоту

 

/

   (26)

и первый порядок приближения для решений

 

cos( ) sin( )
, ,

sin( ), cos( ) .   (27)

В этих выражениях частоты содержат полю-
са. Имеются полюса при , / , , , / .  

Посмотрим, какие собственные значения соот-
ветствуют этим величинам:

 

, ,

/ , /

, , , .
 
 (28)

Поэтому имеются области в 0 (или ), где ря-
ды медленно расходятся и могут терять смысл. 
Это связано с характеристиками линейной части. 
Мы опустим здесь рассмотрение случая жордано-
вой формы линейной части.

Резонансный случай
При / , /  все собственные значения 

сопоставимы. В нашем случае мы имеем резонанс 
третьего порядка (1:2), т. е. 1/ 3 1/2. Порядок 
резонанса определяется как сумма числителя и 
знаменателя этой дроби. После нормализации 
в этом случае имеем систему

 

( , , , );

( , , , );

( , , , );

( , , , ).
 
 (29)

Можно выбрать это решение в форме (мы фик-
сируем ниже тривиальный временной сдвиг, вы-
бирая постоянную a в z1, z2 чисто действительной):

 

exp( ), exp( );
( )exp( );
( )exp( ).

 
 (30)

После подстановки этих переменных в усло-
вие (7) (уравнения здесь те же, что и в работе [27]) 
получаем соотношение ac 0, которое имеет два 
решения.

Подслучай c 0. Остаток условия периодич-
ности (7) дает связь между величинами a и μ. 
Разрешая эту связь, мы получаем частоту 

 

( ).   (31)

Подслучай a 0. Частота 

 
( ).

  

(32)
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Как видно, у величин частот не возникает син-
гулярностей при изучении резонанса. Решения 
также не имеют полюсов. Можно дать следую-
щую общую рекомендацию: следует отдельно 
изучать резонансы в каждом порядке, который 
меньше чем порядок нормальной формы, исполь-
зуемой для анализа.

Итак, для локальных семейств периодических 
решений системы кубических уравнений с двумя 
внешними параметрами, приведенной выше, мож-
но заключить, что существует две области для каж-
дого параметра. В первой области — одно семейство 
периодических решений с одним внутренним пара-
метром, для второй области — два семейства с од-
ним внутренним параметром. Показано, что резо-
нансы низших уровней следует изучать отдельно.

Заключение

Таким образом, при помощи метода нормаль-
ных форм построены достаточно точные аппрок-
симирующие формулы для получения количе-
ственных приближений семейств периодических 
решений автономной системы ОДУ в окрестности 
нулевой начальной точки. Метод может также 
успешно применяться для бифуркационного ана-
лиза и исследования фазовой картины. Также 
продемонстрировано, что подобный анализ эф-
фективен лишь если его проводить в окрестности 
некоторого заранее выбранного резонанса.

Публикация подготовлена при поддержке 
Программы РУДН «5-100».
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which approximate numerical calculations of families of their periodic solutions. Replacing numerical calculations with their pre-
calculated formulas leads to significant savings in computational time. Similar calculations were made earlier, but their accuracy was 
insufficient, and their complexity was very high. Purpose: Application of the resonant normal form method and a software package 
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Introduction

Monitoring of animals in the wild using camera 
traps is one of the promising ways for monitoring 
animal behavior in the wildlife sanctuaries and 
national parks. Camera traps provide tremendous 
amount of information capturing any motion in 
a scene. Some camera traps produce a set of still 
images of moving object (animal, bird, or human) 
through 5–8 s, while other devices deliver a short 
movie. In this article, we deal with a set of still im-
ages, which are automatically marked by current 
date and time. Each camera trap has own station-
ary position in a predefined place, such as animal 
trails, watering places, and so forth. The stored 
amount of such information, for example for a half 
of a year, can achieve several terabytes from dozens 
of camera traps that makes impossible to process 
them manually.

For recognition of animal species or analysis of 
animal behavior, we need to process the original 
images sometimes of low quality in such manner 
that allows us to separate a visual object of inter-
est from cluttered background. The well-known 
scene background challenges make this task dif-

ficult for solving. Among them, it is worth noting 
the cluttered background, occlusions, color shad-
ows, moving background (for example, fluttering 
of leaves or waving trees), illumination changes 
within a day, flash shooting within a night, season 
changes, and meteorological impacts. At the same 
time, a scene remains unchanged principally and 
it is profitably regarding the computational costs 
to store a background pattern of a particular scene 
with a possibility to transform it into another 
state depending on the time/season/meteorologi-
cal attributes.

Our contribution is twofold. First, we propose a 
simplified background extraction method based on 
the modified Gaussian Mixture Model (GMM). The 
modification uses the truncated pixel values (in low 
bites) in order to decrease dependence from illumi-
nation changes and shadows with following crea-
tion and processing the binary masks instead of re-
al intensity values. The proposed method separates 
a scene into persistent (trunks of growing and/
or fallen trees) and non-persistent (snow, foliage, 
grass, sky, lake, river, and Earth surface for boreal 
forests) textured regions. The persistent textured 
regions serve as the landmarks in any season with 
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a non-changeable distribution, while the distribu-
tions of the non-persistent textured regions are 
changed respect to a current season. Such approach 
provides a compact background model of a scene. 
Second, we consider the influence of the time/sea-
son/meteorological attributes of scene respect to 
restoration ability. Note that we need not to provide 
a high accuracy of the proposed background models 
because the goal is to detect the location of the ob-
ject of interest.

Related work

Background subtraction method compares the 
current image with a reference image called back-
ground model. However, this method has many 
disadvantages because of illumination changes, 
shadows, occlusions, noise, and dynamic back-
ground [1]. All these impacts make unreasonable 
to employ this method in many applications. In 
such cases, the background extraction algorithms 
are necessary.

In [2], one can find the detailed survey on tradi-
tional and recent background models with the com-
plete classification from basic models to domain 
transform models. Traditional background models 
are classified in the following categories:

— basic models (average calculation, median 
processing, and histogram analysis);

— statistical models (Gaussian models, support 
vector models, and subspace learning models);

— cluster models (K-means models, codebook 
models, and basic sequential clustering);

— neural network models (general regression 
Neural Network (NN), multivalued NN, competi-
tive NN, dipolar competitive NN, self organizing 
NN, and growing hierarchical self organizing NN);

— estimation models (Wiener filter, Kalman fil-
ter, correntropy filter, and Chebychev filter).

In last decade, appearance of visual content from 
mobile devices and Internet videos requires the de-
velopment of background subtraction methods for 
challenging environments. The recent background 
models are classified in the following categories:

— advanced statistical background models (mix-
ture models, hybrid models, nonparametric models, 
and multi-kernels models);

— fuzzy background models (fuzzy background 
modeling, fuzzy foreground detection, fuzzy back-
ground maintenance, fuzzy features, and fuzzy 
post-processing).

— discriminative subspace learning models (dis-
criminative subspace models and mixed subspace 
models);

— Robust Principal Components Analysis 
(RPCA) models (RPCA via principal component 
pursuit, RPCA via outlier pursuit, RPCA via spar-

sity control, RPCA via sparse corruptions, RPCA 
via log-sum heuristic recovery, RPCA via iterative-
ly reweighted least squares, Bayesian RPCA, and 
approximated RPCA);

— subspace tracking (Grassmannian Robust 
Adaptive Subspace Tracking Algorithm (GRASTA), 
transformed-GRASTA, lp-norm robust online sub-
space tracking, and Grassmannian online subspace 
updates with structured-sparsity);

— low rank minimization (contiguous outliers 
detection, direct robust matrix factorization, di-
rect robust matrix factorization-row, probabilistic 
robust matrix factorization, and Bayesian robust 
matrix factorization);

— sparse models (compressive sensing models, 
structured sparsity, dynamic group sparsity, dic-
tionary learning, and sparse error estimation);

— transform domain models (fast Fourier trans-
form, discrete cosine transform, Walsh transform, 
wavelet transform, and Hadamard transform).

Not all from mentioned above methods are suit-
able for the monitoring task in the wild. Advanced 
statistical models and codebook models are among 
the most promising methods.

Background extraction is the cornerstone of 
background subtraction method. One of the tradi-
tional methods suitable for natural scene analysis 
is a temporal median filter method [3]. It requires a 
durable observation during training step. A medi-
an value of the certain pixel points extracted from 
K frames is taken as the background pixel value in 
this point. The improvement of this method called 
as the average method supposes to calculate the 
average value instead of the median value. The in-
cremental form of the average method is often used 
for real-time application, when for each pixel k the 
background model is update using equation

 ,   (1)

where Bk and Bk+1 are the intensities in the current 
background model and new background model, 
respectively; n is the number of frames; Ik is the 
intensity in current frame.

The incremental method has lesser computation-
al cost respect to the temporal median filter meth-
od and provides better extraction result. In [4], it 
was shown that if n  100 and more the incremental 
method has become a running average background 
learning method:

 ,   (2)

where  is the learning factor,  = 0.01,  = 0.1, or 
another experimental constant.

This method is widely used in practice; however, 
it is prone to generate the ghosts.
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The Gaussian mixture model for background es-
timation was proposed in [5]. In the GMM, the pixel’s 
intensity values over a time are modeled by a single 
Gaussian or as a mixture of several Gaussians. The 
background pixels are identified by comparing the 
pixel values and mean values of models. Many im-
provements of the GMM are available in literature 
[6–11]. The GMM is appropriate for complex natu-
ral scenes including tree branches shaking, water 
rippling, etc. The disadvantages of the GMM are 
the high computational complexity and necessity to 
store the Gaussian model parameters.

Difficulties in building a proper mathematical 
model, which describes the probability density func-
tion of pixel values, led to development of a non-par-
ametric approach for background modeling. In [12], 
a Kernel Density Estimation (KDE) was proposed 
with the main idea to evaluate the intensity density 
of pixels directly from sample history values that 
made this method sensitive to detection of moving 
objects. A nonparametric background generation 
model for on-line surveillance was proposed in [13]. 
First, the statistics of background variations with-
out training samples were estimated. Second, the 
background was generated using a heuristic frame-
work. The combination of the KDE and GMM was 
offered in [14] in order to estimate accurately the 
density function of background. Nonparametric es-
timation methods adapt to fast changes’ detection 
in a scene. At the same time, they have unsatisfac-
tory background building in situations, when sev-
eral moving objects have different speeds.

In [15], the background was modelled using a 
codebook algorithm. This method is referred to 
cluster models. For each pixel, a codebook consist-
ing of one or more codewords is constructed based 
on a color distortion metric together with bright-
ness bounds. Generally, the clusters represented 
by codewords do not correspond to single Gaussian 
or other parametric distributions. If the color dis-
tortion of incoming pixel to some codewords is less 
than the threshold and its brightness lies within the 
brightness range of that codeword, then this pixel 
is classified as background, otherwise, it is classi-
fied as foreground. The codebook algorithm esti-
mates a background over a long period with a lim-
ited memory. The original algorithm was improved 
in several ways. Thus, a multilayer codebook model 
was proposed in [16], which removed most of the dy-
namic background and significantly increased the 
computational efficiency. 

A universal sample-based background subtrac-
tion algorithm called as Visual Background extrac-
tor (ViBe) was developed in [17]. A classification 
model was based on a small number of correspond-
ences between a candidate value and the correspond-
ing background pixel model. The ViBe can be ini-
tialized with a single frame under assumption that 

neighboring pixels share a similar temporal distri-
bution. Also, an original mechanism for updating 
the background model over time for a set of frames 
was presented. Hereinafter, the extensions of the 
ViBe approach were proposed in order to eliminate 
the ghosts [18]. The ViBe method has advantages in 
the computation speed and detection effect but does 
not invariant to frequent background changes.

A robust background extraction algorithm 
called as Neighbor-based Intensity Correction (NIC) 
method was offered in [19]. The NIC method identi-
fied and modified the motion pixels from the differ-
ence of the background and the current frame. The 
first frame was considered as an initial background 
and updated by the pixel intensity from new frame 
based on the analysis of neighborhood surrounding. 
In the intensity modification procedure, the com-
parison of the standard deviation values calculated 
from two pixel windows was executed. Finally, the 
foreground is detected by the background subtrac-
tion algorithm with an optimal threshold calculat-
ed by the Otsu method.

Two universal modifications, such as dynamic 
background estimation and complementary learn-
ing, were implemented in GMM, ViBe, and code-
book algorithms for complex dynamic background 
modelling and accurate foreground objects [20]. 
Combining the complementary learning technique, 
these improved algorithms had good performance 
on the detection of dynamic background including 
waving tree, rippling water, and fountain.

The approach, when the background model was 
augmented with an explicit foreground model, 
was developed in [21]. Thus, two statistical models 
(background and foreground) were used in a closed 
loop. A background model is periodically updated to 
account for illumination changes, while foreground 
detection corrupts the intensity of the background 
model. In addition to a non-parametric background 
model, these authors used a foreground model based 
on small spatial neighborhood. The hypothesis test 
and the Markov random field improved a spatial 
coherence of the detections. Such approach can be 
combined with non-parametric kernel or mixture of 
Gaussians.

In [22], a texture-based background model was 
proposed using Local Binary Patterns (LBPs). In 
spite of LBPs are invariant to illumination chang-
es, they are not robust to noise. For example, if the 
central pixel value in LBP is affected by noise, then 
the corresponding LBP histogram provides the in-
creased number of false positive or false negative 
errors.

A short literature survey shows that the interest 
to the background extraction algorithms remains 
stable. These algorithms are developed in various 
directions, such as accuracy of object detection, 
computational costs, and robustness to various 
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factors. Also, a goal of solving task determines a 
choice of approach.

Mixture of Gaussians models

In Gaussian mixture model, each pixel’s intensi-
ty is determined by a mixture of K Gaussian distri-
butions, where K is a small number ranging between 
3 and 5. Each Gaussian distribution is associated 
with its contributing weight. The mean k, the var-
iance ,  and a weight wk are the main parameters 
of GMMs. Evaluation of these parameters can be 
implemented using an Expectation Maximization 
(EM) algorithm with recently observed data. The 
EM algorithm has high computational cost, instead 
of which a recursive algorithm that updates the 
GMM parameters at each time instance is common-
ly used.

Thus, in general GMM each pixel is considered 
as a mixture of K Gaussian distributions, which 
probability P(Xt) is evaluated by equation

 , , ,, , ,   (3)

where Xt is the pixel value at time t; K is the number 
of Gaussian distributions; wj,t is the weight value; 

μj,t is the mean value, and ,  is the covariance 

matrix of the jth Gaussian at time t, respectively;  
is the Gaussian PDF. The Gaussian PDF  is defined 
by equation

 
, ,,

, ,

,

, ,

,   (4)

where n is the dimension of Xt.
For simplicity, the covariance matrix ,  is de-

fined as ,  for the jth component, where I is the 

identity matrix, under assumption that the compo-
nents of Xt (Red, Green, and Blue) are independent 
and have the same variances.

The background distributions have higher prob-
abilities and smaller variances due to the probable 
background colors stay longer than the foreground 
colored objects. This observation makes the GMM 
an updating model. New coming pixel is checked re-
spect to the existing model components. If the pix-
el value is within 2.5 standard deviations of some 
weighted Gaussian distribution, then this distribu-
tion is updated. In the opposite case, a distribution 
with minimum weight is replaced by a new distri-

bution using the current mean value. This new dis-
tribution obtains the high initial variance and low 
prior weight. Then the K distributions are sorted 
according to value wj,t/ j,t, where j,t is the 1D var-
iance of the jth Gaussian in the mixture at time t. 
The first B distributions are selected as the back-
ground model using equation

 ,argmin ,   (5)

where b is the number of selected Gaussian 
distributions; TB is the predefined threshold (it 
represents the minimal quantity of the data that 
ought to be considered as the background model and 
usually is set to close to 90 %).

When the matching process of the incoming pix-
el is completed, the prior weights of K Gaussian dis-
tributions are changed by equation

 , , , ,   (6)

where  is the learning rate; Mk,t equals 1 for 
the matched distribution and equals 0 for the 
unmatched distribution.

The weights of distributions are renormalized 
by updating the values of mean and variance apply-
ing equation 

 

;

,   (7)

where

, .
 

The multiple modifications of GMM follow the 
main idea to support three consecutive stages: 
background initialization, background estimation, 
and background update.

Proposed method for object detection

Consider a scene, where an object (animal, bird, 
or rarely human) is periodically appeared and its 
appearance is captured by a camera trap. The loca-
tion of camera trap is chosen by foresters based on 
long-time observations of a territory. A camera trap 
captures any motion in scene in any time and as a re-
sult provides a series of images through 3–5 s (this 
means an obtaining of 6–8 images with a relative-
ly good visibility) or a movie with duration 8–10 s.  
Suppose that we have a set of image series taken in 
different seasons.

A scene remains the same with different chroma-
ticity due to a season. This means that we can elab-
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orate a background initialization in detail building 
the GMMs for all seasons. The following two stages: 
background estimation and background update, are 
executed when a new image series is incoming. Note 
that each image contains information about time, 
day, and temperature, and each GMM is also asso-
ciated with time and season information. Thus, we 
ought to find a correspondence between the current 
image series and GMM by query.

Consider the consecutive stages of the proposed 
method. 

Preliminary image segmentation
The best selection for preliminary image seg-

mentation is a winter season, when a background 
has a restricted palette of colors with prevailing 
white, brown, and black colors and their corre-
sponding color shades. Let us roughly consider a 
scene as a combination of the structural elements 
(trunks of growing and/or fallen trees), which posi-

tions change rarely, other textured regions depends 
from season and unknown moving objects.

First, the dark colored masks (in the case of bo-
real forests) are extracted from a series of winter 
images and combined in order to create a common 
winter mask. During mask creation, only exten-
sional dark regions are marked as the candidates 
for structure elements. Second, this procedure is 
applied for the series of spring, summer, and au-
tumn images As a result, the common spring, sum-
mer, and autumn masks are obtained. Note that the 
sizes of structural elements are the biggest in the 
winter mask, while in other seasons trunks can be 
overlapped by foliage. Third, the generalized masks 
with structural elements are created by imposing 
the common masks. Only the common parts of all 
masks are considered as the reliable landmarks in 
a scene. The building of season masks is depicted in 
Fig. 1, a–d, while their combination and obtaining 
the reliable landmarks is given in Fig. 2, a–c.

 Fig. 1. Examples of background model building: a, b, c — original images (the top row — at night time, the bottom 
row — at daily time); d — detected structural elements of the corresponding images

 Fig. 2. Background model building using reliable landmarks: a — images with animals; b — reference background 
images; c — results of animal detection

a)

a)

b)

b)

c)

c)

d)
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The detected structural elements may be useful 
for alignment of following incoming images.

Then the distributions of corresponding tex-
tured regions (trunks, snow, foliage, grass, sky, 
lake, river, and Earth surface for boreal forests) are 
built using the rich experimental material stored 
by 5 previous years. In other word, a description of 
each texture transmitted from RGB- to YUV-color 
space is a feature vector, which includes statistical 
parameters of distribution (mean value M, vari-
ances , homogeneity U, smoothness R, and entro- 
py E) [23]. The corresponding formulae are pointed 
in Table 1.

Also, two modified texture features — relative 
smoothness Rmd, and normalized entropy Enr — can 
be calculated using equations

 

log ;
 
 (8)

   (9)

where L is a number of brightness levels, L > 1.
If parameter R  0, then we forcibly maintain a 

relative smoothness Rmd  10 (small empirical val-
ue differing from 0). Normalized entropy Enr indi-
cates some equalization effect in dark and bright 
areas of frame.

The main parameters are the mean value and 
variance. The remained parameters, such as the 

homogeneity, smoothness, and entropy, serve as the 
additional parameters in order to decrease a num-
ber of background clusters.

Background initialization (training stage)
Suppose that the training set includes several 

dozen of images captured by a single camera trap 
in all seasons. Each image is divided into non-over-
lapping blocks of sizes of n  n pixels. Each block 
is characterized by two parameters: the normalized 
mean value M calculated as follows:

 ,   (10)

where pvij is the pixel value in the position (i, j) 
of the block, and binary bitmap BM similar to 
modified LBPs:

 

, ;

 
 (11)

where bvij means the bit in the position (i, j) of a BM.
During experiments, we used n  4 and n  8 

depending an image resolution.
To avoid a impact of sunny weather that stimu-

lates the deviation of hue and shadows’ presence, 
we replace two low bits of pixels’ values in textured 
regions by zeros.

The forest background is such that small number 
of clusters describes a background model. Initially, 
K different binary bitmaps are randomly generat-
ed for {BM1, BM2, …, BMK} blocks with the weights 
1/K. Each binary bitmap is assigned a weight wk be-
tween 0 and 1 and the sum of K weights equals 1.  
A new block BMnew is compared with the K bitmaps 
using the Hamming distance HD provided by fol-
lowing Equation, where k is in the range of [1, K],  

 is the summation of mod 2:

, .  (12)

The block BMnew matches to the block BMk if 
inequality (13) is satisfied, where TH is the prede-
fined threshold, and, otherwise, the block BMnew is 
regarded as a new background cluster:

 min , .   (13)

Then, the weight of each block is updated by:

 ,   (14)

where  is the learning rate; Wk is the coefficient, 
which for the best-matched bitmap equals 1 and for 
remaining bitmaps equals 0.

 Table 1. Statistical texture features

Caption Equation

Central moment 

by order k

Mean value M ( )

Variance 

Homogeneity U
 

( )

Smoothness R

Entropy E ( )log ( )
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The GMM, which short description one can find 
in Section “Mixture of Gaussians models”, helps to 
create a generalized background model, reliable in 
statistical meaning. For simplicity, we analyze the 
variances instead of using a covariance matrix. 
According to Equations (8)–(14), we create sev-
eral GMMs for all seasons in daily/night time for 
Y-channel in YUV-color space. The requirements to 
GMM can be weaken and computation becomes sim-
plifier through use of texture descriptor in a view 
of a binary bitmap.

The proposed method provides the background 
models of a single scene with low computational 
loads during the working stage because the compar-
ison is implemented on the level of binary values.

Background estimation and background update 
(working stage)

The stored images through a half of a year are 
processed in the package mode. First, they ought to 
be sorted manually or automatically respect to cam-
era traps and seasons. Second, a procedure of back-
ground estimation and update is executed based 
on the initial corresponding GMM. The working 
stage does not principally differ from the training 
stage. The calculations use Equations (10)–(14) but 
the goal of the working stage is to find the position 
of an object of interest. Note that camera trap cap-
tures an image, when a movement in a scene is de-
tected. The algorithm finds the region in an image, 
which distribution differs from the background 
distributions. The definition of animal or bird type 
is outside of this article.

The described scheme works well under good me-
teorological conditions. However, meteorological 
conditions impact significantly on the quality on 
an image and, consequently, a potential ability for 
animal/bird detection. At this sense, the algorithm 
ought to detect the type of meteorological impact, 
estimate a degree of distortion, and restore an im-
age if a degree of distortion is minor.

Fog can be detected by analysis of color ranges. 
If the color ranges are restricted and deposed to the 
higher values, then the effect of “whitened color” 
has a high probability. This is a simple procedure 
of histogram analysis in RGB-color space. The 

threshold of decision making is determined empiri- 
cally.

Rain and snowfall are simulated as a noticeable 
noise with specific structure. For example, rain re-
mains the short line segments of white color, which 
have the identical directions. Snowfall keeps the 
white spots of different size and shape. Thus, the 
algorithm searches these structural elements uni-
form distributed on a whole image. Also, the deci-
sion marking is based on empirical observations.

The most interest cases appear, when the distor-
tions are small and the algorithm tries to restore 
the damaged images. One can read about possible 
restoration techniques in previous publications of 
the authors [24]. Sometimes the complex methods 
including morphological closing of visual objects 
ought to be applied. Example of reconstructed im-
age is depicted in Fig. 3, a–d.

However, when meteorological conditions are 
too bad during shooting, the object detection is im-
possible ever by a human vision.

Experimental Results

Experiments were conducted using the dataset 
of images captured in the territory of wildlife sanc-
tuary Ergaki, Krasnoyarsky Kray, Russia. This 
dataset includes more than 38,000 images of ani-
mals captured by camera traps in different weather 
conditions and different seasons. The most number 
of images have the complex structure, various arti-
facts, and noises. Near for 1,000 images, there were 
built the masks with the localized animals or birds 
manually (Fig. 4, a, b).

During experiments, the automatic detection of 
localization of animal or bird was implemented us-
ing the marked volume of dataset. The designed al-
gorithm includes such main steps as a background 
modelling, saliency detection, and localization of 
animal or bird in an image. Some results are depict-
ed in Fig. 5, a–e.

Animal localization using saliency detection 
procedure shows good results if an animal is situ-
ated in the middle area of an image and also if an 
animal differs by color or intensity compared the 

 Fig. 3. Examples of complex cases: a — high illumination at night; b — foreground object close to the camera; c — 
weather impact (small fog); d — example of a reconstructed image

a) b) c) d)
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 Fig. 4. Examples of ground truth images from Ergaki 2018 dataset: a — original images; b — ground truth masks

 Fig. 5. Examples of segmentation and animal localization using Ergaki 2018 dataset: a — original images 2012_bear.
jpg, 2017_IMG5044.jpg, and 2013_PICT1696.jpg; b — ground truth image segmentation; c — saliency detection; d — 
masks obtained from background and saliency estimation; e — results of localization

a)

a)

b)

b)

c)

d)

e)
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background (Fig. 6, a, b). In some cases, an animal 
localization in an image is even difficult even for a 
human (Fig. 6, b).

For efficiency evaluation, the F-measure was ap-
plied:

 ,   (15)

where TP is the number of true positive; FP is the 
number of false positive; FN is the number of false 
negatives. A region is considered as a true positive 
if it has more than 50 % intersection with a ground-
truth bounding mask.

Also many algorithms are evaluated using a 
term of coverage as a numerical measure of the 
corresponding detected and ground truth pixels 
[25–29]. The comparative results using a coverage 
measure and common comparative results using 
F-measure for detection of animals and birds in the 
images, which are involved in Ergaki 2018 data-
set, are represented in Tables 2 and 3, respectively. 

The best resulted in Tables 2 and 3 are marked by  
Bold.

The efficiency of detection of animals and birds 
in images achieves 70–80 % depending an image 
quality and weather conditions. The use of saliency 
detection algorithm allows us to increase this pa-
rameter on 3–8 %.

Conclusions

In this article, a background extraction method 
for automatic detection of animals and birds in the 
wild using camera trap images was developed. The 
experiments were conducted using rich dataset of 
natural images obtained on the territory of wildlife 
sanctuary Ergaki, Krasnoyarsky Kray, Russia. The 
proposed method provides the detection of animals 
and birds on a level 70–80 % due to the multiple chal-
lenges caused by shooting and weather conditions.
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 Fig. 6. Examples of saliency detection using Ergaki 2018 dataset: a — successful examples; b — poor examples

 Table 2. Comparative results of detection of animals 
and birds using a coverage measure

Method
80 % 

Coverage

90 % 

Coverage

Best Coverage 

(Maximum %)

Selective Search 

[25]
2829.7 5903.5 13 882 (99.8)

GOP [26] 2489.1 3984.6 9874 (98.2)

MOP [27] 335.8 482.3 891.7 (96.7)

FCOP [28] 132.8 384.2 393.1 (90.4)

SORPPV [29] 95.4 237.3 626.9 (93.1)

Proposed method 127.2 226.1 689.1 (94.2)

 Table 3. Common comparative results of detection of 
animals and birds using F-measure

Method F-measure

EC-Best [30] 0.7703

YOLO [31] 0.7515

Fast-RCNN [32] 0.7937

SORPPV [29] 0.8398

Proposed method 0.7812

a)

b)
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Постановка проблемы: автоматическое обнаружение животных и птиц в природе на изображениях, полученных от фотолову-
шек, остается нерешенной проблемой из-за условий съемки и погодных факторов. В результате таких наблюдений формируется 
большой объем изображений, тысячи или миллионы, которые невозможно анализировать вручную. Обычно в заповедниках и 
национальных парках используются бюджетные фотоловушки. Поэтому низкокачественные изображения, полученные с их по-
мощью, требуют тщательной многократной обработки перед тем, как распознавать виды животных или птиц. Цель: разработка 
метода извлечения фона на основе модели смеси гауссианов для обнаружения объекта интереса при любых временных/сезонных/
метеорологических условиях. Результаты: предложен метод извлечения фона на основе модифицированной модели смеси гаусси-
анов. Модификация заключается в усечении значений пикселов (младшие разряды) для уменьшения зависимости от изменений 
освещенности и наличия теней с последующим созданием и обработкой бинарных масок вместо реальных значений интенсивно-
стей. Предлагаемый метод предназначен для оценки фона естественных сцен в заповедниках и национальных парках. Структур-
ные элементы (стволы растущих и (или) упавших деревьев) считаются регионами, медленно изменяющимися в течение сезонов, 
в то время как другие текстурированные области моделируются текстурными шаблонами, соответствующими текущему сезону. 
Такой подход обеспечивает компактную модель фона сцены. Помимо этого, мы рассматриваем влияние временных/сезонных/
метеорологических атрибутов сцены относительно возможности ее восстановления. Метод был протестирован с использованием 
богатого набора данных естественных изображений, полученных на территории заповедника «Ергаки», Красноярский край, Рос-
сия. Практическая значимость: применение модифицированной модели смеси гауссианов показывает точность распознавания 
объектов 79–83 % в дневное время и 60–69 % в ночное время суток при нормальных метеорологических условиях. При этом точ-
ность восстановленных изображений, полученных при плохих метеорологических условиях, снижается на 5–8 %.

Ключевые слова — вычитание фона, естественная сцена, модель смеси гауссианов, обнаружение животного, модель фона.
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Введение

Визуализация данных играет важную роль 
в практике применения геоинформационных 
систем (ГИС) [1–4]. Качество и наглядность ви-
зуализации данных, прежде всего геопростран-
ственной информации, определяют удобство 
работы оператора ГИС и условия, в которых он 
принимает решения по отображаемым данным. 
В общем случае оператор ГИС, как правило, име-
ет дело с динамически изменяющейся отобража-

емой ситуацией, большим числом геообъектов и 
метаданных, которые при отображении на экра-
не видеоконтрольного устройства формируют 
сложные представления, которые не должны за-
труднять зрительное восприятие информации, 
оценку ситуации и принятие решения. Поэтому 
визуализация данных в ГИС должна быть инфор-
мативна и наглядна.

В широком смысле под наглядностью понима-
ется свойство психических образов объектов по-
знания, выражающее степень доступности и по-
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нятности этих образов для познающего субъекта 
[5, 6]. Применительно к отображаемым в ГИС ви-
деоданным под наглядностью следует понимать 
возможность легкого их зрительного восприятия 
оператором ГИС. Поскольку видеоданные в ГИС 
представляют собой изображения, формируемые 
расположением и размерами геообъектов, блоков 
сопроводительной и другой информации, кото-
рые отображаются на экране видеоконтрольного 
устройства в виде электронной карты (ЭК) соот-
ветствующего масштаба, наглядность визуали-
зации данных в ГИС может быть формализована 
в рамках моделей зрительного восприятия и рас-
познавания объектов по изображениям [7, 8].

В литературе по вопросам построения ГИС 
основное внимание уделяется архитектуре ГИС 
при решении различных прикладных задач, хра-
нению и логическому выводу данных для ото-
бражения, программным решениям обработки и 
доступа к информации, а вопросы визуализации 
данных рассматриваются, в основном, приме-
нительно к отдельным видам отображаемой ин-
формации [9–12]. В настоящей работе, исходя из 
анализа закономерностей зрительного восприя-
тия и распознавания объектов по изображениям, 
сформулирован общий подход к повышению на-
глядности визуализации данных в ГИС на основе 
выбора параметров и структуры отображаемых 
видеоданных с использованием свойств золото-
го сечения. Предложен критерий наглядности 
визуализации данных в ГИС и представлены ре-
комендации по выбору структуры геоданных и 
метаданных при отображении ЭК с разнородной 
информацией о большом числе геообъектов.

Анализ особенностей зрительного 
восприятия видеоданных и свойств 
золотого сечения при визуализации 
информации

Визуализация данных в ГИС на современном 
этапе их развития предполагает отображение гео-
пространственной информации преимущественно 
в виде ЭК совместно с метаданными — сопроводи-
тельной текстовой информацией и графическими 
объектами. При этом сопроводительная инфор-
мация выводится на экран с затемнением (закры-
тием) элементов ЭК. Большинство имеющихся ре-
шений предполагают использование прозрачных 
или «всплывающих» форм на ЭК. При большом 
числе отображаемых геообъектов и метаданных на 
экране формируются сложные представления раз-
нородных данных, что затрудняет восприятие опе-
ратором ГИС отображаемой информации в целом. 

Видеоданные в ГИС представляют собой изо-
бражения, формируемые расположением и раз-
мерами геообъектов и разнообразных метадан-

ных, которые отображаются в виде ЭК. Поэтому 
для повышения наглядности отображения видео-
данных в ГИС необходимо при выборе форм, раз-
меров и взаимного расположения отображаемых 
графических и неграфических объектов учиты-
вать объективные и субъективные закономер-
ности зрительного восприятия и распознавания 
объектов по изображениям.

При зрительном восприятии изображений 
оператор ГИС реализует структурное распозна-
вание отображаемых на экране объектов [6, 7]. 
Основными структурными признаками при ви-
зуальном распознавании объектов являются их 
топологические (размеры и форма) и яркостные 
(тон, цвет) признаки. При структурном распозна-
вании наблюдаемые объекты характеризуются 
описанием их структуры (образа) совокупностью 
нескольких структурных признаков. При этом 
любой сложный по структуре наблюдаемый объ-
ект можно представить в виде структурирован-
ной в пространстве совокупности более простых 
объектов (объектов с простой геометрической 
формой, характеризуемых однородной яркост-
ной структурой).

К числу основных закономерностей зритель-
ного восприятия изображений человеком-опера-
тором можно отнести следующие [13–15]:

— достоверность визуального распознавания 
человеком-оператором простых объектов на изо-
бражениях зависит от линейного разрешения на 
объекте, формы объекта и максимального ли-
нейного размера объекта на изображении, для 
классификации объекта на его линейный размер 
должно приходиться 5–8 элементов разрешения; 

— при одинаковом числе приходящихся на объ-
ект элементов разрешения объекты, отличающие-
ся по контрасту и по форме контура, распознаются 
человеком-оператором с различной вероятностью;

— вероятность распознавания человеком-опе-
ратором простого объекта на изображении повы-
шается, если этот объект находится в упорядо-
ченном окружении других простых объектов, и 
при этом имеют место определенные пропорции 
линейных размеров простых объектов, совместно 
образующих объект более сложной формы;

— пропускная способность человека-операто-
ра по запоминанию и совместному анализу не-
скольких изображений ограничена, практиче-
ски объем оперативной памяти человека позво-
ляет сохранять в памяти одновременно не более 
5–8 изображений.

Зависимость вероятности визуального распо- 
знавания объекта на изображении от свойств 
изображения имеет вид [14, 16]

 

exp ,   (1)
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где Kф — коэффициент формы наблюдаемого объ-
екта; l — линейное разрешение на объекте в изо-
бражении; L — линейный размер объекта в изо-
бражении. Величина N ( l/L)2, входящая в вы-
ражение (1), есть число элементов разрешения, 
приходящихся в изображении на наблюдаемый 
объект. Коэффициент формы Kф для различ-
ных объектов определяется эмпирически. Веро-
ятность визуального распознавания объекта на 
изображении увеличивается с увеличением чис-
ла элементов разрешения в изображении объекта 
N и коэффициента его формы Kф.

Линейное разрешение l на объекте в изобра-
жении определяется в результате решения ча-
стотно-контрастного уравнения

 СТ( ) Kпор( ),  (2)

где С — яркостной контраст объекта; Т( ) — ча-
стотно-контрастная характеристика изображе-
ния; Kпор( ) — пороговая характеристика системы 
регистрации, учитывающая влияние всех значи-
мых источников зашумления изображения и по-
роговое отношение сигнал/шум зрительного ана-
лизатора. Разрешающей способности l соответ-
ствует пространственная частота 0, являющаяся 
наименьшим корнем уравнения (2): l 1/ 0. 

Выражения (1) и (2) составляют основу боль-
шинства моделей визуального распознавания 
объектов по изображениям. Разрешающая спо-
собность рассчитывается для частотно-контраст-
ных характеристик изображений тест-объектов, 
пороговой характеристики их зрительного вос-
приятия и технических характеристик видео- 
контрольного устройства. При отображении ви-
деоданных в ГИС линейное разрешение на объ-
екте определяется размером элемента изображе-
ния, соответствующего элементу разрешения на 
экране при предъявлении изображения операто-
ру ГИС, нижний предел линейного разрешения 
ограничивается размером пикселя экрана виде-
оконтрольного устройства. Контраст объекта С 
рассчитывается по отношению к окружающему 
его на изображении фону. Пространственная ча-
стота 0, соответствующая разрешающей способ-
ности l, тем выше, чем выше граничная частота 
частотно-контрастной характеристики изобра-
жения Т( ), чем меньше в области этой гранич-
ной частоты пороговая характеристика системы 
регистрации Kпор( ) и чем выше контраст объекта 
на изображении С.

Отображаемые в ГИС видеоданные в виде ЭК 
с геообъектами и метаданными представляют 
собой совокупность большого числа простых и 
сложных объектов на одном изображении. При 
выполнении условий хорошего их зрительного 
восприятия в отдельности (линейное разрешение 
и контраст), определяемых моделью визуального 

распознавания объектов по изображениям, для 
повышения качества восприятия изображения 
в целом (его наглядности) должны быть учтены 
особенности совместного зрительного восприя-
тия простых объектов в составе сложных объек-
тов. К числу таких особенностей относится нали-
чие золотого сечения, определяющего пропорции 
между размерами элементов сложных объектов, 
при котором их изображения наилучшим обра-
зом воспринимаются человеком.

Золотое сечение с математической точки зре-
ния — это иррациональное бесконечное число 

, ,  которое определяется из 

отношения 1/x x/(1 – x), где х — длина больше-
го отрезка в геометрической трактовке золотого 
сечения [17]. Геометрическая трактовка золотого 
сечения состоит в делении отрезка АВ единичной 
длины (|AB| 1) точкой С на две части, при этом 
длина большего отрезка составляет |ВС| x, дли-
на меньшего отрезка составляет |АС| (1 – х) и 
выполняется соотношение |AB|/|BC| |BC|/|AC|. 
В процентном значении величина золотого се-
чения Ф есть отношение величин 61,8/38,2. 
Золотое сечение присутствует в большинстве 
шедевров изобразительного искусства и архитек-
туры и гармонизирует восприятие изображений 
сложных объектов, чему посвящен ряд специаль-
ных исследований [18, 19]. Поэтому связанные 
с золотым сечением закономерности зрительного 
восприятия изображений, являясь субъективны-
ми, находят многочисленные проявления, и их 
целесообразно использовать при визуализации 
данных в ГИС для их наилучшего комплексного 
зрительного восприятия оператором ГИС. 

С золотым сечением связаны золотые фигуры 
геометрии — золотой прямоугольник и правиль-
ный пятиугольник. 

В золотом прямоугольнике (рис. 1, а) отноше-
ние сторон (форматное отношение) равно числу Ф.  
Если отделить от золотого прямоугольника 
АВDE квадрат ADFC со стороной, равной мень-
шей стороне золотого прямоугольника, то остав-
шийся прямоугольник CFEB тоже будет золо-
тым. То же самое произойдет, если от золотого 
прямоугольника CFEB отделить квадрат GFEH, 
и т. д. Если провести диагонали в двух золотых 
прямоугольниках CFEB и CGHB, то они всегда 
пересекаются под прямым углом. Точка пере-
сечения диагоналей является геометрической 
точкой притяжения, куда уходит бесконечная 
последовательность получаемых золотых прямо-
угольников. В золотом прямоугольнике точками 
притяжения могут быть четыре точки Г1, Г2, Г3, 
Г4 — в зависимости от того, каким образом вы-
деляются более мелкие золотые прямоугольни-
ки. Кроме того, в золотом прямоугольнике су-
ществуют так называемые фокусные точки или 
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зрительные центры, расположенные на удалении 
|AB|/Ф и |AD|/Ф от его сторон. Таких точек также 
четыре: Q1, Q2, Q3, Q4 — они являются центрами 
зрительного восприятия.

В правильном пятиугольнике (рис. 1, б) от-
ношение длины диагонали к длине стороны 
равно числу Ф, например: |IM|/|IK| |IJ|/|IL| Ф. 
Диагонали правильного пятиугольника обра-
зуют правильную пятиконечную звезду, у ко-
торой каждый отрезок делится пересекающим 
его отрезком в золотом сечении, например: 
|JK|/|JP| |JP|/|PK| Ф. Кроме того, выполняется 
|LK|/|LN| |LN|/|PK| |PK|/|NP| Ф. Известен так-
же золотой треугольник — равносторонний тре-
угольник, длины сторон которого равны длине 
стороны правильного десятиугольника, вписан-
ного в круг, и радиусу этого круга.

Свойства золотого сечения могут быть поло-
жены в основу критерия наглядности визуализа-
ции данных, использование которого при отобра-
жении видеоданных в ГИС позволяет улучшить 
их субъективное восприятие оператором ГИС и, 
как следствие, создать ему более комфортные ус-
ловия при принятии решений по отображаемым 
данным при решении прикладных задач.

Определение критерия наглядности 
визуализации данных в ГИС 
с использованием свойств  
золотого сечения

Рассмотрим случай отображения в ГИС ЭК 
с геообъектами и метаданными, представляющи-
ми собой разнородную сопроводительную инфор-
мацию [20, 21]. Визуализация геопространствен-
ной информации и метаданных осуществляется 
согласно масштабу участка отображения геопод-
ложки, числу геообъектов и блоков сопроводи-

тельной информации, соотнесенных к каждому 
геообъекту. Для наглядного восприятия геопро-
странственной и сопроводительной информации 
в виде, удобном для понимания и визуального 
анализа, требуется отображение геообъектов и 
сопроводительной информации без затемнения 
(закрытия) существенных для визуального ана-
лиза элементов изображения.

Общая площадь геообъектов, отображаемых 
на ЭК, занимаемая ими на экране видеоконтроль-
ного устройства с учетом пространственных раз-
меров объектов и масштаба ЭК, может быть опре-
делена в виде

 

,   (3)

где M — масштаб электронной карты; I — чис-
ло геообъектов; Хi — длина i-го геообъекта в ре-
альности; Yi — ширина i-го геообъекта в реально-
сти. Длина и ширина изображения i-го геообъек-
та при отображении на ЭК составляют LXi MXi 
и LYi MYi соответственно.

Изменение масштаба просмотра ЭК ведет к ди-
намическому конфигурированию (изменению) 
размеров отображаемых геообъектов. При этом 
размеры изображения геообъекта на ЭК долж-
ны быть не менее линейного разрешения на изо-
бражении l, необходимого в соответствии с вы-
ражением (1) для обеспечения заданного уровня 
визуального распознавания объекта, но не более 
размера, выделяющего геообъект по отношению 
к другим соизмеримым объектам, расположен-
ным на ЭК. Нижний предел следует из модели 
визуального распознавания объектов по изобра-
жениям, а верхний предел — из субъективных 
особенностей зрительного восприятия сложных  
изображений. Для площади изображения i-го гео- 
объекта Sго i это условие имеет следующий вид: 
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 Рис. 1. Золотые фигуры геометрии: а — золотой прямоугольник; б — правильный пятиугольник

 Fig. 1. Golden figures of geometry: а — golden rectangle; б — a regular pentagon
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Smin  Sго i  Sс  i, где Smin l2 — площадь мини-
мальной размерности; Sс  i — площадь соизмери-
мой размерности по отношению к другим объек-
там, расположенным на ЭК.

Общая площадь, занимаемая на экране видео-
контрольного устройства метаданными (сопрово-
дительной информацией), выводимыми на ЭК со-
вместно с геообъектами, может быть определена 
в виде

 

,

 

 (4)

где J — число блоков метаданных; Uj — длина 
j-го блока метаданных; Vj — ширина j-го блока 
метаданных. Наиболее распространенным видом 
метаданных в ГИС являются текстовые данные. 
Они выводятся на экран в виде текстовых фраг-
ментов прямоугольной формы или выносок, от-
несенных к соответствующим геообъектам.

Определяемые выражениями (3) и (4) общие 
площади, занимаемые на экране видеоконтроль-
ного устройства отображаемыми геообъектами и 
блоками метаданных, суммируются и образуют 
суммарную площадь, занимаемую на экране гео-
данными и метаданными:

 
.   (5)

Отношение суммарной площади, занимаемой 
на экране геоданными и метаданными, к пло-
щади экрана назовем коэффициентом покрытия 
площади экрана информацией:

 k S /Sэ,  (6)

где Sэ — площадь экрана, определяемая его ли-
нейными размерами HX и HY: Sэ HXHY. В соот-
ветствии с определением коэффициент k норми-
рован: 0 < k < 1.

Отметим, что форматы отображения изобра-
жений в современных видеоконтрольных устрой-
ствах характеризуются определенными соотно-
шениями числа пикселов по каждому линейному 
размеру экрана. Поэтому увеличение размера 
экрана может сопровождаться увеличением ве-
личины l, определяющей линейное разрешение 
в изображении, и не влиять на увеличение числа 
элементов разрешения N ( l/L)2, приходящихся 
в изображении на наблюдаемый объект.

Коэффициент покрытия площади экрана ин-
формацией k, определяемый выражением (6), 
влияет на визуальное восприятие (наглядность) 
отображаемого на экране сложного изображения, 
представляющего собой совокупность геопро-
странственной и сопроводительной информации. 
Чем коэффициент k больше и ближе к единице, 
тем больше закрытие геоданными и метаданны-

ми картографической подложки и насыщенность 
изображения в целом. Чем коэффициент k мень-
ше и ближе к нулю, тем меньше вероятность рас-
познавания малоразмерных объектов на изобра-
жении и ниже информативность изображения 
в целом. В обоих случаях ухудшается качество 
зрительного восприятия изображения в целом и 
снижается наглядность визуализации отобража-
емых данных. 

Исходя из качественного анализа влияния 
коэффициента покрытия площади экрана ин-
формацией k на комплексное восприятие видео-
данных может быть предложен критерий нагляд-
ности визуализации данных в ГИС с использова-
нием свойств золотого сечения. В данном случае 
пропорции, определяемые золотым сечением, 
сопоставляются с долей площади экрана видео- 
контрольного устройства, занимаемой отобража-
емыми видеоданными. В качестве критерия на-
глядности визуализации данных предлагается 
использовать значение коэффициента покрытия 
площади экрана информацией k, близкое к 0,382. 
Данное значение коэффициента k соответствует 
значению знаменателя дроби, определяющей ве-
личину Ф. В этом случае покрытие площади экра-
на выводимыми на него геообъектами и метадан-
ными менее половины всей площади экрана и на-
глядность визуализации отображаемых данных 
высокая — имеет место наилучшее комплексное 
восприятие видеоданных оператором ГИС. При 
этом значение коэффициента k, близкое к значе-
нию 0,618 числителя дроби, определяющей ве-
личину Ф, полагается предельно допустимым. 
В этом случае покрытие площади экрана выво-
димыми на него геообъектами и метаданными 
более половины всей площади экрана и полага-
ется, что комплексное восприятие видеоданных 
оператором ГИС затруднено. В диапазоне значе-
ний коэффициента покрытия площади экрана 
информацией 0,382 < k < 0,618 в соответствии 
с субъективными данными качества зрительного 
восприятия изображений комплексное воспри-
ятие видеоданных оператором ГИС возможно, 
но не наглядно. Введенный критерий наглядно-
сти визуализации данных может быть исполь-
зован при проектировании ГИС, а также опера-
тором ГИС в процессе решения им прикладных  
задач. 

На практике для выбора масштаба отобра-
жения ЭК, обеспечивающего наилучшую на-
глядность визуализации данных в соответствии 
с предложенным критерием, необходимо учи-
тывать зависимость коэффициента k от числа и 
геометрических размеров выводимых на экран 
видеоконтрольного устройства геообъектов и 
блоков метаданных, а также от размеров самого 
экрана. В общем случае коэффициент k является 
функцией ряда параметров:
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Определение коэффициента k в соответствии 
с его зависимостью от параметров отображае-
мых на экране геообъектов и блоков метаданных 
и размеров экрана, определяемой выражением 
(7), и выбор масштаба отображения ЭК, обеспе-
чивающего наилучшую наглядность визуали-
зации данных в соответствии с предложенным 
критерием, соответствующим золотому сечению 
(k 0,382), может быть алгоритмизировано.

Алгоритмы выбора масштаба отображения 
видеоданных, обеспечивающего высокую 
наглядность визуализации,  
с использованием свойств  
золотого сечения

На основе проведенного анализа свойств золо-
того сечения и введенного критерия наглядности 
визуализации данных в ГИС с использованием 
свойств золотого сечения разработаем последова-
тельность действий и счетную процедуру, опре-
деляющие алгоритм выбора масштаба отображе-
ния видеоданных, обеспечивающего высокую на-
глядность визуализации данных в ГИС. В основе 
выбора масштаба отображения видеоданных ле-
жит анализ зависимости коэффициента покры-
тия площади экрана информацией k от геометри-
ческих параметров отображаемых на экране гео-
объектов и блоков метаданных и размеров экра-
на, определяемой выражением (7). Совокупность 
параметров, от которых зависит коэффициент k, 
может быть объединена понятиями структуры 
геоданных и метаданных.

Вследствие зависимости коэффициента по-
крытия площади экрана информацией k от боль-
шого числа параметров (M, I, X1, …, XI, Y1, …, YI, 
J, U1, …, UJ, V1, …, VJ, HX, HY) выбор масштаба 
отображения видеоданных осуществляется ите-
рационно в результате последовательной транс-
формации структуры геоданных и метаданных 
с поиском сочетания параметров, обеспечиваю-
щих достижение выбранного критерия нагляд-
ности визуализации данных. Очевидно, что при 
многообразии данных, отображаемых в ГИС, и 
решаемых на основе их анализа прикладных за-
дач выбор структуры геоданных и метаданных 
может осуществляться оператором ГИС пред-
варительно на основе параметров типовых ЭК и 
наборов геоданных и метаданных, характерных 

для решаемой прикладной задачи. Основные эта-
пы выбора масштаба отображения видеоданных 
следующие.

1. Определяется слой (слои) выводимых на ЭК 
геоданных и перечень отображаемых геообъек-
тов.

2. Определяются отображаемые метаданные 
(сопроводительная информация), соотнесенные 
к каждому отображаемому геообъекту.

3. Рассчитывается суммарная площадь гео-
объектов, выводимых на экран, с учетом их про-
странственных размеров и масштаба ЭК.

4. Рассчитывается суммарная площадь бло-
ков метаданных, выводимых на экран, с учетом 
их пространственных размеров.

5. Определяется суммарная площадь, зани-
маемая на экране геоданными и метаданными, 
и для заданного размера экрана рассчитывается 
коэффициент покрытия площади экрана инфор-
мацией k.

6. Полученное значение коэффициента k срав-
нивается с критериальным значением (диапазо-
ном значений), соответствующим выполнению 
критерия наглядности визуализации данных.

7. Если значение коэффициента k отличается 
от критериального значения (диапазона значе-
ний), соответствующего выполнению критерия 
наглядности визуализации данных, то структура 
геоданных и метаданных трансформируется и по-
вторяется выполнение этапов 3–6 до выполнения 
критерия наглядности визуализации данных.

8. Если значение коэффициента k совпадает 
с критериальным значением (диапазоном значе-
ний), соответствующим выполнению критерия 
наглядности визуализации данных, то выбран-
ная структура геоданных и метаданных соответ-
ствует масштабу наиболее наглядного отображе-
ния видеоданных.

9. Для визуализации выводимых на экран 
данных используется выбранная структура гео-
данных и метаданных, определяющая масштаб 
отображения видеоданных для работы оператора 
ГИС.

Практически для выполнения алгоритма 
целесообразно задавать диапазон значений ко-
эффициента k. Это может быть либо диапазон 
значений 0,382 – k < k < 0,382 k в окрест-
ности золотого сечения, где k — допустимое от-
клонение от оптимального с точки зрения ком-
плексного восприятия видеоданных оператором 
ГИС значения k 0,382, либо диапазон значений 
0,382 < k < 0,618, в котором комплексное вос-
приятие видеоданных оператором ГИС возмож-
но, но недостаточно наглядно.

Рассмотренный алгоритм является базовым, 
на практике целесообразно его применять по-
следовательно в несколько проходов для каждо-
го слоя отображаемых на ЭК геоданных, причем 
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каждый последующий слой рассматривается со-
вместно с уже рассмотренными слоями, и опти-
мальная структура геоданных и метаданных вы-
бирается для совокупности слоев, рассматривае-
мых на данном проходе. При использовании для 
отображения геообъектов на ЭК L слоев общее 
число проходов составляет L. На первом проходе 
рассматривается один слой, на втором проходе — 
два слоя и т. д., на последнем проходе — все L сло-
ев. Выбор масштаба отображения видеоданных 
с последовательным рассмотрением различных 
слоев отображаемых на ЭК геоданных на каждом 
l-м проходе, l 1, 2, …, L, проходит по следующим 
этапам.

1. Определяются слои выводимых на ЭК гео-
данных и перечень отображаемых геообъектов.

2. Определяются отображаемые на ЭК геообъ-
екты очередного l-го слоя.

3. Определяются отображаемые метаданные 
(сопроводительная информация), соотнесенные 
к каждому отображаемому геообъекту l-го слоя.

4. Если l 1, то анализируются только гео-
объекты и метаданные, относящиеся к одному 
l-му слою; если 1 < l  L, то геообъекты и мета-
данные, относящиеся к l-му слою, объединяются 
с геообъектами и метаданными, которые анали-
зировались и для которых была выбрана струк-
тура на предыдущем (l – 1)-м проходе, и анализи-
руется полученная совокупность геообъектов и 
метаданных l слоев.

5. Рассчитывается суммарная площадь со-
вокупности анализируемых на l-м проходе гео-
объектов, выводимых на экран, с учетом их про-
странственных размеров и масштаба ЭК.

6. Рассчитывается суммарная площадь сово-
купности анализируемых на l-м проходе блоков 
метаданных, выводимых на экран, с учетом их 
пространственных размеров.

7. Определяется суммарная площадь, занима-
емая на экране совокупностью анализируемых 
на l-м проходе геообъектов и метаданных, и для 
заданного размера экрана рассчитывается коэф-
фициент покрытия площади экрана информаци-
ей k.

8. Полученное значение коэффициента k для 
совокупности анализируемых на l-м проходе гео-
объектов и метаданных сравнивается с критери-
альным значением (диапазоном значений), соот-
ветствующим выполнению критерия наглядно-
сти визуализации данных.

9. Если значение коэффициента k отличается 
от критериального значения (диапазона значе-
ний), соответствующего выполнению критерия 
наглядности визуализации данных, то структура 
совокупности анализируемых на l-м проходе гео-
данных и метаданных трансформируется и по-
вторяется выполнение этапов 5–8 до выполнения 
критерия наглядности визуализации данных.

10. Если значение коэффициента k совпадает 
с критериальным значением (диапазоном значе-
ний), соответствующим выполнению критерия 
наглядности визуализации данных, то выбран-
ная совокупность анализируемых на l-м проходе 
геоданных и метаданных соответствует масшта-
бу наиболее наглядного отображения видеодан-
ных.

11. Если 1  l < L, то повторяется выполне-
ние этапов 4–10 с совместным анализом найден-
ной совокупности геоданных и метаданных для 
l слоев и геоданных и метаданных, относящихся 
к (l 1)-му слою; если l L, то выбранная струк-
тура геоданных и метаданных всех L слоев соот-
ветствует масштабу наиболее наглядного отобра-
жения видеоданных.

12. Для визуализации выводимых на экран 
данных используется выбранная структура гео-
данных и метаданных, определяющая масштаб 
отображения видеоданных для работы оператора 
ГИС.

Преимущества данного алгоритма с последо-
вательным рассмотрением на каждом проходе 
различных слоев отображаемых на ЭК геодан-
ных по сравнению с базовым алгоритмом, на ос-
нове которого он построен, заключаются в уско-
рении поиска оптимальной структуры геодан-
ных и метаданных и в оперативной результатив-
ности промежуточной и итоговой визуализации. 
При введении дополнительных условий выпол-
нения каждого прохода и промежуточной визу-
ализации результатов выполнения алгоритма на 
каждом проходе алгоритм позволяет выполнять 
оптимизацию послойной и поэлементной визу-
ализации данных, что дает возможность опера-
тору ГИС оперативно получать представление об 
интересующих его геообъектах с наглядным ото-
бражением данных, удобным для комплексно-
го восприятия. Как и при выполнении базового 
алгоритма, для выполнения алгоритма с после-
довательным рассмотрением различных слоев 
отображаемых на ЭК геоданных целесообразно 
задавать диапазон значений коэффициента k 
либо в виде диапазона допустимых отклонений 
в окрестности золотого сечения, либо в виде диа-
пазона значений, в котором комплексное воспри-
ятие видеоданных оператором ГИС возможно, но 
недостаточно наглядно.

Исследование условий обеспечения 
наглядности визуализации данных  
в ГИС с использованием свойств  
золотого сечения

Было проведено исследование условий обеспе-
чения наглядности визуализации данных в ГИС 
в соответствии с предложенным критерием на-
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глядности визуализации данных с использова-
нием свойств золотого сечения. Анализировались 
зависимости коэффициента покрытия площади 
экрана информацией k от структуры геоданных 
и метаданных — числа и геометрических пара-
метров отображаемых на экране геообъектов и 
блоков метаданных и размеров экрана. Расчеты 
коэффициента k проводились в соответствии 
с выражениями (3)–(7) для различных сочетаний 
параметров геообъектов и блоков метаданных, 
определяющих масштаб отображения видеодан-
ных на экране видеоконтрольного устройства 
ГИС.

Графики зависимости коэффициента покры-
тия площади экрана информацией k от числа 
геообъектов I при различной площади экрана Sэ 
представлены на рис. 2, а. Полагалось, что пло-
щадь изображения каждого геообъекта Sго i

2 мм2 (размер геообъекта 1 2 м, масштаб ЭК 
1:1000) и блоки метаданных отсутствуют. Кривая 1  
соответствует Sэ 0,15 0,3 м (экран портативного 
ноутбука), кривая 2 — Sэ 0,35 0,65 м (экран мо- 
нитора ПЭВМ), кривая 3 — Sэ 1,50 2,50 м (ви-
зуализационный экран). 

В данном случае значения коэффициента k 
невелики и существенно меньше оптимального 
значения k 0,382, соответствующего золотому 
сечению, даже при I 5000, а при I 2000 име-
ет место k < 0,1. Это является следствием малого 
размера площади изображения каждого геообъ-
екта Sго i и отсутствия отображаемых метадан-
ных. С увеличением площади экрана Sэ величина 
коэффициента k, и без того меньшая оптималь-
ного значения, уменьшается, что показывает 
нецелесообразность увеличения размеров экра-
на при отображении ЭК, на которых отображае-
мые геообъекты занимают небольшую площадь. 
В рассмотренном случае наилучшая наглядность 
имеет место при отображении данных на экране 
портативного ноутбука.

Графики зависимости коэффициента покры-
тия площади экрана информацией k от числа 
блоков метаданных J при различной площади 
экрана Sэ представлены на рис. 2, б. Полагалось, 
что площадь изображения каждого блока мета-
данных Sмд i 25 см2 (размер блока метаданных 
5 5 см) и геообъекты отсутствуют. Кривая 1 со-
ответствует Sэ 0,15 0,3 м (экран портативного 
ноутбука), кривая 2 — Sэ 0,35 0,65 м (экран 
монитора ПЭВМ), кривая 3 — Sэ 1,50 2,50 м 
(визуализационный экран), штриховыми лини-
ями показаны уровни, соответствующие значе-
ниям коэффициента покрытия площади экрана 
информацией k 0,382 и k 0,618.

В данном случае значения коэффициента k из-
меняются в широких пределах и в зависимости 
от соотношения между размером экрана и чис-
лом блоков метаданных принимают значения 

меньшие, большие и близкие к оптимальному 
значению k 0,382, соответствующему золото-
му сечению. Это является следствием достаточно 
большого размера площади изображения блоков 
метаданных Sмд i. Значение k 0,382 достигается 
при следующих сочетаниях значений J и Sэ: J 7 
и Sэ 0,15 0,30 м; J 32 и Sэ 0,35 0,65 м. 
При J  50 и Sэ 1,50 2,50 м значение k 0,382 
не достигается. При J 10 и Sэ 0,15 0,30 м 
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 Рис. 2. Зависимости коэффициента покрытия пло-
щади экрана информацией от числа геообъектов (а); 
числа блоков метаданных (б); размера экрана видео-
контрольного устройства ГИС (в)

 Fig. 2. Dependences of the information coverage co-
efficient of the screen area of the number of geoobjects 
(а); number of metadata blocks (б); screen size of the de-
vice monitoring GIS (в)
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имеет место k > 0,618. С увеличением площади 
экрана Sэ величина коэффициента k уменьша-
ется. Так, при J 15 для экрана портативного 
ноутбука k 0,83, для экрана монитора ПЭВМ 
k 0,17, для визуализационного экрана k 0,01. 
В рассмотренном случае при широком диапазоне 
изменения его значений за счет выбора размеров 
экрана при отображении ЭК, на которых отобра-
жаемые блоки метаданных занимают большую 
площадь, может быть обеспечено значение коэф-
фициента k, близкое к оптимальному, при этом 
наилучшая наглядность имеет место при отобра-
жении данных на экране монитора ПЭВМ.

На рис. 2, в представлены графики зависимо-
сти коэффициента покрытия площади экрана ин-
формацией k от размера экрана видеоконтроль-
ного устройства ГИС, характеризуемого номером 
варианта размера экрана n, при различных значе-
ниях числа геообъектов I и блоков метаданных J.  
Значения линейных размеров экрана HX и HY 
для рассмотренных вариантов n 1, …, 10 при-
ведены в таблице. Остальные значения указаны 
выше. Кривая 1 соответствует I 50, J 50, кри- 
вая 2 — I 1, J 50, кривая 3 — I 50, J 1, штри-
ховыми линиями показаны уровни, соответствую-
щие значениям коэффициента покрытия площади 
экрана информацией k 0,382 и k 0,618.

В данном случае доминирующее влияние на 
значения коэффициента k оказывает число бло-
ков метаданных вследствие достаточно большо-

го размера площади блоков метаданных Sмд i по 
сравнению с размером площади геообъектов Sго i. 
В результате значения коэффициента k в случа-
ях, когда I 50, J 50 и I 1, J 50, отличаются 
незначительно. С увеличением площади экрана 
Sэ HXHY величина коэффициента k уменьша-
ется, что свидетельствует о нецелесообразности 
увеличения размеров экрана при отображении 
ЭК, на которых отображаемые геообъекты и бло-
ки метаданных занимают небольшую площадь. 
В рассмотренном случае при малом объеме мета-
данных (I 50, J 1) значения коэффициента k  
невелики и существенно меньше оптимального 
значения k 0,382, соответствующего золото-
му сечению, а при большом объеме метаданных 
(I 50, J 50 и I 1, J 50) значения коэффи-
циента k, близкие к оптимальному значению, 
имеют место для варианта n 2 (Sэ 0,4 0,8 м), 
близкого к параметрам экрана монитора ПЭВМ. 
В то же время для варианта n 1 (Sэ 0,2 0,4 м), 
близкого к параметрам экрана портативного но-
утбука, при большом объеме метаданных имеет 
место k > 0,618, что соответствует условиям, ког-
да комплексное восприятие видеоданных опера-
тором ГИС затруднено.

Таким образом, с точки зрения наглядности 
визуализации данных и комплексного восприя-
тия видеоданных оператором ГИС во всех рассмо-
тренных случаях нецелесообразно использовать 
визуализационные экраны больших размеров, 
которым соответствуют варианты n 5, …, 10. 
Они могут использоваться лишь как средство кол-
лективного отображения информации. При боль-
шом объеме метаданных также нецелесообразно 
использование портативных ноутбуков с экра-
нами малых размеров, которым соответствует 
вариант n 1, поскольку при этом существенно 
затрудняется комплексное восприятие видео-
данных оператором ГИС. Следует отметить, что 
при анализе не учитывались форматы отображе-
ния изображений на экране видеоконтрольного 
устройства ГИС, характеризуемые соотношением 
числа пикселов по каждому линейному размеру 
экрана [22]. При задании формата отображения 
изображения и размера пиксела видеоконтроль-
ного устройства достижимые значения коэффи-
циента покрытия площади экрана информацией 
k могут быть уточнены, однако общие рекоменда-
ции о выборе размера экрана и структуры отобра-
жаемых геообъектов и метаданных следуют уже 
из результатов проведенных исследований.

Заключение

Для оценки наглядности визуализации дан-
ных в ГИС предложен критерий, использующий 
свойства золотого сечения и характеризующий 

 Варианты размеров экрана видеоконтрольного 
устройства ГИС

 Screen size options for a GIS video monitoring device

Вариант n HX, м HY, м

1 0,2 0,4

2 0,4 0,8

3 0,6 1,2

4 0,8 1,6

5 1,0 2,0

6 1,2 2,4

7 1,4 2,8

8 1,6 3,2

9 1,8 3,6

10 2,0 4,0
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возможности комплексного восприятия опе-
ратором ГИС видеоданных, отображаемых на 
экране видеоконтрольного устройства в виде ЭК. 
Связанные с золотым сечением закономерности 
зрительного восприятия изображений, являясь 
субъективными, находят многочисленные про-
явления, и их целесообразно использовать при 
визуализации данных в ГИС. В качестве пока-
зателя наглядности визуализации данных вы-
ступает коэффициент покрытия площади экрана 
информацией, значение которого в соответствии 
с введенным критерием должно быть близким 
к 0,382, что соответствует математическому 
определению золотого сечения. Практически мо-
жет задаваться диапазон значений данного ко-
эффициента либо в виде диапазона допустимых 
отклонений в окрестности золотого сечения, либо 
в виде диапазона значений, в котором комплекс-
ное восприятие видеоданных оператором ГИС 
возможно, но недостаточно наглядно.

Величина коэффициента покрытия площади 
экрана информацией зависит от ряда геометри-
ческих параметров отображаемых геообъектов и 
блоков метаданных и размеров экрана. Условию 

наилучшей наглядности визуализации соот-
ветствует определенный масштаб отображения 
видеоданных и соответствующая ему структура 
геоданных и метаданных. Представлено описа-
ние базового алгоритма выбора масштаба ото-
бражения видеоданных по критерию наглядно-
сти, использующему свойства золотого сечения, 
и построенного на его основе алгоритма выбора 
масштаба отображения видеоданных с последо-
вательным анализом слоев отображаемых на ЭК 
геоданных. Исследованы условия обеспечения 
наглядности визуализации данных в ГИС в соот-
ветствии с предложенным критерием. Для раз-
личных объемов отображаемых на ЭК геоданных 
и метаданных проанализирована наглядность их 
визуализации на экранах различных размеров 
и сделаны общие рекомендации по выбору раз-
мера экрана видеоконтрольного устройства ГИС 
и структуры отображаемых геообъектов и мета-
данных. Полученные результаты могут быть ис-
пользованы при проектировании ГИС, а также 
для предварительного выбора оператором ГИС 
структуры отображаемых геоданных и метадан-
ных для решаемой прикладной задачи.
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Introduction: Data visualization quality is important for the work of a geographic information system operator, determining the 
conditions under which he or she makes decisions concerning the displayed data. Visual perception patterns associated with the golden 
ratio properties allow us to formulate a criterion for data visualization quality which would characterize the possibilities of the operator’s 
complex perception of the video data displayed on a control device screen in the form of an electronic card. Purpose: Substantiation of 
a data visualization quality criterion for geoinformation systems using the golden ratio properties, and the study of the conditions 
for providing good visualization quality for geodata and metadata on a video control device screen in accordance with the proposed 
criterion. Methods: A formal definition of the data visualization quality criterion in geoinformation systems using the coefficient of the 
screen area information coverage as an index whose optimal value corresponds to the mathematical definition of the golden ratio; and 
the study of the properties of this criterion. Results: Based on the conducted analysis of visual perception of video data and golden ratio 
properties during the data visualization, a criterion is proposed for data visualization quality, which uses the golden ratio properties 
and characterizes the possibilities of complex perception of video data in an electronic map form by a geographic information system 
operator. Iteration algorithms for choosing the video data display scale are developed, based on the visualization quality criterion and 
related to the golden ratio properties. These are the basic algorithm used for each geodata layer represented on the electronic map, and 
an algorithm of successive analysis of various layers of the displayed geodata. The choice of a video data display scale in accordance with 
the developed algorithms can be preliminarily carried out by the system operator using the parameters of standard electronic maps and 
geodata/metadata sets typical for the current applied problem. We have studied how the scale of the geodata and metadata displayed 
on an electronic map affects their visualization quality on screens of various sizes. For the considered standard volumes of displayed 
geodata and metadata, the best visualization quality was achieved when they were displayed on a standard computer monitor, as opposed 
to a portable notebook or visualization screen. Practical relevance: The proposed criterion and the recommendations for choosing a 
screen size for the video monitoring device or the structures of the displayed geo-objects and metadata can be used in the design of 
geoinformation systems, or for preliminary choice of the displayed data structure by a geoinformation system operator. 
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Введение

Анализ процессов, протекающих в коре голов-
ного мозга во время восприятия и обработки сен-
сорной информации, является актуальной задачей 
на стыке физико-математических наук и нейрофи-
зиологии [1, 2]. Интерес к решению данной задачи 
связан с возможностью обнаружения сценариев 
нейронной активности, характерных для восприя-
тия больших объемов сенсорной информации в ус-
ловиях высокой когнитивной нагрузки [3, 4]. 

Известно, что нейронная сеть коры головного 
мозга представляет собой распределенную вычис-
лительную систему, которая обладает свойством 
адаптивного перестроения своей конфигурации 
для эффективной обработки сенсорной информа-
ции и принятия решений. Согласно результатам 
нейрофизиологических исследований, при реше-
нии простых задач, которые не требуют обработки 
и анализа большого объема сенсорной информа-

ции, головной мозг активирует небольшие ней-
ронные группы кортекса. В то же время, когда 
решение задачи требует больших усилий, мозг за-
действует большое число нейронных структур, рас-
положенных в отдаленных областях, и активирует 
связи между ними [5, 6]. Данная теория известна 
в научной литературе как теория глобального рабо-
чего пространства (Global workspace theory) [7].

В частности, известно, что восприятие визу-
альной информации связано с возбуждением пер-
вичного зрительного центра-анализатора, распо-
ложенного в затылочной коре головного мозга, и 
центра визуального внимания, расположенного 
в теменной области [8]. При этом, согласно резуль-
татам нейрофизиологических исследований, при 
увеличении времени выполнения визуальной за-
дачи или при увеличении сложности предъявля-
емых визуальных стимулов наряду с теменно-за-
тылочной областью наблюдается активация лоб-
ной области головного мозга [9]. 

Articles
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Несмотря на большое число работ, посвящен-
ных анализу особенностей нейронной активности, 
ассоциирующихся с обработкой сенсорной инфор-
мации, механизмы, отвечающие за формирова-
ние подобной пространственно-распределенной 
структуры в нейронной сети мозга, остаются неиз-
вестными. Так, слабо изучены механизмы, позво-
ляющие нейронам, расположенным в различных 
областях мозга, взаимодействовать друг с другом.

Одним из эффективных неинвазивных мето-
дов анализа динамики нейронной сети головного 
мозга является детектирование характерных ча-
стотно-временных и пространственно-временных 
особенностей электрической активности путем 
рассмотрения многоканальных электроэнцефа-
лограмм (ЭЭГ). В данном контексте применение 
методов статистического и спектрального анализа 
для изучения свойств сигналов ЭЭГ позволяет мо-
делировать различные сценарии активности ней-
ронных ансамблей мозга на микроскопическом 
уровне [10–12].

С учетом вышесказанного в настоящей рабо-
те исследуются частотно-временная и простран-
ственно-временная структуры многоканальных 
сигналов ЭЭГ в процессе восприятия визуальной 
информации. На основании полученных результа-
тов описывается сценарий нейронной активности 
головного мозга, ассоциирующийся с восприятием 
и обработкой визуальной сенсорной информации.

Нейрофизиологический эксперимент

В экспериментах принимали участие восемь 
здоровых добровольцев в возрасте от 20 до 43 лет. 
Все добровольцы предоставили информирован-
ное письменное согласие на участие в экспери-
менте и были осведомлены об особенностях экс-
периментальной работы. Исследования проводи-
лись в соответствии с Хельсинкской декларацией 
Всемирной медицинской ассоциации. Дизайн и 
оборудование экспериментальной работы одобре-
ны комиссией по этике СГТУ им. Гагарина Ю. А.

В качестве визуального стимула использо-
вался куб Неккера, который часто применяется 
в нейрофизиологических и психологических экс-
периментах [6]. Куб Неккера является неодно-
значным стимулом и допускает две возможные 
интерпретации. В результате процесс восприя-
тия данного объекта включает как фазу первич-
ного восприятия зрительной информации, так и 
более сложную когнитивную активность, связан-
ную с обработкой визуальной информации и при-
нятием решения относительно интерпретации 
графического изображения.

В ходе эксперимента испытуемому поочередно 
показывали кубы Неккера, характеризующиеся 
различными конфигурациями внутренних гра-

ней. Предъявляемые кубы отличались друг от 
друга, что позволяло минимизировать эффект 
привыкания испытуемого к предъявляемому 
объекту. Время предъявления каждого стиму-
ла варьировалось в диапазоне 1–1,5 с, а перио-
дичность предъявления составляла 5–7 с. Весь 
эксперимент длился около 15 мин для каждого 
участника, включая короткие записи фоновой 
активности головного мозга до и после предъяв-
ления визуальных стимулов (по 2 мин). Чтобы 
сделать восприятие следующего куба Неккера 
независимым от предыдущего, между последую-
щими демонстрациями куба на экране монитора 
показывался абстрактный рисунок. 

Электрическая активность мозга регистриро-
валась с помощью электроэнцефалографическо-
го оборудования «Энцефалан-ЭЭГР-19/26» (ООО 
НПКФ «Медиком», РФ). При записи сигналов 
использовался метод монополярной регистра-
ции и классическая расстановка электродов ЭЭГ  
«10–20» [13]. 

Обработка данных и обсуждение 
полученных результатов

Основные этапы алгоритма обработки экспе-
риментальных данных показаны на рис. 1, а.

Сигналы ЭЭГ регистрировались при помощи 
набора электродов (O1, O2 — затылочная часть; 
P3, P4, Pz — теменная часть; C3, C4, Cz — цен-
тральная часть; F3, F4, Fz, Fp1, Fp2 — лобные 
доли) (рис. 1, б). Для каждого канала ЭЭГ в диа-
пазоне частот 1–30 Гц был рассчитан вейвлет- 

ный энергетический спектр , , .  

В данном случае Wn(f, t) — комплексные коэф-
фициенты вейвлетного преобразования, которые 
вычисляются при помощи соотношения

 

, , ,   (1)

где n 1...N — номера каналов ЭЭГ (N 13 — об-
щее количество каналов, используемых для ана-
лиза); символ «*» означает комплексное сопряже-
ние. В качестве материнского вейвлета (f, t) был 
выбран вейвлет Морле, который часто использу-
ется для анализа нейрофизиологических сигна-
лов [14]:

 
, ,  (2)

где 0 2  — параметр, характеризующий вейв-
летную функцию.

Анализ вейвлетного спектра проводился 
в двух частотных диапазонах: f : 8–12 Гц (диа-
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пазон альфа-активности) и f : 15–30 Гц (диапа-
зон бета-активности). Согласно последним рабо-
там, визуальное внимание связано с возникнове-
нием характерных паттернов нейронной активно-
сти в частотных диапазонах альфа- и бета-ритмов 
в затылочной и теменной областях [8]. Известно 
также, что изменения альфа-активности связаны 
с визуальным [15] или звуковым [16] вниманием, 
а изменения бета-активности — с обработкой сен-
сорной информации [17] и переключением режи-
ма активности нейронного ансамбля в состояние 
внимания [18, 19]. Роль нейронной активности 
в альфа- и бета-областях в процессе восприятия 
визуальной информации анализируется также 
в работе [20] в контексте передачи информации 
в зрительной коре.

Для указанных частотных диапазонов соот-
ветствующие значения вейвлет-энергии E (t)  
и E (t) рассчитывались путем усреднения спек-
тральной энергии En(f, t) по соответствующим об-
ластям спектра:

 ,

, , ,  (3)

где  — значение энергии , , усред-
ненное по всему рассматриваемому спектру сиг-
нала ЭЭГ:

 

, .   (4)

Полученные коэффициенты , были 
усреднены по K 20 интервалам времени дли-
тельностью 1 с, соответствующим восприятию  

и обработке 20 визуальных стимулов. На послед-
нем этапе обработки полученные коэффициенты 
усреднялись по каналам ЭЭГ, расположенным 
в различных отделах мозга.

Известно, что восприятие визуального стиму-
ла связано с увеличением энергии электрической 
активности нейронов в затылочной доле [21, 22]. 
Этот эффект объясняется локализацией в данной 
области мозга зрительных областей [23]. 

Для анализа изменений энергии, вызванных 
восприятием и обработкой визуальной информа-
ции, полученные коэффициенты (3) были обрабо-
таны высокочастотным фильтром. Все спектраль-
ные компоненты, лежащие выше 10 Гц, были 
удалены. Полученные в результате фильтрации 
сигналы показаны на рис. 2. Представленные кри-
вые характеризуют изменение во времени энергии 
альфа-активности (рис. 2, а) и бета-активности 
(рис. 2, б) в различных участках головного мозга. 

Сразу после предъявления визуального стиму-
ла (момент времени t0) наблюдается выраженное 
уменьшение энергии альфа-активности  
в затылочной области (см. рис. 2, а). Согласно 
полученным ранее результатам [23], это связано 
с возбуждением первичного зрительного центра. 
В момент времени t1 наблюдается выраженное 
уменьшение энергии альфа-активности  
в теменной области, что связано с активацией 
центра визуального внимания. Стоит отметить, 
что затылочная и теменная области активируют-
ся практически одновременно, что подтверждает 
их ведущую роль в процессе первичной обработ-
ки визуальных стимулов. Схожая тенденция, 
заключающаяся в уменьшении энергии альфа-
активности, наблюдается также и в других обла-
стях мозга. В частности, из рис. 2, а можно ви-

Регистрация многока-
нальных ЭЭГ 

в расстановке «10–20»

Частотно-временной 
анализ сигналов ЭЭГ

Вычисление энергии E(t)
в диапазонах 

8–12 Гц и 15–30 Гц

Усреднение зависимостей 
E(t) по набору 

предъявленных стимулов

Анализ НЧ-тренда 
зависимостей  E(t), 

фильтрация ВЧ-компонент

Предъявление
стимула

1

2

3 4 5

Затылочная доля

Лобная доля

O2O1

P3 P4Pz

C3 C4
Cz

F3 F4
Fz

Fp2Fp1

а)

б)

 Рис. 1. Основные этапы проведения экспериментального исследования и обработки данных (а) и расположение 
регистрирующих электродов в соответствии с международной системой «10–20» (б)

 Fig. 1. Schematic illustration of main stages of experimental procedure and data analysis (а) and position of record-
ing electrodes according to 10–20 EEG electrode layout (б)
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деть, что энергия альфа-ритма  начинает 
уменьшаться в центральной области (t2) и в лоб-
ных  областях (t3,4). При этом в данных 
областях эффект проявляется значительно поз-
же: в центральной части — через 0,2 с, а в лобных 
областях — через 0,4 с после предъявления визу-
ального стимула.

Восприятие визуального стимула сопрово-
ждается увеличением энергии бета-активности 
(см. рис. 2, б). Учитывая, что бета-активность 
ассоциируется с обработкой сенсорной информа-
ции [17] и переключением режима активности 
нейронного ансамбля в состояние внимания [19], 
можно предположить, что увеличение области 
генерации бета-активности свидетельствует о во-
влечении большего числа нейронов в обработку 
визуального стимула.

Процесс увеличения области коры мозга, во-
влеченной в обработку визуального стимула  
(рис. 2, в, г), основан на изменении энергии элек-

трической активности головного мозга в альфа-  
и бета-частотных диапазонах. Видно, что в рассмо-
тренные моменты времени t0 < t1 < t2 < t3 < t4 
область коры мозга, демонстрирующая умень-
шение энергии альфа-активности и увеличение 
энергии бета-активности, связанные с обработ-
кой визуального стимула, увеличивается. В то 
же самое время анализ рис. 2, а, б позволяет вы-
явить различия в динамике энергии рассмотрен-
ных ритмов. Данные различия определяются со-
поставлением моментов времени, соответствую-
щих вовлечению различных областей мозга в об-
работку визуальной информации. Схематически 
данные моменты времени обозначены на рис. 3. 
Различный тип символа соответствует моментам 
времени, определенным на основе альфа-актив-
ности и бета-активности.

Видно, что в момент времени t0, соответствую-
щий предъявлению визуального стимула, наблю-
дается активация затылочной области. Об этом 
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 Рис. 2. Зависимость от времени энергии ЭЭГ сигналов в области альфа-активности (8–12 Гц) (а) и бета-активно-
сти (15–30 Гц) (б) в процессе восприятия визуального стимула. Кривые получены в результате усреднения энергии 
по каналам ЭЭГ, расположенным в различных областях коры мозга; области мозга, характеризующиеся уменьше-
нием энергии альфа-активности (в) и увеличением энергии бета-активности (г) в характерные моменты време- 
ни t0–t4

 Fig. 2. Temporal evolution of EEG spectral energy in alpha-band (8–12 Hz) (a) and beta-band (15–30 Hz) (б). Differ-
ent curves obtained by averaging energy values over corresponding EEG channels; brain regions characterizing by a de-
crease in alpha-band energy (в) and an increase in beta-band energy (г) at time moments t0–t4
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свидетельствует одновременное уменьшение  
и увеличение .  Затем, с точки зрения пове-
дения бета-активности, через 0,3 с после предъ-
явления стимула наблюдается одновременное 
вовлечение затылочной, центральной и лобных 
областей мозга в обработку информации (момент 
времени t*). Это свидетельствует о формирова-
нии распределенной лобно-теменной нейронной 
активности, реализующей обработку визуально-
го изображения и принятие решения. 

Анализ поведения альфа-активности показы-
вает, что вовлечение лобной области происходит 
постепенно. Видно, что теменная область вовле-
кается практически одновременно c затылочной. 
Центральная область вовлекается через 0,2 с по-
сле предъявления стимула (момент времени t**). 
Лобные области вовлекаются практически одно-
временно через 0,4 с после предъявления стимула 
(момент времени t***).

Заключение

По итогам экспериментов можно выделить 
следующие особенности сценария нейронной ак-
тивности во время восприятия и обработки визу-
альной информации:

— Непосредственно в момент предъявления 
визуального стимула происходит возбуждение 
зрительного центра в затылочной области. В этот 
момент электрическая активность в данной обла-
сти характеризуется уменьшением альфа-актив-
ности и увеличением бета-активности.

— Через 0,3 с после предъявления стимула 
происходит его обработка с помощью активации 
распределенной лобно-теменной нейронной сети. 
В этот момент электрическая активность в дан-
ной области характеризуется увеличением бета-
активности.

— В течение 0,3 с после предъявления стиму-
ла активация нейронов в альфа-диапазоне проис-
ходит постепенно. Последовательно вовлекаются 
нейроны теменной области, а затем центральной.

Полученные результаты представляют инте-
рес для фундаментальной нейронауки и имеют 
потенциал дальнейшего практического исполь-
зования. В контексте фундаментальных иссле-
дований заслуживает внимания продемонстри-
рованная роль альфа-активности в установлении 
связи между нейронными ансамблями, распо-
ложенными в затылочно-теменной и лобной об-
ластях мозга. Потенциал практического приме-
нения обусловлен возможностью использовать 
результаты для мониторинга когнитивной актив-
ности человека в процессе обработки сенсорной 
информации при разработке пассивных интер-
фейсов мозг-компьютер [24, 25], осуществляю-
щих мониторинг и контроль нейронной активно-
сти во время деятельности человека, связанной 
с высокой когнитивной нагрузкой.

Работа выполнена при поддержке Российского 
фонда фундаментальных исследований (проект 
№ 18-32-20129) и Совета по грантам Президента 
РФ (проекты НШ-2737.2018.2 и МК-992.2018.2).
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 Рис. 3. Моменты времени, соответствующие вовле-
чению различных отделов мозга в восприятие визу-
альной информации, установленные в соответствии 
с характеристиками альфа-активности и бета-актив-
ности 

 Fig. 3. Time moments corresponding to the involve-
ment of different brain parts in perception of visual in-
formation, estimated via characteristics of alpha-activi-
ty and beta-activity 
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Introduction: Processes in the brain cortex during the perception and processing of sensory information can now be analyzed using 
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Введение

В то время как прямое управление процес-
сами глобальных масштабов на сегодня непод-
властно человечеству, антропогенные факторы, 
побуждающие те или иные пагубные тренды, 
подвержены прямому контролю и минимизации 
при обнаружении непосредственной связи с ди-
намикой неблагоприятных изменений.

Очевидно, что обнаружение подобных связей 
возможно лишь в случае применения передовых 
решений в области контроля параметров окружа-
ющей среды, отвечающих жестким требованиям 
качества, оперативности получения-обработки и 
информативности результатов.

Так, с развитием техники и технологий, наря-
ду с такими устоявшимися подходами в газоана-
лизе атмосферы, как метод дифференциального 
поглощения (МДП) [1] и дифференциальная оп-
тическая абсорбционная спектроскопия (ДОАС) 

[2], все чаще возникают идеи конвергенции не-
скольких концепций. В результате предлагают-
ся взаимодополняющие методики (например, 
МДП–ДОАС [3]), решающие традиционные слож-
ности исходных подходов. 

С точки зрения дистанционного газоанализа 
атмосферы особенное внимание сегодня уделяет-
ся ближнему и среднему ИК-диапазонам спектра 
ввиду расположения в них большого числа колеба-
тельных и колебательно-вращательных линий по-
глощения ароматических веществ [4], вредных вы-
бросов промышленных производств [5], парнико-
вых газов [6], а также наркотических веществ [7].

Большой интерес к указанному диапазону 
спектра подкрепляется как значимыми успехами 
в синтезе новых нелинейных кристаллов [8] и по-
строении лазерных систем на их основе с возмож-
ностью плавной перестройки длины волны выход-
ного излучения [9], так и существенным прогрес-
сом в развитии фотоприемных устройств [10]. 

Articles
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Вместе с тем бурное развитие языков програм-
мирования, рост возможностей современной вы-
числительной техники и плоды развития кон-
цепции свободного программного обеспечения 
[11] предоставляют новые инструменты для по-
вышения производительности систем научного 
моделирования.

Целью работы являются разработка и апроба-
ция в численном эксперименте программно-алго-
ритмической системы для численного моделиро-
вания лазерного газоанализа атмосферы в ближ-
нем и среднем ИК-диапазонах спектра.

Математический аппарат и алгоритм 
моделирования спектров поглощения  
и пропускания атмосферы

Расчет спектров поглощения и пропускания ат-
мосферы, а также сопутствующих функций про-
водится с использованием общепринятого подхода 
«линия-за-линией», который состоит в пошаговом 
расчете и учете вклада каждой линии поглощения 
газовых составляющих атмосферы в итоговый 
спектр. Эмпирической и теоретико-эмпирической 
опорой процесса моделирования спектров явля-
ется база спектроскопических данных HITRAN 
[12], содержащая информацию о параметрах ли-
ний поглощения различных газов. В процессе мо-
делирования спектров поглощения и пропускания 
атмосферы необходимо учитывать влияние внеш-
них факторов различного рода.

Так, ввиду теплового движения молекул га-
зовых компонент атмосферы возникает эффект  
уширения спектральных линий — эффект Доп- 
плера, при этом расчет полуширины контура про-
изводится следующим образом [13]:

 

ln
( ) ,

( ) ,
 

 (1)

где line — центр линии поглощения газовой ком-
поненты, а (pref)p — величина сдвига центра ли-
нии поглощения, обусловленная давлением окру-
жающей среды [12].

В свою очередь эффекты столкновения также 
приводят к уширению линий поглощения и опи-
сываются функцией Лоренца, при этом лоренцев-
ская полуширина, с учетом влияния температуры 
и давления, представляется в следующем виде [14]:
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где pGAS — парциальное давление газа; pref 
1 атм; Tref 296 К; nair — коэффициент темпе-

ратурной зависимости уширения полуширины 
воздухом; air(ref) — уширение полуширины воз-
духом при p pref и Т Tref; self(ref) — самоуши-
рение полуширины при p pref и Т Tref [14, 15].

Вместе с тем необходимо производить темпе-
ратурную коррекцию интенсивностей линий по-
глощения [15]:
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,
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где S(Tref) — интенсивность линии при 296 К; 
Q(T) — общая внутренняя частичная функция; 
с2 — вторая радиационная постоянная; EL — 
энергия нижнего состояния [14, 15].

Опираясь на приведенные параметры спек-
тральных линий, возможно провести численное 
моделирование спектров поглощения и пропу-
скания атмосферы. Так, профиль объемного ко-
эффициента ослабления лазерного излучения за 
счет молекулярного поглощения можно предста-
вить в следующем виде [16, 17]:

 
, ( ) ( , ),   (4)

где n(R) — концентрация газовой компоненты; 
KVoigt( , R) — профиль коэффициента поглоще-
ния зондирующего лазерного излучения молеку-
лами исследуемого газа [17, 18]:

 

( ) ln
( , ) ( , ),

( )
( , ) ( ) ,

 

 (5)

где (x, y) — функция Фойгта, обеспечивающая 
учет эффекта уширения спектральных линий 
Допплера и столкновений одновременно. 

Функцию Фойгта возможно получить путем 
выделения вещественной части комплексной 
функции [18]:

 

( ) exp exp( ) ,

,

ln ,

ln .   (6)
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Вместе с тем спектр пропускания атмосферы 
возможно получить следующим образом [17]:

 

( , ) exp ( , ) ,

( , ) , ,

, , ,

 

 (7)

где ms( , R) — профиль объемного коэффициента 
ослабления лазерного излучения за счет молеку-
лярного рассеяния; aa( , R) и as( , R) — профили 
коэффициентов ослабления, обусловленных погло-
щением и рассеянием атмосферными аэрозолями.

На основе представленного математического 
аппарата разработаны алгоритм функционирова-
ния и программно-алгоритмическая система для 
численного моделирования широкополосного ла-
зерного газоанализа атмосферы.

Функциональные возможности 
программно-алгоритмической системы

Процесс функционирования программы мож-
но разделить на три основных этапа, представлен-
ных в виде столбцов на рис. 1: 1) выбор и подготов-
ка входных параметров; 2) численное моделиро-
вание; 3) представление и сохранение результатов 
расчета.

В качестве входных данных выступают пара-
метры трассы зондирования, тип трассы (горизон-
тальная, вертикальная), характеристики источ-

ника излучения (набор линий излучения, диапа-
зон перестройки, ширина линии излучения, мощ-
ность) и приемной части прибора.

В список основных функциональных возмож-
ностей программно-алгоритмической системы 
входит расчет сечения молекулярного поглоще-
ния, коэффициента молекулярного поглощения 
(рис. 2, а и б), спектров пропускания атмосферы 
(рис. 2, в) на основе базы данных HITRAN [12] и 
статистических моделей распределения атмос-
ферных характеристик [19]. Вместе с тем автором 
разработан программный блок моделирования 
лидарных сигналов (рис. 2, г), в процессе функци-
онирования которого производятся расчет и учет 
коэффициента молекулярного рассеяния (рис. 3, а)  
[20] и коэффициентов аэрозольного поглощения 
(рис. 3, б) и рассеяния [21] соответственно. 

Необходимо отметить, что при расчете указан-
ных спектров предусмотрена возможность выбора 
различных аппаратных функций: прямоугольни-
ка, треугольника, Гаусса, Лоренца и др. [22]. При 
этом, как отмечалось ранее, расчет контуров ли-
ний поглощения производится с использованием 
контура Фойгта [18].

Для целей проверки применимости различ-
ных лазерных источников в задачах экологиче-
ского мониторинга атмосферы разработан блок 
расчета ошибок восстановления концентраций 
исследуемых газовых компонент атмосферы при 
неучете поглощения лазерного излучения сто-
ронними газами. В результате набор представ-
ленных программных блоков позволяет произво-
дить комплексное моделирование дистанционно-
го газоанализа атмосферы.

База данных
спектральных линий поглощения 

HITRAN

Модели 
распределения параметров

атмосферы T [К], P [гПа]

Модели 
молекулярного рассеяния и 

аэрозольного ослабления

Характеристики лазера
Набор линий излучения
Диапазон перестройки 

Входные данные
Тип трассы зондирования

Аппаратная функция
Блок

расчета спектров поглощения
и пропускания атмосферы

Блок
расчета лидарных сигналов

Блок
расчета ошибок восстановления

концентрации газа

Лидарные сигналы

Спектры
поглощения и пропускания 

атмосферы

Ошибки
восстановления концентрации 

контролируемого газа

 Рис. 1. Общая схема функционирования программно-алгоритмической системы

 Fig. 1. General scheme of the program-algorithmic system functioning
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Результаты численного эксперимента по восста-
новлению концентрации углекислого газа на верти-
кальной трассе лета средних широт [19] приведены 
на рис. 4, где показан пример восстановления кон-
центрации исследуемой газовой компоненты (СО2) 
и результат расчета ошибки, возникающей ввиду 
неучета влияния слабой линии поглощения водя-
ного пара (рис. 2, б — 6321,55 см–1), расположенной 
неподалеку от анализируемой линии поглощения 
углекислого газа (рис. 2, б — 6321,25 см–1).

Концентрация водяного пара снижается с уве-
личением высоты, ввиду этого представленная на 
рис. 4 ошибка влияния мешающего поглощения 

уменьшается с высотой. Очевидно, при учете вли-
яния всех факторов, вызывающих ошибки восста-
новления концентраций газов, будет наблюдаться 
рост величины ошибки с высотой. 

Для случая применения расчетов в приложе-
нии к дискретно и плавно перестраиваемым по 
частоте источникам лазерного излучения преду- 
смотрена возможность использования линейно и 
кубически интерполируемых зависимостей мощ-
ности лазерных импульсов от длины волны или 
волнового числа (рис. 5).

Вместе с тем представленная на всех рисун-
ках графика является интерактивной, что суще-
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 Fig. 2. Atmospheric absorption spectra (а, б), atmospheric transmission spectrum (в) and lidar signals (г)
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 Fig. 3. Molecular scattering (а) and aerosol absorption coefficients (б) versus wavelength
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зация программного комплекса предоставляют 
возможность расширять существующий расчет-
ный функционал для решения смежных задач.

Результаты моделирования 

Проверка корректности функционирования 
программного комплекса проводилась путем 
сравнения результатов моделирования спек-
тров с применением информационной системы 
SPECTRA [23]. Сравнивались результаты модели-
рования спектров поглощения и пропускания ат-
мосферы в условиях лета средних широт. Рис. 6, а  
показывает качественное совпадение хода коэф-
фициента поглощения в области как слабых, так 
и сильных линий поглощения. На рис. 6, б для на-
глядности приведена увеличенная часть спектра, 
а именно одна из линий поглощения CO2. При 
рассмотрении данной линии видно, что величи-
на коэффициентов поглощения совпадает, одна-
ко положения центров линий имеют небольшое 
расхождение. Из анализа кривой относительной 
разницы между спектрами пропускания CO2 на 
рис. 6, в можно сделать вывод о том, что итоговая 
величина несовпадения результатов расчета со-
ставляет менее 1 %.
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 Fig. 4. The results of a numerical experiment to reconstructing the concentration of carbon dioxide: а — model and 
reconstructed dependences of CO2 concentrations along the sounding path; б — the difference between the logarithms of 
the lidar signals [16]; в, г — error of CO2 concentration reconstructing in percent and ppm, respectively
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 Рис. 5. Кубически интерполированная перестроеч-
ная кривая лазера с параметрической генерацией све-
та в среднем ИК-диапазоне спектра

 Fig. 5. A cubic interpolated tuning curve of a laser 
with parametric light generation in the middle IR range 
of the spectrum

ственно упрощает процесс анализа результатов 
моделирования и способствует увеличению про-
изводительности работы оператора.

Наряду с представленными возможностями, 
интуитивная архитектура и модульная органи-
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В целом реализованный на данный момент 
функционал программно-алгоритмического ком-
плекса позволяет производить экспресс-оценку 
возможностей применения широкого круга ис-
точников лазерного излучения в задачах дистан-
ционного газоанализа атмосферы.

Заключение

Разработана автоматизированная программ-
но-алгоритмическая система, обеспечивающая 
расчет коэффициентов поглощения, спектров 
пропускания атмосферы, лидарных сигналов, а 
также ошибок восстановления концентраций га-
зовых компонент атмосферы. Анализ результатов 
сравнения спектров, полученных в программе, 
с данными расчета общеизвестной информацион-
ной системы SPECTRA показал возможность ис-
пользования разработанного программного ком-
плекса в задачах моделирования дистанционного 
газоанализа атмосферы.

Работа выполнена при частичной финансовой 
поддержке Российского фонда фундаменталь-
ных исследований (грант № 16-45-700722 в ча-
сти разработки блока расчета спектров пропу-
скания атмосферы) и гранта Президента РФ для 
поддержки молодых российских ученых (грант  
№ МК-1367.2017.5 в части разработки блока моде-
лирования лидарных сигналов).
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Introduction: Successful monitoring of environmental parameters requires the development of flexible software complexes with 
evolvable calculation functionality. Purpose: Developing a modular system for numerical simulation of atmospheric laser gas analysis. 
Results: Based on differential absorption method, a software system has been developed which provides the calculation of molecular 
absorption cross-sections, molecular absorption coefficients, atmospheric transmission spectra, and lidar signals. Absorption line 
contours are calculated using the Voigt profile. The prior information sources are HITRAN spectroscopic databases and statistical 
models of the distribution of temperature, pressure and gas components in the atmosphere. For modeling lidar signals, software blocks 
of calculating the molecular scattering coefficient and aerosol absorption/scattering coefficients were developed. For testing the 
applicability of various laser sources in the problems of environmental monitoring of the atmosphere, a concentration reconstruction 
error calculation block was developed for the atmospheric gas components, ignoring the interfering absorption of laser radiation 
by foreign gases. To verify the correct functioning of the software, a program block was developed for comparing the results of the 
modeling of atmospheric absorption and transmission spectra by using the standard SPECTRA information system. The discrepancy 
between the calculation of the atmospheric transmission spectra obtained using the developed system as compared to the SPECTRA 
results is less than 1 %. Thus, a set of the presented program blocks allows you to carry out complex modeling of remote atmospheric gas 
analysis. Practical relevance: The software complex allows you to rapidly assess the possibilities of using a wide range of laser radiation 
sources for the problems of remote gas analysis.

Keywords — atmosphere, lidar sounding, differential absorption lidar technique, atmospheric trace gas.
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Введение

В последнее время наблюдается рост числа 
киберпреступлений, что приводит к существен-
ным убыткам компаний [1, 2]. Характер кибер-
преступлений также становится многообразнее, 
в настоящее время для нарушения информаци-
онной безопасности компании злоумышленники 

прибегают не только к поиску программно-тех-
нических уязвимостей системы, но и к методам 
социальной инженерии, т. е. поиску и эксплуата-
ции уязвимостей пользователей. Таким образом, 
актуальной видится проблема повышения уров-
ня защищенности пользователей информацион-
ных систем от социоинженерных атак. Важной 
составляющей этой проблемы является задача 
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анализа и мониторинга защищенности пользо-
вателей информационных систем от социоинже-
нерных атак.

Социоинженерные атаки по числу задейство-
ванных пользователей могут быть одноходовые 
(прямые, неопосредованные) и многоходовые, 
совершаемые через цепочку пользователей, где 
начальный и конечный пользователи не совпа-
дают, пользователи в цепочке не повторяются. 
Некоторые подходы к оценке защищенности 
пользователей от прямых социоинженерных 
атак достаточно подробно изложены в работе [3]. 
В данной статье исследуется один из аспектов 
анализа защищенности пользователей информа-
ционных систем при многоходовых социоинже-
нерных атаках — выявление наиболее критич-
ных траекторий распространения атаки. Подход 
к оценке защищенности пользователей при 
многоходовых атаках, а также к расчету оценок 
вероятности распространения атаки от пользо-
вателя к пользователю был представлен в рабо-
те [4]. Отметим, что оценка вероятности успеха 
многоходовой социоинженерной атаки рассчиты-
вается в предположении, что оценки вероятности 
распространения атаки от одного пользователя 
к другому и обратно равны [4]. Однако оценка 
вероятности распространения атаки от пользо-
вателя к пользователю в прямом и обратном на-
правлении может быть разной, соответственно, 
необходимо рассматривать ориентированный со-
циальный граф. Также в [4] не рассматриваются 
вопросы поиска наиболее критичных траекторий 
распространения атаки. Как правило, существу-
ет несколько возможных траекторий развития 
атаки от одного пользователя к другому, и веро-
ятности успеха распространения атаки по каж-
дой из них в общем случае будут иметь разные 
значения. В связи с этим актуальной видится 
задача поиска наиболее критичных траекторий, 
оценка вероятности успеха прохождения атаки 
по которым будет наиболее высокой. Одна из под-
задач в данном контексте связана с выявлением 
наиболее критичных траекторий (т. е. наиболее 
вероятных траекторий) распространения атаки 
от одного пользователя к другому, и целью дан-
ной работы является решение этой подзадачи.

Релевантные работы

Заделом для данного исследования послу-
жили работы [3, 4], в которых описаны подходы 
к оценке защищенности пользователей инфор-
мационных систем от прямых и многоходовых 
социоинженерных атак. В [5] представлен ком-
плексный подход к анализу информационной 
безопасности организации, предложен подход 
к оценке уязвимости, но при этом большая часть 

параметров оценивается специалистом по инфор-
мационной безопасности. В [6] приводятся ре-
зультаты, связанные с применением обучающих 
игр для сотрудников компании в целях сниже-
ния рисков успешных социоинженерных атак. 
Эмпирические оценки, полученные в результате 
исследований [7, 8], могут способствовать постро-
ению оценок вероятности успешной социоинже-
нерной атаки на пользователя. Исследование, 
направленное на разработку методов защиты от 
нескольких видов социоинженерных атак, пред-
ставлено в работе [9], однако многоходовые атаки 
не рассматриваются. В работе [10] представлена 
многоуровневая модель оценки уязвимости поль-
зователей к социоинженерным атакам, основан-
ная на используемых злоумышленником спосо-
бах коммуникации с пользователем, состоянии 
системы в определенный момент времени и на из-
вестных сценариях атак, однако не учитываются 
психологические особенности и влияние самих 
пользователей информационной системы. В [11] 
изучается возможность защиты конфиденциаль-
ных данных, получаемых из социальных сетей. 
Основным объектом исследования является со-
циальный граф взаимодействия пользователей и 
способы обработки нежелательных (с точки зре-
ния конфиденциальности) связей в социальных 
сетях. В [12] предлагается подход к повышению 
уровня информационной безопасности организа-
ции за счет анализа защищенности посредством 
автоматизированного сбора данных о сотрудни-
ках компании из открытых источников и их по-
следующего изучения и оценки в целях выявле-
ния наиболее уязвимых мест. В [13] исследуются 
факторы, влияющие на уязвимости пользовате-
лей и причины подверженности социоинженер-
ным атакам. Существенный пласт исследований 
в области защиты пользователей от социоинже-
нерных атак посвящен идентификации и анали-
зу защищенности от атак типа фишинг [14–20]. 
Результаты таких работ полезны и могут быть 
использованы при разработке систем упрежда-
ющей диагностики и выработки рекомендаций 
лицам, принимающим решения.

Формализация задачи выявления наиболее 
критичной траектории распространения 
социоинженерной атаки

Анализ возможных траекторий распростране-
ния социоинженерной атаки предлагается про-
изводить на ориентированном социальном графе 
сотрудников компании. Под социальным графом 
сотрудников компании будем понимать граф, вер-
шины которого соответствуют сотрудникам ком-
пании, а ребра — связям между сотрудниками. 
Формализуя описанное, зададим граф G (U, E), 
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где  — множество вершин (пользо-

вателей); , , ,
, ,  — множество 

упорядоченных троек с заданной оценкой веро-
ятности распространения атаки от пользователя 
к пользователю — pi,j. Заметим, что равенство pi,j 
и pj,i в общем случае не предполагается. То есть 
вероятность распространения атаки от первого 
пользователя ко второму может отличаться от ве-
роятности распространения атаки в другую сто-
рону — от второго к первому.

В рассматриваемой модели оценка вероятно-
сти успеха распространения атаки от пользовате-
ля к пользователю зависит от интенсивности вза-
имодействия между пользователями. Согласно 
[2], она может быть рассчитана следующим об-

разом: ,
, ( ) ,  где ,  — оценка 

вероятности успеха социоинженерной атаки зло-
умышленника на пользователя по t-й связи; nt — 
число эпизодов взаимодействия. В рассматривае-
мом частном случае модели, учитывающей сведе-
ния, извлекаемые из социальных сетей, pi,j > 0; 
ребра, где оценка вероятности pi,j 0, исключа-
ются из итогового социального графа.

Таким образом, задача поиска наиболее кри-
тичной траектории многоходовой социоинженер-
ной атаки от Useri до Userj сводится к задаче на-
хождения в графе элементарного пути (простого 
и без циклов) между этими вершинами. Причем 
путь должен быть таким, что произведение оце-
нок вероятностей переходов от пользователя 
к пользователю, входящих в него, максималь-
но. Будем называть оценку вероятности успеха 
многоходовой социоинженерной атаки, которая 
представляет собой произведение оценок вероят-
ностей распространения атаки от пользователя 
к пользователю и прямой атаки на первого поль-
зователя, длиной пути.

Подход к выявлению наиболее 
критичной траектории распространения 
социоинженерной атаки

Для упрощения, не умаляя общности, рас-

смотрим граф G (U, E ), где  — 

множество вершин (пользователей); 

, , ,

, ,  — множество упорядо-

ченных троек, где каждой паре пользователей со-

поставлено число 
,
.  Заметим, что в этом слу-

чае, если , , ,  то 
, ,

,  а длина пути  

будет вычисляться следующим образом: 

,
,  где pml — оценка вероятности 

успеха прохождения атаки от пользователя m до 
пользователя l; pm — оценка вероятности успеха 
прямой социоинженерной атаки злоумышлен-
ника на пользователя; pi,i 1 — соответствующая 
оценка вероятности распространения атаки на 
пользователя через другого пользователя. Таким 
образом, от задачи поиска пути с максимальной 
длиной перейдем к задаче поиска пути с мини-
мальной длиной.

Чтобы применить алгоритмы нахождения 
минимального пути, необходимо произвести ряд 
преобразований. Согласно основному логариф-

мическому тождеству: 
log

.  Тогда длина 

пути будет рассчитываться следующим образом: 

,
loglog

,

,
exp log log .

 

Поскольку оценка pm успеха прямого социоин-
женерного атакующего воздействия на пользова-
теля m будет одинакова для всех траекторий, на-
чинающихся с пользователя m, то задача сводит-

ся к поиску пути, в котором ,log  мини-

мальна среди всех возможных траекторий, начи-
нающихся с пользователя m и заканчивающихся 

пользователем l, или, что то же, ,log  мак-

симальна. Таким образом, задача представляет 
собой стандартный поиск наикратчайшего пути 
в ориентированном графе без ребер отрицатель-
ного веса.

Пусть n — число вершин в социальном графе 
(число сотрудников), m — число дуг в социаль-
ном графе. Для решения задачи поиска наиболее 
критичной траектории на социальном графе бы-
ли рассмотрены алгоритмы Беллмана — Форда, 
Левита, Флойда — Уоршелла, Дейкстры и его мо-
дификации, топологическая сортировка, A* [21–
23]. Алгоритмы Левита и Флойда — Уоршелла 
имеют высокую вычислительную сложность 
в условиях нашей задачи, поэтому их примене-
ние нецелесообразно. Для применения алгорит-
ма топологической сортировки исходный граф 
должен быть ацикличным. Социальный граф 
сотрудников компании в большинстве случа-
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ев не обладает этим свойством, в связи с чем 
указанный алгоритм не может быть применен. 
Алгоритм A* удобен тем, что осуществляет поиск 
кратчайшего расстояния только между двумя 
вершинами, а не между всеми. Однако трудность 
использования данного алгоритма заключается 
в подборе правильной эвристической функции. 
Кроме того, алгоритм A* требует большого объ-
ема памяти при работе, в связи с чем его приме-
нение нецелесообразно. Алгоритм Дейкстры под-
ходит для решения нашей задачи, обладает вы-
числительной сложностью O(n2). При этом опти-
мальная сложность для алгоритмов, основанных 
на алгоритме Дейкстры, составляет O(nlogn m) 
и достигается при представлении данных в ви-
де куч Фибоначчи. Однако константы, скрытые 
в асимптотических оценках трудоемкости упо-
мянутой модификации, зачастую на практике 
велики. С другой стороны, данные можно хра-
нить в двоичной куче, тогда сложность составит 
O(nlogn mlogn). Но заметим, что время работы 
модификаций сократится по сравнению с клас-
сическим алгоритмом Дейкстры только при ус-
ловии m n2, т. е. в случае разреженного графа. 
В рамках нашей задачи не всегда предполагается 
работа с разреженными социальными графами.

Также в случае, если число дуг в графе меньше 
числа вершин (m < n), то для поиска наикратчай-
шего пути используется алгоритм Беллмана — 

Форда. Его вычислительная сложность O(mn), 
и в этом случае она меньше, чем у алгоритма 
Дейкстры.

Таким образом, с учетом указанных особен-
ностей наиболее подходящими вариантами явля-
ются алгоритмы Дейкстры и Беллмана — Форда. 
Данные алгоритмы позволяют обеспечить работу 
при ожидаемых вариациях исходных социаль-
ных графов сотрудников организаций. Для того 
чтобы добиться более быстрой работы алгоритма 
без ущерба для точности, были введены дополни-
тельные условия. А именно, для уменьшения вы-
числительной сложности алгоритма установле-
но пороговое значение: если оценка вероятности 
успешного распространения социоинженерной 
атаки от начальной вершины до обрабатываемой 
в данный момент вершины становится меньше 
заданного порога, то он исключается из рассмо-
трения.

Реализация

Описанный подход был реализован в качестве 
дополнительного модуля комплекса для авто-
матизированного анализа защищенности поль-
зователей информационных систем от социо- 
инженерных атак, схема и описание которого 
представлены в работе [24]. Блок-схема алгорит-

 Рис. 1. Блок-схема алгоритма поиска наиболее критичной траектории распространения социоинженерной атаки

 Fig. 1. The flowchart of the search algorithm for the most critical trajectory of the social engineering attack spread
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ма, заложенного в реализации данного модуля, 
представлена на рис. 1. В качестве входных па-
раметров используются идентификационные но-
мера двух пользователей, наиболее критичную 
траекторию распространения социоинженерной 
атаки между которыми необходимо найти, а так-
же социальный граф, получаемый с помощью од-
ного из модулей указанного комплекса программ 
на основе данных, извлекаемых из контента, пу-
бликуемого пользователями в социальной сети 
ВКонтакте [4]. Результатом работы программно-
го модуля является наиболее критичная траек-
тория распространения социоинженерной атаки, 
оценка вероятности успеха прохождения по кото-
рой между двумя пользователями максимальна. 
Пример работы программного модуля представ-
лен на рис. 2. Для визуализации результата ра-
боты модуля используется библиотека JGraphX.

Заключение

В статье предложен подход к выявлению наи-
более критичной траектории распространения 

многоходовой социоинженерной атаки злоумыш-
ленника, оценка вероятности прохождения по 
которой максимальна. Произведен обзор алго-
ритмов, применение которых возможно при ре-
шении данной задачи, осуществлена адаптация 
выбранных алгоритмов к решению задачи поис-
ка наиболее критичной траектории распростра-
нения социоинженерной атаки. Разработан алго-
ритм выявления наиболее критичной траектории 
и его реализация.

Практическая значимость полученных резуль-
татов заключается в расширении возможностей 
существующего программного комплекса для 
анализа защищенности пользователей инфор-
мационных систем от социоинженерных атак. 
Разработанные метод и алгоритм лягут в осно-
ву решения задачи поиска наиболее критичных 
траекторий реализаций атак в информационной 
системе с учетом уровней доступа пользователей 
и критичности документов. Перспективы даль-
нейшего исследования также заключаются в раз-
работке подходов к формализации и решению за-
дач бэктрекинга инцидентов. Также перспективы 
дальнейших исследований могут быть связаны 

 Рис. 2. Скриншот результата работы программного модуля поиска наиболее критичной траектории реализации 
социоинженерной атаки (выделенная траектория — наиболее критичная)

 Fig. 2. Screenshot of the software works result for search module of the implementations most critical trajectory of a 
social engineering attack (the selected trajectory is the most critical)
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с разработкой подходов к моделированию и оцен-
ке вероятностей успеха распространения многохо-
довых социоинженерных атак, в частности, может 
быть использован аппарат байесовских сетей [25].

Работа выполнена в рамках проекта по госу-
дарственному заданию СПИИРАН № 0073-2018-
0001 при финансовой поддержке РФФИ, проект 
№ 18-01-00626 «Методы представления, синтеза 

оценок истинности и машинного обучения в ал-
гебраических байесовских сетях и родственных 
моделях знаний с неопределенностью: логико-ве-
роятностный подход и системы графов»; проект 
№ 18-37-00323 «Социоинженерные атаки в кор-
поративных информационных системах: под-
ходы, методы и алгоритмы выявления наиболее 
вероятных траекторий».
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Introduction: Social engineering attacks can be divided into two types: direct (one-way) and multi-pass ones, passing through a 
chain of users. Normally, there are several propagation paths for a multi-pass social engineering attack between two users. Estimates 
of the probabilities of an attack to spread along different trajectories will differ. Purpose: Identification of the most critical (most 
probable) trajectory for a multi-pass social engineering attack between two users. Methods: Methods of searching, matching and 
algorithm analysis are used to identify the most critical trajectory of attack propagation. They apply the information about the intensity 
of the interaction between employees in companies based on data extracted from social networks. These algorithms are reduced, using a 
number of transformations of the original data, to the algorithms of finding the shortest path in a graph. The estimates of a multi-path 
social engineering attack success probability are calculated with the methods of constructing an estimate of a complex event probability. 
Results: We have proposed an approach to identifying the most critical trajectories, whose estimate of the attack success probability is 
the highest. In the simplest case, the problem can be reduced to finding a path in the graph with the maximum product of the weights of 
all the edges involved. The resource intensity of the algorithm when searching for the most critical trajectory on a complete graph with a 
large number of vertices can be reduced with a specially developed technique. A brief overview of the methods and algorithms providing 
automated search for the most critical propagation path of a social engineering attack showed that in a general case it can be reduced, 
with some transformations, to the problem of finding the most critical trajectory using the configuration of Dijkstra and Bellman —
Ford algorithms. The chosen algorithm was adapted for the specified context, and an approach was proposed to thin out the graph 
when searching for the most critical trajectory. The presented methods and algorithms are implemented in software code. Numerical 
experiments were performed to verify the calculation results. Practical relevance: The developed software based on the method and 
algorithm proposed in this article complements the functionality of the previous versions of software prototypes for analyzing the 
protection of information system users against social engineering attacks. It allows you to take into account a wider range of factors 
affecting the assessment of social engineering attack success probability.
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Novel femtocell concept for modern networks 
from 4G to 5G

The femtocell concept is one of the example of 
new technologies, that makes use as of the exist-
ing 3G homogeneous and non-homogeneous cellular 
networks to yield high speed mobile communica-
tions (up to 1 Gbps) [83–94]. A femtocellular con-
cept was introduced, as an example of how to im-
prove GoS and QoS for modern MIMO networks by 
introducing a non-standard planning of the cells’ 
pattern instead of existing technologies of cells’ 
pattern design [22, 95, 96]. We present now a re-
cent configuration of femtocell concept combined 
with WiFi-WiMAX existing networks for the pur-

pose to perform of a new 4th generation of wireless 
networks. Such a configuration is presented sche-
matically in Fig. 17.

According to [83–94], we define femtocell as the 
home access point (HAP) [called also Femto-Aps or 
FAPs] arranged inside the existing micro- or mac-
ro-cell networks for the increasing of the rate of 
information data stream for each home subscrib-
er. The increasing demand observed during the 
recent decades for higher information data rate 
in standard wireless networks has triggered the 
performance of advanced cellular technologies 
and modern networks. Thus, the third-generation 
partnership projects (3PPP and 3PP2) [86, 87], 
HSPA [93], wideband code division multiple access 
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(WCDMA-2000) and WCDMA/HSPA standards, 
the modern forth-generation (4G) technologies and 
the corresponding networks on the basis of WiMAX 
(based on the protocol 802.16e) and LTE standards 
[83, 85, 90], were continuously adopted to supply 
the real mobile broadband experience for the mobile 
customers. This occurs because of the growing de-
mand for mobile wireless communications, which 
requires to determine and to fully understand the 
capacity limitations of each technology due to the 
fact that the capacity limit formulates the maxi-
mum data rates based on the channel capacity equa-
tion that was introduced firstly by Shannon [84].

One of the main approaches to overcome the fun-
damental capacity limitations and as a result to in-
crease the maximum user throughput is to use the 
higher-order modulation techniques for broadband 
networks, such as OFDM [91]. However, such a tech-
nique requires smaller cell radius especially when 
the reuse of one frequency scheme is used.

Femtocell access point (FAP) networks have re-
cently received considerable attention from commu-
nication society due to their enormous potential for 
capacity improvements by answering the small cell 
radius requirement [83]. The initial standardiza-
tion of FAP by the 3GPP, 3GPP2, WiMAX Forum 
[85–87, 90, 94] was completed lately, signaling that 
femtocell technology has been recognized by the 
highest profile standardization structures world-
wide. 

Finally, the femtocell concept allow designers 
of such combined femtocell-microcell or femto-
cell-macrocell networks to achieve a higher capacity, 
that is, maximum possible rate of signal data pass-
ing via such indoor-outdoor channels with minimi-
zation in the multiplicative noise due to fading and 
the noise caused by interference between users [83, 
92–94]. At the same time we notice that the co-ex-
istence between the FAP, neighboring FAPs and mi-

cro- or macro-cell BSs (denoted as MBS), remains a 
key problem that needs to be addressed [85–87]. 

A precise control of femto-macro cellular (FMC) 
interference should be performed. This control re-
lates to sub-band scheduling and interference can-
cellation. Thus, to control FMC interference the 
macrocell bandwidth should be split into sub-bands 
and the short-rage femtocell links should allow their 
power across these sub-bands. The corresponding 
procedure of the macrocell partitioning into sub-
bands is done as follows. 

The sub-band fi, i [1, N], is used in all M cells 
and serves users located close to the each cell BS. 
The other sub-bands fj, j i, serve users close to 
the cells’ edges. During sub-band partitioning, an 
adaptive power control technique is usually used. 
Such approach of powers allocation across the sub-
bands can maximize loading and GoS. 

Finally, using femtocell APs, we can satisfy the 
problem of macrocell interface, reduce inter-cell in-
terference between adjacent macrocells, mitigate 
the femtocell-macrocell users interference, and im-
prove cell edge users’ performance. The main goal of 
femtocell-macrocell and femtocell-microcell deploy-
ments is to avoid co-channel interference and to in-
crease the overall cell capacity, which in turn allows 
achieving high data rate for each indoor subscriber. 

All these benefits depend strongly on the propa-
gation phenomena (i. e., physical background) that 
occur in indoor-outdoor communication environ-
ments. A good prediction of these propagation ef-
fects allows solving the problem of full radio cover-
age for each femtocell (e.g. indoor) subscriber locat-
ed in the area of each FAPs service.

Here, we focus our effort on the co-existence 
analysis that takes into consideration the different 
scenarios of FAPs deployment. The analysis is per-
formed in terms of channel capacity estimation for 
different FAPs deployment strategies. Following 

Femtocell

Broadband
router

Internet

Mobile
operator
network

 Fig. 17. Schematic presentation of Femtocell-WiFi-WiMAX configuration
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the [88–96], we formulate the capacity analysis on 
the basis of four main terminologies:

dedicated spectral assignment (DSA), that is, 
the FAP deployment by using a dedicated spectrum 
that is not used for the macro-cell network; 

shared spectral assignment (SSA), that is, the 
FAP deployment by using the same frequency carri-
er as a macro-cell network; 

closed subscriber group (CSG), that is, the 
FAP is accessible only for a local group of users ac-
cording to the defined access list; 

open subscriber group (OSG), that is, all MBSs 
might access the FAP coverage service. 

All the combinations DSA with CSG and OSG, 
as well as SSA with CSG and OSG, we will analyze 
below. We also notice that in the CSG case, the only 
users, which are inside the indoor environment, are 
assumed to be served by the FAP.

Some of the details on shared spectral channel 
assignment deployment can be found in [88–90]; 
the comparison between the closed and open access 
group list is analyzed in [91], and different power 
control techniques are discussed in [92]. The Femto 
forum white papers have also included studies for 
co-existence analysis in terms of mutual interfer-
ence [94].

Channel capacity models 

To analyze the potential of channel capacity of 
mobile users in networks with integrated femtocell 
deployments, Shannon’s equations were introduced 
considering different FAP available configurations 
(CSG and OSG) and spectral channel assignment 
strategies (DSA and SSA) mentioned above. The 
following conditions in such femtocell deployments 
and channel capacity models were assumed:

a) the total spectral bandwidth of the system, Bt, 
is assigned to FAPs and MBSs according to the con-
sidered configuration: DSA, SSA, CSG, or OSG; 

b) all users have the same available bandwidth, 
which is assigned to comply with the highest avail-
able demand of service in the network, that is, each 
MS receives the equivalent part of the Bt;

c) all FAPs and MBSs transmit simultaneously 
to all active subscribers, whether stationary or mo-
bile. 

We notice here that to calculate the average re-
ceived signal strength accounting for slow and fast 
fading phenomena caused by multiple scattering, 
diffraction and reflection, the unified propagation 
models for outdoor, indoor and outdoor-indoor sce-
narios were used following References [22, 77–89]. 

Now, let us introduce the main formulas for con-
sidering different FAP available configurations 
(CSG and OSG) and spectral channel assignment 
strategies (DSA and SSA).

Shared spectrum assignment with close subscrib-
er group. In case when the total spectrum band-
width Bi is shared between the FAP network and the 
macro-cell BSs (MBSs), the capacity of MS user iF in 
FAP coverage, can be introduced as follows [95, 96]:

 

_ _ _

,

log .
 
 (33)

Here, BtN  Bt/N is a bandwidth normalized to 
number of users N served by FAP; SFi is the signal 
strength of the FAP in the location of MS user iF 
served by FAP with iF (1:N); Il is the interference 
strength of MBS antenna with l (1:L), where L is a 
total number of MBSs; Ij is the interference strength 
of the neighboring FAP j with j (1:J), when J is 
a total number of FAPs; kTBt is the thermal noise, 
where kB is a Boltzmann coefficient and T is a tem-
perature (in Kelvin). We notice that the MS users, 
which were allocated indoor are considered to be reg-
istered in the CSG, otherwise they are not allowed 
to be served by FAP. The capacity of the outdoor MS 
user iM can be calculated as follows [95, 96]:

 

_ _ _

,

log ,
 
 (34)

where BtP  Bt/P is a bandwidth normalized to 
number of users P served by MS; SMi is a signal 
strength of the MBS in the location of MS user iM 
served by MBS with iM (1:P).

Shared spectrum assignment with open subscrib-
er group. The main difference for this case is that 
the MS users that are located outdoor can be poten-
tially served by FAP. Therefore, for MS users iFo, 
which are served by FAP and located outdoor, the 
channel capacity can be written as [95, 96]:

 

_ _ _

,

log .
  

(35)

The decision if the outdoor MS served by FAP or 
by MBS antenna is done by simple handover thresh-



ИНФОРМАЦИОННО
УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ№ 6, 2018 85

ИНФОРМАЦИОННЫЕ КАНАЛЫ И СРЕДЫ

old, that is, the transmitter (FAP or MBS antenna) 
with highest signal strength gets to serve the MS.

Dedicated spectrum assignment with closed sub-
scriber group. In case the dedicated spectrum is as-
signed to the femtocell network, there is no mutual 
interference between the MBS and the FAP, however 
the total bandwidth Bt is divided between the FAP 
and MBS network in some manner, that is, the allo-
cation can be potentially not symmetrical. Therefore 
the channel capacity for the MS user iF that is in FAP 
coverage can be introduced as follows [95, 96]:

 

_ _ _

,

log ,
 
 (36)

where BtNd  Bt FNR/N, and FNR is a FAP network 
ratio, which defines the part of total Bt spectrum 
allocated for FAP network. The capacity of the 
outdoor MS user iM, which is served by MBS can be 
calculated as follows [95, 96]:

 

_ _ _

,

log ,
 
 (37)

where BtPd  Bt FNR/P is, as above, a bandwidth 
normalized to number of users P served by MBS.

Dedicated spectrum assignment with open sub-
scriber group. In such a scenario, the channel capac-
ity for the MS users, iF, that is, located under the 
FAP radio coverage (having better signal strength), 
can be introduced as follows [95, 96]:

 

_ _ _

log ,
 
 (38)

where BtNd  Bt FNR/N is, as above, a bandwidth 
normalized to number of users N served by MS 
antenna.

Addressing the problem of optimal resources al-
location in the predefined built-up areas of interest 
and for the above four scenarios, let us introduce a 
well-known power allocation procedure called in the 
literature the “spatial water-filling” [108–110].

Analysis of femto/micro/macrocell  
network configurations 

In our numerical analysis of the four scenarios 
described above, we assume that the users are ran-
domly, but uniformly, distributed in the investigat-
ed area of service. For the analysis two representa-
tive areas were selected: one is for an urban, and one 
is for a suburban area (see definitions in [21, 22]). 

We also assume that each FAP has 3 categories 
corresponded to the output antenna power of 10, 15, 
21 dBm, respectively. In each category, the power 
dynamic range is 30 dB. Each FAP affects other us-
ers within a radius of 150 m.

For each distribution described above, we need 
to optimize the maximum transmitted power. The 
optimization criterion is to maximize the site’s to-
tal ergodic capacity, that is, the sum of maximum 
available capacity for each user in the site under in-
vestigation [95, 96]: 

 

_

_ _ _

_ _ _ .

 

 (39)

Propagation aspects of femtocell networks. To 
analyze various scenarios in the outdoor-indoor 
communication environments for the femtocell-mac-
rocell joint planning tool deployment, the multi-par-
ametric stochastic approach for signal strength pre-
diction in urban environment is used. This approach 
is fully described in [21, 22] and some details on the 
stochastic models for regular and non-regular dis-
tributions of buildings in the urban environment 
are presented in references [97–107]. This stochas-
tic approach combines the multipath propagation 
along straight crossing streets, areas surrounding 
streets and other natural or man-made obstructions 
randomly distributed (according to Poisson’s law as 
an ordinary flow of scatterers) on the rough terrain. 
General formulas were obtained in references [99–
102] for prediction of the signal path loss in various 
scenarios with different elevations of the base sta-
tion and the subscriber antennas. In this paragraph, 
the simplified approach based on reference [101] is 
proposed, where multiple diffraction and scattering, 
having the coherent and incoherent parts, have been 
rearranged in the simple forms.

We will present the total path loss, presented in 
[21, 22], accounting additionally for penetration of 
the radio signal inside buildings and the additional 
loss caused by walls, that is,

Ltotal(r)  –32,4 – 30logf[MHz] – 30logr[km] –

 – Lfading – Lwalls  (GBS  GMS),  (40)
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where, as in [22],

 

,
log ,   (41)

, ;  all other parameters are 
described above in Part 2. Here we introduced also 
a new term called loss by walls, Lwalls  10logT , 

,  0.5 X 1 according to Referen- 

ce [85], where |T| is the absolute value of refraction 
coefficient that equals: |T|  0.9–0.95 for glass, 
|T|  0.75–0.85 for wood, |T|  0.55–0.65 for stones, 
and |T|  0.15–0.2 for concrete (for X  0.5–0.9) 
[106, 107]. The wavelength of the radio wave has a 
wide range that varies from   0.05 m to   0.53 m  
and covers most of the modern wireless networks 
[22, 105–107].

As for indoor channels, here we use the same 
combination of the statistical waveguide model 
describing propagation phenomena along the cor-
ridors and inside rooms lining each corridor (see 
[22]), where instead of the time t, we account for 
relations between time  and distances 

r and cos .  After straightfor-

ward derivations, we get:

[ ]. log

( )
log sin . ( )

( ) cos
log | || | log

( )

( )ln
. ( ) .

( ) ( ) cos
(42)

In this formula we account for attenuation 
loss caused by walls and by floors, as was done in 
[105, 107] by introducing the absolute values of 
the coefficients of attenuation caused by walls, 

Twall, and by floors, Tfloor: ,  

and ,  according to [105, 107]. 

Formulas (40) and (41) will be used below for analy-
sis of situation with path loss in outdoor macro- and 
micro-cell environments and formula (42) will be 
used for analysis of propagation inside femto-cell 
indoor links.

Numerical analysis of different femtocell net-
work deployments. We analyzed numerically two 
types of deployments for different types of femto-
cell configurations: 

a) there are three types of standard FAPs with 
maximum output power of 10, 15, and 21 dBm, 
mentioned above; 

b) the same analysis was performed after the im-
plementation of the power optimization algorithm 
using the spatial water-filling approach proposed 
previously.

Since both types of techniques gave the same re-
sults [95, 96], we present one of them on the basis 
of the water-filling approach. Numerical computa-
tions were performed for the urban scene that corre-
sponds to the one of the built-up area of 1.5  1.5 km  
(Fig. 18), after the power allocation optimization 
algorithm using the water-filling mechanism. As it 
follows from Fig. 18, there are 7 cells uniformly dis-
tributed in this area. The MS users were randomly, 
but uniformly, distributed across the selected area 
where the part of them was randomly allocated in 
the indoor environment according to the real clut-
ter definition (that is, a different percentage of in-
door calls of 20, 40, and 60 % were simulated ac-
cording to conditions considered in [95, 96]). 

The FAPs were also randomly uniformly distrib-
uted between the indoor users. Different percentag-
es of indoor MS users (from all number of users lo-
cated in area of service) of 50, 70, and 100 %, which 
have FAPs, were also simulated. Different distribu-
tions of FAPs between the MS users were simulated 
for the following configurations: uniform, where 
80 % MS users are concentrated at the cell edge and 
20% are concentrated in the cell centre, and vice 
versa. 

BS

Indoor user

Outdoor user

Femto user

 Fig. 18. The tested urban area. The big stars corre-
spond to the MBS; different collared quadrates corre-
spond to femto users, indoor users and MS outdoor users, 
respectively
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All types of FAPs configuration (CSG, OSG) with 
SSA and DSA, were simulated and are presented in 
Fig. 19–22 for the above mentioned scenarios of MS 
users’ distribution. The analysis was performed 
within the centrally positioned 7-cell pattern in the 
cluster assuming the frequency reuse of one. In nu-
merical computations, the users’ density was taken 
to be 480 users per square kilometre [95, 96].

Thus, in Fig. 19, a, b the CDF of signal data ca-
pacity for four network configurations (CSG, OSG, 
SCA, DCA) and for different FAP’s distributions.

The effective irradiated power is 21 dBm and the 
number of indoor users is 60 % from all subscribers 
in the tested area. Once can see that the preferable 
network configurations are the shared and dedi-
cated CSG and OSG femto-network configurations. 
Figures 20 show the total probability of the signal 
capacity (or maximum data rate) for shared CSG (a) 
and dedicated OSG (b) for different FAPs densities, 
of 50, 70, and 100 %, for indoor users using FAP of 

60 % from the total number of indoor users in area 
of service.

The dedicated OSG allows for achieving higher 
data rate for the same usage of FAPs — 50, 70 or 
100 %.

Figures 21 and 22 show the CDF of the signal 
capacity for the dedicated CSG and shared network 
configuration, respectively, for different percent-
age of indoor users, 20, 40, and 60 %, and for num-
ber of FAPs used by these indoor users: 70 % (a) and 
100 % (b). 

We can see that, again, the shared CSG concept 
allows us to obtain higher data rate (or capacity) for 
the same number of FAPs deployed by indoor users. 

The obtained results allow us to conclude that the 
water-filling techniques for the optimal power alloca-
tion of FAPs can be fully implemented for predicting 
the different femtocell-macrocell network configura-
tions with different tradeoffs for indoor, outdoor and 
femto-users densities. The similarly obtained results 
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for two frameworks, with and without the water-fill-
ing mechanism, have shown an improvement in the 
capacity distribution results between the users of 
joint femtocell-macrocell co-existing systems. 

Experimental verification of the total path 
loss in femtocell — microcell areas

Now we will compare results of numerical com-
putations of propagation outdoor-indoor model for 
femtocell employments in picocell and microcell en-
vironments with experiments curried out in special 
built-up environment [22]. 

In the first cycle of experiments we show only the 
part of the specific area topographic map that cor-
responds to a femtocell-picocell environment sur-
rounding one of the two-story building, as shown 
in Fig. 23, where the position of the transmitting 
antenna is denoted by the circle.

The vertically polarized transmitting sectoral 
antenna was installed 12 meters apart from the 
building, at 2-meter height. The receiving antenna 
was positioned inside the building at a height of 5 
meters (i. e., at the 2nd floor). It was arranged at the 

notebook as a wireless card with its dipole micro 
antenna. This experiment corresponds to “femto-
cell-picocell-microcell” conditions.

Measurements were carried out for each meter 
along the radiopath outside and inside the building, 
and the corresponding signal strength was meas-
ured. The power of the transmitting signal was 
12 dBm and the frequency was 2.450 GHz. Due to 
scanning of the transmitting antenna (see straight 
lines in Fig. 23) in the azimuth domain, different 
angles of beam direction were taken, starting from 
30 degrees up to 150 degrees, as it is seen in Fig. 23. 
We will present two characteristic graphs obtained 
experimentally according to 3D numerical code. 
The measured results are shown in Fig. 24, a and b.

The corresponding numerical simulations of the 
same conditions of the experiment are shown in  
Fig. 25, a and b.

It was found, both, theoretically and experimen-
tally that after passing a wall of bricks the signal 
intensity falls to –14 17 dB, and then attenuates 
smoothly according to Equation (42) along the cor-
ridor. Despite the fact that the measured and the 
numerically predicted results of the signal 3D pat-
tern have not the same shape and form, they both 
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predict the sharp attenuation during as the signal 
passes through the wall, and they predict the same 
attenuation with accuracy of ±(3 5) dB.

We should notice that inside the building, due to 
multi-diffraction and multi-reflection effects from 
each inner architectural construction, the meas-
ured data showed strong oscillations of the record-
ing signal strength (see Fig. 24, a, b), whereas the 
simulated data show much weaker oscillations (see 
Fig. 25, a, b).

Behind the building, theoretical model is a poor 
predictor of the experimental data. The difference 
between theory and experiment is of the order of 

10–15 dB. This occurs because in formula (42) the 
effects of attenuation due to several walls is not 
taken into account, as well as the effects of furni-
ture and other architectural structures that can 
work as the “secondary sources of diffraction”, in-
creasing overall intensity of the signal. Therefore, 
the multi-parametric stochastic approach, present-
ed above, is limited, as a good predictor of propa-
gation phenomena in indoor/outdoor femtocell-mi-
crocell communication environment, where all fea-
tures and constructions, existing inside each room 
under testing, should be taken into account.

Ending follows.
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Постановка проблемы: целью данного обзора является анализ эволюции систем беспроводной связи от второй генерации (2D) 
до пятой генерации (5G), а также изменения технологий и их существующих теоретических основ и протоколов — от Bluetooth, 
WLAN, WiFi и WiMAX до LTE, OFDM/OFDMA, MIMO и LTE/MIMO — продвинутых технологий с новой иерархической структу-
рой дизайна сотовых карт фемто/пико/микро/макро. Методы: использованы новые теоретические подходы для описания продви-
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нутых технологий, таких как многопользовательская техника разделения пользователей, OFDM и OFDM новейший подход, новые 
аспекты описания MIMO-систем на базе использования многолучевых антенн, дизайн различных сотовых карт на основе новых 
алгоритмов построения фемто/пико/микро/макро сот, а также новой методологии интегрирования новой MIMO/LTE-системы с 
помощью многолучевых антенн. Результаты: создана новая методология описания многопользовательского разделения, исполь-
зования комбинированной OFDM/OFDMA-модуляции для обхождения интерференции между пользователями и между симво-
лами в новых многопроцессорных системах, мультипликативных шумов, имеющих место в беспроводных многопроцессорных 
системах связи, вызванных явлениями многолучевости. В итоге предложено, как обойти эффекты распространения, имеющие 
место в наземных каналах связи, используя комбинацию MIMO- и LTE-технологий, основанных на применении многолучевых 
антенн. Для этих целей разработан новый стохастический подход к проблеме, учитывающий особенности застройки земной по-
верхности, такие как профиль застройки домов, плотность застройки домов вокруг антенн базовой станции и пользователей и т. д.  
Эти характеристики позволяют в итоге оценить эффекты фединга как источника мультипликативного шума. Практическая зна-
чимость: новая методология оценки эффектов, созданных мультипликативным шумом, интерференцией между пользователями 
и между символами, имеющими место в наземных системах беспроводной связи, позволяет прогнозировать практические аспек-
ты существующих и новых многопроцессорных беспроводных систем связи, такие как емкость (количество) пользователей и 
спектральная эффективность каналов пользователей для различных конфигураций построения сот — фемто/пико/микро/макро, 
а также новейших конфигураций систем MIMO/LTE для построения будущих систем 4-го и 5-го поколений. 

Ключевые слова — емкость, закрытая пользовательская группа, CSG, установленное спектральное обозначение, DSA, фем-
тосота, пункт фемтопроцесса, FAP, уровень сервиса, GoS, качество сервиса, QoS, микросота, макросота, открытая пользователь-
ская группа, OSG, потери на пути распространения, пикосота, выборочное спектральное обозначение, SSA, отношение сигнала к 
шуму, SNR, волноводная модель улицы, стохастическая модель городской застройки, беспроводная пользовательская сеть, WiFi, 
беспроводная сеть метрополии, WiMAX.
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Введение

Сервисы определения местоположения (лока-
лизации) внутри помещений, несмотря на их ма-
лую распространенность, остаются актуальным 
направлением для широкого спектра исследова-
ний. Традиционно в качестве зданий, для кото-
рых решается данная задача, рассматриваются 
аэропорты, музеи [1], торговые центры или офис-
ные помещения. В зависимости от поставленной 
задачи в качестве локализуемого объекта можно 
рассматривать точку доступа Wi-Fi [2], опорный 
узел [3], мобильное устройство, робота [4] и т. п. 
Кроме того, в качестве объекта рассматриваются 
не только здания, но и другие формы инженер-
ных сооружений, таких как шахты и т. п. [5–7]. 
Также областью определения местоположения и 
объектом локализации может быть транспорт-
ное средство [8, 9]. Следует отметить, что методы 
определения местоположения вне помещений, 
основанные на фиксации уровня принятого сиг-
нала, времени прихода радиосигналов от пере-

датчиков [10–12], разнице времени прибытия ра-
диосигналов [13], времени прохождения сигнала 
от передатчика к приемнику [14, 15], углу приема 
сигнала [16, 17] и направлении приема [18], при-
менимы к задаче определения местоположения 
внутри помещения. 

Для помещений более традиционными явля-
ются метод радиоотпечатков (fingerprinting) и 
метод мультилатерации. Первый основывается 
на измерении уровней сигналов в определенных 
заранее точках, которое производится в офлайн-
фазе, т. е. до определения местоположения поль-
зователя. В онлайн-фазе, или фазе навигации, 
производится оценка местоположения объекта 
путем сопоставления измерений, проведенных 
в онлайн-фазе, с предварительно собранными из-
мерениями в офлайн-фазе [19, 20]. Метод радио-
отпечатков способен достичь точности локали-
зации порядка 2,5–3 м [21]. Метод мультилате-
рации уровней сигналов оперирует моделью рас-
пространения сигнала в помещении, на основе 
которой может быть произведена оценка расстоя-
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ний до источников сигнала. Основная трудность, 
с которой приходится сталкиваться при реали-
зации данных методов, — это трудоемкая проце-
дура сбора предварительных измерений уровней 
сигналов. При использовании метода радиоотпе-
чатков требуется собрать измерения уровней сиг-
налов для того, чтобы составить базу радиоотпе-
чатков, а для метода мультилатерации, — чтобы 
откалибровать параметры модели распростране-
ния сигнала в конкретном помещении. Подобные 
шаги существенно усложняют процедуру развер-
тывания систем определения местоположения и 
приводят к значительному росту стоимости их 
внедрения.

Для того чтобы обойтись без трудоемкой про-
цедуры измерения уровней сигналов в офлайн- 
фазе, предлагается использовать коллаборатив-
ное измерение уровней сигналов внутри помеще-
ний. Данный метод предполагает сбор необходи-
мой информации непосредственно пользовате-
лями во время их перемещений по зданию и не 
требует непосредственного контроля со стороны 
пользователей. Предполагается, что объект ло-
кализации — это человек с мобильным устрой-
ством, а область локализации — это здание, до-
ступное для посещения широкому кругу лиц. 
Так как метод локализации требует наличия 
плана помещений, предполагается, что такая 
карта уже предварительно получена. Целью ме-
тода является обеспечение точной локализации 
в помещениях без использования предваритель-
ной калибровки модели распространения сигна-
ла или наполнения базы радиоотпечатков. Для 
достижения этой цели рассматривается метод 
навигации на основе мультилатерации сигна-
лов Wi-Fi и Bluetooth Low Energy (BLE) в поме-
щениях, для которых нет данных в базе радио-
отпечатков, и метод навигации на основе базы 
радиоотпечатков Wi-Fi и BLE в помещениях, 
для которых есть данные в базе радиоотпечат-
ков. Для уточнения местоположения при нави-
гации используется метод счисления координат 
(Pedestrian Dead Reckoning — PDR), использу-
ющий данные встроенных сенсоров смартфона. 
В свою очередь во время процесса навигации про-
исходит автоматическое построение карты радио- 
сигналов с помощью методов мультилатерации 
и счисления координат. Данный процесс произ-
водится каждым пользователем по крайней мере 
единожды для каждого помещения. Уточнение 
местоположения методом счисления координат 
производится посредством полуавтоматической 
процедуры калибровки модели распространения 
радиосигнала. Этот метод использует логариф-
мическую модель потерь уровня сигнала Wi-Fi 
или BLE. Данная модель имеет параметр, учиты-
вающий особенности среды. Этот параметр мож-
но определить эмпирически во время процедуры 

калибровки для каждого источника сигнала, что 
поможет учесть особенности среды распростране-
ния сигнала и снизить ошибку локализации. 

Самокалибрующиеся и коллаборативные 
системы определения местоположения 
внутри помещений 

Существует ряд методов определения место-
положения внутри помещений, обеспечивающих 
самокалибровку для различных целей. Однако 
имеется не так много методик, учитывающих 
корректировку модели распространения сигна-
ла. 

Предложенный в работе [22] алгоритм трила-
терации основан на модели потерь уровня сиг-
нала, зависящей от логарифма расстояния (log- 
distance path loss), использующей самокалибров-
ку на основе оптимизации роя частиц (PSO) для 
определения параметров калибровки модели 
показателя потерь уровня сигнала, зависяще-
го от логарифма расстояния. В [23] представлен 
метод радиоотпечатков, основанный на методе 
ближайшего соседа. Алгоритм использует филь-
трацию Калмана для смягчения эффекта коле-
баний уровня сигнала. Затем некоторые пара-
метры представленной модели преобразования 
радиоотпечатков калибруются с помощью ме-
тода наименьших квадратов. В [24] рассмотрено 
несколько процедур автоматической калибровки 
(виртуальной калибровки). Процедуры учитыва-
ют количество стен, пересекаемых сигналом, и 
коэффициенты затухания для этих стен и полов. 

Система локализации PiLoc [25, 26] использу-
ет краудсорсинг для сбора траекторий перемеще-
ния пользователей с помощью встроенных датчи-
ков смартфонов и радиоотпечатков сигналов Wi-
Fi, связанных с координатами собранных траек-
торий перемещения. Алгоритм кластеризации 
используется для объединения значений уровня 
сигнала Wi-Fi и траекторий перемещения в не-
пересекающиеся наборы, охватывающие различ-
ные помещения. Сгенерированные непересекаю-
щиеся наборы используются для поиска похожих 
сегментов, которые совпадают на основе векторов 
перемещения и сигналов точек доступа Wi-Fi,  
а также траектории объединяются для построе-
ния поэтажных планов помещений. 

Метод, описанный в [27], предназначен для 
калибровки логарифмической модели потерь 
уровня сигнала BLE. Рассматриваемыми параме-
трами являются показатель потерь уровня сиг-
нала и уровень принимаемого сигнала. Оценки 
положения, полученные при обработке прини-
маемого сигнала, используются для постепенной 
корректировки значений параметров модели рас-
пространения сигнала. 
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Процедура калибровки, основанная на кали-
бровке узлов ZigBee [28], начинается с запроса 
калибровки мобильного узла, который получа-
ет калибруемый узел. Отправленное сообщение 
имеет информацию о фиксированном узле, ко-
торый нужно откалибрировать. После получе-
ния запроса калибровки узел калибровки пере-
дает пакет выбранному узлу. Выбранный узел 
получает его и повторно передает сообщение на 
мобильный узел после определенной задержки. 
Полученный результат измерения времени пере-
дачи сообщения используется для динамической 
оценки задержки, которая выполняется для 
каждого фиксированного узла.

Метод навигации и коллаборативного 
полуавтоматического построения карт 
радиосигналов

Предлагаемый метод навигации внутри поме-
щения и построения карт радиосигналов позволя-
ет решать задачи навигации внутри помещения 
с известным планом помещения и расположени-
ем маяков Wi-Fi и BLE в условиях, когда модели 
распространения сигналов не откалиброваны и 
карты радиосигналов не построены. Так как в ос-
нове навигации лежит использование сигналов 
Wi-Fi и BLE, то для создания эффективного мето-
да навигации внутри помещений необходимо рас-
сматривать те ограничения, которые наклады-
вает использование данных технологий. В част-
ности, использование BLE не позволяет строить 
карты радиосигналов BLE и брать их как основу 
для метода радиоотпечатков. В связи с этим для 
навигации предлагается использовать мульти-
латерацию сигналов BLE. Для навигации на ос-
нове сигналов Wi-Fi предлагается использовать 
метод радиоотпечатков. Так как метод радио- 
отпечатков оперирует базой радиоотпечатков, 

в которой хранятся данные об уровнях радиосиг-
нала в тех или иных опорных точках помещения, 
имеющих координаты, то можно утверждать, что 
база радиоотпечатков по своей сути является кар-
той радиосигналов, которую следует построить. 

Комбинируя данные техники определения ме-
стоположения, можно добиться существенного 
повышения точности локализации, так как ис-
пользование маяков BLE позволяет отчасти ре-
шать проблему неопределенности, возникающую 
в тех случаях, когда разным участкам помеще-
ния соответствуют одни и те же уровни сигналов. 
Кроме того, благодаря предложенному методу 
можно существенно упростить офлайн-фазу, ис-
ключив из нее процессы построения карты радио- 
сигналов (наполнения базы радиоотпечатков) и 
калибровки модели распространения сигнала 
BLE.

Таким образом, фазу навигации данного мето-
да можно разделить на два режима.

Режим 1. Одновременное определение место-
положения с помощью мультилатерации сиг-
налов BLE и наполнение базы радиоотпечатков 
измеренными значениями уровней сигналов Wi-
Fi активных точек доступа в привязке к опреде-
ленным координатам. Для повышения точности 
мультилатерации используется процедура полу-
автоматической калибровки параметров модели 
распространения сигнала BLE.

Режим 2. Определение местоположения с по-
мощью мультилатерации сигналов BLE и метода 
радиоотпечатков Wi-Fi.

Концептуальная схема метода навигации и 
коллаборативного построения карт радиосигна-
лов показана на рис. 1. 

Рисунок 2 иллюстрирует процесс определе-
ния местоположения пользователя и сбор базы 
радиоотпечатков с помощью мультилатерации 
сигналов BLE, где точки P1, …, P5 соответствуют 
точкам, в которых определяется местоположе-

Мультилатерация
BLE

Полуавтоматическая

калибровка BLE

База радиоотпечатков Wi-Fi
Метод радиоотпечатков Wi-Fi

Режим 1

Режим 2

Местоположение

пользователя

Онлайн-фаза

Установка

и настройка

оборудования

Офлайн-фаза

 Рис. 1. Концептуальная схема метода навигации и коллаборативного построения карт радиосигналов

 Fig. 1. The concept schema of the indoor navigation and collaborative radio map construction method
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ние пользователя и проводятся измерения уров-
ня сигнала Wi-Fi точки доступа AP. Полученные 
значения уровней сигнала заносятся в базу радио- 
отпечатков. Расстояния d1, d2, d3 соответству-
ют расстояниям от пользователя до маяков BLE 
и определены с помощью метода мультилатера-
ции. В ходе данного процесса используется про-
цедура полуавтоматической калибровки модели 
распространения сигнала BLE. Данная проце-
дура запускается при сближении пользователя 
с маяком BLE и служит для повышения точности 
определения местоположения. В ходе процеду-
ры используется метод счисления координат для 
определения расстояния, на которое переместил-
ся пользователь, и его ориентации относительно 
маяка BLE. Процесс калибровки требует переме-
щения пользователя по прямолинейной траекто-
рии и в случае его отклонения от нее прекращает-
ся. На рис. 2 процесс калибровки модели распро-
странения сигнала для маяка BLE3 производится 
при перемещении между точками P0 и P1.

Мультилатерация — это метод локализации, 
который опирается на карту помещения и геоме-
трические отношения между опорными узлами, 
а именно информацию о положениях опорных 
точек в среде и расстояний до них. Требуется по 
крайней мере три опорных узла, чтобы опреде-
лить расстояния между целевым узлом и каж-
дым опорным узлом. Каждый опорный узел 
образует окружность вокруг себя, а его ради-
ус соответствует расстоянию до целевого узла. 
Пересечение этих окружностей охватывает об-
ласть локализации целевого узла. В данном слу-
чае в роли опорных узлов выступают маяки BLE. 

Широко используемыми подходами для обработ-
ки полученных данных являются фильтрация 
Калмана [11], скользящее среднее и тест Граббса, 
используемый для обнаружения выбросов [11]. 
В качестве модели распространения сигнала при-
нимается модель потерь сигнала, зависящая от 
логарифма расстояния (log-distance path loss):

 

lg ,   (1)

где PL — показатель потерь мощности сигнала, 
дБ; PT — передаваемая мощность, дБм; PR — уро-
вень (мощность) принимаемого сигнала, дБм; d — 
реальное расстояние между передатчиком и при-
емником; n — экспонента потерь сигнала; PL0 — 
потери сигнала, дБм, на расстоянии d0; величина 
X RSS — случайная величина ошибки, дБм. 

Процесс определения местоположения с ис-
пользованием мультилатерации сигналов BLE 
и метода радиоотпечатков Wi-Fi проиллюстри-
рован на рис. 3. При измерении уровня сигнала 
Wi-Fi определяются путем поиска соответствий 
в базе радиоотпечатков точки с эквивалентным 
значением уровня сигнала Wi-Fi — P1, …, P4 
в данном случае. С помощью метода мультила-
терации сигналов BLE определяются расстоя-
ния d1, d2, d3, соответствующие расстояниям от 
пользователя до маяков BLE, на основе которых 
определяется зона, в которой находится пользо-
ватель. В качестве точек, где может находиться 
пользователь, рассматриваются только те точки, 
которые попали в эту зону. В данном случае это 
точки P1, P2.

d1

d2

d3

BLE1

BLE2

BLE3

P1

P1

P1 P0

P2

P3

P4

P5

E3

 Рис. 2. Определение местоположения с помощью 
мультилатерации сигналов BLE

 Fig. 2. Indoor localization via BLE signal multilater-
ation

d1

d2

d3

AP

BLE1

BLE2

BLE3

P1

P2

P3P4

 Рис. 3. Определение местоположения с помощью 
мультилатерации сигналов BLE и метода радиоотпе-
чатков Wi-Fi

 Fig. 3. Indoor localization via BLE signal multilater-
ation and Wi-Fi fingerprinting
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Тогда алгоритм определения местоположения 
можно записать следующим образом.

1. Измерить уровень сигналов активных мая-
ков BLE.

2. Если модель распространения сигнала для 
данного маяка не откалибрована, то произвести 
калибровку. 

3. На основе уравнения (1) определить рассто-
яния до маяков BLE и определить зону локализа-
ции объекта.

4. Измерить уровень сигналов Wi-Fi работаю-
щих точек доступа.

5. Найти соответствия в базе радиоотпечатков 
и получить множество опорных точек.

6. Если радиоотпечатки найдены, то исклю-
чить из рассмотрения опорные точки вне зоны, 
определенной по маякам BLE (см. рис. 3), и за-
кончить выполнение алгоритма. В ином случае 
перейти к шагу 7.

7. Если радиоотпечатки не найдены, то на ос-
нове местоположения, определенного на шаге 3, 
создать радиоотпечаток сигналов Wi-Fi и поме-
стить его в базу радиоотпечатков. 

Поскольку база радиоотпечатков не наполня-
ется предварительно в офлайн-фазе, то эта проце-
дура происходит во время фазы навигации путем 
сбора информации от всех пользователей в пас-
сивном режиме. Процесс запускается автомати-
чески после входа пользователя в соответствую-
щее помещение. Предварительно помещение ус-
ловно разбивается на множество опорных точек 
P1, … Pn, в которых может быть измерен сигнал 
Wi-Fi. Количество точек для каждого помещения 
определяется из его размеров. Далее, при посту-
плении данных от пользователей, осуществля-
ется усреднение значений уровня сигнала, если 
одной точке Pi соответствует k значений уровня 
сигнала. 

Полуавтоматическая калибровка 
параметров модели распространения 
сигнала BLE

Идея полуавтоматической калибровки заклю-
чается в том, что человек с мобильным устрой-
ством может предоставить необходимые данные 
для калибровки параметров модели распростра-
нения сигнала во время перемещения внутри 
помещения и использования специального мо-
бильного приложения. Калибровка необходима 
для обеспечения точности определения местопо-
ложения при сборе данных об уровнях сигналов 
для создания базы радиоотпечатков. Для выпол-
нения данной процедуры необходимо иметь кар-
ту помещения, информацию о местоположениях 
размещенных маяков и технические параметры 
маяков: UUID, мощность передаваемого сигнала 

и т. п. Показания сенсоров начинают собираться 
в известной точке, соответствующей ближайшей 
к некоторому маяку зоне близости. Для этого ис-
пользуются встроенные датчики смартфона, та-
кие как акселерометр и гироскоп. Кроме того, 
картографическая информация и определение 
зоны близости к маяку BLE используются для 
фиксации момента начала калибровки. В конеч-
ном итоге предлагаемая полуавтоматическая 
процедура калибровки основана на сценарии пе-
ремещения пользователя внутри помещения, при 
котором пользователь может двигаться в любую 
сторону, но прямолинейно. 

Рассмотрим важные особенности, харак-
терные для этой процедуры. Во-первых, маяки 
стандартов iBeacon и Eddystone имеют несколь-
ко зон с устойчивым уровнем сигнала, окружа-
ющих маяк BLE на определенных расстояниях. 
Различают зону непосредственной близости (бли-
же 0,5 м), ближнюю зону (от 0,5 до 3 м), дальнюю 
зону (от 3 до 30 м) и неизвестную (когда маяк не 
может быть обнаружен). В рассматриваемом слу-
чае достаточно обнаружить зону непосредствен-
ной близости, так как она указывает точное ме-
стоположение пользователя. Таким образом, си-
ла сигнала на опорном расстоянии (0,5 м) извест-
на. На этом расстоянии сила опорного сигнала 
варьируется от –50 до –40 дБм. Так как опорное 
расстояние также известно, экспонента потерь 
мощности сигнала n может быть выражена из 
уравнения (1). 

Предполагается, что если пользователь по-
является в зоне непосредственной близости, 
он всегда остается на границе зоны, потому что 
нет цели определить местоположение пользова-
теля точнее, чем 0,5 м, и что пользователь с мо-
бильным устройством в руке в этом случае не 
будет находиться ближе 0,3–0,5 м к маяку BLE. 
Пользователю не нужно контролировать момент 
входа в эту зону близости.

Очевидно, что простое измерение экспонен-
ты потерь мощности сигнала на ближайшем 
расстоянии не является надежным. Измерения 
в нескольких опорных точках необходимы для 
того, чтобы калибрировать значение экспонен-
ты потерь мощности сигнала, используя метод 
наименьших квадратов. Для этого необходимо 
рассчитать значения расстояния. Из уравнения 
(1) видно, что зависимость между логарифмом 
расстояния и мощностью принимаемого сигнала 
линейна. Преобразовывая уравнение (1), можно 
получить следующее выражение:

 

lg ,   (2)

где PR0 PT – PL0 и соответствует мощности сиг-
нала в точке d0.
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Таким образом, экспонента потерь мощности 
сигнала может быть выражена следующим обра-
зом:

 

.
lg

  (3)

Как было отмечено выше, измерение рассто-
яния лежит в основе процесса калибровки. Для 
измерения расстояния предлагается определять 
шаги пользователя с помощью встроенных сенсо-
ров смартфона (рис. 4).

Сценарий перемещения пользователя пред-
полагает прямое движение относительно маяка 
BLE (см. рис. 4). Затем при измерении уровня 
сигнала, соответствующего ближней зоне бли-
зости, учитывается перемещение пользователя 
по касательной к границе зоны. Таким образом, 
определенные в непосредственной зоне значения 
расстояния d1 до маяка и мощности сигнала PR 
и определенные после нескольких шагов новые 
значения расстояния и мощности сигнала ис-
пользуются для калибровки экспоненты потерь 
мощности сигнала. Однако этот сценарий может 
иметь несколько недостатков, таких как отсут-
ствие возможности для пользователя двигаться 
прямо и влияние на сигнал со стороны тела само-
го пользователя.

Алгоритм полуавтоматической калибровки 
может быть определен следующим образом.

1. Инициализация параметров d0 и PR0, от-
носящихся к зоне непосредственной близости. 
Начальное расстояние d0 0,5 м и PR0 –50 дБм.

2. Обнаружение зоны непосредственной бли-
зости маяка BLE. Если мощность принятого сиг-
нала выше определенного порога PR0, то пользо-
ватель вошел в зону непосредственной близости. 
Положение пользователя оценивается как нахо-
дящееся на границе этой зоны. С этого шага на-
чинается автоматическая калибровка.

3. Пользователь начинает двигаться прямо. 
Выполняется вычисление расстояния с помощью 
датчиков смартфона. Начинается отсчет шагов 
пользователя, которые детектируются внутрен-
ними сенсорами смартфона. Вычисленное рас-
стояние используется для получения расстояния 
до маяка с помощью детектирования шагов и те-
оремы Пифагора.

4. Если сдвиг расстояния равен 0,5 м, то изме-
ряется уровень сигнала PR. Полученное значение 
уровня сигнала используется для получения экс-
поненты потерь мощности по уравнению (3).

5. Если пройденное расстояние результата 
больше чем 3 м, что соответствует границе ближ-
ней зоны близости маяка BLE, то калибровка за-
канчивается. В ином случае необходимо перейти 
к п. 3.

К сожалению, вышеупомянутая процедура не 
учитывает нескольких исключительных ситуа-
ций, таких как непрямое перемещение, переме-
щения пользователей, чьи тела могут влиять на 
уровень сигнала, и ориентация смартфона.

Сценарий, описанный выше, рассматривает 
направление пользователя относительно зоны не-
посредственной близости маяка, но он не прини-
мает во внимание вопросы, связанные с зависи-
мостью экспоненты потерь уровня сигнала от на-
правления смартфона относительно маяка (ори-
ентации). В указанном выше случае угол между 
направлением перемещения пользователя и на-
правлением на маяк составляет 90 . Однако угол 
после нескольких шагов в прямом направлении 
может иметь другое значение. Если пользователь 
повернется в этой новой точке, то показатель по-
терь уровня сигнала, очевидно, изменится. Эта 
проблема показана на рис. 5, а и б, где пользова-
тель меняет ориентацию в новой точке P1.

Для преодоления этого недостатка необходи-
мо откалибровать значение экспоненты потерь 
уровня сигнала в зависимости от ориентации 
пользователя относительно маяка, направления 
перемещения пользователя относительно общей 
системы координат и расчетного расстояния от 
пользователя до маяка. Таким образом, калибро-
вочное измерение представляет собой кортеж М, 
который можно определить как

 M (B, d, , , PR),  (4)

где B — это идентификатор маяка; d — рассто-
яние между пользователем и маяком;  — угол 
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 Рис. 4. Измерение уровней сигнала во время кали-
бровки

 Fig. 4. RSS measurements during BLE beacon 
semi-automatic calibration
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ориентации пользователя относительно маяка; 
 — угол направления перемещения пользовате-

ля относительно общей системы координат; PR — 
мощность принятого сигнала.

Таким образом, результатом работы алгорит-
ма является набор кортежей, содержащих отка-
либрованные значения экспонент потерь уровня 
сигнала в соответствии с ориентацией пользова-
теля относительно маяка, направлением переме-
щения пользователя относительно общей систе-
мы координат. 

Эксперименты

Для тестирования предложенного метода 
было реализовано специальное мобильное при-
ложение для операционной системы Android. 
Приложение предназначено для оценки рассто-
яния между передатчиком и приемником, а так-
же для выполнения полуавтоматической кали-
бровки заданного числа маяков BLE. Выбранные 
маяки поддерживают протокол iBeacon. Это 
приложение находит предварительно опреде-
ленные маяки по их идентификаторам и изме-
ряет значения уровней сигнала каждого маяка. 
Представленный алгоритм реализован, а оцен-
ка полуавтоматической калибровки позволяет 
получить кортежи калиброванных показателей 
экспоненты потерь уровня сигнала, готовых к ис-
пользованию в мультилатерации. 

Для тестирования процедуры полуавтомати-
ческой калибровки измерялись средние значения 

мощности принимаемого сигнала на заданных рас-
стояниях от одного маяка, размещенного в преде-
лах одной комнаты. Эти измерения производились 
для каждой точки в прямом направлении с интер-
валом 0,5 м в ближней зоне распространения устой-
чивого уровня сигнала BLE. Непосредственная зо-
на близости определяется с помощью мобильного 
приложения автоматически. 

Полуавтоматическая калибровка выполнена 
для сценария с прямым перемещением и с изме-
нением ориентации пользователя относительно 
маяка BLE. 

На рис. 6 приведены результаты калибровки 
с изменением ориентации пользователя в каждой 
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BLE
P0 BLE P

0

P10,5 м 0,5 м

а) б)

 Рис. 5. Направление пользователя на старте калибровки (а) и новое направление пользователя после нескольких 
шагов (б)

 Fig. 5. User’s direction at the calibration start (а) and new user’s direction after several steps (б)
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 Рис. 6. Ориентация пользователя после несколь-
ких шагов в прямом направлении

 Fig. 6. User heading regarding the beacon after sev-
eral steps in straight direction
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из опорных точек траектории перемещения поль-
зователя. Угол ориентации смартфона изменяется 
каждый раз на 30 . Пользователь последователь-
но поворачивается лицом к маяку. В результате 
средняя погрешность локализации ниже 1,5 м.  
Показано, что при малых расстояниях между 
пользователем и маяком BLE и малых углах ори-
ентации пользователя относительно маяка по-
грешность больше, чем при больших расстояни-
ях и малых углах.

Заключение

Благодаря предлагаемому методу навигации 
внутри помещения и построения карт радиосиг-
налов можно решать задачи навигации внутри 
помещения с известным планом и расположени-
ем точек доступа Wi-Fi и маяков BLE в условиях, 
когда карты радиосигналов не построены, и стро-
ить карты радиосигналов (базы радиоотпечатков) 
путем коллаборативного сбора информации об 
уровнях сигналов. В основе данного метода ле-
жит представленная полуавтоматическая проце-
дура калибровки для мультилатерации на основе 
модели потерь сигнала, зависящей от логарифма 
расстояния (log-distance path loss). С одной сторо-

ны, процедура проводится параллельно с муль-
тилатерацией сигналов BLE в целях улучшения 
точности. С другой стороны, процедура выпол-
няется параллельно со счислением координат на 
основе датчиков смартфона и мультилатерацией 
для повышения точности определения местопо-
ложения пользователя с использованием инфор-
мации о зонах с устойчивым уровнем сигнала ма-
яков BLE. Несмотря на то что пользовательское 
приложение реализует мультилатерацию и пред-
ложенную процедуру, обнаруживает близость 
пользователя и автоматически запускает кали-
бровку, для выполнения точной калибровки про-
граммной реализации предполагается прямое 
направление перемещения пользователя. В ином 
случае точность калибровки снижается.

Преимуществами предложенного метода яв-
ляются возможность онлайн калибровки, сбора 
радиоотпечатков и обработки изменения ориен-
тации пользователя. Погрешность определения 
местоположения — ниже 1,5 м (в случае прямого 
перемещения пользователя). Недостатками пред-
ложенного метода являются отсутствие обработ-
ки сложных траекторий перемещения пользо-
вателей при полуавтоматической калибровке, 
достаточно большие ошибки определения место-
положения на малых расстояниях от маяка BLE. 
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Method of indoor navigation and collaborative semi-automatic Wi-Fi radiomap construction

M. S. Shchekotova, Research Fellow, orcid.org/0000-0003-0817-6791, shekotov@iias.spb.su
aSaint-Petersburg Institute for Informatics and Automation of the RAS, 39, 14 Line, V. O., 199178, Saint-Petersburg, 

Russian Federation 

Introduction: An important and complicated problem related to the multilateration of Wi-Fi or Bluetooth Low Energy signals as 
well as Wi-Fi fingerprinting is the  procedure of infrastructure adjustment which includes Wi-Fi radio map construction and Wi-Fi 
or Bluetooth Low Energy radio signal path loss model calibration. Purpose: Developing a method for navigation and Wi-Fi radio map 
construction, which would provide user’s indoor navigation, Bluetooth Low Energy path loss model calibration and Wi-Fi radio map 
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collaborative semi-automatic construction. Results: The paper presents a collaborative semi-automatic Wi-Fi radio map construction 
method based on the combination of Bluetooth Low Energy multilateration, Wi-Fi fingerprinting, Wi-Fi radio map collaborative semi-
automatic construction procedure and semi-automatic Bluetooth Low Energy path loss model calibration. For the semi-automatic 
calibration procedure of the Bluetooth Low Energy signal propagation model and for the method of collaborative semi-automatic 
construction of Wi-Fi radio map and indoor navigation, a calibration algorithm and an algorithm of collaborative semi-automatic 
construction of Wi-Fi radio map and indoor navigation were proposed, respectively. A mobile application has been developed which 
implements the proposed algorithms in order to test them and analyze the results.  Practical relevance: The proposed method allows 
you to avoid time-consuming procedures of constructing a map of Wi-Fi radio signals and semi-automatic calibration of Bluetooth Low 
Energy signal propagation in the offline phase. 

Keywords — indoor positioning, context-oriented systems, multilateration, crowd-sourcing.
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Введение

На современном этапе развития систем управ-
ления производством и систем распределения и 
планирования ресурсов предприятия работники 
в условиях высокой динамики сталкиваются со 
значительными проблемами, порожденными не-
определенностью. Неопределенность может быть 
связана с трудностями учета множества различ-
ных факторов, таких как необходимость индиви-
дуального подхода к каждому заказу, динамика 
цен на комплектующие, вариативность поставок 
от предприятий-смежников, срыв сроков, непре-
рывные изменения технологий, возникновение 
различных непредвиденных событий, непосред-
ственно влияющих на производственные процес-
сы предприятия в целом, и т. д.

Существующие системы управления произ-
водством имеют широкий функционал и возмож-
ности интеграции с исполнительными модуля-
ми. Они сопровождают производственные про-
цессы от выпуска до формирования на доставку. 
Однако они лишены инструментов поддержки 
принятия решений и реакции на динамические 
изменения ситуации [1–4]. 

Таким образом, поддержание производствен-
ных планов в адекватном состоянии на всех уров-
нях с учетом неопределенности времени и харак-
тера изменений становится актуальной задачей. 
Современные интегрированные производствен-
ные системы должны гибко и оперативно реаги-
ровать на события, учитывать распределенный 
характер большинства подсистем управления и 
отсутствие централизации в них, самостоятель-
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но принимать решения об исправлении и пари-
ровании непредвиденных ситуаций и выдавать 
обновленные согласованные планы [5]. Основные 
принципы построения и внедрения таких систем 
рассмотрены в работе [6]. Решение подобной пло-
хо формализованной задачи должно выполнять-
ся в режиме реального времени, поэтому система 
управления должна строиться на сетецентриче-
ских принципах и быть адаптивной к измене-
ниям. Системы планирования, основанные на 
централизованных подходах линейного и мате-
матического программирования, нейронных се-
тях, генетических алгоритмах и эвристиках, не 
позволяют в полной мере учитывать высокую ди-
намику изменений, поскольку необходимо пере-
считывать расписания и показатели для сотен 
взаимосвязанных производственных ресурсов и 
тысяч выпускаемых изделий [7–11].

Поэтому для учета непредвиденных событий, 
неопределенностей, динамики цен и доступно-
сти ресурсов большое распространение получа-
ют мультиагентные системы, в которых текущее 
расписание строится при помощи агентов задач 
и ресурсов, взаимодействующих путем передачи 
сообщений в сетях потребностей и возможностей 
(ПВ-сетях) на основе самоорганизации [12].

Мультиагентные технологии  
для планирования ресурсов

Разработанный подход основан на концеп-
ции сетей потребностей и возможностей [13, 14]. 
Агенты ПВ-сети [15] взаимодействуют друг с дру-

гом посредством переговоров в сцене мира, кото-
рая строится как отражение реальной ситуации 
в реальной жизни, с текущим планом действий 
и ожидаемыми результатами, доступными аген-
там предприятия или подразделения (напри-
мер, цеха) на соответствующих уровнях (рис. 1). 
Агент заказа считывает структуру предприятия 
из онтологии и определяет отношения ресурсов, 
необходимых для его исполнения. Агент ново-
го заказа, поступив в сцену, обращается к аген-
ту предприятия со своими требованиями. Агент 
предприятия (штабной агент) активизирует аген-
тов подразделений, которые создают агентов тех-
нологических процессов, операций и подзадач, 
которые направляют запросы к ресурсам — стан-
кам, оборудованию, материалам. Агенты выпол-
няют матчинг по соответствиям типов, произво-
дительности, требованиям к персоналу. Ресурсы 
(станки, специалисты) анализируют локальные 
расписания и проверяют возможные размеще-
ния. Агент нового заказа пытается договориться 
с мешающими ему заказами о подвижках и со-
ответствующих компенсациях, в режиме про-
активности меняя локальные расписания. При 
достижении консенсуса новое расписание прини-
мается всеми участниками. В противном случае 
итерации (волны) переговоров затрагивают более 
глубокие слои расписания с участием отдален-
ных участников по цепочке.

Такой распределенный подход позволяет по-
вышать сложность решаемых задач, сколь угод-
но расширяя постановку задачи и вводя новых 
агентов, например, для учета ремонта оборудова-
ния, транспортировки продукции и т. д.

Агенты заказов знают требования 

и ищут варианты ресурсов

Заказ 1 Заказ 2

Дырка

Агент заказа

Агенты заказов ищут свободные места 

в расписании, ресурсы «переманивают»  

заказы в силу их выгодности 

Агенты подзадач 

(операций)

Агенты цехов

Агенты 

оборудования

Агент 

предприятия

Агенты 

специалистов

Агенты 
технологических 

процессов

 Рис. 1. Сцена мира заказов и ресурсов

 Fig. 1. A scene from the world of orders and resources
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Метод адаптивного планирования

Формализованная постановка задачи основа-
на на поиске консенсуса между агентами на вир-
туальном рынке ПВ-сетей и может быть сформу-
лирована следующим образом [16].

Предположим, что все агенты потребностей 
и возможностей имеют свои собственные цели, 
критерии, предпочтения и ограничения (напри-
мер, сроки, стоимость, риски, приоритеты, не-
обходимое оборудование или квалификации ра-
ботников). Важность каждого критерия может 
быть представлена   весовыми коэффициентами 
в линейной комбинации критериев для данной 
ситуации, но может меняться при формировании 
или исполнении расписания.

Введем функцию удовлетворенности (Satis- 
faction function) для каждого агента, которая бу-
дет показывать отклонение текущего значения 
этой функции от заданного идеального по любо-
му из критериев текущего шага поиска решения.

Пусть у каждой потребности j есть несколько 
индивидуальных критериев xi и предложенных 

идеальных значений .  Для каждого агента 
потребности j нормированная функция вычис-
ляется компонентом i, заданным, например, как 

линейная функция .  В большин-

стве случаев эта функция имеет форму колокола 
с вершиной в точке предполагаемого идеального 
значения. В качестве итогового результата для 
каждой потребности оценивается сумма вирту-
альных значений для каждого критерия i с за-

данными весовыми коэффициентами .
При правильном выборе признаков и формы 

функции цель каждого агента может быть пере-
формулирована как увеличение (максимизация) 
значения  потребности j (задача верхнего 
индекса означает, что значения принадлежат 
агентам потребности): 

( ),

где j весовые коэффициенты нормированы:

.  

Проблема нахождения состояний *  агентов 
потребностей j, максимизирующих общую стои-
мость всех заказов, может быть сформулирована 
следующим образом:

 
,

 
 (1)

*
max ,

где  — это вес потребности, который позво-
ляет устанавливать и динамически изменять 
приоритеты, показывающие важность крите- 
риев.

Аналогично функция значений может быть 
задана для ресурсов по критериям ,  с функ-

цией ,
 

весом критерия k для 

ресурса l и значением ресурса 
 
для системы 

(что аналогично весу функций агентов потреб- 
ностей):

 
,

 
 (2)

*
;max

 

, , ,

, .
 
 (3)

Переменные x и z относятся к некоторым об-
ластям пространства критериев потребностей и 
возможностей, I и K являются размерами соот-
ветствующих пространств критериев, верхний 
индекс res означает, что значения принадлежат 
агентам возможностей.

Таким образом, в ПВ-сети задача оптимиза-
ции сформирована как решение (1)–(3). Разра- 
ботанный метод основан на концепции ПВ-сети, 
где агенты существуют на виртуальном рынке и 
постоянно стремятся улучшить свои индивиду-
альные функции удовлетворенности (которые от-
ражают их заданные многокритериальные цели) 
с использованием функций бонусов и штрафов 
(рис. 2).

Агенты пытаются максимизировать свои 
функции удовлетворенности, используя доступ-
ные им виртуальные деньги: чем лучше позиция, 
тем больше бонус и тем больше денег на виртуаль-
ном счете агента. Чем больше денег, тем больше 
вариантов для перестройки расписания. Функции 
бонусов и штрафов отражают изменения в функ-
ции удовлетворенности агентов и определяют гиб-
кость компромиссов при решении конфликтов.

Протоколы решения конфликтов основаны 
на модификациях контрактной сети — каждая 
задача может быть расположена на свободном 
слоте, сдвинута, отброшена, разделена или заме-
нена. Однако в случае конфликта один агент мо-
жет предложить компенсацию другому агенту,  
а второй агент примет предложение, только если 
его функция удовлетворенности не ухудшится. 
Разные протоколы могут определять различные 
методы решения конфликтов.

Основная часть разработанного метода может 
быть определена следующим образом.
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KPI 

KPI

Функция удовлетворенности — цель агента

0 

1 

0

100

–100

Оптимальное значение

Функция бонусов и штрафов –

гибкость разрешения конфликтов

 Рис. 2. Пример функции удовлетворенности агента

 Fig. 2. An example of the agent satisfaction function

1. Возможность вводить число конкретных 
классов агентов, представляющих специфику 
предметной области с требуемым уровнем дета-
лизации.

2. Функции удовлетворенности и функции бо-
нусов и штрафов определяются линейной комби-
нацией многокритериальных целей, предпочте-
ний и ограничений каждого агента.

3. Заданы протоколы взаимодействия аген-
тов, которые определяют, как выявлять кон-
фликты и находить компромиссы с открытыми 
слотами, сдвигами и свопами задач (операций).

4. Итоговое расписание формируется в про-
цессе самоорганизации агентов ПВ-сети.

5. Выбранные протоколы запускаются при 
возникновении новых событий (например, при 
поступлении нового заказа):

а) новый заказ поступает в систему, и ему при-
сваивается агент;

б) агент заказа находит технологический или 
бизнес-процесс в базе знаний (БЗ), создает аген-
тов задач, связанных отношениями, и запускает 
их для начала решения проблемы;

в) агент задачи считывает список требований 
из БЗ и отправляет сообщение всем агентам, при-
своенным доступным ресурсам, о том, что ему 
требуется ресурс с определенными параметрами 
и он может заплатить за этот ресурс определен-
ное количество виртуальных денег;

г) все агенты ресурсов, обладающие указан-
ными функциями (полностью или частично) и 
сто �ящие меньше или столько же, сколько было 
указано агентом задачи, предлагают ему свои ус-
луги;

д) агент задачи выбирает из предложенных 
наиболее подходящий свободный ресурс. Если 
подходящих ресурсов нет, агент задачи пытается 
переманить ресурс, который уже был назначен 
на другой заказ, предлагая компенсацию;

е) агент задачи, которому была предложе-
на определенная компенсация, рассматривает 
предложение. Он принимает его только в том 
случае, если компенсация позволяет ему полу-
чить другой удовлетворительный ресурс и одно-
временно увеличить общую удовлетворенность 
системы;

ж) если агент задачи принимает предложение, 
он реорганизует ранее установленные отношения 
с этим заказом, задачей и ресурсом и ищет новые 
отношения с ресурсом, увеличивая общую удов-
летворенность системы;

з) этот же процесс выполняется и для агентов 
ресурсов, которые могут генерировать предложе-
ния агентам задач с конкретными контекстно-
ориентированными требованиями.

6. Данный процесс повторяется до тех пор, 
пока все ресурсы не будут связаны с заказами  
и агенты больше не смогут улучшить свое теку-
щее состояние, или до тех пор, пока не будет ис-
черпано время.

7. В этот момент агент системы начинает пере-
сматривать ключевые показатели эффективности 
(KPI) системы и находить агентов с минималь-
ной удовлетворенностью по наиболее важным 
критериям.

8. Агенты системы предлагают этим агентам 
попробовать определить сумму виртуальных де-
нег и ту стоимость, которую можно достичь в хо-
де переговоров.

9. Получая предложения от этих агентов, 
агент системы может выбрать предложение 
с лучшим соотношением ценность — цена для 
улучшения наиболее важных ключевых показа-
телей эффективности.

При необходимости пользователь может в ин-
терактивном режиме вмешаться в план в любой 
момент и вручную переделать расписание, пере-
тащив операции — в результате план будет авто-
матически изменен.

Общее поведение сложных систем — это раз-
витие через взаимодействие агентов, что, в свою 
очередь, ограничивает их поведение. Такое по-
ведение называется эмерджентным. Оно недетер-
минировано и непредсказуемо, но не хаотично. 
Чрезвычайная ситуация приводит к неустойчи-
вым равновесиям, связанным с обоснованным 
консенсусом многих конфликтующих агентов, 
которые представляют сбалансированные рас-
писания, обеспечивающие адаптивность к внеш-
ним факторам. Более подробно логика принятия 
решений и протоколы переговоров агентов пред-
ставлены в работе [6].
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Использование онтологии для настройки 
мультиагентного планирования

Онтологическая БЗ  
для адаптивного управления ресурсами

Переход к цифровой экономике предполагает 
развитие методов и средств формализованного 
представления знаний, которые должны обеспе-
чивать возможность унифицированного построе-
ния цифровых моделей всех аспектов деятельно-
сти предприятий для создания условий по управ-
лению ресурсами предприятий, по поддержке 
взаимодействия в рамках отраслевых цифровых 
платформ, прозрачности движения товаров и 
предоставления услуг и т. д. 

Такого рода модели должны включать в себя 
описание объекта и предмета деятельности пред-
приятия, требования к качеству изделий и про-
цессов, состав подразделений до уровня каждого 
сотрудника с их компетенциями и ими применяе-
мыми инструментами, технологические или биз-
нес-процессы и другую нормативно-техническую 
документацию, регламенты взаимодействий под-
разделений и специалистов, результаты модель-
ных и натурных испытаний объектов и т. д. 

Такие знания можно эффективно хранить 
в виде онтологий и использовать для управления 
ресурсами предприятий. Известные конструк-
торы онтологий (Protégé, OntoEdit, OntoLingva 
и др.) преследуют исследовательские цели, не 
предназначены для построения моделей деятель-
ности, тем более масштаба предприятий, не дают 
возможность строить БЗ с тысячами экземпля-
ров, сложны и трудоемки в использовании. 

В этой связи становится актуальной и значи-
мой разработка методов и средств формализован-
ного представления знаний, которые позволят 
связать в единую семантическую сеть различные 
по своим форматам данные, обеспечить удобный 
доступ пользователей к этой информации, а так-
же сделать эти знания пригодными для компью-
терной обработки. При этом важно предоставить 
пользователям возможность семантизации ин-
формации (классификации и параметризации 
квантов знаний, их связывания и т. п.), включая 
построение семантических дескрипторов (ме-
таданных), подходящих для компьютерной об-
работки. Но сама природа систем знаний не ста-
тична, она постоянно развивается — в этой связи 
нужно сделать знания активными за счет приме-
нения мультиагентных технологий, чтобы иметь 
возможность поддержать процессы сопоставле-
ния квантов знаний, их категоризации, класси-
фикации, связывания и т. д. 

В результате знания предприятия могут быть 
организованы в интуитивно понятную систему 
типа Википедии, в которой поддерживаются 
процессы самоорганизации таким образом, что-

бы знания были по возможности полными и свя-
занными, не противоречивыми, наглядными и 
прозрачными, открытыми к изменениям. 

Текущие тенденции развития интеллектуаль-
ного производства связаны с использованием та-
ких методов, как онтологическое представление 
знаний, машинное обучение, базы знаний и т. д., 
которые являются очень важными и перспектив-
ными для применения в промышленности.

В [17] представлена интеллектуальная мульти-
агентная система управления производством на 
основе онтологий. С помощью семантических тех-
нологий обеспечиваются высокая адаптивность и 
реактивность настройки мелкосерийного произ-
водства высокотехнологичной продукции, такой 
как производство самолетов, на стадии ramp-up.

В [18] описывается применение онтологии 
в распределенной семантической сети производ-
ственных цехов предприятия для формирования 
эффективной и масштабируемой системы взаи-
модействия и поиска данных по информацион-
ным запросам.

В [19] рассматривается возможность примене-
ния онтологий для разбиения сложных задач на 
составные — до уровня автономных. Однако он-
тологическое описание отдельных операций не 
производится. 

В [20] показано, что разработка онтологий об-
легчает правильное понимание предметной обла-
сти, следовательно, знания из внешних источников 
могут распространяться через связанные откры-
тые данные или напрямую интегрироваться (сопо-
ставляться) с использованием подхода сопоставле-
ния онтологий. Показано, как описание онтологи-
ческих данных может способствовать взаимодей-
ствию между моделью данных компании и новыми 
источниками информации, а также обновлению 
сохраненных данных путем сопоставления онто-
логий. Демонстрируется возможность применения 
онтологий для интеграции данных, что, однако, не 
решает задачу их онтологического описания. 

В [21] отражена возможность конфигурации 
сервисов, построенных на онтологиях. Показан 
прототип для изучения гибкой производствен-
ной системы, позволяющий проверить осуще-
ствимость «жадной» локальной реконфигурации 
услуг для конкурентных и совместных ситуаций 
промышленной автоматизации. 

В [22] показывается возможность координа-
ции и контроля подобной сложной системы через 
взаимодействие участников с использованием 
методов и техник проектирования, проверки и 
развертывания сервисов, возможно, «на лету», 
что делает проектирование сервисов неизбежным 
подходом к разработке нового поколения цифро-
вых производственных систем. Подобные серви-
сы, которые могут инкапсулировать или абстра-
гировать не только программное обеспечение, но 
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и физическое поведение (как это делают цифро-
вые двойники), относятся к интеллектуальным 
адаптивным системам сборки. Предоставляется 
глубокая семантическая информация, которая 
дополняет абстрактный уровень онтологий со-
вместимости сервисов. 

В [23] описывается использование онтологии 
для настройки интерфейса взаимодействия че-
ловека и автономных агентов в человеко-машин-
ных командах.

Важный пример применения онтологий дает-
ся в [24]: распределение задач и управление ими 
играют важнейшую роль в процессе взаимодей-
ствия «человек — робот» во время поисково-спаса-
тельных операций. Авторы разрабатывают и оце-
нивают онтологию, которая предоставляет общий 
словарь для членов команды, как людей, так и 
роботов. Онтология используется для облегчения 
обмена данными и выполнения миссий, а также 
обеспечения необходимой поддержки автоматизи-
рованного управления задачами. Результаты сви-
детельствуют о том, что предлагаемая онтология: 
1) облегчает обмен информацией во время миссий; 
2) помогает руководителю группы в распределе-
нии задач и управлении ими и 3) обеспечивает 
автоматическую поддержку управления службой 
городских поисково-спасательных операций.

Из этих примеров уже видно, что онтологии 
становятся средством управления приложения-
ми, но возможность детального описания задач 
не была исследована.

Рассмотрим основные этапы создания про-
тотипа новой БЗ, основанной на онтологии, для 
адаптивного планирования. БЗ включает ин-
формацию, в настоящее время отсутствующую 
в имеющемся учетном контуре существующих 
баз данных предприятий [25], а именно сведения:

— об организации подразделений в части свя-
зи рабочих станций с персональным составом ра-
бочих; 

— о том, какие части изделия на каких участ-
ках выполняются;

— о связи изделий и технологических про-
цессов, рабочих центров, оснастки, материалов и 
других;

— о связях технологических операций (между 
собой: параллельные и последовательные, при-
надлежность рабочим центрам, связь с компетен-
циями рабочих и другие); 

— о компетенциях рабочих (их реальных на-
выках и умениях);

— о возможности усиления операций техпро-
цессов дополнительными рабочими; 

— о совместимости рабочих в сменах;
— о типах рабочих, которые должны комби-

нироваться в смене;
— другие сведения (о планируемых ремонтах 

и т. д.).

Кроме того, в начале разработки програм- 
много обеспечения очень сложно формализовать 
скрытые знания, и они становятся доступны-
ми только тогда, когда первые варианты распи-
саний, сгенерированные системой, поступают 
к пользователям. 

В качестве первого этапа была разработана 
«Базовая онтология планирования», в которой 
описываются следующие ключевые понятия:

— заказ — описывает, какой продукт или ус-
луга требуется;

— технологический или бизнес-процесс — 
описывает набор выполняемых задач (операций);

— задача (операция) — определяет работу, ко-
торая должна быть выполнена, включая все не-
обходимые ресурсы;

— ресурс — люди, оборудование или материа-
лы, необходимые для выполнения задач или опе-
раций;

— продукт — добавление выпускаемой про-
дукции, используемой в операциях;

— отдел — состоит из ресурсов разных типов.
Кроме того, был введен ряд классов отноше-

ний для увязки вышеупомянутых понятий, в том 
числе:

— заказ «создает» объекты — описывает, ка-
кие объекты будут созданы для заказа;

— объект 1 «является-частью» объекта 2 — 
описывает сборку объектов;

— объект «имеет» бизнес-процесс — описыва-
ет технологические или бизнес-процессы, доступ-
ные для производства объектов;

— задача 2 «является-следующей-или-преды-
дущей» для задачи 1 — описывает взаимозависи-
мость задач в бизнес-процессе;

— задача «требует» ресурс — описывает пра-
вила соответствия для выбора ресурсов;

— задача «производит» продукт — описывает 
производимые объекты для задач;

— задаче «нужны» материалы — описывает 
входные объекты для задач и т. д.

На втором этапе были разработаны кон-
структор онтологии и база знаний, созданная 
в виде семантической Wiki (рис. 3).

С помощью конструктора онтологии можно 
спроектировать онтологию планирования для 
определенной предметной области, а затем на ос-
нове этой онтологии домена разработать онтоло-
гическую модель (онтомодель) предприятия.

В онтологию машиностроительного предпри-
ятия входят следующие основные разделы:

— организационно-штатная структура пред-
приятия, описывающая перечень подразделе-
ний, сотрудников, их профессии, должности, 
компетенции и т. д.;

— инфраструктурная модель предприятия, 
описывающая основные технические средства 
(оборудование, инструменты, материалы, участ-
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ки производства, сооружения, характеристики 
материальных объектов, физико-технические 
принципы работы и т. д.);

— бизнес-процессы предприятия, описываю-
щие процессы основной деятельности (техноло-
гия производства);

— изготавливаемые изделия и услуги, предо-
ставляемые предприятием, ключевые показате-
ли качества и эффективности реализации услуг;

— профессиональная специализация и компе-
тенции рабочих;

— другие знания, необходимые для планиро-
вания операций технологических процессов.

Ключевые понятия и отношения онтологии 
оперативного планирования для машинострое-
ния приведены на рис. 4.

Основной частью БЗ является понятие «зада-
ча» и ее экземпляры для выполнения конкрет-
ных бизнес-операций или технологических за-
дач, например для заводов (рис. 5) [26].

Главная идея здесь заключалась в том, чтобы 
разработать агента задачи, который может счи-
тывать и интерпретировать отношение «необхо-
димый» в качестве правила соответствия для ди-
намического поиска указанных ресурсов.

Эти отношения связывают понятие «задача» 
с другими сущностями для планирования, кото-
рые могут использоваться агентами задач следу-
ющим образом:

«Предыдущая задача» (1) и «Следующая за-
дача» (6) — позволяют агенту задачи находить 
предыдущую задачу с просьбой передвинуться 
ранее, перепланировать или найти следующую 
задачу и отправить ее агенту сообщение о за-
держке;

«Входные объекты» (2) и «Выходные объекты» 
(5) — показывают, какие агенты нужны для на-
чала выполнения задачи, а также что будет яв-
ляться результатом выполнения задачи;

«Составная задача (Часть-Целое)» (3) — пока-
зывает, что задача является частью сборки, агент 
которой получает параметры расписания, и факт 
выполнения задачи;

«Требования к сотруднику» (4) — определяет 
требования к исполнителю задачи;

«Кто делал в прошлый раз?» (7) — находит со-
трудников, которые уже выполняли подобные за-
дачи.

Разработанный подход позволяет добавлять 
новые правила соответствия «на лету» с уче-
том новых факторов сложности, выявленных 
при планировании конечными пользователями. 
Например, объект «Исполнитель задач» выбира-
ется для каждой задачи по ее требованиям:

— в каком подразделении работает;
— на каком рабочем центре;
— какую квалификацию имеет;
— какие компетенции имеет;

Руководитель

Создает

Принадлежат
Принадлежат

Принадлежат

Состоит-из

Имеет

Требуется

Управляет
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 Рис. 3. Фрагмент базовой онтологии планирования

 Fig. 3. A fragment from the basic Planning Ontology
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— умеет ли работать с электронной моделью 
изделия;

— какие задачи ранее выполнял исполнитель 
и т. п.

Объект «Технологический процесс» определя-
ет, какие операции можно делать последователь-
но или параллельно и как усилить операцию при 
необходимости:

— какое изделие собирается;
— что входит в состав изделия (комплектую-

щие);
— какая часть является закладной, позволяя 

раньше начинать сборку; 
— в каком(их) подразделении(ях) делается;
— из каких операций состоит процесс;
— какие части можно делать только последо-

вательно, а какие — параллельно или последова-
тельно;

— на каких рабочих центрах делается;
— можно ли усилить выполнение процесса;
— в каких частях процесс можно усилить.
Объект «Изделие» задает комплектующие, на-

личие которых для операций сборки проверяется 
по плану комплектации или на складе:

— какая это часть более сложного изделия;
— каким технологическим процессом собира-

ется;
— какие комплектующие на входе нужны;
— на каком рабочем центре собирается.

В качестве третьего этапа был разработан 
мультиагентный планировщик на основе общей 
БЗ, который может быть настроен для любого ти-
па предприятия. Новые отношения в БЗ добавля-
ются в качестве новых правил соответствия, что 
дает возможность конечным пользователям рас-
ширять онтологию предметной области и онтомо-
дель предприятия «на лету» и тем самым улуч-
шать качество расписаний.

Пример использования БЗ  
при планировании операций  
технологического процесса

Одной из функций БЗ является ее использова-
ние для спецификации требований к планирова-
нию каждой операции технологического процес-
са. В этих целях могут быть заданы параметры 
структуры изделия, технологических процессов, 
особенности рабочих и оборудования, а также 
иные обычно плохо определенные и неформали-
зованные экспертные сведения, важные для пла-
нирования работы предприятия.

Список ресурсов, необходимых для выполне-
ния задачи, оформляется в виде набора требова-
ний. Каждое требование характеризуется:

— количеством ресурсов данного вида;
— трудоемкостью для этого вида ресурса;
— перечнем атрибутов, ограничивающих мно-

жество подходящих под описание ресурсов.

1

2

3

4

5

6

7

Предшествует

Часть-Целое
Следующая

Выходные
объекты

Входные

Требования 
к сотруднику

объекты

Предыдущая 
задача

Составная 
задача

Следующая 
задача

Объект 4

Сотрудник 

(ФИО-1)

Сотрудник 

(ФИО-2)

Результат 1

Результат 2
Требования к сотруднику:

Объект 1

Объект 2

область создания антенн
стаж больше трех лет 

Объект 3

Кто делал в прошлый раз?

Классификатор задачи
Наименование задачи
Надкласс задачи
Подкласс задачи
Свойства задачи
Трудоемкость

 Рис. 5. Основные типы отношений класса «Задача»

 Fig. 5. The main types of relations in the «Task» class
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На рис. 6 показано последовательное сужение 
множества возможных исполнителей задачи в со-
ответствии с требованиями: любой сотрудник  
клепальщик  клепальщик 4-го разряда  кле-
пальщик 4-го разряда, имеющий компетенцию 
«может выполнять транспортировку». 

Пример описания технологического процесса 
в виде набора записей в БЗ показан в таблице.

Результаты адаптивного управления 
ресурсами

Описанные разработки помогают достичь сле-
дующих результатов [27]:

— управление сложностью для нужд произ-
водственных компаний, управление цепочками 
поставок и другими сетями;

— решение «неразрешимых» проблем с воз-
можностью привлечения большего количества 
факторов, критериев, предпочтений и ограниче-
ний;

— поддержка командной работы с пользовате-
лями, формирующими баланс интересов;

— детальное представление объектов и про-
цессов реального мира;

— адаптивное реагирование на события в ре-
жиме реального времени;

— использование знаний, относящихся к кон-
кретной предметной области или компании, для 
создания допустимых расписаний, которые со-
ответствуют противоречивым предпочтениям и 
ограничениям лиц, принимающих решения;

— поддержка БЗ предприятия для управле-
ния ресурсами с помощью семантической Wiki 
в конструкторе онтологий;

— визуализация процессов принятия реше-
ний и поддержка вовлечения пользователей для 
интерактивной корректировки решений с после-
дующим интеллектуальным ручным перерасче-
том расписаний;

— возможность пересматривать ограничения, 
балансовую стоимость, прибыль и уровень обслу-
живания в индивидуальном порядке для заказов 
и ресурсов;

Сотрудники

Клепальщики

Клепальщики 

4-го разряда

Могут выполнять 

транспортировку

Клепальщик 4-го разряда, 

может выполнять транспортировку

 Рис. 6. Графическая интерпретация требований к ресурсам

 Fig. 6. Graphical interpretation of requirements to resources

 Пример описания шаблона технологического про-
цесса

 An example for description of a technological process 
template

Описание задачи 

(субъект)
Отношение

Описание задачи 

(объект)

Задача «Сборка 

отсека Ф2»

Имеет 

подзадачу

Задача «Сборка 

ТСЕ_7620»

Задача «Сборка 

отсека Ф2»

Имеет 

подзадачу

Задача «Сборка 

ТСЕ_7550»

Задача «Сборка 

ТСЕ_7620»

Производит Компонент 

«ТСЕ_7620»

Задача «Сборка 

ТСЕ_7550»

Потребляет Компонент 

«ТСЕ_7620»

Задача «Сборка 

ТСЕ_7620»

Имеет 

подзадачу

Задача «Сборка 

каркаса ТСЕ 7620»

Задача «Сборка 

каркаса ТСЕ 

7620»

Требует Ресурс «Рабочий»:

профессия = 

сборщик-клепаль-

щик

разряд > 4
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— прозрачность и интеграция процессов пла-
нирования по всем корпоративным и бизнес-про-
цессам;

— возможность проводить моделирование 
«что если» параллельно с основным потоком опе-
ративного планирования;

— поддержка подробного расчета затрат на ос-
нове действий для заказов и ресурсов;

— работа с ограничениями в существующих 
технологических решениях.

Заключение

В статье описан метод применения мульти- 
агентного подхода и баз знаний на основе онто-
логий для задач планирования ресурсов в реаль-
ном времени. Обсуждаются ключевые требования 
к системе и поведению агентов, влияющие на про-
цесс принятия решений и оптимизацию текущих 
планов по поступающим событиям. Показано, что 

мультиагентная система обеспечивает адаптив-
ность построенного плана, а использование онто-
логии предметной области обеспечивает гибкость 
системы для преодоления ограничений и постро-
ения консенсусного решения. Преимущество в ис-
пользовании онтологий заключается в построе-
нии отношений понятий задач и ресурсов, что дает 
возможность учитывать особенности новых задач 
и осуществлять планирование на основе новых 
описаний задач и ресурсов. Предлагаемый подход 
проиллюстрирован примером использования БЗ 
для разработки шаблона технологической опера-
ции предприятия машиностроения.

Статья подготовлена на основе материалов на-
учных исследований в рамках госбюджетной те-
мы ИПУСС РАН № AAAA-A16-116040410059-7 
«Разработка и исследование моделей, методов и 
алгоритмов построения планов сменно-суточных 
заданий при производстве продукции в условиях 
неопределенности и высокой динамики измене-
ний производственной обстановки».
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Introduction: Currently, new solutions are required in managing industrial resources, in order to maintain a high level of 
adaptability and efficiency. Classical combinatorial or heuristic methods and tools cannot provide adequate solutions for real-time 
resource management. Purpose: Development of a method for planning industrial resources based on multi-agent technologies and 
ontology, in order to adapt the system to unforeseen events, such as new orders, unavailable resources, etc. Results: An adaptive planning 
method has been developed, in which agents continuously improve the system performance in real time by identifying and resolving 
conflict situations caused by unforeseen events. To adjust multi-agent planning to specific features of the production process, semantic 
networks (ontologies) are used, which are the basis of ontological knowledge bases for storing information about the peculiarities of 
a particular enterprise. In this regard, the following elements have been developed: the basic planning ontology, an ontology editor 
for creating a specialized enterprise ontology, a knowledge base in the form of a semantic Wikipedia for the enterprise, and a multi-
agent scheduler which can be customized using the basic and specialized ontologies in accordance with specific production features and 
requirements for the technological operations. Practical relevance: Application of the system developed with the method of planning 
industrial resources is not limited to machine-building enterprises, but can be recommended for managing projects, supply chains, etc. 

Keywords — complex systems, resource management, real-time scheduling, ontology, knowledge base, multi-agent technology, 
demand-resource network, self-organizing, adaptability.
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тов на изобретения. 
Область научных интересов — 
нелинейная динамика, хаос, 
синхронизация, нейронная ди-
намика, мультистабильность, 
стохастические эффекты, анализ 
нейрофизиологических данных 
и интерфейсы мозг-компьютер.
Эл. адрес: 
alexander.Pisarchik@ctb.upm.es

ПРОВИДАС  
Ефимиос 

Доцент кафедры машино-
строения Технологического 
института Фессалии, Греция.
В 1984 году окончил бакалав-
риат математического фа-
культета Аристотельского 
университета города Салони-
ки, Греция. 
В 1991 году защитил диссер-
тацию (PhD) на факультете 
математики и статистики 
Брунельского университета, 
Великобритания.
Является автором 32 науч-
ных публикаций.
Область научных интере-
сов — прикладная математи-
ка, дифференциальные, инте-
гральные и разностные урав-
нения, численные методы, 
метод конечных элементов.
Эл. адрес: providas@teilar.gr

САДОВНИКОВ 
Сергей 
Александрович

Аспирант, младший научный со-
трудник Института оптики ат-
мосферы им. В. Е. Зуева СО РАН, 
Томск.
В 2015 году окончил Томский го-
сударственный университет си-
стем управления и радиоэлек-
троники по специальности «Фо-
тоника и оптоинформатика».
Является автором 16 научных 
публикаций.
Область научных интересов — 
атмосферный пограничный 
слой, физика лазеров, спектро-
скопия атмосферы.
Эл. адрес: sadsa@iao.ru

СЕРГЕЕВ  
Александр 
Михайлович

Старший преподаватель кафед- 
ры вычислительных систем и се-
тей Санкт-Петербургского госу-
дарственного университета аэро-
космического приборостроения. 
В 2004 году окончил Санкт-
Петербургский государственный 
университет аэрокосмического 
приборостроения по специально-
сти «Вычислительные машины, 
комплексы, системы и сети». 
Является автором 35 научных 
публикаций.
Область научных интересов — 
численные методы, теория вы-
числительных процессов, проек-
тирование специализированных 
процессоров.
Эл. адрес: asklab@mail.ru
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Профессор, директор Института 
вычислительных систем и про-
граммирования, заведующий ка- 
федрой вычислительных систем 
и сетей Санкт-Петербургского  
государственного университета  
аэрокосмического приборострое-
ния, почетный работник высше- 
го профессионального образова-
ния РФ.
В 1980 году окончил ЛЭТИ по 
специальности «Электронные вы-
числительные машины». 
В 2001 году защитил диссерта-
цию на соискание ученой степени 
доктора технических наук.
Является автором более 100 на-
учных публикаций и 14 патентов 
на изобретения.
Область научных интересов — 
теория разрядных вычислений, 
методы проектирования спец-
процессоров для систем контро-
ля и управления и др.
Эл. адрес: mbse@mail.ru

СИМОНОВА 
Елена  
Витальевна

Ведущий аналитик ООО «НПК 
«Разумные решения», Самара, 
доцент кафедры информацион-
ных систем и технологий Самар-
ского государственного аэрокос-
мического университета им. ака-
демика С. П. Королева.
В 1985 году окончила Куйбы-
шевский авиационный институт  
им. академика С. П. Королева по 
специальности «Автоматизиро-
ванные системы управления». 
В 1994 году защитила диссерта-
цию на соискание ученой степе-
ни кандидата технических наук. 
Является автором 126 научных 
публикаций.
Область научных интересов — 
разработка интеллектуальных 
систем управления мобильными 
ресурсами на основе мульти- 
агентных технологий и др. 
Эл. адрес: 
simonova.elena.v@gmail.com

СКОБЕЛЕВ  
Петр  
Олегович

Ведущий научный сотрудник 
Института проблем управления 
сложными системами РАН, про-
фессор кафедры инженерии зна-
ний Поволжского государствен-
ного университета телекоммуни-
каций и информатики, Самара. 
В 1983 году окончил Куйбышев-
ский авиационный институт 
им. академика С. П. Королева по 
специальности «АСУ и приклад-
ная математика».
В 2003 году защитил диссерта-
цию на соискание ученой степе-
ни доктора технических наук.
Является автором 191 научной 
публикации и трех патентов на 
изобретения.
Область научных интересов — 
мультиагентные технологии для 
создания интеллектуальных си-
стем управления ресурсами в ре-
альном времени и др.
Эл. адрес: 
petr.skobelev@gmail.com

СОХЕН 
Михаил 
Юрьевич

Первый заместитель генерально-
го директора по развитию ЗАО 
«ЭВРИКА», Санкт-Петербург.
В 1997 году окончил Военную 
инженерно-техническую акаде-
мию им. А. Ф. Можайского по 
специальности «Защита инфор-
мационных технологий». 
В 2000 году защитил диссерта-
цию на соискание ученой степе-
ни кандидата технических наук.
Является автором более 25 науч-
ных публикаций.
Область научных интересов — 
системы радиосвязи, мониторин-
га, геоинформационные систе-
мы.
Эл. адрес: sohen@eureca.ru

ТИМОФЕЕВСКАЯ 
Ольга 
Дмитриевна

Доцент кафедры квантовой тео-
рии и физики высоких энергий 
физического факультета Москов-
ского государственного универ-
ситета им. М. В. Ломоносова. 
В 1974 году окончила физиче-
ский факультет МГУ по специ-
альности «Физик». В 1978 году 
защитила диссертацию на соис-
кание ученой степени кандидата 
физико-математических наук. 
Является автором более 90 науч-
ных публикаций, в том числе 
двух книг. 
Область научных интересов — 
компьютерная алгебра, кванто-
вая теория, квантовые вычисле-
ния и квантовая информация. 
Эл. адрес: timofod@mail.ru
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ных проблем информатики 
Санкт-Петербургского институ-
та информатики и автоматиза-
ции РАН.
В 1992 году окончил Санкт-
Петербургский государственный 
университет по специальности 
«Прикладная математика», в 
1997 году — по специальности 
«Социология», в 2003 году — 
Йельский университет, США.
В 2010 году защитил диссерта-
цию на соискание ученой степе-
ни доктора физико-математиче-
ских наук.
Является автором 400 научных 
публикаций.
Область научных интересов — 
представление и обработка дан-
ных и знаний с неопределенно-
стью и др.
Эл. адрес:  
alexander.tulupyev@gmail.com
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ни доктора технических наук.
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распознавание образов, циф-
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ции РАН, студентка Санкт-
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Область научных интересов — 
социоинженерные атаки, поведе-
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информационной безопасности, 
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щиты информационных систем 
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В 2005 году защитил диссерта-
цию на соискание ученой степе-
ни доктора физико-математиче-
ских наук.
Является автором более 200 на-
учных публикаций. 
Область научных интересов — 
нейронаука, теория сложных се-
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Balonin N. A., Ðokovi  D. . Symmetric Hadamard matrices of orders 268, 412, 436 and 604 4 2

Balonin Yu. N., Sergeev A. M. Two-circulant Hadamard matrices, weighing matrices,  
and ryser’s conjecture

3 2

Blaunstein N. S., Ben-Shimol Y. Prediction of operational parameters of radio signals passing  
a land-satellite link through stormtime ionosphere

1 85

Blaunstein N. S., Sergeev M. B., Nenashev V. A. Impact of built-up terrain on operational 
parameters of signals in land-satellite communication links

1 74

Engelberg S., Keren O. Error-correcting codes for ternary content addressable memories:  
a new perspective

1 68

Favorskaya M. N., Buryachenko V. V. Background extraction method for analysis of natural 
images captured by camera traps

6 35

Lyandres V. Model of deep fading 1 123

Maksimenko V. A., Runnova А. Е., Kulanin R. A., Protasov P. A., Zhuravlev M. O., Chholak P., 
Pisarchik А., Hramova А. Е. Algorithm for automatic estimation of human brain activity 
features during mental task evaluation

5 104

Martynova L. A., Bezruk G. G., Myslivyi A. A. Application of differential mode for auv location 4 15

Mikhailov V. V., Perevaryukha A. Yu., Reshetnikov Yu. S. Model of fish population dynamics 
with calculation of individual growth rate and hydrological situation scenarios

4 31

Pastushok I. A. Efficiency evaluation of scheduling algorithms for delay-sensitive traffic  
in OFDM downlink

5 88

Runnova А. Е. Mathematical model of pattern selection for complex multichannel data in EEG 
processing

4 39

Sergeev A. M., Blaunstein N. Sh. Evolution of multiple-access networks —  
cellular and non-cellular — in historical perspective. Part 1

4 86

Sergeev A. M., Blaunstein N. Sh. Evolution of multiple-access networks —  
cellular and non-cellular — in historical perspective. Part 2 

5 94

Sergeev A. M., Blaunstein N. Sh. Evolution of multiple-access networks —  
cellular and non-cellular — in historical perspective. Part 3 

6 82

Sinjuk A. D., Ostroumov O. A. Theorem about key capacity of a communication network 5 79

Trofimov A. N. Random coding bound for channels with memory — decoding function  
with partial overlapping. Part 1. Derivation of main expression 

3 79

Trofimov A. N. Random coding bound for channels with memory — decoding function  
with partial overlapping. Part 2. Examples and discussion 

4 73

Vassiliev N. N., Parasidis I. N., Providas E. Exact solution method for Fredholm integro-
differential equations with multipoint and integral boundary conditions. Part 1. Extention 
method

6 14

Агеев С. А., Саенко И. Б., Котенко И. В. Метод и алгоритмы обнаружения аномалий  
в трафике мультисервисных сетей связи, основанные на нечетком логическом выводе

3 61

Балонин Н. А., Сергеев М. Б. Как гипотезе Адамара помочь стать теоремой. Часть 1 6 2

Бритов Г. С. Оптимальное терминальное диагностирование управляемых динамических 
систем

3 17

Бураков М. В., Коновалов A. C. Нечеткий супервизор ПИД-регулятора 5 13
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Воронин А. В., Мальцев Г. Н., Сохен М. Ю. Наглядность визуализации данных в геоинфор-
мационной системе при использовании свойств золотого сечения

6 46

Галинина О. С., Андреев С. Д., Тюрликов А. М. Учет специфики доступа большого числа 
устройств при межмашинном взаимодействии в современных сотовых сетях 

4 105

Гордеев А. В., Горелик Д. В. Сравнительное тестирование контейнерной и гипервизорной 
виртуализации

2 60

Городецкий А. Е., Курбанов В. Г., Тарасова И. Л. Принятие решений в центральной нервной 
системе робота

1 21

Григорьев А. П., Бурлуцкий С. Г., Чернелевский А. О. Диагностирующая система  
деятельности оператора-навигатора на основе задачного подхода

2 96

Егорова И. С., Ицыксон В. М. Обзор динамических методов восстановления частичных 
спецификаций программных библиотек на основе анализа программных проектов

2 67

Егоров И. В., Мелехин В. Ф. Способ организации автомата с памятью с повышенной устойчи-
востью к мягким отказам и регистрацией мягких отказов

2 18

Еднерал В. Ф., Тимофеевская О. Д. Поиск периодических решений обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений с помощью метода нормальной формы. Случай уравнений  
четвертого порядка

6 24

Ефимов А. А. Моделирование системы управления в скользящем режиме активным преоб-
разователем тока

2 49

Зиатдинов С. И., Осипов Л. А., Соколова Ю. В. Синтез дискретных фильтров методом  
инвариантных дифференциальных уравнений 

3 10

Иночкин Ф. М., Круглов С. К., Бронштейн И. Г. Преодоление дифракционного предела  
при оптических измерениях границ объектов

1 96

Карасёв Е. Ю., Ватаманюк И. В., Савельев А. И., Ронжин А. Л. Архитектурные решения 
интеграции модуля видео-конференц-связи в киберфизическое интеллектуальное  
пространство

1 2

Княжский А. Ю. Синтез и анализ точности системы измерения параметров морского  
волнения, используемой на низколетящем аппарате

2 91

Козин И. С. Метод обеспечения безопасности персональных данных при их обработке  
в информационной системе на основе анализа поведения пользователей

3 69

Коршунов Г. И., Липатников В. А., Шевченко А. А., Малышев Б. Ю. Метод адаптивного 
управления защитой информационно-вычислительных сетей на основе анализа динамики 
действий нарушителя

4 61

Красильников Н. Н., Красильникова О. И. Проблема совместимости систем телевизионного 
вещания 2D и 3D и метод ее решения

1 11

Крюков Д. А., Тескер И. А. Генерация псевдослучайных чисел на основе преобразований 
графических объектов 

2 2

Кузнецов В. А., Людаев М. Ю. Стереофотометрическое трехмерное сканирование  
с использованием импульсного осветителя

3 25

Кучмин А. Ю. Проблемы идентификации нестационарных динамических объектов 2 28

Лада А. Н., Майоров И. В. Мультиагентный метод построения сменно-суточных заданий  
для задачи планирования производственных ресурсов в реальном времени

5 112

Лашков И. Б. Подход к распознаванию стиля вождения водителя транспортного средства  
на основе использования сенсоров смартфона

5 2

Лиманова Н. И., Атаев С. Г. Метод анализа снимков компьютерной томографии  
на основе поэтапной бинаризации изображений и его программная реализация

3 98
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Лямин А. В. Метод формальной верификации программ для виртуальной лаборатории 
«Машина Поста»

2 104

Максименко В. А., Куц А. К., Писарчик А. Н., Храмов А. Е. Математическое моделирование 
процессов обработки визуальной сенсорной информации по многоканальным сигналам ЭЭГ

6 58

Максименко В. А., Харченко А. А., Люттьёханн А. Автоматизированная система  
для предсказания эпилептических приступов по многоканальным записям электрической 
активности мозга

4 115

Мальцев Г. Н., Якимов В. Л., Соловьев С. В., Лебедева Н. В. Первичная обработка  
телеметрической информации с использованием динамических моделей изменения  
параметров и парциальной нелинейной фильтрации 

5 22

Мальцев Г. Н., Якимов В. Л. Достоверность многоэтапного контроля технического состояния 
объектов испытаний 

1 49

Мартынова Л. А. Метод эффективного удержания положения АНПА на маршрутной  
траектории при ведении сейсморазведки

3 34

Мартынова Л. А. Решение задачи подводного наблюдения в условиях применения  
интеллектуальных помех 

1 31

Матвеев Н. В., Тюрликов А. М. Слотовый ALOHA с итерационной процедурой разрешения 
коллизий. Стабильность и нестабильность

3 89

Моторин Д. Е., Попов С. Г. Алгоритм многокритериального поиска траекторий движения 
робота на многослойной карте

3 45

Муромцев Д. Ю., Грибков А. Н., Тюрин И. В., Шамкин В. Н. Проектирование базы знаний 
интеллектуальной информационно-управляющей системы для многомерных  
технологических объектов

4 24

Ненашев В. А., Сергеев А. М., Капранова Е. А. Исследование и анализ автокорреляционных 
функций кодовых последовательностей, сформированных на основе моноциклических 
квазиортогональных матриц

4 9

Пономарев А. В. Модель и метод оценки качества вклада участника системы совместной 
разметки изображений

4 45

Путин Е. О., Шалыто А. А. Нейронная сеть с конкурентным порогом для генерации малых 
органических молекулярных структур

4 52

Руннова А. Е., Максименко В. А., Пчелинцева С. В., Куланин Р. А., Храмов А. Е. Метод 
вейвлет-анализа паттернов двигательной активности на экспериментальных данных много-
канальной электроэнцефалографии человека для управления внешними устройствами 

1 106

Садовников С. А. Программно-алгоритмическая система для численного моделирования 
широкополосного лазерного газоанализа атмосферы

6 66

Скобелев П. О., Лахин О. И., Майоров И. В., Симонова Е. В. Адаптивное мультиагентное  
планирование производственных ресурсов на основе онтологии 

6 105

Скороходов Я. А., Андреев А. М. Моделирование функционирования космического сегмента 
системы автоматической идентификации морских судов

2 36

Суворова А. В., Тулупьев А. Л. Синтез структур байесовской сети доверия для оценки 
характеристик рискованного поведения

1 116

Татарникова Т. М., Вольский А. В. Оценка вероятностно-временных характеристик сетевых 
узлов с дифференциацией трафика

3 54

Татарникова Т. М , Дзюбенко И. Н. Система детектирования опасных веществ по запаху, 
построенная на технологии Интернета вещей

2 84

Татарникова Т. М. Статистические методы исследования сетевого трафика 5 35
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Таубин Ф. А. Решетчатые сигнально-кодовые конструкции для каналов с линейными 
искажениями

5 66

Федорченко А. В., Котенко И. В. Корреляция информации в SIEM-системах на основе графа 
связей типов событий

1 58

Хлобыстова А. О., Абрамов М. В., Тулупьев А. Л., Золотин А. А. Поиск кратчайшей траекто-
рии социоинженерной атаки между парой пользователей в графе с вероятностями переходов

6 74

Хорев В. С., Ишбулатов Ю. М., Лапшева Е. Е., Киселев А. Р., Гриднев В. И., Безручко Б. П., 
Бутенко А. А., Пономаренко В. И., Караваев А. С. Диагностика направленной связи  
контуров регуляции кровообращения по временным рядам математической модели  
сердечно-сосудистой системы человека

1 42

Штанько С. В. Ограничение несанкционированного доступа в радиотехнических системах 
с широковещательной передачей информации

5 57

Шумская О. О., Железны М. Адаптивный алгоритм встраивания информации в сжатые 
JPEG-изображения на основе операции замены

5 44

Щекотов М. С. Метод навигации и коллаборативного полуавтоматического построения карт 
сигналов Wi-Fi внутри помещений 

6 95

Щербань И. В., Кириленко Н. Е., Щербань О. Г. Эффективные критериальные функции 
спектральной энтропии для поиска высокочастотных паттернов в составе зашумленных 
электрограмм 

2 8

Юркин Д. В., Уткина А. А., Первушин А. О. Формализованный анализ протоколов аутенти-
фикации

2 76
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