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ИНФОРМАЦИОННО
УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ №  5, 20212

ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ И ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА

УДК 519.614 
doi:10.31799/1684-8853-2021-5-2-9

Матричные витражи и регулярные матрицы Адамара 
А. А. Вострикова, канд. техн. наук, доцент, orcid.org/0000-0002-8513-3683, vostricov@mail.ru
аСанкт-Петербургский государственный университет аэрокосмического приборостроения, 
Б. Морская ул., 67, Санкт-Петербург, 190000, РФ

Введение: кронекерово произведение матриц Адамара, когда одна матрица порядка n вставляется по месту каж-
дого элемента другой матрицы порядка m, наследуя знак замещаемого элемента, рассматривается как основа полу-
чения этих ортогональных матриц порядка nm. Операция вставки, наследующая не только знаки, но и структурные 
элементы — орнаменты портретов матриц, рассматривается как операция создания витража — более общего резуль-
тата. Витражи на базе типичных квазиортогональных матриц Мерсенна (М), Зейделя (S), Эйлера (Е) и других, помимо 
наследования знака и орнамента (узора), иначе наследуют значение отличных от единицы (по амплитуде) элементов, 
вызывая необходимость пересмотреть и систематизировать накопленный опыт. Цель: описать новые алгоритмы обоб-
щенного произведения матриц, выделяя конструкции, ведущие к регулярным матрицам Адамара высоких порядков. 
Результаты: предложен алгоритм получения матричных витражей вставкой матриц Мерсенна в матрицы Зейделя, по-
зволяющий расширить аддитивные цепочки матриц вида M-E-M-E-… и S-E-M-E-…, получаемые удвоениями порядков 
и добавлением каймы. Операция формирования матричного витража позволяет получать матрицы высоких порядков 
с сохранением такого важного инварианта структуры, как орнамент. Показано, что формирование матричного витража 
наследует логику произведения Скарпи, но не сводится к ней, поскольку ненулевое расстояние между сомножителями 
M и S по порядку упрощает итоговый орнамент регулярной матрицы отсутствием циклических смещений. Чередование 
матриц M и S позволяет продолжить мультипликативные цепочки до известных пробелов в матрицах S. Это по-новому 
освещает теорию регулярных матриц Адамара как результатов произведения матриц Мерсенна и Зейделя. Практиче-
ская значимость: ортогональные последовательности с плавающими уровнями и алгоритмы эффективного нахожде-
ния регулярных матриц Адамара, выделенных рядом полезных свойств, имеют непосредственное практическое значе-
ние для задач помехоустойчивого кодирования, сжатия и маскирования видеоинформации.

Ключевые слова — ортогональные матрицы, регулярные матрицы, матрицы Адамара, матрицы Мерсенна, матри-
цы Зейделя, кронекерово произведение, алгоритм Скарпи, вставки матриц, матричные витражи.

Для цитирования: Востриков А. А. Матричные витражи и регулярные матрицы Адамара. Информационно-управляющие систе-
мы, 2021, № 5, с. 2–9. doi:10.31799/1684-8853-2021-5-2-9
For citation: Vostrikov A. A. Matrix vitrages and regular Hadamard matrices. Informatsionno-upravliaiushchie sistemy [Information 
and Control Systems], 2021, no. 5, pp. 2–9 (In Russian). doi:10.31799/1684-8853-2021-5-2-9

Введение

Квазиортогональные (ортогональные) матри-
цы широко используются в таких практических 
применениях, как обработка сигналов, сжатие, 
маскирование и помехоустойчивое кодирова-
ние изображений [1–4], криптография [5] и т. д. 
Это широко известные матрицы Адамара [6], 
матрицы Мерсенна [7] и др. Для поиска таких 
матриц известно большое количество методов 
и алгоритмов, отличающихся своей эффектив-
ностью при поиске матриц высоких порядков, 
или структурированных матриц, или матриц 
с целочисленными и вещественными элемента-
ми и пр. Наибольший интерес сегодня для за-
дач обработки изображений представляет по-
иск квазиортогональных структурированных 
матриц высоких порядков [8–11], вычисления 
с которыми и их хранение наиболее эффектив-
ны [12].

Сегодня оборудование, осуществляющее об-
работку и передачу визуальной информации ре-
ального времени, оперирует разрешениями в 2, 
4 и 8 тысяч пикселей внутри каждого видеокад-

ра при скорости обновления от 30 до 120 и бо-
лее кадров/с. Матрицы исследуемых порядков 
выступают в роли операторов преобразования 
с различными целями, и увеличение их порядка 
до сотен и тысяч существенно повлияет как на 
скорость обработки, так и на качество восстанав-
ливаемого изображения для потребителя. Кроме 
этого, ввиду малого числа уровней (количества 
различных значений элементов таких матриц) 
в процессе вычислений ресурсоемкая процеду-
ра умножения заменяется значительно более 
быстрой и менее энергозатратной процедурой 
выборки из памяти. Совокупный эффект в ре-
зультате нахождения и применения новых орто-
гональных матриц высоких порядков способен 
оказать существенное влияние на эффективность 
перспективных систем цифровой обработки сиг-
налов и их двумерного представления — цифро-
вых видеоизображений. 

В настоящей работе предлагаются новые ал-
горитмы поиска матриц на основе обобщенного 
произведения матриц с выделением конструк-
ций, ведущих к регулярным матрицам Адамара 
высоких порядков.

Научные статьи
Articles
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ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ И ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА

Необходимые термины и определения 

Определение 1. Квазиортогональная матрица A 
порядка n — это квадратная матрица, удовлет-
воряющая уравнению ATA (n)I, где (n) — не-
которая весовая функция, определяющая тип 
матрицы, а I — единичная матрица.

Можно использовать (с оговоркой) термин 
«взвешенная матрица», но это слово уже занято 
целочисленными ее представителями с элемен-
тами {0, 1, –1} и линейной функцией веса (n) 
n – k, где k — целое число. 

Случай k 0 соответствует матрицам Адамара 
[6] с ее ненулевыми элементами; k 1 соответ-
ствует матрицам Белевича (конференц-матри-
цам) [13]. Случай k  1 относят к взвешенным 
матрицам W(n, n – k), рассматриваемым как 
обобщение матриц Адамара в работах [7, 14]. Для 
иррациональных значений k подходит обозначе-
ние W(n, (n)). 

Иными словами, квазиортогональная матри-
ца — это взвешенная W(n, (n)) матрица с веще-
ственными элементами {a 1, –b} в ней или обра-
зующих ее блоках. Инверсия знака при блоках не 
меняет состав базисных элементов. Третий эле-
мент обычно выделен (как и у матриц Белевича) 
позиционированием на диагонали {d, a 1, –b} 
(d  b  1) или кайме {a 1, –b, s} (b  s  1) матри-
цы. 

Чтобы не путать W(n, n – k) с W(n, (n)), про-
фессор Дж. Себерри предложила называть по-
следние критскими матрицами, подчеркивая не-
целочисленность значений их элементов.

Как известно, кронекерово умножение 
С A⊗B двух матриц А и В с элементами {1, –1} 
реализуется вставкой матрицы B по месту эле-
ментов матрицы A с наследованием знака заме-
щаемого элемента в виде

11 12 1

21 22 2

1 2

...
.

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

 
 
    
  
 

B B B
B B B

A B

B B B



   


Результатом умножения, например, двух 
матриц Адамара порядков n и m будет матри-
ца Адамара порядка nm. Именно произведение 
Кронекера использовалось для увеличения по-
рядка ортогональных матриц первооснователя-
ми направления исследований Сильвестром и 
Адамаром. 

Определение 2. Портрет квазиортогональной 
матрицы — визуальное изображение, на котором 
ее элементы представлены в виде клеток разных 
цветов, соответствующих значениям элементов.

На портрете матрицы совокупность разных по 
цвету клеток создает орнамент [15]. Для рассма-

триваемых в работе матриц возможны не более 
трех цветов клеток, соответствующих наборам 
значений элементов {1, –1}, {1, 0, –1}, {d, 1, –b} или 
{1, –b, s}. 

Первооткрывателя направления Сильвестра 
привлекала именно орнаментальная составляю-
щая портрета матрицы: при обращении матрицы 
орнамент ее сохраняется с точностью до транс-
понирования. Адамар, в свою очередь, расширил 
количество матриц, используемых в произведе-
ниях (вставках), предложенных Сильвестром. 

Определение 3. Витраж — это более общий ре-
зультат кронекерова произведения двух матриц 
с косвенным наследованием числовых и струк-
турных (орнамент матричного портрета) элемен-
тов. 

У. Скарпи [16] предложил свой алгоритм ре-
ализации вставки спустя четыре года после 
опубликования Адамаром статьи [6], в кото-
рой тот сумел найти всего лишь пару новых ма-
триц порядков 12 и 20, дополняющих порядки 
Сильвестра n 2t, где t — целое число.

Матрица Адамара после нормирования вы-
ведением в единицу элементов ее первых строки 
и столбца, называемых каймой, приобретает так 
называемую основу (core) отделением этой кай-
мы. Порядки 2t – 1 представляют собой числа 
Мерсенна, причем полученную матрицу снова 
можно ортогонализовать введением плавающего 
уровня (изменением значения –1 на –b, где |b | < 1). 
Детерминант таких матриц выше, если число по-
ложительных элементов 1 выше числа отрицатель-
ных элементов –b на единицу. Поэтому они инвер-
тированы по знаку к основе (core), где это соотноше-
ние выдерживается с точностью до наоборот. 

Получаемые в процессе этого преобразования 
ортогональные матрицы были названы матрица-
ми Мерсенна [7]. Обнаружение существования 
таких матриц на порядках 11 и 19 позволило 
высказать предположение, что, как и матрицы 
Адамара, матрицы Мерсенна могут быть расши-
рены на все порядки n – 1, где n 4t (гипотеза 
Н. А. Балонина). В этом виде гипотеза представ-
ляет собой альтернативную формулировку гипо-
тезы Адамара о существовании всех выделенных 
им матриц на порядках, кратных 4 [17]. Но, по-
скольку матрицы Мерсенна — это, в том чис-
ле, и матрицы с иррациональными элементами 
(с учетом уровня –b), теория матриц с плавающим 
уровнем или уровнями открывает новые перспек-
тивы для доказательства упомянутых гипотез. 

Произведение самим У. Скарпи было сформу-
лировано громоздко, еще до введения понятия 
нормальной формы матрицы Адамара и ее ос-
новы, поэтому приведем его в нашей редакции. 
Формулировка даже значительно более простая 
по алгоритму вычисления произведения, чем 
предложенная Д. Джоковичем [18]. 



ИНФОРМАЦИОННО
УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ № 5, 20214

ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ И ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА

Опираясь на определение матриц Мерсенна, произведение Скарпи можно переписать как обобщенное 
матричное произведение матриц M, где роль множителя произведения Кронекера играет кайма, которая 
расширяет размер вставляемой основы до размера матрицы Адамара. Такие произведения не характер-
ны для алгоритмов Сильвестра и Адамара, поэтому Скарпи сумел получить ряд новых матриц порядка 
n(n – 1), где (n – 1) — порядки матриц Мерсенна. 

Поскольку итоговый порядок кратен четырем, значение плавающего уровня –b в результирующей ма-
трице снова становится равным –1. В результате получаем [19]
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 где e — вектор единичных элементов каймы; T — матрица циклического смещения всех элементов, каж-
дый блок смещается на величину произведения (i – 1)(j – 1), индексы для смещений нумеруются с нуля. 
Символ сложного произведения не меняем. 

В качестве иллюстрации на рис. 1 приведены портреты матрицы Мерсенна порядка 7 и результата матрич-
ного произведения Скарпи — витража, в котором вставляемая матрица циклически смещается на величину, 
определяемую произведением индексов ее положения. Знак наследуется не прямо, а в виде знака каймы.

Приведенная на рис. 1 матрица Мерсенна порядка 7 вставляется сама в себя, с добавлением кай-
мы (первая точка ее всегда отрицательная). В итоге получаем матрицу порядка матрицы Адамара 
7(7 + 1) 56, которая таковой и является, если считать элементы равными 1 и –1. Из приведенного при-
мера видно, что это произведение напоминает кронекерово и описывает достаточно просто, как вставку 
(витраж), обширный класс матриц, порождаемых матрицами Мерсенна. 

Изобретение Скарпи предлагается расширить на произведения иных квазиортогональных матриц, 
например, порядков (m – 1) и (m + 1). В итоге становятся достижимы квадратичные порядки m2 – 1, ха-
рактерные для основ регулярных матриц Адамара порядка n m2 4u2, где u — целое число. 

Определение 4. Матрицы Адамара являются регулярными, если имеют одинаковые значения сумм 
элементов строк и столбцов. 

Предикторы цепочек критских матриц 

Наиболее интересными критскими матрицами, в аспекте данной статьи, являются матрицы 
Мерсенна M и матрицы Одина, совпадающие орнаментом с матрицами Зейделя S с точностью до зна-

        

  Рис. 1. Портрет матрицы Мерсенна M7 и витраж — портрет матрицы Адамара H56
  Fig. 1. Portrait of the Mersenne matrix M7 and stained glass — portrait of the Hadamard matrix H56
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чений их плавающих уровней. Матрицы М и S 
(далее матрица Одина) являются двумя предик-
торами цепочек критских матриц вида M(или 
S)–E–M–E–... [20]. 

Прежде всего, их можно использовать для 
получения простейших витражей сильвестро-
ва типа, получаемых умножением предикторов 
и членов цепочки на матрицу Адамара второго 
порядка H2, например E H2⊗M, без коррек-
ции элементов. Для произведения H2⊗S витраж 
корректируют, исправляя элементы диагоналей 
матрицы Одина для получения уровня матрицы 
Эйлера E [19]. Здесь M — это матрица Мерсенна 
порядка n 4t – 1 3(mod 4), критская матрица 

с элементами {a 1, –b}, t
b

t t



, k (2t – 1) 

 (1 – b2), (n) ((n + 1) + (n – 1)b2)/2, t > 0 — целое 
число. Рабочее предположение (гипотеза [17]) со-
стоит в том, что эти матрицы существуют для лю-
бого выделенного для них порядка. 

Для порядков значений простых целых чи-
сел это циклические матрицы, для степеней 
целых чисел – блочные. Как видно из цепоч-
ки матриц E и M, большинство из них можно 
найти через бициклические матрицы Эйлера E. 
Будучи предиктором матриц Мерсенна, т. е. 
основой без специфической каймы, матрицы 
Эйлера тоже существуют на всех выделенных 
для них порядках n 4t – 2 2(mod 4). Весовую 
функцию и элементы матрицы Эйлера E 
несложно определить с помощью связи E 
H2⊗M, она сложена из двух циклических 
матриц Мерсенна. Аналогичен путь ее постро-
ения из циклических матриц Одина структуры 
Зейделя, с некоторыми поправками входящий 
в алгоритм [19, 21].

Матрица S порядка n 4t – 3 1(mod 4) — это 
критская матрица с элементами {d, a 1, –b}, 

b 1 – 2d, 
1

1
,d

n



 k 1 – d2 + 2(t – 1)(1 – b2), 

(n) d2 + ((n – 1) + (n – 1)b2)/2, где t > 1 — целое 
число. Эти матрицы существуют для любого вы-
деленного для них порядка, если их порядок — 
сумма двух квадратов. Первые проблемные для 
матриц Одина порядки: 21, 33, 57 и т. п. До пер-
вой сотни существуют, но неизвестны (не найде-
ны) матрицы Одина составных простых порядков 
65 и 85.

Оригинальность бицикла E и его место в це-
почках критских матриц состоит в том, что как 
связной элемент бесконечных цепочек итераций 
M(или S)–E–M–E–... он существует независимо 
от форм, которые принимают первоначальные 
матрицы Мерсенна и Одина. По сути, на старте 
это вполне себе независимая матрица, которую 
мы можем предопределять через предикторы M 
или S (служащих основой) только ради экономии 
сил и времени на ее отыскание. 

Регулярные матрицы Адамара H [S⊗M] 
или H [M⊗S] 

Каждая из описанных нами цепочек в преде-
ле стремится к матрице Адамара, но на беско-
нечно большом порядке, так как пара {a 1, –b} 
стремится к {a 1, –1}. Иными словами, функция 
уровней b(n) элементов матриц Мерсенна — моно-
тонная, стремящаяся к единице. Особенность 
критских цепочек состоит в том, что формула 
Скарпи более универсальная и позволяет ум-
ножать не только матрицы Мерсенна (сами на 
себя), но и пары близко расположенных матриц 
H [S⊗M] или H [M⊗S]. Используемые здесь 
квадратные скобки обозначают добавляемую 
к произведению (основе) кайму из единиц. 

Формула не требует смещения, характерного 
для произведения Скарпи, диагональные эле-
менты сомножителей замещены некоторыми 
компенсаторами, в остальном это обычное кро-
некерово произведение. Тем самым бесполезные, 
на первый взгляд, уровневые матрицы Одина 
выделены тем, что в сочетании с матрицами 
Мерсенна дают регулярные матрицы Адамара. 
Напомним, что в форме Буша (помимо триви-
альных случаев, связанных с цепочкою матриц 
Сильвестра) за всю историю поисков найдено 
всего три регулярные матрицы Адамара первых 
порядков 36, 100 и 324. Матрица порядка 196 не 
найдена. 

Витраж как основа построения регулярных 
матриц Адамара

Структура витража, опирающаяся на кроне-
керово произведение матриц, относится к про-
стым структурам. Она порождает квазиортого-
нальную матрицу с абсолютными значениями 
элементов, равными произведениям сомножи-
телей. Эта версия произведения нам менее инте-
ресна, хотя она и имеет право на существование 
как источник ортогональных матриц. Основой 
регулярных матриц Адамара являются норма-
лизованные произведения H [S(1)⊗M(1)] или 
H [M(1)⊗S(1)] двух смежных (отличающихся 
на 2) простых порядков. 

Сложный витраж отличается от результата 
кронекерова произведения общей для всей ма-
трицы каймой и матрицей компенсатором, раз-
мещенным вдоль оси симметрии (диагонали). 

В качестве блоков на оси симметрии (диа-
гональных блоков) используется матрица из 
единиц J, если первый сомножитель больше по 
порядку второго. В противном случае — матри-
ца J – 2I, где I — единичная матрица (знак цен-
тральных элементов квадрата компенсируется), 
причем диагональ вставляемой матрицы варьи-
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руется в зависимости от знака замещаемого бло-
ком элемента. 

В остальном это произведение не отличается 
от кронекерова, чем и привлекательно. Вставки 
поднимают абсолютные значения элементов про-
изведения квазиортогональных матриц до еди-
ницы. Это компенсационный принцип как у ал-
горитма Скарпи с его окаймлением блоков. Если 
порядки матриц Mерсенна составные, то исполь-
зуется сомножитель M(2) порядка (2m + 1), по-
строенный из матриц простых порядков m. 

В любом таком случае мы можем указать по-
ложение компенсатора на диагонали: у матриц 
Белевича это нули; у произведения роль нуля 
играют матричные блоки без орнамента, прихо-
дящиеся на ось симметрии или антисимметрии. 
Компенсатор помогает дополнять не равные по 
числу положительных и отрицательных элемен-
тов в строках (столбцах) матрицы сосредоточени-
ями однородных элементов, обеспечивающих не-
обходимый нулевой баланс.

Для освоения этой техники приведем приме-
ры. Отметим, что циклическая форма матриц 
Мерсенна существует и для порядков, равных 
произведениям близких пар целых чисел, от-
личающихся на 2. Например, для порядков  
3  5 15, 5  7 35, 7  9 63 и т. п., но они не 
отличаются явно выраженной осью симметрии. 
Такие ущербные матрицы наделены общей для 
всех матриц Мерсенна способностью порождать 
матрицу Адамара добавлением к этой основе кай-
мы из отрицательных элементов — вид обобщен-
ного умножения на матрицу Адамара первого по-
рядка.

Регулярные матрицы Адамара 

Регулярные матрицы Адамара существуют на 
порядках 4u2 (m + 1)(m – 1) + 1, где u — целое 
число, т. е. 4, 16, 36, 100, 144, 196, 324, 196, 324, 
676, 900, 1444, 1764, 2116, 2500, 2916 и т. п. Для 
вычисления промежуточных матриц порядков 
21  23 + 1 484 и 33  35 + 1 1156 нет соответ-
ствующих матриц Одина. 

Рассмотрим первые три циклические матрицы 
для получения витражей. Это матрицы Мерсенна 
M3, Одина S5 и Мерсенна M7. Будем далее обо-
значать M (Mn), S (Sn) округленные до целых 
значений элементов матрицы с нулями на диа-
гонали. В таком случае эти матрицы перестанут 
быть ортогональными, и их портреты совпадут 
с матрицами Q квадратичных вычетов с выде-
ленными диагональными (осевыми) элементами, 
представленными на рис. 2.

Для четных порядков 4 (тривиальный), 16, 36, 
100, 144, (не 196 13  15 + 1), 324, (не 676), 900, 
(не 1444), 1764, (не 2116), 2500, (не 2916) возмож-
ны простые сомножители. 

Алгоритм поиска. Для произведения H 
[M⊗S] вычисляем A S – I, B –S – I, а для 
H [S⊗M], наоборот: A M – I, B –M – I. Эти 
матрицы замещают положительный и отрица-
тельный элементы первого сомножителя, диаго-
нальные элементы на оси симметрии замещают-
ся J – 2I. Итоговую матрицу наращиваем каймой. 

Тривиальный случай — это порядок 1  3 +  
+ 1 4, когда регулярная матрица Адамара по-
лучается расширением округленной матрицы 
Мерсенна M3 с помощью каймы из положитель-
ных элементов, кроме первого отрицательного 
элемента. На случай порядка 3  5 + 1 16 матри-
ца M3 образует витраж с матрицей S5, ведущий 
к матрице H16 (рис. 3). 

Для порядка 5  7 + 1 36 матрица S5 образует 
витраж с матрицей M7, ведущий к матрице H36. 
Произведем выравнивание сумм элементов строк 
и столбцов матриц Адамара инверсией второй по-
ловины блоков ее ядра. Регулярные матрицы H16 
и H36 (рис. 4) сходны. Для синтеза матриц поряд-
ков 7  9 + 1 64 и 9  11 + 1 100 используем 
блочную матрицу S9 M3⊗M3, соответствую-
щую кратной степени. 

Первый по-настоящему не рабочий для такого 
алгоритма порядок это уже известный порядок 
196 (13  15 + 1). Заметим, что построение матри-
цы S13 проблем не вызывает. В разложении не-
простого числа 15 2  7 + 1 фигурирует простой 
порядок уже знакомой матрицы M(1) M7, с по-
мощью которой можно составить кососимметри-

          

  Рис. 2. Портреты трех циклических матриц квадратичных вычетов порядков 3, 5, 7
  Fig. 2. Portraits of three cyclic matrices of quadratic residues of orders 3, 5, 7
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ческую матрицу M(2) M15 с симметрией второго 
порядка (рис. 5). Тем самым путь к построению 
регулярных матриц Адамара порядка 196 открыт.

Заключение

Скарпи трактовал свое произведение как чере-
ду операций с матрицей Адамара. Предложенный 
в работе алгоритм построения регулярных ма-
триц Адамара через витражи является новым, 
поскольку в качестве сомножителей произведе-
ния не используются матрицы Адамара — впер-
вые для этого вводятся критские матрицы с пла-
вающими уровнями и манипуляции с ними, 
в том числе повышение уровня по мере роста по-
рядка матрицы.

Кроме матриц Адамара, результатом обобщен-
ного кронекерова произведения являются и ма-
трицы Мерсенна более высоких порядков. В обоб-
щенном кронекеровом произведении вполне мож-
но обойтись без процедуры общего окаймления, 
трактуя его именно как путь получения матриц 
Мерсенна.

Кроме аддитивных цепочек матриц вида 
M–E–M–E–… и S–E–M–E–…, получаемых удво-
ениями порядков и добавлением каймы, возни-
кают мультипликативные цепочки генерации 
критских матриц. 

Изложенный материал является основой для 
получения регулярной матрицы порядка 196 и 
далее матрицы порядка 676. Поскольку порядок 
матрицы S25 является квадратом простого числа, 
то для нее легко строится матрица квадратичных 
вычетов и регулярная матрица порядка 1444. 
Построение матрицы порядка 2116 зависит от 
блочной матрицы S45, являющейся ядром особой 
конференц-матрицы С46. И, наконец, матрицу 
S25 можно использовать при построении матри-
цы порядка 2916.

В практическом смысле результаты прове-
денных исследований существенно расширяют 
возможности применения цифровых систем об-
работки как одномерных сигналов, так и изо-
бражений высокого разрешения в целях их 
сжатия и защиты от несанкционированного до-
ступа.
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Matrix vitrages and regular Hadamard matrices
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Introduction: The Kronecker product of Hadamard matrices when a matrix of order n replaces each element in another matrix of 
order m, inheriting the sign of the replaced element, is a basis for obtaining orthogonal matrices of order nm. The matrix insertion 
operation when not only signs but also structural elements (ornamental patterns of matrix portraits) are inherited provides a more 
general result called a “vitrage”. Vitrages based on typical quasi-orthogonal Mersenne (M), Seidel (S) or Euler (E) matrices, in addition 
to inheriting the sign and pattern, inherit the value of elements other than unity (in amplitude) in a different way, causing the need 
to revise and systematize the accumulated experience. Purpose: To describe new algorithms for generalized product of matrices, 
highlighting the constructions that produce regular high-order Hadamard matrices. Results: We have proposed an algorithm for 
obtaining matrix vitrages by inserting Mersenne matrices into Seidel matrices, which makes it possible to expand the additive chains of 
matrices of the form M–E–M–E–… and S–E–M–E–…, obtained by doubling the orders and adding an edge. The operation of forming a 
matrix vitrage allows you to obtain matrices of high orders, keeping the ornamental pattern as an important invariant of the structure. 
We have shown that the formation of a matrix vitrage inherits the logic of the Scarpi product, but is cannot be reduced to it, since a 
nonzero distance in order between the multiplicands M and S simplifies the final regular matrix ornamental pattern due to the absence 
of cyclic displacements. The alternation of M and S matrices allows you to extend the multiplicative chains up to the known gaps in the 
S matrices. This sheds a new light on the theory of a regular Hadamard matrix as a product of Mersenne and Seidel matrices. Practical 
relevance: Orthogonal sequences with floating levels and efficient algorithms for finding regular Hadamard matrices with certain 
useful properties are of direct practical importance for the problems of noise-proof coding, compression and masking of video data.

Keywords — orthogonal matrices, regular matrices, Hadamard matrices, Mersenne matrices, Seidel matrices, Kronecker product, 
Scarpi algorithm, matrix inserts, matrix vitrages.
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Introduction: Many methods have been proposed to handle the image restoration problem with Poisson noise. A popular 
approach to Poissonian image reconstruction is the one based on total variation. This method can provide significantly sharp 
edges and visually fine images, but it results in piecewise-constant regions in the resulting images. Purpose: Developing an 
adaptive total variation-based model for the reconstruction of images contaminated by Poisson noise, and an algorithm for 
solving the optimization problem. Results: We proposed an effective way to restore images degraded by Poisson noise. Using 
the Bayesian framework, we proposed an adaptive model based on a combination of first-order total variation and fractional 
order total variation. The first-order total variation model is efficient for suppressing the noise and preserving the keen edges 
simultaneously. However, the first-order total variation method usually causes artifact problems in the obtained results. To avoid 
this drawback, we can use high-order total variation models, one of which is the fractional-order total variation-based model for 
image restoration. In the fractional-order total variation model, the derivatives have an order greater than or equal to one. It leads 
to the convenience of computation with a compact discrete form. However, methods based on the fractional-order total variation 
may cause image blurring. Thus, the proposed model incorporates the advantages of two total variation regularization models, 
having a significant effect on the edge-preserving image restoration. In order to solve the considered optimization problem, the 
Split Bregman method is used. Experimental results are provided, demonstrating the effectiveness of the proposed method. Prac-
tical relevance: The proposed method allows you to restore Poissonian images preserving their edges. The presented numerical 
simulation demonstrates the competitive performance of the model proposed for image reconstruction. Discussion: From the 
experimental results, we can see that the proposed algorithm is effective in suppressing noise and preserving the image edges. 
However, the weighted parameters in the proposed model were not automatically selected at each iteration of the proposed algo-
rithm. This requires additional research.

Keywords — total variation, image restoration, Poisson noise, minimization method.
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 Introduction

 Poisson noise is known as photon noise or shot 
noise [1]. Poisson noise removal is an important 
task in various applications such as electronic mi-
croscopy [2, 3], tomography [4, 5], X-ray [6, 7], etc. 
In electronic microscopy imaging, the number of 
electrons collected to create an image pixel follows 
the Poisson distribution [8]. It means that parts of 
an image with higher intensity have a higher noise 
level than parts with low intensity. A low signal-to-
noise ratio leads to a high level of noise, which af-
fects detected edges and accuracy in measurement 
[9, 10]. With the electron tomography technique, 
data acquisition is the detection of scattered elec-
tron particles. The emission and subsequent detec-
tion of electrons follow a Poisson process [11]. These 
processes degrade data quality due to Poisson noise 
[12, 13]. Meanwhile, X-ray is a popular medical im-
aging technique. X-rays are produced using pho-
tons, which have very small wavelengths and high 

penetration ability [14]. X-ray images are produced 
using a digital receptor. The photon scattering fol-
lows Poisson noise distribution which leads to deg-
radation of the X-ray image quality and to the diffi-
culty of diagnosis [15].

For many years, many variational methods have 
been proposed to handle the restoration problem 
with Poisson noise [16–23]. One of variational mod-
els for Poissonian image reconstruction is the one 
based on the total variation (TV) norm as regulari-
zation term [24]: 

 
( 1, ),logmin TV

z
z Kz f Kz


      (1)

where  is a positive regularization parameter; 
z must be positive in ; K is a blurring operator, 
the operator ||z||TV stands for the TV of u. Authors 
in [25] replaced the TV regularization term in (1) 

by 2
22TVz z


      and proposed bounded varia-
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tion-based Poissonian images restoration model as 
follows (TV-model): 

* 2
2= 1, 

2
log .argmin TV

z
z z z Kz f Kz



     
 
     (2)

The model (2) performs very well for preserv-
ing edges while removing noise. However, it of-
ten causes undesired artifact effects in smooth 
regions. To overcome these effects, some high-or-
der models have been introduced for restoring 
blurred images corrupted by Poisson noise. The 
authors in [26] replaced the term ||z||TV in (2) with 
higher-order ||z||HTV and proposed following mod-
el (HTV-model):

* 2
2= 1, 

2
log .argmin HTV

z
z z z z f z



     
 
     (3)

Recently, fractional-order derivatives are 
widely applied in image processing [27–31]. The 
works have reflected the good performance of 
the fractional-order derivative in image denois-
ing with edge-preserving. Following [29], the 
fractional-order TV model for Poissonian image 
denoising and deblurring is as follows (FTV-
model):

 

* = ( 1, ),logargmin TV
u

z z Kz f Kz

       (4)

where  is positive parameter; TVz


   stands for 

fractional-order TV defined in Eq. (10).
Motivated by the above studies, we introduce 

an adaptive TV based optimization problem as fol-
lows: 

 

*

( )
= ( ),argmin

z S
z E z

 
  (5)

*
1 2

2
2

= (

1, ),
2

argmin

log

TV TV
z

z z z

z Kz f Kz


   


    

   

 

where μ1, μ2 and  are positive paramters, μ1, 
μ2 (0, 1).

Motivated by the previous works, we propose 
a Poisson noise removal model that can sub-
stantially reduce artifact effects while preserv-
ing edges in the restored images. The proposed 
model is designed by combining advantages of 
the first order TV and fractional order TV. We 
extend the split Bregman method for solving 
the optimization problem. Furthermore, we pro-
vide experimental results to demonstrate the 
efficiency of our algorithm for the considered 
problem, in comparison with state-of-the-art me-
thods.

Preliminaries 

We recal l the principle behind Eq. (5). We aim at 
reconstructing the original image u with the known 
noisy image f. Our strategy is to find the image u 
which maximizes the conditional probability P(u|f). 
Bayes’s rule gives 

 

( | ) ( )
( | ) =

( )
.

P f z P z
P z f

P f
  (6)

The probability density function of the observed 
image f corrupted by Poisson noise is: 

 
( | ) =

!
exp

.
fz z

P f z
f



Suppose that f has size MN, and let {1, …, 
M}{1, …, N} denote the domain of f. For i , we 
write fi the pixel of f at position i (and similarly ui 
the pixel of u at position i) [32]. Then: 

( )( )
( | ) =

!
.

f zi i
i

I ii

z e
P f z

f






Maximizing P(z|f) is equivalent to minimiz-
ing –log(P(z|f)), so let us compute the quantity 
–log(P(f|z)): 

 

( ) ( !)log logi i i i
i I
z f z f


  .  (7)

Since f is constant, we can ignore the term 
log(fi!). Now we assume that P(z) follows a choice of 
the prior: 

 

1
( ) = ( ( )exp ,P z z    

  (8)

where  is a normalization factor being positive and 
constant.

In this work, we assumpt that 

2
1 2 2( ) =

2
.TV TVz z z z




        

 

The assumption on P(u) means that each pix-
el depends (weakly) on the neighbouring pixels 
only, so we do not lose much by assuming indepen-
dence.

We now have all the ingredients to maximize 
P(z|f). By Eq. (6), this amounts to minimize the ex-
pression –log(P(f|z)) – log(P(z)), so we can plug in 
Equations (7) and (8) to get: 

* 1
= ( ) ( ( ))logargmin i i i i

z i I
z z z f z
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and we can view this expression as a discrete ap-
proximation of the functional E() defined as 

2
1 2 2( ) 1, ,

2
logTV TVE z z z z z f z



          
 

     

where  is positive and constant parameter.
In case of the blur effect, we can generalize the 

model (5) for restoring a blurred image corrupted 
by Poisson noise as follows:

 1 2

2
2

( )

1, ,
2

log

TV TVE z z z

z Kz f Kz


    

      


   

 

where  is positive and constant parameter.
The discrete gradients of an image u for the pix-

el location (i, j) in z (i1..M; j1..N) are defined 
like [33–35]: 

 
2 2

1 2= ( ) ( ) ,TVz z z      (9)

1 , 1, , 2 , , 1 ,  ,i j i j i j i j i j i jz z z z z z       ,

11 , 1, , 1,

22 , , 1 , , 1

= 2 ,  

= 2 ,
i j i j i j i j

i j i j i j i j

z z z z

z z z z
 

 

  

  

12 , 21 , , , 1 1, 1, 1= = ,i j i j i j i j i j i jz z z z z z       

2 2 2 2
11 12 21 22= ( ) ( ) ( ) ( ) .HTVz z z z z       

Due to the convenience in numerical implemen-
tation, from Greunwald — Letnikov (GL) fraction-
al-order derivative, the discrete fractional-order 
TV TVz


   of z  is defined as follows [27, 31]: 

 
2 2

1 2= ( ) ( )TVz z z 


    ,  (10)

where the discrete gradients 1 z
  and 2z

  are de-
fined as follows: 

1 1

1 , , 2 , ,
=0 =0

( ) =   ( ) =, .
L L

i j k i k j i j k i j k
k k

z C z z C z
 

   
   

Parameter L is the number of neighboring pix-
els that are used to compute the fractional-order 
derivative at each pixel; the coefficients { }kC

  are 
defined as follows [27]: 

( 1)
= ,  =1.. 1.

( 1) ( 1 )kC k L
k k

   


     

Computational method

In this section, we derive the numerical method 
for the problem (5) in detail. There are many meth-

ods which can be employed to obtain the solution of 
the optimization problem. In this article, we decide 
to employ the split Bregman method for solving the 
optimization problem.

The split Bregman method performs break the 
minimization problem down into easy subproblems 
[36–38]. Subproblems can be directly solved with 
tools like fast Fourier transform (FFТ), shrinkage 
operator that makes the optimization algorithm 
rather fast. We have a scalar  and two convex func-
tionals () and G(); and that we need to solve the 
following constrained optimization problem:

 
 

,
( ) , s.t. = ( ).argmin

z w
w G z w z     (11)

We convert (11) into an unconstrained problem: 

 

2
2

,
( ) ( )

2
,argmin

z w
w G z d z b

     
 
   

 

 (12)

where w — splitting variable;  is positive constant 
parameters; b — variable of the Bregman itera-
tions. 

The solution to problem (12) can be approximat-
ed by the Split Bregman method:

( 1) ( ) ( ) 2
2= ( ) ( )

2
;argmink k k

z
z G z w z b     





 

( 1) ( 1) ( ) 2
1 2= ( )

2
,argmink k k

w
w w w z b     

 
   

( 1) ( ) ( 1) ( 1)= ( ) .k k k kb b z w   

We return to the problem (5). By introducing 
three auxiliary variables u, p and q, Eq. (5) is equiv-
alent to the constrained optimization problem: 

2
1 2 2

, ,
1, , 

2

s.t. = , = , =

,
logmin

,

p q z u
p q z u f u

p z q z u Kz

         
 

 

     

 (13)

where z and z are defined in (9) and (10) respec-
tively.

We convert the problem (5) to the unconstrained 
one as follows: 

 

2
1 2 2

21
2

, ,
2 22 3
2 2

2

1, 
2

2 2

,
log ,min

p q z u

p q z

u f u p z

q z u Kz

      
 

        
       
 

     

 

   

  (14)

where μ1, μ2,  and  are positive parameters; 1, 2 
are Lagrangian multipliers.
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The extended split Bregman iterative method 
employed for solving the problem (5) can be de-
scribed as follows: 

2 ( ) ( ) 21
2 2

( 1) ( ) ( ) 22
2

( ) ( ) 23
2

( 1)
( 1) ( ) 23

2

( 1) ( 1)1
1

2 2

=
2

2
1, 

=

2

=
2

argmin

log
argmin

argmin

k k
p

k k k
q

z
k k

z

k
k k

u z

k k

p

z p z b

z q z b

u Kz b

u f u
u

u Kz b

p p p z

 




 

     
 

     
     
 

    
     
 


   

   

 

 

 

   ( ) 2
2

( 1) ( 1) ( ) 22
2 2=

2
argmin

k
p

k k k
q

q

b

q q q z b  














  
  

 
       

 



   

with update for ( 1) ( 1) ( 1)  , , :k k k
p q zb b b  

( 1) ( ) ( 1) ( 1)

( 1) ( ) ( 1) ( 1)

( 1) ( ) ( 1) ( 1)

=

=

=

.

k k k k
p p

k k k k
q q

k k k k
z z

b b z p

b b z q

b b Kz u

  

   

  

  

  


 

Hence, we have three subproblems to solve: z, p 
and q.

Subproblem z. For the z subproblem, optimality 
condition reads: 

T ( ) ( )
1

T ( ) ( )
2

( ) ( )

( ) ( ) = 0.

k k
p

k k
q

z z b p

z b q 

      

     

Therefore, we have

 

T T
1 2

T ( ) ( ) T ( ) ( )
1 2

( ( ) ( ) )

( ) ( ) ( ) ( ).k k k k
p q

z

p b q b

 



      

         (15)

The Eq. (15) can be solved efficiently with one 
Fourier transform operation and one inverse FFT 
operation as follows: 

T ( ) ( )
1

T ( ) ( )
2( 1) 1

T T
1 2

( ( ) ( )

( ) ( ))
=

(( ) ) (( ) )
,

k k
p

k k
qk

F p b

q b
z F

F F


 

 

    
 
    
 
        
 
 
 

 (16)

where F and F-1 are the forward and inverse Fourier 
transform operators.

Subproblem u. For the u subproblem, optimality 
condition reads: 

( 1) ( )
3( ) = 0.k k

z
u f

u Kz b
u


   

At the (k + 1)-th iteration, we compute u by dis-
cretization scheme:

( 1)
( 1) ( 1) ( )

3( ) ( ) = 0.
k

k k k
zk

u f
u Kz b

u


 

   

Therefore, we have 

 

( ) ( 1) ( )
( 1) 3

( )
3

( )
= .

k k k
k z

k
f u Kz b

u
u


    


  (17)

Subproblems p and q. The solution of the p sub-
problem can readily be obtained by applying the 
soft thresholding operator:

1 1 1

2
1

1 1
1

1

 

 0

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

,

max | | , .
| |

k k k
p

k k
p k k

pk k
p

p shrink z b

z b
z b

z b

 






 
     

   
        

 (18)

The solution of the q subproblem can also be ob-
tained by applying the soft thresholding operator: 

1 1 2

2
1

1 2
1

2

 

 0

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

,

max | | , .
| |

k k k
p

k k
p k k

pk k
p

q shrink u b

u b
u b

u b

  

 
 

 

 
     

   
          

(19)

The complete method is summarized in Algo-
rithm 1. 

Algorithm 1: Adaptive split Bregman method 
for solving the problem (5)

1. Initialize: z(0) f; p(0) q(0) 0; 0 0( ) ( )
p qb b   

0( );zb  k 1

2. while 
1

2

2

( ) ( )

max( )( ) ( )
k k

k
u u

k N
u


  

  
 

 do

3. Calculate z(k+1) using (16)
4. Calculate u(k+1) using (17)
5. Calculate p(k+1) using (18)
6. Calculate q(k+1) using (19)

7. ( 1) ( ) ( 1) ( 1)=k k k k
p pb b z p   

8. ( 1) ( ) ( 1) ( 1)=k k k k
q pb b z q    
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9. ( 1) ( ) ( 1) ( 1)=k k k k
z zb b Kz u   

10. k k + 1
11. endwhile
12. return z

Experimental results

In this section, we present some numerical re-
sults to illustrate the performance of the proposed 
model for Poisson noise removal. In order to prove 
the efficiency of the proposed model, we compare 
our reconstruction results with those of the men-
tioned models: TV-model, HTV-model and FTV-
model. The compared models are implemented by 
the split Bregman method. We performed all exper-
iments under MATLAB and Windows 10 on a PC 
with an Intel Core (TM) i5 CPU at 2.4 GHz and 8 
GB of RAM. Empirically, all images are processed 
with the equivalent parameters 1.5, μ10.6, 
μ20.4, 10.01, 20.01, 3 0.01, 0.0001. 
We set the stopping condition for Algorithm 1: 
0.00004 and N500. The observed images in 
our experiments are simulated as follows. Poisson 
noise is data dependent, the noise level of the ob-
served images depends on the pixel intensity val-
ue. To test different noise levels, the noisy image is 

simulated by adding Poisson with some fixed value 
Peak. The test images are shown in Fig. 1. 

The peak signal-to-noise ratio (PSNR) used in 
comparison are defined as follows: 

2

10 2*
2

255
=10 ,log

MN
PSNR

u u

 
 
 
  
 

where M and N are the number of image pixels in rows 
and columns; u, u* are the original image, the recon-
structed or noisy image accordingly. We also use oth-
er popular measure called structural similarity index 
measure (SSIM) which allows us to get more consist-
ent with human visual characteristics [39]: 

* *

* *

1 2,*
2 2 2 2

1 2

(2 )(2 )
( , ) = ,

( )( )

u u u u

u uu u

c c
SSIM u u

c c

    

      

where u, u* are the means of u, u* respectively; u,
u* — their standard deviations; u,u* — the covar-
iance of two images u and u*; c1, c2 are positive con-
stants.

We first deal with Image denoising. In this case, 
K is an identity matrix. In Figs. 2 and 3, we aim 

 Fig. 1. Test images: a — Lena; b — Man; c — Aerial; d — MRI

 Fig. 2. Image “Lena”. Recovered images of different 
methods for image denoising with Peak = 255: a — orig-
inal image; b — noisy image; c — TV; d — HTV; e — FTV; 
f — ours

 Fig. 3. Image “Lena”. Recovered images of different 
methods for image denoising with Peak = 100: a — orig-
inal image; b — noisy image; c — TV; d — HTV; e — FTV; 
f — ours

a) b) c) d)

a) b) c)

d) e) f)

a) b) c)

d) e) f)
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to restore the image “Lena” corrupted by Poisson 
noise with Peak255 and Peak100, respective-
ly. In these figures, we also present the zoom-in on 
small details of the recovered images. 

We see that TV-model is efficient for removing 
noise and simultaneously preserving the edges. 
However, the numerous artifact exists in result im-
age recovered by TV-model. Meanwhile, the HTV-
model and FTV-model can lead to edge blurring 
when image denoising. The images recovered by our 
model are more smooth and distinct than those of 
another three approaches.

In Figs. 4, 6 and 8, we show the results of com-
pared methods for noise levels Peak100. In 
Figs. 4, b, 6, b, and 8, b, we represent the noisy imag-
es. In the others, Figs. 4, c–f, 6, c–f, 8, c–f, we show 
respectively the reconstructions given by TV, HTV, 
FTV and our proposed approach. In Figs. 5, 7 and 9, 
we show the zoomed details of the original images, 
observed images and the zoomed details of the re-

stored images respectively in Figs. 4, 6 and 8. From 
the details in Figs. 5, 7 and 9, we can see that the our 
model can get better visual improvement than the 
others. In Tables 1 and 2, we show the comparison 
results in terms of SSIM and PSNR (the best result 
is highlighted in bold). We can clearly see that our 
method outperforms the other relative methods for 
restoring images damaged by Poisson noise.

In the case of image deblurring and denoising, 
we consider blurred images degraded by Poisson 
noise. For simulation, we use the Gaussian blur with 
a window size 55 and standard deviation of 1. 
After the blurring operation, we degrade the im-
ages by Poission noise with Peak100. In Fig. 10, 
we perform simultaneously image deblurring and 
denoising on image “Lena”. Fig. 10, b denotes cor-
rupted image. In Fig. 10, c–f, we show respectively 
the reconstructions given by TV, HTV, FTV and our 
approach.

 Fig. 4. Image “Aerial”. Recovered images of different 
methods for image denoising with Peak = 100: a — orig-
inal image; b — noisy image; c — TV; d — HTV; e — FTV; 
f — ours

 Fig. 5. Image “Aerial”. The zoomed-in details of the 
recovered images in Fig. 4: a — original image; b — noisy 
image; c — TV; d — HTV; e — FTV; f — ours 

 Fig. 6. Image “Man”. Recovered images of different 
methods for image denoising with Peak = 100: a — orig-
inal image; b — noisy image; c — TV; d — HTV; e — FTV; 
f — ours

 Fig. 7. Image “Man”. The zoomed-in details of the re-
covered images in Fig. 6: a — original image; b — noisy 
image; c — TV; d — HTV; e — FTV; f — ours 

a)

a)

a)

a)

b)

b)

b)

b)

c)
c)

c)

c)

d)
d)

d)d)

e)
e)

e)e)

f)
f)

f)f)
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 Fig. 8. Image “MRI”. Recovered images of different meth-
ods for image denoising with Peak = 100: a — original image; 
b — noisy image; c — TV; d — HTV; e — FTV; f — ours

 Fig. 9. Image “MRI”. The zoomed-in details of the re-
covered images in Fig. (8): a — original image; b — noisy 
image; c — TV; d — HTV; e — FTV; f — ours 

 Fig. 11. Image “Lena”. The zoomed-in details of the 
recovered images in Fig. 10: a — original image; b — 
noisy image; c — TV; d — HTV; e — FTV; f — ours 

 Fig. 10. Image “Lena”. Recovered results for the test 
images: a — original image; b — noisy image; c — TV; 
d — HTV; e — FTV; f — ours

 Table 1. PSNR values for recovered images given by 
the compared methods with various noisy levels

Noise 
level
Peak

PSNR

Noisy TV HTV FTV Ours

Lena

255 26.9200 31.1786 30.9261 31.0504 31.8640

100 22.8909 29.1995 28.8624 29.2134 29.4694

Man

255 27.6436 29.6582 29.5528 29.8153 30.1140

100 23.5718 26.5633 26.2971 26.7400 26.8960

Aerial

255 26.7701 28.4530 28.2417 28.4966 29.006

100 22.6521 25.8654 25.7517 25.6930 26.2966

MRI

255 30.1130 30.7451 30.7111 30.8487 30.9878

100 26.9175 28.9371 28.9151 28.9780 29.2772

 Table 2. SSIM values for recovered images given by 
the compared methods with various noisy levels

Noise 
level
Peak

SSIM

Noisy TV HTV FTV Ours

Lena

255 0.6721 0.8794 0.8812 0.8780 0.8891

100 0.5234 0.8368 0.8423 0.8411 0.8505

Man

255 0.8028 0.8770 0.8731 0.8713 0.8835

100 0.6578 0.7830 0.7784 0.7862 0.7986

Aerial

255 0.8277 0.8649 0.8585 0.8645 0.8805

100 0.7154 0.7787 0.7639 0.7647 0.7882

MRI

255 0.9025 0.9401 0.9427 0.9344 0.9484

100 0.8416 0.9107 0.9114 0.9095 0.9272

a)a) b)b) c)c)

d)d) e)e) f)f)

a)a) b)b) c)c)

d)d) e)e) f)f)
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Meanwhile, Fig. 11 shows enlarged images re-
covered by four methods in Fig. 10. In Tables 3 and 
4, we report the quantitative measures of PSNR 
and SSIM values for different images and compared 
methods. The Figures and Tables demonstrate 
again the effectiveness of our proposed method for 
image reconstruction under Poisson noise even in 
presence of blur. 

Conclusions

In this paper, we have researched the hybrid 
regularizers model, combining the fractional-order 
and first-order TV for denoising images corrupt-
ed by Poisson noise. Computationally, an extended 
split Bregman method is employed for solving the 
proposed optimization problem. Finally, compared 
with the existing state-of-the-art models, the ex-

periments demonstrate the efficiency of the pro-
posed method.
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  Table 3. PSNR values for recovering blurred images 
with noisy level Peak100

Image
PSNR

Noisy TV HTV FTV Ours

Lena 20.6275 22.7049 22.5994 22.8684 23.3133

Man 19.4880 20.5501 20.0390 20.4229 20.6916

Aerial 18.3362 18.7176 18.9762 18.8378 19.4537

MRI 24.3167 24.9252 24.231 24.6373 25.0166

  Table 4. SSIM values for recovering blurred images 
with noisy level Peak100

Image
SSIM

Noisy TV HTV FTV Ours

Lena 0.4354 0.7503 0.7190 0.7647 0.7739

Man 0.4748 0.5702 0.5432 0.5853 0.5994

Aerial 0.5220 0.6047 0.5430 0.6074 0.6214

MRI 0.7956 0.8642 0.8527 0.8690 0.8760
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Комбинированная полная вариация первого и дробного порядка для удаления пуассоновского шума 
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Введение: известно множество методов для решения проблемы восстановления изображений с помощью пуассоновского шу-
ма. Одним из популярных подходов к реконструкции пуассоновского изображения является метод, основанный на полной ва-
риации. C помощью этого метода можно получить весьма резкие границы и визуально четкие изображения, но он приводит к 
образованию кусочно-постоянных областей в результирующих изображениях. Цель: разработка адаптивной модели на основе 
полных вариаций для реконструкции изображений, искаженных пуассоновским шумом, и алгоритма решения задачи оптимиза-
ции. Результаты: предложен эффективный метод для восстановления изображений, искаженных пуассоновским шумом. На базе 
байесовской структуры предложена адаптивная модель, основанная на комбинации полной вариации первого порядка и полной 
вариации дробного порядка. Восстановление изображения на основе модели полной вариации первого порядка эффективно для 
шумоподавления и одновременно сохранения острых границ. Однако метод полной вариации первого порядка обычно вызыва-
ет проблемы с артефактами в полученных результатах. Чтобы избежать этого недостатка, использованы модели полной вари-
ации высокого порядка, одна из которых является основанной на полной вариации дробного порядка для восстановления изо-
бражений. В модели полной вариации дробного порядка производные имеют порядок больше или равный единице. Это приводит 
к удобству вычислений с компактной дискретной формой. Но методы, основанные на полной вариации дробного порядка, могут 
вызвать размытие изображения. Таким образом, предложенная модель включает в себя преимущества двух моделей регуляриза-
ции полной вариации и существенно влияет на восстановление изображения с сохранением границ. Для решения рассматривае-
мой оптимизационной задачи используется метод Split Bregman. Приведены экспериментальные результаты, демонстрирующие 
эффективность предложенного метода. Практическая значимость: предлагаемый метод позволяет восстанавливать пуассоновские 
изображения с сохранением границ. Представленное численное моделирование наглядно демонстрирует конкурентоспособность 
предложенной модели для восстановления изображений, деградированных пуассоновским шумом. Обсуждение: из результатов 
экспериментов видно, что предложенный алгоритм эффективен в шумоподавлении и сохранении границ изображения. Однако 
взвешенные параметры, существующие в предложенной модели, не выбирались автоматически на каждой итерации предложен-
ного алгоритма, что требует дополнительных исследований.

Ключевые слова — полная вариация, восстановление изображения, пуассоновский шум, метод минимизации.
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Введение: сложность процессов распознавания и подсчета объектов на фотоснимке непосредственно связана с из-
менчивостью сопутствующих факторов: физическим различием объектов одного класса, наличием изображений, сход-
ных с распознаваемыми объектами, неоднородным фоном, изменением условий съемки и положением объектов при 
получении снимка. В этом смысле сложными являются задачи распознавания людей в скоплениях, животных в природ-
ной среде, автомобилей с камер видеонаблюдения, объектов строительства и инфраструктуры на аэрофотоснимках и 
т. п. Задачи имеют свою специфику факторного пространства, но методические подходы к их решению сходны. Цель: 
разработка методологий и программных реализаций, решающих задачу распознавания и подсчета объектов с высокой 
изменчивостью, на примере распознавания северных оленей в природной среде. Методы: сравнение двух подходов 
распознавания: по признакам на основе бинарной классификации пикселей и по эталонам с использованием сверточ-
ных нейронных сетей. Результаты: разработаны методологии и программы для попиксельного распознавания с после-
дующей бинаризацией, кластеризацией изображения и подсчетом числа кластеров и распознавания изображений с ис-
пользованием сверточной нейронной сети архитектуры Mask R-CNN. При этом сеть первоначально обучается распозна-
ванию животных как класса по массиву изображений MS COCO dataset, затем «доучивается» на массиве аэрофотосним-
ков стад северных оленей. Анализ результатов показывает, что признаковые методы с попиксельным распознаванием 
дают хорошие результаты на сравнительно простых изображениях (ошибка распознавания 10–15 %). Наличие на снимке 
артефактов, близких по характеристикам к изображениям оленей, приводит к значительному росту ошибки. Сверточная 
нейронная сеть показала более высокую точность, которая на тестовой выборке составила 82 %, причем ложные сраба-
тывания отсутствовали. Практическая значимость: создан программный прототип системы распознавания на основе 
сверточных нейронных сетей с веб-интерфейсом, а сама программа введена в ограниченную эксплуатацию.

Ключевые слова — распознавание, сверточные нейронные сети, аэрофотоснимки, северные олени. 
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Введение

Сложность решения задачи автоматическо-
го распознавания объектов по их изображению 
непосредственно зависит от степени изменчиво-
сти факторов, сопутствующих распознаванию. 
Рассмотрим возможный набор факторов при рас-
познавании объектов на фотоснимках.

1. Распознаваемые объекты как фактор рас-
познавания, которые могут существенно разли-
чаться по цвету, размерам, форме — признакам, 
позволяющим отличать объекты разных клас-
сов.

2. Артефакты на фотоснимке, по некоторым 
признакам сходные с объектами распознаваемо-
го класса.

3. Фон на снимке, который может быть одно-
родным или неоднородным по цвету, может су-
щественно отличаться на разных снимках.

4. Условия освещенности. Источники света 
могут быть естественными или искусственны-
ми, объекты могут находиться на солнце или 
в тени, снимки могут быть сделаны в разное вре-
мя суток — все это приводит к изменению яр-
костных и цветовых характеристик объектов и 
фона.
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5. Расположение объектов распознавания при 
съемке. Объекты могут находиться на разном 
удалении и под разными углами к камере, изо-
бражения объектов на снимках могут перекры-
вать друг друга, частично закрываться элемента-
ми фона.

Сложность решения задачи распознавания за-
висит от размерности факторного пространства 
(количества факторов) и от числа различимых 
значений каждого фактора на снимке. В первом 
приближении сложность можно оценить по коли-
честву факторов с изменчивостью. Наибольшую 
сложность имеют задачи, в которых все факторы 
обладают изменчивостью, наименьшую — зада-
чи с фиксированными значениями факторов рас-
познавания. Структуризация исходного множе-
ства снимков, на которых происходит обучение 
системы распознавания, на подмножества в це-
лях фиксации значений каких-либо факторов 
позволяет упростить решение задачи распознава-
ния на каждом подмножестве данных, но увели-
чивает объем ручного труда, затрачиваемого на 
анализ и группирование снимков.

К сложным в указанном выше смысле в пол-
ной мере относятся задачи распознавания раз-
личного рода природных объектов: людей в ско-
плениях, животных и птиц в естественной среде, 
растительных группировок в зональных и интра-
зональных сообществах, аномалий планетарных 
морфологических структур (например, лунных 
кратеров) и т. п. В техносфере это, например, рас-
познавание объектов строительства на аэрофото-
снимках, автомобилей по снимкам с камер видео-
наблюдения, замаскированных военных объек-
тов по снимкам с беспилотников. Методические 
подходы к решению указанных задач сходны, 
однако каждая из них обладает своей специфи-
кой факторного пространства и требует индиви-
дуального подхода для учета этих особенностей и 
выбора конкретного метода распознавания.

Приведенный выше состав факторов соответ-
ствует задаче распознавания северных оленей на 
аэрофотоснимках. Какие-либо ограничения на 
значения факторов распознавания не наклады-
вались за исключением масштаба снимков, кото-
рый соответствует принятому при авиаучетных 
работах.

Выбор северных оленей как объекта распозна-
вания и учета объясняется:

— соответствием в полной мере задаче с высо-
кой изменчивостью факторов распознавания;

— актуальностью как сокращения ручно-
го рутинного труда специалистов по обработке 
снимков, так и своевременного получения дан-
ных для решения задач управления экологиче-
скими процессами Крайнего Севера;

— наличием массива исходных данных, со-
держащего около 5000 архивных аэрофотосним-

ков стад северных оленей, сделанных при прове-
дении авиаучетов. 

Используемые в настоящее время методики 
учетов численности диких северных оленей тун-
дровых популяций (таймырской, якутских попу-
ляций, оленей Чукотки, а также мигрирующих 
стад северных оленей — карибу Канады и Аляски) 
основываются на экологической особенности ви-
дов, состоящей в том, что олени в жаркую погоду 
во время вылета кровососущих насекомых соби-
раются в многотысячные скопления на ограни-
ченной территории в северной части летнего аре-
ала [1, 2]. Стада в скоплениях фотографируются 
с летательного аппарата, и количество животных 
в них подсчитывается операторами вручную по 
каждому снимку. На одном фотоснимке могут 
присутствовать от нескольких сотен до 1000 и 
более оленей. Самое большое стадо, которое бы-
ло зафиксировано на одном снимке и просчитано 
«по головам», содержало около 35 000 животных 
(Таймыр, район р. Верхняя Таймыра, 28.07.2017). 
Полное число снимков стад при проведении авиа-
учета может достигать тысячи. В результате 
прямого подсчета учитывается основная часть 
оленей в популяции. Количество животных, не 
вошедших в скопления, оценивается путем ап-
проксимации по территории [3]. 

Снимки, сделанные во время авиаучетов, раз-
нообразны по типам ландшафтов, освещенности, 
направлению движения стад относительно каме-
ры. Олени на снимках имеют разную величину 
и окраску, что связано как с физиологией жи-
вотных, так и с условиями освещенности и поло-
жением стад. В скоплениях изображения оленей 
могут перекрывать друг друга, в результате часто 
видны лишь фрагменты тел. Помехи в виде кам-
ней, кочек, впадин затрудняют обнаружение жи-
вотных. Ручная обработка результатов съемок 
специалистами-биологами занимает около трех 
месяцев, в то время как для экологически обо-
снованного управления динамикой численности 
популяции, рационального использования био-
логических ресурсов вида и определения норм 
промыслового изъятия оленей данные желатель-
но иметь через 10–15 дней после окончания авиа-
учета.

О принципах и подходах к распознаванию 
природных объектов

Задача распознавания объектов живой приро-
ды имеет большое познавательное значение, по-
скольку ее решение позволяет увидеть природу 
в ее многообразии, выделить в общей мозаике по 
внешним признакам конкретные объекты, уз-
нать их видовую принадлежность, найти их на-
учное именование и далее, при желании, узнать 
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их свойства, место и роль в экосистеме. С научных 
позиций процесс распознавания и учета дает воз-
можность выявить видовой состав экосистемы и 
динамику ее компонент. В природоохранной дея-
тельности подобная информация является осно-
вой для принятия решений о мерах по охране или 
по ограничению видов или отдельных популяций. 
Для промысловых видов животных регулярные 
учеты численности необходимы при определении 
лимитов изъятия, обеспечивающих рациональ-
ное использование биологических ресурсов.

Исторически задача распознавания биоло-
гических объектов решалась путем создания 
определителей, позволяющих установить место 
данного объекта в общей системе биологической 
классификации, т. е. установить видовой, родо-
вой, семейный и другие уровни принадлежности 
объекта. Методически задача распознавания ре-
шается в определителях с использованием двух 
принципиально различных подходов. Первый — 
распознавание по признакам. Разработчиками 
определителей такого рода являются специ-
алисты в области биологической систематики и 
классификации. Они определяют признаки, по-
зволяющие объединить объекты на некотором 
уровне классификации, и признаки, по которым 
объекты переходят в разные группы на более низ-
кий уровень классификации и различаются уже 
в них. В результате формируется дерево с ветвле-
ниями по ключевым признакам. Распознавание 
объекта сводится к движению по дереву от корня 
(или какого-либо другого уровня классификации) 
к ветвям с выбором направления в точках вет-
вления в соответствии со значениями признаков. 
Второй подход — распознавание «по образцу». 
Определитель содержит множество эталонных 
изображений объектов разных видов. Методика 
распознавания состоит в сопоставлении искомо-
го объекта с эталонами для выбора наиболее «по-
хожего» образца. Пользователь выступает здесь 
в роли эксперта, оценивающего степень сходства 
изображений. Соответственно, ошибка распозна-
вания будет зависеть от опыта, знаний эксперта 
и его персональных особенностей визуального 
восприятия объектов. Для распознавания на ви-
довом уровне данный подход может быть весьма 
эффективным, поскольку основан на сопоставле-
нии и сравнении целостных зрительных образов, 
что является естественной рутинной задачей зри-
тельной системы человека. Во многих случаях 
определители по признакам дополняются набо-
ром изображений-эталонов, а человек при оценке 
«схожести» мысленно выделяет признаки сход-
ства и различия объектов. 

Компьютерные системы распознавания объ-
ектов живой природы также строятся с исполь-
зованием этих двух подходов. Системы распозна-
вания по признакам являются «прозрачными» 

относительно состава используемых признаков 
объекта распознавания, методов, технологиче-
ской цепочки преобразований изображения и 
результатов, включая промежуточные. Однако 
при распознавании объектов с высокой изменчи-
востью в нестационарной среде возникают слож-
ности в связи с изменением параметров факторов 
распознавания. Появляется необходимость по-
иска новых систем признаков со сменой методов 
обработки изображений. В работе [4] высказы-
вается предположение о принципиальной невоз-
можности полной формализации процессов рас-
познавания объектов в подобных условиях и не-
обходимости перехода от автоматической к инте-
рактивной технологии обработки изображений.

В современных системах распознавания по 
эталонам в качестве распознающего субъекта 
широко используются искусственные нейронные 
сети (ИНС) [5, 6]. В таких системах ИНС обуча-
ется на множестве изображений, в которых объ-
екты распознавания (эталоны) заранее помече-
ны. Затем обученная ИНС используется для рас-
познавания объектов данного класса в реальной 
среде, на фотоснимках и видеокадрах. Логика 
распознавания объектов инкапсулирована в са-
мой ИНС и не требует разработки в явном виде. 
С другой стороны, из-за сложности структур 
ИНС интерпретация результатов их работы зача-
стую затруднена. А сам процесс генерации и «об-
учения» таких структур происходит, по большей 
части, эмпирически. На сегодня не существует 
устоявшихся методик создания ИНС, которые бы 
подходили для большинства прикладных задач. 
Чаще всего имеются лишь общие рекомендации 
и эмпирический опыт разработчиков в решении 
конкретного класса задач.

Известные по литературным источникам си-
стемы распознавания и подсчета объектов по фо-
тоснимкам ориентированы главным образом на 
человека как объект наблюдений. В меньшей сте-
пени это относится к другим видам живых орга-
низмов. Рассмотрим некоторые из таких систем.

В статье [7] представлена программа распозна-
вания животных и их поведения в дикой природе 
по фотоснимкам с 225 камер-ловушек заповед-
ника Серенгети (Танзания). Причина разработки 
системы заключалась в том, что из-за ограничен-
ности в людских ресурсах реально использует-
ся лишь малая часть той информации, которая 
хранится на серверах. Программа распознава-
ния разрабатывалась совместно в университетах 
Вайоминга, Миннесоты, Обернска, Гарварда, 
Оксфорда и в компании Uber AI. В работе исполь-
зовался метод глубокого обучения различных 
архитектур сверточных нейронных сетей (СНС) 
[8]. Были использованы 1,5 млн изображений, 
из которых 1,4 млн служили для обучения сети, 
0,1 млн — для тестирования. По результатам те-
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стирования вероятность обнаружения животных 
с бинарным ответом «да/нет» составила около 
96 %. Вид животных из 48 возможных вариантов 
распознавался с вероятностью 99 %. Однако под-
счет животных по кластерам 1, 2, …, 10, 11–50, 
> 50 выполнялся программой с точностью лишь 
63 %. Это говорит о сложности фиксации отдель-
ного животного на снимке в условиях возмож-
ных наложений изображений животных друг на 
друга, их частичного перекрытия посторонними 
предметами и других искажений изображения 
животных.

Сверточные нейронные сети применялись так-
же для распознавания слонов на космоснимках 
[9]. Для обучения сети использовались архивные 
снимки со спутников Worldview-3 и Worldview-4 
с разрешением 31 см, сделанные в период с 2014 
по 2019 год на территории национального парка 
Addo Elephant в Южно-Африканской Республике. 
На площади свыше 1,6 тыс. км обитают более 
600 саванных слонов. Парк имеет неоднородный 
ландшафт: там есть кустарники, невысокие леса, 
открытые луга, водоемы. В течение дня слоны 
перемещаются по территории и иногда обливают 
себя грязью, чтобы защититься от жары. Все это 
затрудняет их обнаружение.

Разработчики протестировали систему на не-
зависимой выборке снимков территорий Кении 
и сравнили точность ее работы с результатами 
51 добровольца, которые идентифицировали 
слонов вручную. Среди участников экспери-
мента были специалисты по машинному обуче-
нию, ученые, работники национальных парков. 
Вероятность обнаружения слонов на гетероген-
ной территории с использованием СНС состави-
ла 78 %, люди находили слонов с вероятностью 
77 %. Для гомогенной территории результаты со-
ставили соответственно 73 и 80 %.

Разработана и протестирована система ав-
томатического распознавания, сегментации и 
подсчета морских котиков в рамках онлайн со-
ревнования платформы Kaggle по Data Science 
[10]. Постановка задачи связана с мониторингом 
популяции котиков Западных Алеутских остро-
вов, который ведется с использованием дронов. 
Обработка полученных фотоснимков выполняет-
ся вручную, что занимает около четырех месяцев 
каждый год. Подсчет особей выполняется по пяти 
половозрастным классам. Для разработки авто-
матической системы был сформирован массив из 
948 размеченных фотоснимков и еще 18 641 сни-
мок представлен для тестирования системы. 
Снимки сделаны с различной высоты и в разном 
масштабе, имеются помехи, сходные с изображе-
ниями животных, между некоторыми классами 
котиков отсутствуют четкие визуальные разли-
чия. Эти причины усложняют решение задачи 
автоматического распознавания и подсчета коти-

ков на аэрофотоснимках. Предложенный вариант 
решения основан на использовании базовой архи-
тектуры СНС Inception-Resnet-V2, которая расши-
рена добавлением слоев average-pooling + FC-слой 
на 256 нейронов + Dropout + финальный FC-слой 
на пять нейронов. Рейтинг проекта — 4-е место 
среди 385 участников. Особенность данной статьи 
состоит в том, что в ней не только дается описание 
конкретной системы, но детально рассматривает-
ся весь процесс ее разработки с анализом правиль-
ных и ошибочных решений при подборе архитек-
туры и параметров нейронной сети.

В программах Seek iNaturalist распознавания 
различных видов растений и животных для лю-
бителей природы использованы СНС на основе 
SSD (Singl-Shot Multy Box Detector) [11]. Такая 
архитектура дает возможность применять ми-
ниатюрные и мобильные устройства для фото- и 
видеоанализа изображений в реальном времени.

Можно сделать несколько замечаний, касаю-
щихся построения автоматических систем рас-
познавания животных на основе существующих 
представлений о решении задачи классифика-
ции и имеющихся программных разработок: 

— животное в природной среде — это слож-
ный объект для распознавания. Изменчивость 
изображений на фотоснимках, их наложение 
друг на друга, наличие помех приводят к ошиб-
кам распознавания, допускаемых как человеком, 
так и автоматической системой;

— наиболее приспособленным к решению за-
дач распознавания изображений природных объ-
ектов в настоящее время является аппарат СНС;

— повысить точность распознавания можно за 
счет увеличения объема обучающей выборки или 
путем перехода к интерактивному режиму обра-
ботки снимков с участием человека;

— современные архитектуры СНС дают воз-
можность создавать мобильные приложения для 
работы в полевых условиях непосредственно при 
проведении учетных работ.

Распознавание животных 
на аэрофотоснимках по признакам

Исходя из общих принципов построения си-
стем распознавания образов [12], решение зада-
чи распознавания и подсчета животных по при-
знакам укрупненно можно провести в несколько 
этапов:

1) предварительная обработка снимка для по-
вышения различимости объектов;

2) бинаризация, т. е. нахождение пикселей, 
относящихся к изображениям объектов;

3) сегментация, т. е. выделение связанных групп 
пикселей, относящихся к отдельному объекту;

4) определение числа объектов.
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При разработке системы подсчета оленей сле-
дует учесть, что для дальнейшего использования 
результатов точность подсчета должна находить-
ся в пределах 10–15 %. Таким образом, ошибки 
в указанных пределах при выделении оленей 
(пропуск отдельных объектов, их ложное вы-
деление, неточность при подсчете числа оленей 
в слитных сегментах) вполне допустимы.

На первом этапе производится очистка изо-
бражения от помех и шумов. В качестве фильтров 
могут использоваться различные усредняющие 
пространственные фильтры [13]. На этом этапе 
могут быть увеличены контрастность и резкость 
изображения, изменен масштаб, выполнен пере-
ход из одной цветовой модели в другую. Если 
объекты имеют хорошо различимые резкие гра-
ницы, то предварительная обработка, как прави-
ло, включает и методы выделения границ (филь-
тры Робертса, Кирша, Превитта, Лапласа [13]).

Аэрофотоснимки выполняются в цвете, т. е. 
каждый пиксель описывается тремя цветовыми 
составляющими — R (красный), G (зеленый) и B 
(синий). Приведение изображения к монохром-
ному (в градациях серого) виду может упростить 
последующий процесс бинаризации [4].

Процесс бинаризации можно представить как 
классификацию пикселей снимка, т. е. разделе-
ние их на два класса. Важной задачей классифи-
кации является выбор признаков, которые долж-
ны удовлетворять следующим условиям: 

— значения признаков для объектов одного 
класса должны различаться слабо, а для объек-
тов разных классов — существенно;

— набор признаков должен быть полным, т. е. 
должен обеспечивать идентификацию объектов 
любого из классов;

— общее количество признаков должно быть 
минимальным.

В качестве признаков пикселя можно исполь-
зовать значения составляющих его цвета, причем 
как все вместе, так и в различных сочетаниях или 
по отдельности. Для разделения пространства 
признаков на два класса необходимо предвари-
тельно по обучающей выборке снимков собрать 
статистические данные о пикселях, относящих-
ся к оленям, в ручном режиме. Для решения этой 
достаточно трудоемкой задачи была разработана 
программа [14], позволяющая отображать на дис-
плее снимок, менять его масштаб, выбирая наи-
более подходящий для распознавания объектов, 
ставить на снимке три разные по цвету метки для 
самца, самки и теленка, выполнять подсчет выде-
ленных объектов и сохранять результаты (коорди-
наты меток и их число) в текстовом файле (рис. 1).

В одной из первых работ по распознаванию и 
подсчету северных оленей [15] в качестве признака 
выделения оленей и подстилающей поверхности 
были приняты различия величин их спектральной 
яркости. По результатам экспериментов выбрана 
цветовая пара: зеленый (фон) и голубой (распоз-
наваемый объект), — после чего было составлено 
неравенство, по которому пиксели объекта отлича-
ются от пикселей фона. Отнесение сегмента к изо-
бражению оленя выполнялось по результатам ана-
лиза площади и вытянутости сегментированной 
области. Тестирование показало весьма высокую 
точность распознавания и подсчета оленей на ис-
кусственно сгенерированных «простых» снимках 
(зеленый фон, отсутствие помех и наложений объ-
ектов друг на друга). Ошибка подсчета численности 
составила около 2 %. Однако при работе с реальны-
ми снимками величина ошибки резко возрастала, 
что связано с высокой изменчивостью распознавае-
мых объектов и условий съемки.

Задачу бинаризации можно представить, как 
хорошо известную в распознавании образов [12, 
13] кластеризацию по k-средним (в данном случае 
число кластеров k =2) в пространстве признаков 
RGB. Основное преимущество метода — отсут-
ствие необходимости собирать статистические 
данные перед его применением. Эксперименты на 
реальных снимках с отсутствием помех показали 
достаточно хорошие результаты — ошибок около 
10 %, но на снимках с неравномерным фоном и 
наличием помех число ошибок резко выросло. 
Данный метод наиболее целесообразно использо-
вать для предварительной обработки снимков на 
этапе сбора статистических данных с последую-
щей корректировкой ошибок в ручном режиме.

Пороговый метод бинаризации пикселей цвет-
ного снимка требует установки порогов для от-
дельных цветовых составляющих с их последу-
ющим совместным использованием. Например, 
для цветовой схемы HSB (H — цветовой тон, S — 

  Рис. 1. Интерфейс программы ручной обработки 
снимков

  Fig. 1. Manual image processing program interface
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насыщенность, B — интенсивность) в литературе 
[16] предлагается для бинаризации использовать 
только цветовой тон и интенсивность, причем от-
носить к объекту только те пиксели, у которых 
каждая составляющая меньше соответствующе-
го ей порога, т. е.

 
  1
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где Z(x, y) — значение яркости пикселя на бина-
ризованном изображении; H(x, y) — цветовой тон 
пикселя с координатами (x, y); TH — пороговое 
значение для цветового тона; B(x, y) — интенсив-
ность пикселя с координатами (x, y); TB — поро-
говое значение для интенсивности.

Порог Т определяется по формуле
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где I(x, y) — значение выбранной для нахождения 
порога составляющей цветовой модели в пикселе 
с координатами (x, y); I(x, y) — градиент состав-
ляющей цветовой модели:

     ( , ) max( ( ( , )), ( ( , ))),I x y abs Ix x y abs Iy x y    (3)
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Алгоритм сегментации бинарных изображе-
ний хорошо известен [10] и достаточно надежен. 
В результате его работы каждое связанное множе-
ство пикселей получает свой порядковый номер 
и при необходимости может быть выделено в от-
дельное изображение для последующего подсчета 
объектов. Основная проблема, возникающая при 
подсчете, состоит в том, что на некоторых участ-
ках снимка отдельные олени могут сливаться 
в одно множество сегментированных пикселей. 
Для решения этой проблемы необходимо прово-
дить анализ распределения сегментов по площа-
ди (число пикселей в сегменте), что позволяет 
оценить среднюю площадь одного объекта и, со-
ответственно, с достаточной точностью найти как 
число объектов в слитном сегменте, так и общее 
число объектов на снимке. Сегменты, площадь 
которых существенно меньше средней площади 
объекта, целесообразно считать артефактами и 
не учитывать при подсчете оленей.

Для проведения экспериментов и сравнения 
результатов применения различных методов рас-
познавания оленей по признакам из имеющих-
ся 100 снимков были сделаны выборки снимков 
с близкими характеристиками фона и окраса 
оленей. Для снимков каждой выборки был про-

изведен ручной подсчет оленей и поставлены экс-
перименты по автоматическому подсчету оленей. 
Для проведения экспериментов была разработа-
на программа, позволяющая выбирать метод би-
наризации, устанавливать необходимые параме-
тры обработки, визуализировать результаты и со-
хранять количественные показатели для после-
дующей статистической обработки. Сравнение 
результатов экспериментов с данными ручного 
подсчета оленей показало, что наиболее близкое 
совпадение (±15…20 %) дает бинаризация по по-
рогам цветового тона и насыщенности. Наличие 
на снимке артефактов, близких по яркостным 
характеристикам, форме и площади к изображе-
ниям оленей на данном снимке, приводит к зна-
чительному росту ошибки подсчета оленей.

Результаты экспериментов показали, что 
система распознавания и подсчета оленей на 
аэрофотоснимках по признакам должна базиро-
ваться на детальном анализе и классификации 
изображений, сборе статистических данных о 
характеристиках пикселей, относящихся к изо-
бражению оленей, определении наиболее ин-
формативных признаков и выборе эффективных 
алгоритмов классификации пикселей и подсчета 
оленей. Система должна обладать достаточными 
интеллектуальными способностями для комби-
нации методов распознавания оленей на предъ-
являемом снимке.

Распознавание животных 
на аэрофотоснимках по эталонам 
с использованием ИНС

СНС как инструмент распознавания 
изображений

Для решения задачи распознавания объектов 
живой природы путем обучения по их эталонным 
изображениям в настоящее время все чаще начи-
нают применять СНС [17]. Данный класс архи-
тектур ИНС является узкоспециализированным 
инструментом, подходящим прежде всего для 
работы с изображениями и иными данными, ко-
торые возможно представить в матричном виде. 

Поскольку в изображениях вся информация 
хранится в виде двумерных матриц (т. е. в виде 
пикселей), при работе с ними требуется учиты-
вать значения, поступающие не только от самих 
нейронов, но и от группы ближайших нейронов. 
Для этого в сверточных слоях СНС, помимо ней-
ронов, имеется еще один тип элементов, кото-
рые применяют определенные линейные опера-
ции ко всем входным данным каждого нейрона 
слоя, — ядро свертки. Ядро свертки представля-
ет из себя сетку, которая «скользит» по изобра-
жению (или по сверточному слою предыдущего 
уровня) и ищет шаблоны и паттерны в данных. 
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Если будет найдена такая часть изображения, 
которая совпадет с шаблоном ядра, то оно пере-
даст расчетному нейрону текущего слоя боль-
шое положительное значение. Если совпадения 
не будет, то ядро передаст небольшое значение 
или нуль.

Из-за того, что ядро свертки применяется 
к каждой позиции изображения, сверточный 
слой СНС является крайне эффективным в зада-
чах обработки изображений, поскольку особен-
ности или закономерности в изображениях могут 
проявляться в любом месте этих изображений. 
То есть СНС, в отличие от прочих ИНС, способна 
анализировать контекстно-зависимые данные.

При этом сверточные слои в СНС могут встре-
чаться несколько раз. И тогда каждый последую-
щий слой получает данные от предыдущего свер-
точного слоя как от входного, поскольку сверточ-
ный слой также является двумерным массивом, 
и вектор его выходных значений может быть 
представлен в виде изображения. И в таком слу-
чае каждый последующий сверточный слой мо-
жет находить все более сложные шаблоны и пат-
терны изначального входного массива.

Для поставленной задачи была выбрана ар-
хитектура Mask Regions with Convolution Neural 
Networks (MRCNN) [18] (рис. 2), являющаяся 
подвидом классической СНС. За счет усложнения 
архитектура более успешно справляется с зада-
чами семантической и объектной сегментации 
изображений [19, 20]. 

Ключевой особенностью данной архитектуры 
является совмещение такой архитектуры СНС, 
как Faster R-CNN (FRCNN), которая отвечает 
за решение задачи классификации, с модулем 
Mask Head, который отвечает за решение задачи 

сегментации изображения. Результатом работы 
MRCNN является совмещенный ответ двух опи-
санных составных частей.

Faster R-CNN — это СНС, которая осущест-
вляет поиск на изображении объектов, после че-
го дополнительно производит классификацию 
найденного объекта. Результатом работы данной 
ИНС являются ограничивающие прямоугольни-
ки для каждого объекта (т. е. прямоугольная гра-
ница, которая ограничивает найденный объект) 
и метка класса найденного объекта с оценкой до-
стоверности.

Первый этап работы FRCNN состоит из одно-
временного запуска двух включенных ИНС: ма-
гистральной (ResNet, VGG, Inception или ана-
логичных) и сети регионального позициониро-
вания. Эти сети обрабатывают каждое поступа-
ющее на вход FRCNN изображение и на выходе 
предоставляют трехмерный массив — массив 
предложенных двумерных областей. Данные 
двумерные области являются вырезанной частью 
изображения, на которой магистральная СНС 
распознала какой-либо объект. Размер данных 
частей не фиксирован и зависит от размера рас-
познанного объекта.

На втором этапе FRCNN прогнозирует коорди-
наты ограничивающих прямоугольников и клас-
сы объектов для каждой из предложенных обла-
стей, полученных на первом этапе. Каждая пред-
лагаемая область может иметь разный размер, но 
так как сверточные слои в СНС всегда требуют 
вектора фиксированного размера для прогнози-
рования, на данном этапе также производится 
масштабирование найденных регионов. Размер 
регионов масштабируется с помощью либо алго-
ритма RoI, либо метода RoIAlign.

  Рис. 2. Обобщенная схема MRCNN [18]
  Fig. 2. Generalized MRCNN scheme [18]
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MRCNN в свою очередь является расширен-
ной версией FRCNN, дополненной ветвью для 
прогнозирования масок сегментации для каж-
дой области интереса. На втором этапе работы 
MRCNN уже используется только RoIAlign, по-
могающий сохранить оригинальные простран-
ственные координаты, которые смещаются в слу-
чае использования RoI. Это необходимо затем, 
чтобы выходные данные RoIAlign можно было 
совместить с данными, полученными на первом 
этапе, и с помощью модуля Mask Head (который 
в свою очередь также реализован на базе свер-
точных слоев) сгенерировать маску для каждого 
ответа RoIAlign. Такие маски представляют из 
себя двумерную матрицу, которая для каждого 
пикселя, входящего в границы региона объекта, 
определяет, принадлежит ли этот пиксель иско-
мому объекту или нет. 

Подобный подход, с одной стороны, позволяет 
более точно определить границы искомого объ-
екта. В идеальных случаях MRCNN может точно 
вычислить все пиксели изображения, которые 
отображают искомый объект. С другой стороны, 
в процессе обучения данные, получаемые в моду-
ле Mask Head, используются для дополнительно-
го обучения магистральной СНС, что позволяет 
повысить и ее точность работы.

При этом, поскольку для попиксельного поиска 
используются результаты расчета магистральной 
СНС, модуль Mask Head во время работы произво-
дит семантическую сегментацию только текущего 
искомого объекта. То есть даже если рядом распо-
ложены два объекта одного класса, Mask Head на 
каждой отдельной итерации своей работы будет 
распознавать пиксели, принадлежащие только 
одному из этих объектов. Такой подход позволяет 
MRCNN корректно решать задачу распознавания, 
когда искомые объекты расположены близко или 
даже перекрывают друг друга.

Обучение сети для распознавания 
северных оленей на аэрофотоснимках

Основным массивом обучения для MRCNN 
является массив изображений MS COCO dataset 
(Microsoft Common Objects in Context) [21]. На се-
годня это самый крупномасштабный набор дан-
ных, используемый для обучения моделей ма-
шинного обучения решению задач обнаружения 
и сегментации [22, 23], состоящий из 328 тысяч 
изображений. Все изображения уже размечены 
и сформированы в обучающие выборки. Поэтому 
использование данного массива для базового обу-
чения MRCNN позволяет задать для нее все ос-
новные концепции различных классов объектов, 
в том числе и животных. Однако изображения 
оленей не входят в MS COCO dataset, и MRCNN по 
умолчанию не способна отличить их от ряда дру-
гих животных (овец, газелей, коров, лошадей). 

Результаты распознавания оленей на аэрофо-
тоснимке с помощью базовой MRCNN, обученной 
на MS COCO dataset, представлены на рис. 3. На 
снимке правильно распознанные изображения 
оленей помечены зеленым цветом, их четыре. 
Красным цветом помечены артефакты, ошибочно 
принятые за оленей, этих пометок 32. 

Таким образом, при обучении сети необходи-
мо учитывать особенности изображений север-
ных оленей на аэрофотоснимках и их отличие от 
изображений камней, кочек и других объектов 
на снимках, которые могут быть приняты за оле-
ней. Специфика аэрофотоснимков состоит в том, 
что фотографирование стад производится с раз-
ного расстояния, на разных ландшафтах, при 
различных условиях освещенности, животные 
на снимках имеют различную окраску и могут 
находиться под разными углами к камере, могут 
перекрывать друг друга. Эти особенности аэро-
фотоснимков создают дополнительные сложно-
сти при решении задачи распознавания оленей. 

Задача распознавания северных оленей по аэ-
рофотоснимкам является, таким образом, не три-
виальной. Поэтому для ее решения была предло-
жена двухэтапная процедура обучения MRCNN. 
Первоначальное обучение на массиве MS COCO 
dataset, который включает изображения других 
животных, необходимо для того, чтобы сеть на-
училась распознавать животных как класс объ-
ектов. На втором этапе MRCNN дообучается на 
массиве аэрофотоснимков стад северных оленей. 
Данный подход известен как transfer learning 
[24] и сегодня применяется при решении мно-
гих задач, для которых невозможно, по тем или 
иным причинам, собрать массив обучающих дан-
ных для конкретной рассматриваемой ситуации. 
Поэтому сначала модель обучается на большом 
массиве похожих ситуаций, а после этого уже до-
обучается на целевых примерах.

  Рис. 3. Результат распознавания оленей с помощью 
базовой MRCNN, обученной на MS COCO dataset

  Fig. 3. Reindeer recognition result using basic 
MRCNN trained on MS COCO dataset
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Был подготовлен входной массив целевых 
примеров, содержащий обучающую выборку из 
100 аэрофотоснимков стад, на которых все жи-
вотные помечены, и тестовую выборку из 30 ис-
ходных снимков стад, не включенных в обучаю-
щую выборку. 

При обучении модели были установлены сле-
дующие параметры MRCNN: 20 эпох обучения; 
60 шагов обучения в эпохе; скорость обучения 
0,0058 (безразмерная); порог пропуска обнаруже-
ния 0,7 (безразмерный). Поскольку СНС в общем 
случае являются черными ящиками, нельзя 
в явном виде описать влияние конкретных значе-
ний параметров на результаты работы обученной 
сети. Данные значения были установлены исходя 
из практики работы с СНС и с учетом эмпириче-
ских наблюдений в процессе обучения.

После дообучения сети эксперимент по распоз-
наванию оленей на фотоснимке, изображенном 
на рис. 3, был повторен. Результат эксперимента 
представлен на рис. 4. Модель корректно распоз-
нала на снимке 70 оленей из 93 (точность 75 %) и 
при этом не совершила ни одной ошибки второго 
рода, т. е. ни разу не приняла за оленя объект, ко-
торый оленем не является. В среднем же на всем 
тестовом массиве данных обучения модель кор-
ректно распознала 82 % оленей.

Веб-интерфейс системы и результаты 
ее валидации на независимом массиве данных

На данный момент для разработанной сети соз-
дан программный комплекс с веб-интерфейсом 
(https://regionview.ru/ai/), а сама программа вве-
дена в ограниченную эксплуатацию. 

Поскольку система была создана на основе сер-
вис-ориентированной архитектуры [25], данный 
программный комплекс можно использовать как 
стационарно, так и удаленно, посредством сети 
Интернет.

Для работы с системой пользователь должен 
загрузить в свой компьютер снимки стад в фор-
матах JPEG (.jpg) или GIF (.gif).

Интерфейс системы содержит набор оконных 
форм, обеспечивающих:

— загрузку аэрофотоснимков с компьютера 
пользователя для их обработки;

— запуск программы распознавания и подсче-
та оленей на снимках;

— представление результатов работы програм-
мы с отображением на экране снимка, на кото-
ром помечены распознанные системой изобра-
жения оленей, и общего числа подсчитанных 
животных;

— скачивание результатов на компьютер 
пользователя.

После просмотра помеченного снимка поль-
зователь, если его не удовлетворит точность про-
граммного комплекса, может продолжить даль-
нейшую обработку снимка вручную с использо-
ванием программы ручной обработки снимков 
(см. разд. «Распознавание животных на аэрофо-
тоснимках по признакам») или в любом графиче-
ском редакторе, поддерживающем расширение 
файла с изображением .jpg.

Графический интерфейс системы распознава-
ния и подсчета оленей показан на рис. 5.

Проверка работы программы была проведена 
на независимом массиве из 10 аэрофотоснимков.

На фотоснимке небольшого стада оленей 
(рис. 6) при распознавании было совершено че-
тыре ошибки: два оленя были распознаны дваж-
ды и два теленка не были распознаны. Всего из 
41 оленя корректно было распознано 35 особей. 
Однако ошибка подсчета количества животных 
в стаде составила всего 10 %, что является доста-
точно высоким результатом для автоматических 
систем распознавания животных в естественных 
условиях. Причинами этого в данном случае 
являются высокое качество снимка и высокое 
разрешение самих оленей, а также сильная кон-
трастность фона с объектами распознавания.

На снимке (рис. 7) видно, что MRCNN хорошо 
работает с большими стадами. При этом заметно, 
что сеть с одинаковой эффективностью распозна-
ет оленей, находящихся на разном удалении от 
камеры. Таким образом, сеть не привязана к кон-
кретному разрешению объектов и способна рабо-
тать с искаженной перспективой. Ошибка распоз-
навания составила около 3 %.

Стадо оленей на фоне типичного неоднородно-
го тундрового пейзажа показано на рис. 8. По раз-
метке изображений оленей видно, что MRCNN 
может работать со снимками, которые зашум-
лены фоновыми объектами — лужами, озерами, 
бугорками, полигонами и т. п. Объекты фона ни 
разу не были приняты системой распознавания 
за изображения оленей. Также заметно, что сеть 

  Рис. 4. Результат распознавания оленей с помощью 
дообученной MRCNN

  Fig. 4. Reindeer recognition result using the re-
trained MRCNN
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хорошо работает со стадами, в которых олени со-
бираются в очень плотные группы. Ошибка рас-
познавания составила около 17 %.

Заключение

Выполненные исследования показали, что 
разработка автоматической системы распознава-
ния и подсчета северных оленей в признаковом 
пространстве требует больших затрат времени 
специалистов для анализа снимков, отбора при-
знаков и критериев разделения изображений жи-
вотных от фона, проведения разного рода тесто-

  Рис. 8. Крупное стадо на неоднородном фоне
  Fig. 8. Large herd against a heterogeneous back-

ground

  Рис. 7. Распознавание и подсчет оленей в крупном 
стаде на однородном фоне

  Fig. 7. Recognizing and counting deer in a large herd 
on a homogeneous background

  Рис. 6. Распознавание оленей на однородном фоне
  Fig. 6. Deer recognition in a homogeneous field

  Рис. 5. Окно интерфейса системы, режим «Программа успешно закончила работу»
  Fig. 5. System interface window, “Program successfully completed work” mode
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вых компьютерных экспериментов. СНС учится 
выполнять задачу классификации непосред-
ственно по изображениям без предварительно-
го ручного отбора признаков. Наличие готовых 
архитектур СНС, обученных на распознавание 
на изображениях различного рода объектов, да-
ет возможность путем дообучения эффективно 
создавать приложения, ориентированные на рас-
познавание конкретных видов животных. С ис-
пользованием данного подхода авторами был соз-
дан программный комплекс для распознавания и 
подсчета северных оленей по аэрофотоснимкам, 
для которого можно выделить следующие пер-
спективные направления развития.

1. Уменьшение ошибок распознавания. Необ-
ходимо увеличить объем обучающей выборки, 
особенно для сильно «зашумленных» и разномас-
штабных изображений животных. Однако связь 
между величиной ошибки и объемом выборки 
носит экспоненциально затухающий характер, а 
чрезмерное увеличение выборки может привести 
к переобучению модели. Поэтому заранее нельзя 
оценить количество снимков, которые потребует-
ся добавить в обучающую выборку. Кроме того, 
при учете животных в скоплениях всегда может 
возникнуть ситуация, с которой автоматическая 
система распознавания справиться не сможет. 
В этом случае система распознавания может ра-
ботать в интерактивном режиме совместно с про-
граммой обработки изображений, представленной 
в разд. «Распознавание животных на аэрофото-
снимках по признакам». Эта программа позволя-
ет после получения результатов автоматического 
распознавания корректировать их в ручном режи-
ме, удаляя ошибочные метки и (или) ставя их на 
нераспознанные программой объекты.

2. Перенос программного комплекса на вы-
сокопроизводительные серверы. Специфика вы-
числений при использовании MRCNN накла-
дывает ряд требований на аппаратную часть. 

А коммерческое использование подразумевает 
параллельную работу с программным комплек-
сом нескольких пользователей, что может суще-
ственно нагрузить систему. Несмотря на зало-
женную в архитектуру программного комплекса 
параллельность вычислений, следует провести 
дополнительные исследования и стресс-тесты, 
чтобы определить конкретные требования к ап-
паратной части.

3. Анализ видеоизображений. Сегодня архи-
тектура MRCNN используется при обработке ви-
деоизображений в ряде проектов [26]. Имеются 
программные библиотеки, позволяющие инте-
грировать данную архитектуру СНС в програм-
мные комплексы, работающие с видеопотоком. 
Это позволяет модифицировать представленную 
разработку для распознавания и подсчета оленей 
в видеопотоке. Подобный подход поможет уско-
рить процесс получения результатов учета, по-
скольку исключает процедуру монтажа снимков, 
необходимую при дискретной фотосъемке стад 
оленей.

4. Подсчет других видов животных и птиц. 
Основным массивом для начального обучения 
MRCNN является массив изображений MS COCO 
dataset. Изображения северных оленей служат 
для дообучения СНС. Подобным же образом, без 
изменения архитектуры СНС и организации ин-
терфейса, система может быть дообучена для рас-
познавания и подсчета стад сайгаков, стай гусей 
в период линьки или некоторых видов полярных 
чаек.
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Introduction: The complexity of recognition and counting of objects in a photographic image is directly related to variability of 
related factors: physical difference of objects from the same class, presence of images similar to objects to be recognized, non-uniform 
background, change of shooting conditions and position of the objects when the photo was taken. Most challenging are the problems of 
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identifying people in crowds, animals in natural environment, cars from surveillance cameras, objects of construction and infrastructure 
on aerial photo images, etc. These problems have their own specific factor space, but the methodological approaches to their solution 
are similar. Purpose: The development of methodologies and software implementations solving the problem of recognition and counting 
of objects with high variability, on the example of reindeer recognition in the natural environment. Methods: Two approaches are 
investigated: feature-based recognition based on binary pixel classification and reference-based recognition using convolutional neural 
networks. Results: Methodologies and programs have been developed for pixel-by-pixel recognition with subsequent binarization, 
image clustering and cluster counting and image recognition using the convolutional neural network of Mask R-CNN architecture. 
The network is first trained to recognize animals as a class from the array of MS COCO dataset images and then trained on the array 
of aerial photographs of reindeer herds. Analysis of the results shows that feature-based methods with pixel-by-pixel recognition 
give good results on relatively simple images (recognition error 10–15%). The presence of artifacts on the image that are close to the 
characteristics of the reindeer images leads to a significant increase in the error. The convolutional neural network showed higher 
accuracy, which on the test sample was 82%, with no false positives. Practical relevance: А software prototype has been created for 
the recognition system based on convolutional neural networks with a web interface, and the program itself has been put into limited 
operation.

Keywords — recognition, convolutional neural networks, aerial images, reindeer.
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Введение: цифровая регистрация изображений сопровождается не только появлением погрешности, обусловлен-
ной конечным пространственным разрешением фотоматрицы, но и воздействием шума, вклад которого в полную по-
грешность уменьшается при увеличении апертуры фотосенсоров в матрице. Таким образом, изменение частоты дис-
кретизации оказывает противоположное влияние на погрешность дискретизации и погрешность, вызванную шумом. 
Цель: определение оптимальной частоты дискретизации изображений, обеспечивающей минимальную погрешность 
дискретизации при наличии шума. Результаты: исследована зависимость погрешности дискретного представления 
изображения от частоты дискретизации и уровня шума. Проведено моделирование процесса дискретизации изобра-
жения в присутствии шума. Построены зависимости среднеквадратического отклонения погрешности дискретизации, 
вызванной усечением спектра (уменьшением полосы пропускания фильтра нижних частот), и шумовой составляющей 
погрешности от частоты дискретизации. Сформулирована теорема о верхней границе теоремы отсчетов: при дискре-
тизации функции конечной длительности при наличии шума существует конечное минимальное значение погрешности 
дискретизации, определяемое формой спектра функции и уровнем шума. Практическая значимость: результаты ис-
следований целесообразно использовать при выборе фотоматрицы по числу пикселей для регистрации изображений 
в присутствии шума, а также при выборе полосы пропускания фильтра нижних частот для первичной обработки циф-
рового изображения.

Ключевые слова — дискретизация изображений, частота дискретизации, шум, погрешность дискретизации.
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Введение

Преобразование реального «физического» 
изображения в цифровую форму состоит из двух 
процедур — дискретизации и квантования, 
каждая из которых сопровождается появлени-
ем специфических погрешностей. Далее рассма-
тривается дискретизация изображений по про-
странственным координатам и свойственные ей 
погрешности, определяющие отличие цифрового 
изображения от исходного аналогового и, соот-
ветственно, устанавливающие предел точности 
последующей цифровой обработки.

Цифровая регистрация изображений всегда 
сопровождается появлением шума — дефектов 
изображения, вносимых фотосенсорами и элек-
тронным оборудованием, обусловленных несо-
вершенством технологий и фотонной природой 
света. 

Рассмотрим задачу цифровой регистрации 
изображения как процесс пространственной дис-
кретизации непрерывной функции яркости ис-
ходного изображения. Существенным условием 

задачи является конечный размер изображения 
и, соответственно, бесконечный спектр простран-
ственных частот. Восстановление пространствен-
но-дискретного изображения производится с по-
мощью интерполяционных функций конечной 
длительности, поэтому в восстановленном изо-
бражении появляются ошибки — ошибки дис-
кретизации.

Методы минимизации погрешности дискрети-
зации сигналов в цифровой связи рассмотрены, 
например, в работе [1]. Цифровая регистрация 
изображений имеет свои особенности [2]. В ре-
альных системах дискретизации изображений 
в отличие от идеального случая выполняются 
следующие условия:

— дискретизирующая решетка имеет конеч-
ные размеры;

— ширина дискретизирующих импульсов за-
метно отличается от нуля.

Практически операция дискретизации осу-
ществляется измерением сигнала с помощью 
датчика, который проводит усреднение по неко-
торой конечной площадке (апертуре). 
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Требования к величине погрешности дискре-
тизации определяются областью применения и 
стоящими задачами. Достаточно широкой обла-
стью обработки изображений является цифровая 
голография. Применение цифровой голографии 
открывает широкие возможности для качествен-
ного и, более того, точного количественного ана-
лиза свойств объекта, таких как смещение точек 
поверхности при анализе деформаций, опреде-
ление формы объекта, измерение коэффициента 
преломления в прозрачных средах, изучение тра-
екторий частиц, микроскопия, радиоголография, 
помехоустойчивое кодирование и многое другое 
[3–11]. В упомянутых случаях изменение состо-
яния изучаемого объекта приводит к изменению 
объектной волны и получаемой интерференцион-
ной картины, которая записывается цифровым 
образом. Влияние дискретности на точность вос-
произведения цифровых изображений рассмо-
трено во многих работах, например, в [12–15], но 
в них основной задачей является выбор периода 
дискретизации изображения исходя из ширины 
пространственного спектра и не учитывается на-
личие шума в изображении.

Существует широкий круг задач, в которых 
требуется получение изображений особо высоко-
го пространственного разрешения: медицина [16, 
17], астрономия и микроскопия [18], обработка 
данных дистанционного зондирования Земли 
[19], компьютерное зрение [20], криминалистика 
[21] и т. д. В [22] рассмотрен метод оптимального 
линейного сверхразрешающего восстановления 
изображений, в котором учтено наличие шу-
ма, но не исследована взаимосвязь частоты про-
странственной дискретизации и уровня шума, 
фиксируемого в цифровом изображении.

Результаты моделирования

Главным фактором, определяющим выбор 
частоты дискретизации, является ширина про-
странственного спектра регистрируемого изо-
бражения. Нижнюю границу частоты дискрети-
зации определяет теорема отсчетов, требующая 
в идеальном случае частоты дискретизации не 
менее удвоенной граничной частоты спектра изо-
бражения. При невыполнении этого условия воз-
никает алиасинг — эффект наложения соседних 
по оси частот копий дискретного спектра, приво-
дящий к искажению дискретного изображения, 
в частности, появлению муара. При дискрети-
зации изображений со спектром, не имеющим 
четко выраженной граничной частоты, выбор 
частоты дискретизации часто сводится к макси-
мальному значению, которое доступно в данной 
ситуации с точки зрения аппаратных возмож-
ностей, так как действует однозначное правило: 

чем больше частота дискретизации, тем меньше 
погрешность дискретизации, вызванная потерей 
части спектра сигнала выше половины частоты 
дискретизации. 

При рассмотрении двумерных изображений 
используется их описание в матричной форме, 
соответствующей числу и расположению фото-
сенсоров в прямоугольной фотоматрице. Частота 
дискретизации по каждой координате опреде-
ляется шагом сенсоров по строкам и столбцам 
матрицы. В большинстве случаев шаг их разме-
щения по обеим координатам одинаков, поэтому 
для уменьшения объема вычислений при иссле-
довании процесса дискретизации достаточно рас-
сматривать одну строку изображения.

При дискретизации с частотой d одномерной 
функции яркости s(t) изображения размером ts, 
имеющей бесконечный спектр S(j), и последу-
ющем восстановлении функции s(t) с помощью 
фильтра нижних частот (ФНЧ) с частотой среза 
d/2 происходит подавление спектра выше часто-
ты d/2, т. е. восстановленное изображение имеет 
спектр

Sd(j) {S(j), –d/2 < < d/2; Sd(j)0, 

  –d/2,   d/2}.

Погрешность, обусловленная искажением 
функции s(t) вследствие усечения спектра, явля-
ется методической погрешностью, возникающей 
при дискретизации любой физически реализуе-
мой функции. Эту погрешность далее будем на-
зывать погрешностью дискретизации.

Проведем анализ зависимости погрешности 
дискретизации от частоты дискретизации для 
элементарного изображения, содержащего одну 
узкую полосу на черном фоне, путем моделирова-
ния в среде MATLAB. Функция яркости выбран-
ного изображения имеет вид

s(nT) sin(n/16 + ) при n1 < n < n2; s(nT) 0 

при n  n1, n  n2, 

где n1, …, 2048; Tts/2048; n11016; n21032; 
частота дискретизации d1/T2048/ts. 

График функции s(nT) приведен на рис. 1. 
Вещественная часть спектра S(k) функции 

s(nT) представлена на рис. 2, а. 
Уменьшим в два раза частоту дискретизации 

(с соответствующим уменьшением частоты среза 
ФНЧ), тогда спектр Sd(k) примет вид, показан-
ный на рис. 2, б.

Фрагмент функции sd(nT) демонстрирует ис-
кажения, возникающие в результате подавления 
высокочастотной части спектра (рис. 3). 

Оценим погрешность дискретизации с помо-
щью среднеквадратического отклонения функ-
ции sd(nT) от s(nT).
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  Рис. 1. Функция яркости изображения: a — полный вид функции s(nT); б — увеличенный фрагмент
  Fig. 1. Image brightness function: a — full view of the function s(nT); б — enlarged fragment
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  Рис. 2. Спектр изображения: а — исходный; б — после фильтрации
  Fig. 2. Image spectrum: а — original; б — after filtering
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  Рис. 3. Функция яркости восстановленного изобра-
жения

  Fig. 3. Brightness function of the reconstructed image
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  Рис. 4. Зависимость погрешности дискретизации 
от частоты дискретизации

  Fig. 4. Dependence of the sampling error on the sam-
pling frequency
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Зависимость погрешности дискретизации от 
частоты дискретизации d показана на рис. 4.

Кроме физической нереализуемости изобра-
жений с ограниченным спектром, в условие тео-
ремы отсчетов входит и другая нереализуемая 
идеализация, которая обычно в этой связи не 
упоминается, — отсутствие шума. В реальных 
изображениях всегда присутствует шум, но его 
вклад в полную погрешность цифрового изобра-
жения зависит от плотности размещения фото-
сенсоров в матрице и их апертуры [2]. Увеличение 
размера фотосенсоров и, соответственно, умень-
шение шага их размещения приводит к сглажи-
ванию дискретного изображения и уменьшению 
шума. Таким образом, изменение частоты дис-
кретизации оказывает противоположное вли-
яние на погрешность дискретизации и погреш-
ность, вызванную шумом. Для исследования 
этого явления было проведено моделирование 
в среде MATLAB процесса дискретизации функ-
ции s(nT), приведенной на рис. 1, в присутствии 
шума и последующего восстановления — форми-
рования функции sd(nT) (см. рис. 3). В качестве 
источника шума использовался генератор бело-
го шума awgn — встроенная функция MATLAB. 
Рассчитывалось отдельно среднеквадратическое 
отклонение погрешности дискретизации, вы-
званной усечением спектра (уменьшением по-
лосы пропускания ФНЧ), и шумовая составля-
ющая погрешности — среднеквадратическое от-
клонение шума после прохождения ФНЧ.

Зависимости этих погрешностей от часто-
ты дискретизации при отношении сигнал/шум 
40 дБм показаны на графиках (рис. 5).

Зависимость среднеквадратического значения 
полной погрешности (дискретизации и шумовой 
составляющей) от частоты дискретизации приве-
дена на рис. 6.

Из графика видно, что полная погрешность 
дискретизации имеет выраженный минимум 
при некоторой частоте дискретизации, завися-
щей от формы функции яркости изображения 
и, соответственно, скорости убывания ее спек-
тра и интенсивности шума. Отсюда следует, что 
при выборе периода дискретизации изображения 
(выборе шага расположения элементов фотома-
трицы) надо учитывать не только характери-
стики фиксируемого изображения, но и уровень 
шума. Таким образом, можно сформулировать 
теорему о верхней границе теоремы отсчетов для 
функций ограниченной длительности при нали-
чии шума: при дискретизации функции конеч-
ной длительности при наличии шума существует 
конечное минимальное значение погрешности 
дискретизации, определяемое формой спектра 
функции и уровнем шума.

Варианты практического применения полу-
ченных результатов зависят от области примене-
ния и условий получения изображений:

1. Регистрация однотипных изображений 
в схожих шумовых условиях, например аэрофо-
тосъемка. В этом случае параметры изображения 
и шума учитываются при выборе фотоматрицы 
по числу пикселей. Второй способ: при исполь-
зовании матрицы с большим числом пикселей 
выбирается ФНЧ для первичной обработки циф-
рового изображения с полосой пропускания, рав-
ной половине оптимальной частоты дискретиза-
ции, обеспечивающей минимальную суммарную 
погрешность.
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  Рис. 5. Зависимость среднеквадратических по-
грешностей от частоты дискретизации: 1 — погреш-
ность дискретизации; 2 — шумовая составляющая

  Fig. 5. Dependence of the root mean square errors on 
the sampling frequency: 1 — sampling error; 2 — noise 
component
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  Рис. 6. Зависимость полной погрешности от часто-
ты дискретизации

  Fig. 6. Dependence of the total error on the sampling 
frequency
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2. Фотоматрица универсального применения. 
Для минимизации погрешности дискретизации 
возможна оценка уровня шума и характера изо-
бражения путем цифровой предобработки изо-
бражения, фиксируемого фотоматрицей, и на-
стройка адаптивного ФНЧ, который формирует 
выходное изображение при оптимальной гранич-
ной частоте.

Заключение

В работе проведено исследование полной по-
грешности дискретизации изображений в при-
сутствии шума. Показано, что изменение часто-
ты дискретизации оказывает противоположное 
влияние на погрешность дискретизации и по-
грешность, вызванную шумом. В результате мо-
делирования процесса дискретизации изобра-
жения в присутствии белого шума установлено, 

что существует оптимальное значение частоты 
дискретизации, зависящее от формы простран-
ственного спектра изображения и уровня шума. 
Полученные результаты изменяют подход к вы-
бору фотоматрицы по количеству пикселей и да-
ют возможность минимизировать погрешность 
дискретизации.
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Introduction: Digital registration of images is accompanied not only by an error caused by finite spatial resolution of the photo 
matrix, but also by the effect of noise whose contribution to the total error decreases with an increase in the aperture of the photosensors 
in the matrix. Thus, changing the sampling rate has the opposite effect on the sampling error and on the error caused by the noise. 
Purpose: Finding the optimal image sampling rate which would provide the minimum sampling error in the presence of noise. Results: 
We have studied how an image discrete representation error depends on the sampling frequency and noise level. The image sampling 
process in the presence of noise was simulated in the MATLAB environment. The dependencies of the root-mean-square deviation of the 
sampling error caused by spectrum truncation (decrease in the passband of the low-pass filter) and the noise component of the error on 
the sampling frequency were plotted. A theorem is formulated on the upper bound of the sampling theorem: when sampling a function 
of finite duration in the presence of noise, there is a finite minimum value of the sampling error which is determined by the shape of the 
spectrum of the function and the noise level. Practical relevance: It is advisable to use the research results when choosing a photomatrix 
by the number of pixels for recording images in the presence of noise, as well as when choosing a low-pass filter passband for primary 
processing of a digital image.
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Введение: построение интегрированных нейросимволических систем является актуальной и сложной задачей. По-
строение нейросимволических систем поддержки принятия решений требует новых подходов к представлению знаний 
о проблемной ситуации и выражению символических рассуждений на субсимволическом уровне. Цель: разработка ней-
росетевых архитектур и методов для эффективного представления знаний в распределенном виде и субсимволических 
рассуждений в системах поддержки принятия решений в части алгоритмов агрегирования нечетких оценок экспертов 
для выбора альтернативных решений. Методы: представление нечетких и неопределенных оценок в распределенном 
виде с помощью тензорных представлений, построение обучаемой нейросетевой архитектуры для субсимволической 
агрегации лингвистических оценок. Результаты: предложены два новых метода представления лингвистических оце-
нок в распределенном виде. Первый подход основывается на возможности перевода произвольной лингвистической 
оценки в численное представление и заключается в переводе этого численного представления в распределенное за 
счет перевода самого числа в вид битовой строки и дальнейшего формирования матрицы, хранящей распределенное 
представление всего выражения для агрегации оценок. Второй подход основывается на представлении лингвистиче-
ской оценки в виде дерева и кодировании этого дерева с помощью метода тензорных представлений, что позволяет 
избежать шага перевода лингвистической оценки в численный вид и обеспечивает переход между символическим и 
субсимволическим представлениями лингвистических оценок без потери информации. Структурные элементы лингви-
стической оценки рассматриваются как заполнители с соответствующими позиционными ролями. Предложен новый 
субсимволический метод агрегации лингвистических оценок, который заключается в создании обучаемого нейросете-
вого модуля в виде нейронной машины Тьюринга. Практическая значимость: результаты исследования демонстрируют, 
как символический алгоритм агрегации лингвистических оценок может быть реализован коннективистскими, или суб-
символическими, механизмами, что является необходимым требованием при построении распределенных нейросимво-
лических систем поддержки принятия решений. 

Ключевые слова — нейронные машины Тьюринга, искусственные нейронные сети, субсимволические системы, ги-
бридные интеллектуальные системы, многокритериальное принятие решений.
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Введение

Долгое время области искусственного интел-
лекта и анализа решений развивались парал-
лельно несмотря на то, что обе исследуют фор-
мальные модели знаний и опыта человека [1, 2]. 
Системы поддержки принятия решений (СППР) 
были разработаны как инструмент для автома-
тизации сбора и анализа мнений экспертов и 
заинтересованных сторон в целях оказания по-
мощи лицу, принимающему решения. При по-
строении СППР следует учитывать многочислен-
ные факторы, в том числе сбор неоднозначных 
экспертных оценок альтернативных вариантов, 
использование неполных данных и т. п. Такие 
сложности создали общую основу для междис-

циплинарной коммуникации, и для решения вы-
шеупомянутых вопросов были разработаны раз-
личные подходы. 

Одним из центральных является вопрос, как 
представить знания таким образом, чтобы это 
было эффективно с точки зрения вычислений. 
То, как знания представляются и моделируются 
человеческим мозгом, на данный момент опре-
деляет два различных течения научной мысли. 
Многочисленные исследователи мотивированы 
тем, что когнитивная система человека исполь-
зует невероятно широкую нейронную сеть в ка-
честве вычислительного двигателя, и предлагают 
считать, что когнитивная система человека ис-
пользует распределенное представление инфор-
мации и обрабатывает ее динамически и осмыс-
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ленно. Такой нейронный подход к представлению 
и обработке информации называют субсимволи-
ческим, или коннективистским. Одновременно 
с этим другие исследователи советуют рассматри-
вать познание человека как метод символических 
манипуляций [3], а именно, как «вид вычислений, 
выполняемых в конкретном типе биологической 
системы» [4]. В этом случае символы выступают 
в качестве входов в такую систему, а затем с по-
мощью предопределенных правил и наборов ин-
струкций преобразуются в другие символы. Такой 
подход называют символическим.

Субсимволические подходы по своей природе 
распределены и имеют высокую эффективность 
и надежность. Кроме того, они включают в себя 
важный компонент обучения, позволяя обучать 
субсимволические методы для решения конкрет-
ной задачи и постоянно модифицировать их по ме-
ре поступления новой информации. В то же время 
такие подходы сложно интерпретировать, хотя 
развивающаяся область, называемая объясняе-
мым искусственным интеллектом (Explainable AI, 
xAI), посвящена разработке методов извлечения 
смысла из сложных вычислительных моделей. 
Другим недостатком субсимволических методов 
является их неспособность учитывать сложные 
взаимосвязи из-за ограничений современных ме-
тодов распределенного представления информа-
ции [3, 4]. Некоторые достижения в этой области 
позволили решить ряд проблем распределенного 
представления, связанных с субсимволически-
ми архитектурами: тензорные представления [5], 
способные представлять рекурсию в символьных 
структурах; дальнейшее развитие идей о более 
компактных распределенных представлениях 
с помощью голографических сокращенных пред-
ставлений [6] и других методов выражения сим-
вольных вычислений. Как правило, этот класс 
методов называют векторными символьными ар-
хитектурами [7, 8]. С другой стороны, хотя симво-
лические подходы можно интерпретировать, они 
по определению являются последовательными. 
Важно, что символические подходы предполагают 
креативность правил и инструкций по обработке 
информации, что приводит к двум последствиям. 
Во-первых, информация, закодированная в сим-
вольной системе программистом, отражает его 
собственный опыт и мировоззрение, делая систе-
му предвзятой. Этот вопрос был идентифициро-
ван как проблема символьного основания (symbol 
grounding problem) [9]. Во-вторых, информация, 
хранящаяся в символической СППР, быстро теря-
ет свою актуальность.

В результате интеграции символического и 
субсимволического подходов формируются та-
кие архитектуры и системы, как ACT-R [10], 
CLARION [11] и SS-RICS [12, 13]. В пользу по-
строения интегрированных систем также гово-

рит и психофизиологическая правдоподобность 
такой интеграции, которая была показана и 
установлена путем демонстрации наличия взаи-
мосвязанных архитектур в нервной системе чело-
века и различных биологических архитектур [3]. 
Построение нейросимволических интегрирован-
ных систем является актуальной задачей в об-
ласти анализа решений [14, 15]. Такие системы 
будут сочетать субсимволические рассуждения и 
вычисления на коннективистском уровне с сим-
волическими рассуждениями и вычислениями 
на символическом уровне. Однако постоянно воз-
никают споры о том, что значит для СППР стать 
нейросимволической или интегрированной [1, 
15, 16]. Особое внимание уделяется тому, какие 
компоненты СППР могут быть делегированы на 
субсимволический уровень и какую функцию 
искусственные нейронные сети могут играть 
в СППР [17, 18].

Данная статья посвящена специальному 
аспекту СППР — агрегации оценок экспертов. 
Любая задача, связанная с принятием решения, 
описывается, в частности, проблемой, альтерна-
тивными решениями, требованиями и эксперт-
ными оценками. Агрегирование оценок является 
сложной задачей по целому ряду причин, вклю-
чая нечеткий характер оценок, таких как линг-
вистические, большое число альтернативных ре-
шений и неравные степени компетентности экс-
пертов. Агрегирование оценок является общим 
этапом в различных методах принятия решений, 
включая TOPSIS [19], ELECTRE [20] и ML-LDM 
[21]. Таким образом, построение нейросимволи-
ческой СППР может начинаться с выражения 
агрегирования нечетких оценок на нейросетевом 
уровне. Целью данной работы является разработ-
ка нового субсимволического метода агрегации 
лингвистических оценок в виде обучаемого ней-
росетевого модуля.

Агрегация лингвистических оценок 
с помощью мультигранулярного 
оператора агрегации

Современные методы многоаспектного много-
уровневого принятия решений используют в ка-
честве базового строительного блока двухкор-
тежную модель представления лингвистической 
информации — модель 2-tuple. Важной особен-
ностью данной модели является способность вы-
ражать как качественные, так и количественные 
оценки. Модель 2-tuple основана на концепции 
символического перевода [22].

Определение 1. Структура 2-tuple состоит из 
пары (si, ), где si  S{s0, …, sg} — лингвисти-
ческий терм (концепт);  — численное значение, 
результат символического перевода, значение 
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функции принадлежности. Данное значение по-
казывает расстояние до ближайшего концепта 
si  S{s0, …, sg}, если функция принадлежности 
не дает точного ответа (si).

Определение 2. Лингвистической шкалой S 
[23] называется конечное упорядоченное множе-
ство термов S {si}_(i1…T), удовлетворяющее 
следующим условиям:

1) если i < j , то si предшествует sj (si ≺ sj);
2) отрицание терма определяется правилом 

Neg(si)sT–i+1;
3) пусть si ≺ sj, тогда объединение (дизъюнк-

ция, связка «ИЛИ») термов определяется прави-
лом si ˅ sj max{si, sj} sj;

4) пусть si ≺ sj, тогда пересечение (конъюнк-
ция, связка «И») термов определяется правилом 
si ˄ sj min{si, sj} si.

Определение 3. Правило перевода. Пусть 
S{s0, …, sg} — лингвистическая шкала, где 
g  + 1 обозначает уровень гранулярности S. 
Если   [0, 1] — это результат символической 
агрегации, то существует однозначный способ по-
строить соответствующий элемент типа 2-tuple:

g [0, 1]  S  [–0,5; 0,5),

g() (si, ),

i round(),
   – i,   [–0,5; 0,5).  (1)

Определение 4. Правило обратного перевода. 
Пусть S{s0, …, sg} — лингвистическая шкала, 
где g  + 1 обозначает уровень гранулярности 
S. Пусть (si, ) — элемент типа 2-tuple, опреде-
ленный на лингвистической шкале S, где  
 [–0,5; 0,5). Тогда есть способ преобразования 
данного элемента в численное представление 
 [0, 1]:

g
–1 S  [–0,5; 0,5)  [0, 1],

 g
–1(si, ) (i + )/.  (2)

Существует множество способов агрегиро-
вания оценок, выраженных в форме 2-tuple, их 
обычно называют операторами: MTWA (Multi-
granularity 2-tuple Weighted Averaging), MHTWA 
(Multigranularity Hesitant 2-tuple Weighted 
Averaging), P2TLWA (Pythagorean 2-tuple Lin-
guistic Weighted Averaging) [24] и т. д. Один из 
них, MTA, выполняет вычисление средневзве-
шенного значения по набору 2-tuple.

Определение 5. Оператор MTA (Multigranular 
2-tuple Averaging). Пусть (bi, i) — элемент типа 
2-tuple, определенный на шкале Sg

i, i 1, 2, …, n. 
Тогда оператор MTA определяется как

MTA((b1, 1), (b2, 2), …, (bn, n)) 

 gk(n
j1(1/n –1

gj(bj, j))).  (3)

Несмотря на то, что модель 2-tuple является 
фундаментальной, в последние годы были пред-
ложены многочисленные методы агрегирова-
ния нечетких оценок: Hesitant Fuzzy Linguistic 
Term Sets (HFLTS) [25], Institutional 2-tuple [26], 
гибридные модели [27] и т. д. Каждый оператор 
обычно ассоциируется с набором арифметиче-
ских операций.

Одним из возможных методов построения ней-
росимволических СППР является динамическое 
выражение арифметических операций в виде ди-
намики нейронной сети. Настоящая статья явля-
ется частью серии статей о выстраивании нейро-
символической архитектуры СППР [28]. Однако 
здесь используется подход к проектированию 
СППР, отличный от рассмотренного в работе [28], 
где предложено создание таких нейросетевых 
архитектур, которые не требуют обучения и ра-
ботают поверх лингвистических оценок, закоди-
рованных с помощью тензорных представлений 
[29]. В данной статье предлагается агрегировать 
лингвистические оценки в виде обучаемого ней-
росетевого модуля, построенного по принци-
пам архитектуры нейронной машины Тьюринга 
(НМТ, Neural Turing Machine — NTM).

Нейронные машины Тьюринга

Архитектура
Нейронные машины Тьюринга впервые были 

предложены в работах [30, 31] и с тех пор получи-
ли широкое распространение в различных зада-
чах, начиная от простых алгоритмических задач 
и заканчивая обучением с подкреплением [32], 
последовательными рекомендациями [33], транс-
дукцией естественного языка [34] и др.

Нейронные машины Тьюринга есть частный 
пример отдельного класса ИНС с дополненной 
памятью, которая играет важнейшую роль и яв-
ляется внешней по отношению к внутреннему 
состоянию нейросети. Для записи в эту память и 
чтения из нее существуют специальные абстрак-
ции, называемые записывающими и считыва-
ющими головками соответственно. Контроллер 
выполняет координацию этих головок для полу-
чения результата. Теоретическая архитектура 
НМТ показана на рис. 1.

Нейронная машина Тьюринга обучается 
с учителем. На этапе обучения НМТ ожидает на-
бор векторных последовательностей в качестве 
входа и набор меток, который является еще од-
ной последовательностью векторов и обозначает 
ожидаемый выход сети. На выходе НМТ выдает 
пакет векторных последовательностей, таким об-
разом, НМТ может выполнять одну и ту же зада-
чу над несколькими последовательностями одно-
временно. Доказано, что НМТ может решать мно-
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жество задач, таких как копирование, повтор, 
ассоциативный поиск, сложение и умножение 
двоичных чисел, задачу приоритетной сортиров-
ки. В данной работе рассматривается выражение 
оператора MTA для чисел, представленных в дво-
ичном виде различным количеством бит: 4, 6, 
8, 10. Общая схема подачи данных в нейронную 
сеть показана на рис. 2.

Аспекты реализации 
Аспекты внедрения НМТ хорошо описаны 

в работах [35, 36] и в основном охватывают раз-
личные подходы к повышению устойчивости обу-
чения за счет внедрения механизма контроля над 
градиентом. Важно отметить функцию ошибки, 
которая была использована как критерий для 
оценки качества обучения модели: 

 i0,5 {(1, i  0,5), (0, i < 0,5)};  (4)

e B
b1

1
1

N
n

  1

M
m |X(b,n,m)0,5 – Yb,n,m|, (5)

где B — размер партии обучающих данных, по-
ступающих в сеть; N — количество бит на одно 
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число; M — длина вектора, содержащего один 
бит выражения.

Архитектура НМТ предполагает создание 
одной или нескольких НМТ-ячеек, где каждая 
включает в себя контроллер, внешнюю память и 
головки для работы с этой памятью. Более того, 
НМТ способна к обобщению той задачи, для кото-
рой она была сконструирована и обучена. В част-
ности, НМТ может обучаться на векторных по-
следовательностях определенной длины, и после 
обучения сеть может решить задачу для большего 
набора последовательностей. Все приведенные ни-
же результаты могут быть воспроизведены с помо-
щью проекта с открытым исходным кодом. Проект 
построен на основе текущей реализации системы 
TensorFlow Neural Turing Machine [22]. Однако 
были произведены значимые улучшения — осу-
ществлен переход на поддерживаемую версию 
TensorFlow (2.3.0), так как базовая реализация 
НМТ основывалась на версии TensorFlow, которая 
более не поддерживается компанией Google.

Оценка НМТ как нейросетевого 
оператора MTA

В данной работе с помощью НМТ мы выража-
ем оператор MTA, который агрегирует оценки от 
фиксированного числа экспертов; каждая оценка 
преобразуется в числовую форму и представля-
ется в виде двоичной строки [36]. Затем числен-
ные представления оценок объединяются в одно 
арифметическое выражение, которое уже кодиру-
ется в виде матрицы с определенным форматом. 
Каждое число представлено в виде матрицы с N 
строками и M столбцами, где N обозначает коли-
чество бит, используемых для кодирования числа 
в формате Little-Endian. Мы используем множе-
ство «каналов» в данных, чтобы помочь сети раз-
личать биты, кодирующие число, и биты, кодиру-
ющие маркеры. Первый столбец матрицы содер-
жит биты данных, второй — биты для маркеров, а 
конечный маркер представлен вектором длины M. 
Для обучения создан набор данных, в котором 
каждое выражение закодировано в определенном 
формате и каждый обучающий набор содержит 
32 арифметических выражения. Каждое закоди-
рованное выражение содержит либо две, либо три 
лингвистические оценки, представленные в чис-
ленном виде и закодированные согласно схеме на 
рис. 3. В рамках данного исследования проводи-
лись эксперименты с различной длиной битовой 
строки: 4, 6, 8, 10, 16 бит.

С точки зрения гиперпараметров и внутренне-
го устройства нейронной сети Тьюринга в рамках 
данного исследования использовались следующие 
значения. У НМТ одна считывающая и одна за-
писывающая головка. Контроллер представлен 

одной LSTM-ячейкой. Размер LSTM-ячейки равен 
100 элементам и не менялся в зависимости от вход-
ных данных. Размер внешней памяти составлял 
256 ячеек, каждая состояла из 128 элементов. Для 
каждого эксперимента, который характеризуется 
количеством экспертов и длиной битовой строки, 
производилось отдельное обучение нейронной се-
ти и отдельная серия экспериментов после обуче-
ния. В случае агрегации двух оценок НМТ смогла 
добиться нулевой ошибки в экспериментах с 4-, 
6-, 8- и 10-битными числами (рис. 4, a). При агре-
гации трех оценок НМТ смогла добиться нулевой 
ошибки только для 4-битных чисел (рис. 4, в). Для 
большей длины битовой строки ошибка варьиру-
ется от 0,26 для 6 бит до 2,42 для 10-битных чисел. 
В то же время НМТ смогла существенно миними-
зировать значение функции потерь во всех вари-
антах (рис. 4, б, г). Эксперименты проводились 
на различных конфигурациях CPU (таблица): 
Intel(R) Xeon(R) CPU E5-2650 v4 @ 2.20GHz, AMD 
EPYC 7282 16-Core Processor @ 2.79 GHz, Intel(R) 
Xeon(R) Gold 6140 CPU @ 2.30 GHz с нефиксиро-
ванной частотой и 60 GB оперативной памяти и 
GPU: NVIDIA Corporation TU104GL [Tesla T4]. 
Результаты экспериментов можно воспроизвести 
с использованием авторского проекта с открытым 
исходным кодом (https://github.com/demid5111/
NeuralTuringMachine).

Ограничением подхода, апробированного 
в первой серии экспериментов, является необходи-
мость промежуточного перевода лингвистических 
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  Рис. 3. Закодированное выражение для оператора 
MTA

  Fig. 3. Encoded expression for the MTA operator
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оценок в численное представление перед тем, как 
передавать их на вход обученному нейросетевому 
агрегатору оценок. Более того, как уже отмечалось, 
в рамках задачи построения нейросимволических 
систем вопрос представления знаний является ак-
туальным. Требуется создание методов для пере-
вода символов в истинно распределенное представ-
ление. Поэтому с точки зрения решаемой задачи 
агрегации лингвистических оценок необходимо 
построение распределенного представления для 
каждой такой оценки и обучение нейросетевого 
агрегатора, который бы мог работать с такими рас-
пределенными представлениями. Для этого пред-
лагается рассматривать лингвистическую оценку 
с точки зрения тензорных представлений [28], а 
именно как дерево с двумя листьями. Например, 
для лингвистической оценки, представленной на 
рис. 5, при заданных rindex[1, 0] и ralpha[0, 1], 
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  Рис. 4. Динамика обучения НМТ для агрегации оценок, представленных в виде битовых строк фиксированной 
длины. Изменение функции ошибки (а) и потерь (б) НМТ при агрегации двух оценок; изменение функции ошибки (в) 
и потерь (г) НМТ при агрегации трех оценок 

  Fig. 4. NTM training dynamics for bit strings of various length. Change of error per sequence for two assessments ag-
gregation (a), loss function for two assessments aggregation (б), error per sequence for three assessments aggregation (в), 
loss function for three assessments aggregation (г)
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  Рис. 5. Представление лингвистической оценки 
(s4, 0,2) в виде структуры из двух заполнителей, т. е. 
листьев дерева, и двух позиционных ролей: rindex и 
ralpha

  Fig. 5. Representing linguistic assessment (s4, 0,2) as 
a structure with two fillers as leaves and two positional 
roles: rindex and ralpha
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размере заданной лингвистической шкалы, рав-
ной пяти, и фиксированной точности для пред-
ставления проекции лингвистической перемен-
ной, равной одному знаку после запятой, полу-
чаем следующее распределенное представление: 
 [[0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0], [0, 0], 
[0, 0], [0, 0], [0, 0], [1, 0], [0, 0], [0, 0], [0, 0], [0, 0], [0, 
0], [0, 0], [0, 0], [0, 1], [0, 0], [0, 0], [0, 0]]. При вы-
тягивании такого распределенного представления 
в вектор получается тензор ранга 1, состоящий из 
48 элементов.

Вторая серия экспериментов была посвяще-
на подготовке данных и обучению нейросетевого 
агрегатора, который принимает на вход набор из 
распределенных представлений лингвистических 
оценок. Иными словами, по сравнению с первой 
серией экспериментов больше не требовался пред-
варительный шаг по переводу лингвистических 
оценок в численное представление перед их упа-
ковкой в качестве входных данных для нейросете-
вого агрегатора. Общая схема подготовки данных 
для первого и второго экспериментов выглядит 
аналогично. Во втором эксперименте вместо рас-
пределенного представления чисел в виде битовой 
строки заданной длины используется распределен-
ное представление лингвистических оценок в виде 
битовой строки фиксированной длины, равной 48. 
Эксперименты проводились с агрегацией оценок 
только от двух экспертов. С точки зрения гиперпа-
раметров и внутреннего устройства нейронной сети 
Тьюринга в рамках второго эксперимента исполь-
зовались те же настройки, что и в первом экспери-
менте. Результат обучения нейросетевого агрега-
тора представлен на рис. 6, а и б. Вычислительные 
эксперименты проводились на Intel(R) Xeon(R) 
Gold 6240 CPU @ 2.30 GHz с нефиксированной ча-
стотой и 60 GB оперативной памяти.

Таким образом, нейросетевой агрегатор при-
нимает на вход лингвистические оценки в рас-
пределенном виде, закодированные согласно 
правилам тензорных представлений, и выполня-
ет задачу агрегации лингвистических оценок от 
двух экспертов с нулевой ошибкой.

В экспериментальном исследовании произво-
дилась агрегация оценок от фиксированного ко-
личества экспертов. Учитывая устройство MTA 
и фиксированное количество экспертов, данный 
оператор можно представить в виде единственно-
го нейрона обычной сети прямого распростране-
ния (без функции активации). Использование су-
щественно более сложной нейросетевой архитек-
туры для реализации этого оператора вызвано ря-
дом причин. Во-первых, с точки зрения развития 
идей распределенных вычислений в СППР суще-
ствует более широкая задача, которая заключа-
ется в разработке методов построения истинно 
распределенного представления информации о 
проблемной ситуации, которая, например, вклю-
чает и информацию об экспертах, альтернативах 
и критериях. Веса в таком случае не должны быть 
закодированы в локальном виде, что происходит, 
например, при использовании единственного 
нейрона и некоторого количества обучаемых ве-
сов, соответствующих конкретному эксперту или 
критерию. Во-вторых, исследовательский вопрос 
заключался в попытке избавиться от необходи-
мости создания новых символических операто-
ров агрегации, чему посвящено большое коли-
чество работ, и их число с каждым годом только 
растет. Вместо этого предлагается использовать 
нейросетевую архитектуру, которая могла бы 
функционировать как оператор агрегации, при 
этом правила агрегации подбирались бы нейрон-
ной сетью самостоятельно. В-третьих, существу-
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  Рис. 6. Динамика функции ошибки (а) и потерь (б) НМТ для агрегации двух экспертных оценок, представлен-
ных в распределенном виде с помощью тензорных представлений

  Fig. 6. Change of error per sequence for aggregation of two assessments encoded with tensor representations in a 
distributed form
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ет задача построения компилятора нейросетевых 
каскадов для различных конфигураций СППР и 
для работы с произвольным сценарием. В такой 
постановке задачи использование простейшего 
варианта в виде нейрона нецелесообразно, в то 
время как существенно более сложная нейросе-
тевая архитектура позволяет решать поставлен-
ную задачу.

Заключение

Цель данного исследования заключалась 
в разработке нейросетевой архитектуры для эф-
фективного представления субсимволических 
рассуждений в системах поддержки принятия ре-
шений в части алгоритмов агрегирования нечет-
ких оценок экспертов для выбора альтернатив-
ных решений. Данная работа является частью се-
рии статей о выстраивании нейросимволической 
архитектуры СППР [28]. В рамках общего иссле-
дования рассматривается шаг агрегации оценок 
при выполнении многокритериального выбора и 
осуществляется развитие методов к выражению 
алгоритмов агрегации в полностью коннекти-
вистском виде. Было продемонстрировано [28], 
что задача агрегации оценок может быть осу-
ществлена с помощью нейросетевых архитектур, 
не требующих обучения. Однако показано, что 
такое кодирование чисел требует создания дре-
вовидных структур большой вложенности, а од-
ним из известных недостатков тензорных пред-
ставлений является взрывной рост размерности. 
Обработка таких распределенных представлений 

большой размерности требует значительных вы-
числительных ресурсов и также является затрат-
ной по времени [37].

Настоящая работа показывает, что шаг агре-
гации оценок может быть реализован на осно-
ве обучения нейронной сети, а уже обученная 
нейронная сеть может достаточно быстро и точ-
но агрегировать оценки. При этом мы считаем 
важным использовать тензорные представления 
для кодирования проблемной ситуации, а также 
самих оценок в силу отсутствия потерь инфор-
мации. Иными словами, вклад данной работы 
в общее исследование построения нейросимво-
лических СППР заключается в демонстрации 
возможности создания и практического ис-
пользования обучаемого нейросетевого моду-
ля на основе нейронных машин Тьюринга для 
агрегации оценок. Кроме того, предлагается ис-
пользовать метод тензорных представлений для 
кодирования лингвистических оценок в распре-
деленный вид. Это позволяет при необходимости 
переходить с символического уровня на субсим-
волический и обратно, что создает возможность 
для интерпретации работы нейросимволиче-
ской СППР. В качестве дальнейших направле-
ний исследования предлагается рассмотреть 
возможности НМТ для выражения другого ал-
горитма агрегации — MTWA оператора, так как 
он является самым распространенным опера-
тором, используемым при разработке лингви-
стических СППР. Также интерес представляет 
исследование возможности создания распреде-
ленного представления проблемной ситуации и 
дальнейшего выражения всех этапов агрегации 

  Таблица экспериментов по обучению НМТ
  NTM training experiments details

Номер серии 
экспериментов

Количество 
оценок

Размер 
битовой 
строки

Количество 
слотов 

внешней 
памяти

Количество 
ошибочных бит 

в результате 
работы НМТ

Аппаратное обеспечение

1 2 4 128 0 Intel(R) Xeon(R) CPU E5-2650 v4 @ 2.20 GHz

1 2 6 256 0,26 AMD EPYC 7282 16-Core Processor @ 2.79 GHz

1 2 8 256 0,62 Intel(R) Xeon(R) CPU E5-2650 v4 @ 2.20 GHz

1 2 8 512 0,26 Intel(R) Xeon(R) Gold 6140 CPU @ 2.30 GHz

1 2 10 256 0,62 Intel(R) Xeon(R) Gold 6140 CPU @ 2.30 GHz

1 3 4 128 0 AMD EPYC 7282 16-Core Processor @ 2.79 GHz

1 3 6 256 0 AMD EPYC 7282 16-Core Processor @ 2.79 GHz

1 3 8 256 0 AMD EPYC 7282 16-Core Processor @ 2.79 GHz

1 3 10 256 0 Intel(R) Xeon(R) Gold 6240 CPU @ 2.60 GHz

1 3 16 256 5,58 NVIDIA Corporation TU104GL [Tesla T4]

2 2 17 256 0 Intel(R) Xeon(R) Gold 6240 CPU @ 2.60 GHz

2 2 48 256 0 Intel(R) Xeon(R) Gold 6240 CPU @ 2.60 GHz
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экспертных оценок в виде динамики нейронной 
сети. Разработка таких решений, на наш взгляд, 
обеспечивает фундаментальные строительные 
блоки для распределенных гибридных нейро-
символических СППР.
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Introduction: Currently, the issues of Internet of Things technology are being actively studied. The operation of a large number 
of various self-powered sensors is within the framework of a massive machine-type communication scenario, using random 
access methods. Topical issues in this type of communication are how to reduce the transmission signal power and to increase 
the device lifetime by reducing the consumed energy per bit. Purpose: Formulation and analysis of the problems of minimizing the 
transmission power and consumed energy per bit in systems with or without retransmissions in order to obtain the achievability 
bounds. Results: A model of the system is described, within which four problems are formulated and described, concerning the 
signal power minimization and energy consumption for given parameters (the number of information bits, the spectral efficiency 
of the system, and the Packet Delivery Ratio). The numerical results of solving these optimization problems are presented. They 
make it possible to obtain the achievability bounds for the considered characteristics in systems with or without losses. The 
lower bounds obtained by the Shannon formula are also presented, assuming that the message length is not limited. The obtained 
results showed that solving the minimization problem with respect to one of the parameters (signal power or consumed energy 
per bit) does not minimize the second parameter. This difference is most significant for information messages of a small length, 
which is common in IoT scenarios.Practical relevance: The results obtained allow you to assess the potential for minimizing 
the transmission signal power and consumed energy per bit in random multiple access systems with massive machine-type 
communication scenarios. Discussion: The presented problems were solved without taking into account the average delay of 
message transmission; the introduction of such a limitation should increase the transmitted signal power and consumed energy 
per bit.

Keywords — random multiple access, spectral efficiency, signal-to-noise ratio, energy per bit, mMTC, IoT, minimization 
problem.
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Introduction

In the framework of the currently unfolding 
5G communication standard, as well as the devel-
opment of the next generation 6G, scenarios of the 
Internet of Things (IoT) are considered [1, 2]. Soon, 
the number of IoT devices will be on the order of one 
million per square kilometer, and each of the devic-
es will periodically transmit a small amount of data 
[3–5]. Due to the large volume of devices, it is not 
possible to use scheduling methods to access the 
channel share. Therefore, within the framework 
of IoT systems, the use of random access methods 
is assumed [6–9]. With regard to the requirements 
put forward with the systems (transmission rate, 
delay, etc.), the following types of IoT are distin-
guished: massive IoT, critical IoT, broadband IoT 
and industrial IoT [10]. Massive IoT operates in a 
massive machine-type communications (mMTC) 
scenario and describes data acquisition systems 
with a large number of low-power end devices 
(such as sensors) that periodically transmit a small 
amount of data. Examples of the mass Internet of 
Things are temperature, pressure, light sensors, 
and meters in smart home technology. The amount 
of data transferred is small, but the number of IoT 

devices is very large [11]. The main requirements 
for this scenario are a large number of devices, sta-
bility, low power consumption, delivery of messages 
with given reliability, as well as a limitation on av-
erage delay [12].

The work considers the following scenario. There 
are a large number of stand-alone user devices and 
one base station. The level of attenuation in the 
channel between the base station and all user devic-
es is the same. User devices can transmit data to the 
base station and receive service messages from the 
base station. All user devices, at random moments 
in time, have a small piece of data of the same in-
formation length, which the device must transmit 
to the base station. The total input arrival rate of 
messages in the system is set. There are two options 
for this scenario. 

In the first variant, the system does not provide 
for the presence of a feedback communication chan-
nel. In this case, the user device transmits the mes-
sage once and deletes it, regardless of the success of 
the transmission. An important characteristic is the 
Packet Delivery Ratio (PDR), which can be set in ac-
cordance with the requirements of the scenario. 

In the second variant, the system has a feedback 
channel, and the user device, according to some al-
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gorithm, repeats the transmission until it receives 
confirmation from the base station that data has 
been received from this user device. 

In what follows, the first variant of the scenar-
io will be called transmission without retransmis-
sions, and the second variant — transmission with 
retransmissions.

In view of some of the design features of trans-
mission networks, it may be necessary to limit the 
signal power of data transmission from the user 
device. This, for example, can be caused by the con-
ditions of the controlling organizations. In this sce-
nario, reducing the transmit signal power is equiva-
lent to decreasing the signal-to-noise ratio to achieve 
the desired system performance. As noted earlier, in 
IoT systems, most devices can be powered from an 
autonomous power source. Therefore, the question 
arises about increasing the operating time of the de-
vice without additional maintenance (replacing the 
battery or charging). In the described scenario, the 
increase in the operating time of the user device is 
reduced to the task of reducing the consumption en-
ergy per bit during data transmission.

Accordingly, for both scenarios, two minimiza-
tion problems (task) can be considered.

First task. Minimizing signal-to-noise ratio 
(SNR). In fact, this is the minimization of the trans-
mission signal power for the given parameters: the 
length of the transmitted message in bits, the in-
tensity of the input arrival rate, packet delivery ra-
tio, and the noise power.

Second task. Minimizing consumption energy per 

bit  
0
.b

E
N

 In fact, this is the minimization of energy con-

sumption for the transmission of a message with fixed 
parameters: the length of the transmitted message in 
bits, the intensity of the input arrival rate, packet de-
livery ratio, and the noise power spectral density.

It should be noted that when solving the second 
task within the framework of the feedback system, 
it is necessary to take into account the number of re-
transmissions of the message sent by the user device.

As a rule, in works devoted to random mul-
tiple access in systems with mMTC, varieties of 
algorithms such as ALOHA and its modifications 
are considered [13–15]. Within the framework of 
this work, minimization problems are formulat-

ed for SNR and 
0

bE
N

  for systems with and without 

retransmissions, where the optimal ALOHA algo-
rithm will be analyzed as an access algorithm.

System model

A random multiple access system is considered. 
Additive White Gaussian Noise (AWGN) is pres-

ent in the channel. For this system, we introduce a 
number of assumptions.

Assumption 1. The system has one base station and 
many user devices. The system has an input message 
arrival rate per unit of time (slot), which is a Poisson 
distribution with the parameter  [message / slot]. 
Each message contains k bits of information. Using 
the modulation and coding scheme A, on the basis of 
k bits, a signal is generated that contains n samples.

Assumption 2. There is a potentially infinite 
number of user devices (user devices and messages 
are equal). A user device with a message ready to 
send is called active.

Assumption 3. The user devices and the base sta-
tion have synchronization, both by samples and by 
slots. The slot is the time it takes to transmit one 
message and lasts n samples.

Assumption 4. We consider a time-discrete com-
munication channel with additive white Gaussian 
noise (Gaussian Multiple Access Channel), defined 

as 
1

,
tK

i
i

Y X Z


   where Y is the channel output sig-

nal; Kt is the number of user devices transmitting a 
signal per channel in the slot with number t (which 
is a random variable); Xi is the signal of the i-th us-
er device; Z is additive white Gaussian noise, and 
Z~𝒩 (0,1). The signals transmitted by the user de-
vices contain n samples and the maximum energy 
limitation of each signal XinSNR [16, 17].

The described system model is characterized 
by a set of parameters:  [messages/slot], k [bits], 

n [samples], SNR [times] or 
0

bE
N

 [energy/bit]. 

Additionally, we introduce into consideration the 
value defined as:

.
k
n


 

This value characterizes the average number of 
bits transmitted per sample. In what follows, it will 
be called spectral efficiency.

In the next section, taking into account the de-
scribed model, the analysis of the system, both with 
guaranteed message delivery and with losses, will 
be considered. The tasks of minimizing signal pow-

er (SNR) and consumption energy per bit 
0

bE
N

 
 
 

 will 

be formulated and described.

System analysis

First, consider a system operating in without ac-
knowledged mode, with each user device who has a 
message transmits it at the beginning of the next 
slot. The number of information bits k to be trans-
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mitted to user devices, the PDR Pd, and spectral ef-
ficiency  are indicated.

Add the following assumption to the general 
model:

Assumption 5. The user device transmits a mes-
sage at the beginning of the next slot, immediately 
after the message appears, and leaves the system 
without waiting for confirmation.

The main parameter for this system is the PDR 
value. There are two ways to determine the PDR (by 
analogy with the definition of the delay in [18]):

Actual PDR value. All messages in the system 
are numbered, and the algorithm works for some 
time. Then the total number of transmitted messag-
es is divided by the total number of messages that 
were transmitted during the given period of time:

 
 , lim ,deliv

deliv a
t

N t
P

N t


where  t is the operating time of the system; Ndeliv(t) 
is the number of messages delivered during time t; 
N(t) is the number of messages sent during time t.

Virtual PDR value. A target user device is added 
to the system at a random moment in time and the 
probability with which his message will be success-
fully transmitted is determined:

the packet of the target user added
at time  was successfully deliver

,

limPr .

deliv v

t t

P





 
  

 

It was shown in [18] that adding a target user 
device to the system with a Poisson input stream 
does not violate the input stream itself and its 
characteristics. Also in the case of a Poisson input 
stream, both PDR definitions give the same mean-
ing (Pdeliv,aPdeliv,v).

In this work, to analyze and solve the described 
minimization problem, the second definition will be 
used to find the PDR value, and we will denote it 
as Pd.

With this in mind, let’s analyze the PDR in gen-
eral. Let the number of samples n, the number of bits 
transmitted by the user device k, the modulation and 
coding scheme A, and the SNR value is given. In a 
random slot, we add a target user device with a mes-
sage ready for transmission. Then the probability 
that the message of the target user device will be de-
livered successfully, in accordance with the second 
definition of PDR, is calculated as follows:

0 user devices 
appeared in the system

message decoded 
successfully

Pr

Pr .

dP
 

  
 
 

  
 

Using the formula for the probability of occur-
rence of i messages with a Poisson input stream 
with a parameter , we can write: 

  user devices 
appeared in the system

.Pr
!

ii
e

i
 

 
 

Let there be some function Pe(A, n, k, SNR) that 
allows you to determine the probability of decoding 
error for given parameters A, SNR, n and k, then:

 
message decoded 
successful

1    
ly

Pr , , , .eP A n k SNR
 

  
 

Then, taking into account the fact that ,
n
k


   
we get the expression:

 
  1    , , , .

n
k

d eP e P A n k SNR


    (1)

Polyansky’s formula [16] 

 
 

 

2 2

22

1 11
2 2  

2
2 1

log log
, ,

log
e

n SNR n k
n k SNR Q

SNR SNR
n

p
e

SNR

 
    

  
 

    

allows determining the probability of decoding 
error for given parameters SNR, n and k. Then we 
define the probability of successful decoding as 
1 – pe(A, n, k, SNR). Substitute in formula (1) and get:

 
  1   , , .

n
k

d eP e p k n SNR


    (2)

Then the first minimization task can be formu-
lated:

 
  

given   
i

subject to:

1   

: , ,
minim ze: in

.

, ,

d

n
k

d e

P

P

k

SNR n

e p k n SNR


 



  (3)

The solution to this task will be the minimum 
SNR value at which the required PDR is achieved 
for a given number of transmitted bits k and spec-
tral efficiency .

Consider the formulation of a similar task but 
from the point of view of minimizing the expended 

energy per bit. It is known that SNR and 
0

bE
N

 are 

related through the following expression:

 0 2
.b nSNRE

N k
   (4)
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With this in mind, expression (2) can be written 
as

 0
1   

2
, , .

n
k

d e
bEk

n N
P e p k n

   
      

  (5)

Then the second minimization task (consump-
tion energy per bit, for a given number of transmit-
ted bits and spectral efficiency) can be formulated 
as follows: 

 

0

0

given   

i

subject to:

2
1   

: , ,

minim ze: in

.

, ,

d

n
k

d e

b

b

P

P e p

k

E
n

N

n
E
N

k
k
n

   
 



    

  (6)

Consider the second system, in which the user 
device transmits his message according to some al-
gorithm until it is successfully delivered. The num-
ber of information bits k and the spectral efficiency 
 are given.

It is necessary to change the model of the system 
by adding an assumption to it:

Assumption 5*. By the beginning of each slot, all 
user devices and base station know how many user 
devices have a message ready for transmission Ma. 
Each user device transmits his message with proba-

bility ,
a

G
p

M
  where G is the algorithm parameter 

(0 < G  1), until it is successfully delivered.
The critical input arrival rate can be limited by 

the following inequality:

 

probability of transmission
 by  user device

message decoded 
successfully

Pr

Pr .

G
one

     
  

 
  

 

 

 (7)

Then, taking into account the spectral efficiency 
[bit/sample] and by analogy with the system without 
retransmissions, the expression can be written as

 
  1   , , .G

e
k
Ge p k n SNR

n
     (8)

It is worth noting that for the algorithm with 
retransmissions, taking into account SNR, one can 
find the value of G that maximizes the spectral ef-
ficiency. To do this, you need to solve the following 
optimization problem:

 
opt max .G

G
G Ge   (9)

It is well known that the solution to this optimi-
zation problem is G1 [19].

Then the third minimization task can be formu-
lated:

 
  1

given  
i

subject to:

1   

: ,
minim ze: in

.

, ,e
k
e p k n SNR

N

n

k

S R n

  



  (10)

Consider the same system, but from the point of 
view of minimizing consumption energy per bit. In 
contrast to solving the problem in terms of signal 
power, it is necessary to take into account the av-
erage number of messages S sent by a user device. 
From work [20] it follows that the average number 
of transmissions is determined by the expression:

 

01( )
,

kG
S

n
 




  (11)

where S is the average number of messages sent 
by the user device; k is the number of information 
symbols; 0 is the stationary probability that there 
are no active user devices in the system;  is the 
spectral efficiency; n is the number of samples.

Considering that the value  specified in the 
solution of the task is critical, then the value 0 0. 
Then, taking into account the number of transmis-

sions, the SNR values and 
0

bE
N

 are related by the 

following expression:

 0 02
2 .b bSnSNRE

N k
E
N G

 


 
 (12)

In accordance with expression (12) and task (10), 
we can formulate the fourth minimization task (for 

0
) :bE

N

 

0

0

given  

i  

subject t

2

o

 

:

1  

: ,

minim z

,

e in

,

: ,

.

b

G b
e

k

E
N

Ek
Ge p k n

n N

n G

G
   

       



  (13)

All considered minimization tasks are presented 
in Table 1.

The solutions to these tasks allow us to deter-
mine the achievability bounds of signal power and 
consumption energy per bit in random multiple ac-
cess systems.

If we consider the solution of the presented tasks 
for k  , n   and the speed Rk/n, taking into ac-
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count the Shannon theorem for discrete channels, then 
we can obtain the lower bounds presented in Table 2.

In the next section, the numerical results of 
solving these tasks will be presented and qualita-
tive analysis of the results will be carried out.

Numerical results

Figure 1, a, b show the results of solving minimi-
zation tasks for a system without retransmissions 
(tasks 1 and 2), for a given PDR Pd0.9 at spectral 
efficiency 0.1 and 0.12. The values marked 

“converted” mean that the minimization task was 
solved by one of the parameters and was recalcu-
lated for the second parameter in accordance with 
formula (4). It should be noted that in the case of an 
increase in the required PDR, the obtained values 
of the achievability bounds increase. It also follows 
from the graphs that the solution of the problem of 
minimization in terms of signal power does not give 
a solution minimization in terms of consumption 
energy per bit and vice versa. As k grows, these dif-
ferences decrease. The lower bounds are obtained in 
accordance with the expressions from Table 2. As 
can be seen from the figure, with an increase in the 
number of information bits, the achievability bound 
tends to the lower bound. As k , the results will 
be the same. However, the IoT has short message 
lengths. The tasks posed earlier can be changed by 
minimizing one of the parameters with a constraint 
on the other, but such solutions will lie above the ob-
tained bounds.

Figure 2, a, b show the results of solving the 
minimization problems for all tasks, for a given 
number of information bits k equal to 50. The PDR 
for the system without repetitions is 0.65 and was 
chosen for the convenience of the scale on the graph. 
The values marked “converted” also mean that the 
minimization task was solved by one of the param-
eters and was recalculated for the second parame-
ter in accordance with formulas (4) — for tasks 1 
and 2, (12) — for tasks 3 and 4. As noted earlier, 
solving the task for the system with retransmis-
sions by SNR, the optimal system parameter G is 

equal to 1. However, when solving this task by 
0

bE
N

, 

  Table 1. Formulation of minimization tasks

System Minimizing signal power (SNR) Minimization of energy per bit costs 

0

bE
N

 
 
 

Without 
retransmissions

Task 1

  

given   
i

subject to:

1   

: , ,
minim ze: in

, ,

d

n
k

d e

P

P e p k

k

SNR

NR

n

n S


 



Task 2

0

0

given   

i

subject to:

1  
2

 

: , ,

minim

,

z in

,

e:

d

n
k

d
b

e

b

P

P e

k

E
n

N

Ek
n

p k n
N

   
    



 

With retransmissions

Task 3

  1

given  
i

subject to:

1   

: ,
minim ze

, ,

: in

e
k
e p k n S

k

N
n

SN

R

R n

  



Task 4

0

0

given  

i  

subject to:

1   2

: ,

minim ze: in ,

, ,

b

G b
e

E
N

Ek
Ge p

k

n

n
n N G

G

k   
       



  Table 2. Lower bounds for solving minimization tasks

System
Minimizing signal 

power (SNR)

Minimization of 
energy per bit costs 
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the values of this parameter turn out to be below 1 
and tend to this value with increasing spectral ef-
ficiency. By optimizing this parameter, there is a 
gain in consumption energy per bit in systems with 
retransmissions. If this parameter is equal to 1 in 
both tasks, they give similar results.

Conclusion

The paper describes a model of a system with 
a potentially unlimited number of user devices in 
a Gaussian Multiple Access Channel. Within the 

framework of this model, systems without retrans-
missions and with retransmissions are considered. 
Four tasks of minimizing signal power and con-
sumption energy per bit for given system param-
eters were formulated and described: the number 
of information bits, the spectral efficiency of the 
system, and the packet delivery ratio. For the prob-
lems formulated, the lower bounds obtained by the 
Shannon formula are presented under the assump-
tion that the message length is not limited. With an 
increase in the number of information bits, the re-
sults of solving tasks and the corresponding achiev-
ability bounds will tend to lower bounds. Numerical 
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solutions for the assigned tasks are presented. The 
results obtained showed that solving the minimiza-
tion problem with respect to one of the parameters 
(signal power or consumption energy per bit) does 
not minimize the second parameter. This differ-
ence is most significant for small information mes-
sage lengths, which corresponds to IoT scenarios. 
Difference a decibel at typical value of information 
bits k50 bits and spectral efficiency 0.1 ac-
cording to SNR: for tasks 1 and 2 with a PDR0.9 
is 0.13 dB; for tasks 3 and 4 is 3.07 dB. Results for 

0

bE
N

 in similar conditions: for tasks 1 and 2 with a 

PDR0.9 is 0.12 dB; for tasks 3 and 4 is 2.4 dB. 
However, in IoT scenarios, the number of informa-
tion bits is assumed to be small. For a system with 
retransmissions, with minimization of energy per 
bit, the optimal transmission parameter G is less 

than 1 and tends to it with an increase in the re-
quired spectral efficiency. When minimizing signal 
power in such a system, this parameter is always 1. 

The results obtained allow us to assess the po-
tential for minimizing transmission signal power 
and consumption energy per bit in random multiple 
access systems in the framework of IoT scenarios. 
Sometimes, in practice, the transmitter signal pow-
er can be limited and it is required to minimize the 
energy consumption, therefore, one of the parame-
ters can be minimized with a restriction on the oth-
er, then the boundaries obtained in the work will be 
a lower estimate for solving such problems. 
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Задачи оптимизации мощности сигнала и энергии на бит в системах mMTC 
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Введение: в настоящее время активно изучаются вопросы работы технологии Интернета вещей. Работа большого числа раз-
личных датчиков с автономным питанием находится в рамках сценария massive machine-type communications с применением 
методов случайного доступа. Актуальными вопросами в данном типе связи являются уменьшение мощности передачи и увели-
чение продолжительности работы устройства за счет снижения затрат энергии на бит. Цель: формулирование и анализ задач ми-
нимизации мощности передачи и затрачиваемой энергии на бит в системах без повторных передач и с повторными передачами 
для получения границ достижимости. Результаты: описана модель системы, в рамках которой сформулированы и рассмотрены 
четыре задачи минимизации мощности и затрат энергии при заданных параметрах (число информационных бит, спектральная 
эффективность системы и требуемая достоверность доставки). Представлены численные результаты решения данных оптими-
зационных задач, позволяющие получить границы достижимости для указанных характеристик в системах с потерями и без 
потерь. Также определены нижние границы для данных характеристик, полученные по формуле Шеннона в предположении, что 
длина сообщения не ограничена. Результаты показали, что решение задачи минимизации по одному из параметров (мощность 
сигнала или энергия потребления на бит) не минимизирует второй параметр. Эта разница наиболее существенна для информа-
ционных сообщений небольшой длины, что соответствует сценариям Интернета вещей. Практическая значимость: полученные 
результаты позволяют оценить потенциальные возможности для минимизации мощности передачи и затрат энергии на бит в 
системах случайного множественного доступа со сценариями massive machine-type communications. Обсуждение: представлен-
ные задачи решались без учета средней задержки передачи сообщения, введение такого ограничения должно повысить мощность 
передаваемого сигнала и затраты энергии на бит.

Ключевые слова — случайный множественный доступ, спектральная эффективность, отношение сигнал/шум, энергия на 
бит, mMTC, Интернет вещей, задача минимизации.
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щихся редактированию, используя векторные программы: Visio (*.vsd, *.vsdx); Adobe Illustrator (*.ai); Coreldraw 
(*.cdr, версия не выше 15); Excel (*.xls); Word (*.docx); AutoCad, Matlab (экспорт в PDF, EPS, SVG, WMF, EMF); 
Компас (экспорт в PDF), веб-портал DRAW.IO (экспорт в PDF);

— фото и растровые — в формате *.tif, *.png с максимальным разрешением (не менее 300 pixels/inch).
Наличие подрисуночных подписей и названий таблиц на русском и английском языках обязательно (желатель-

но не повторяющих дословно комментарии к рисункам в тексте статьи). 
В редакцию предоставляются:
— сведения об авторе (фамилия, имя, отчество, место работы, должность, ученое звание, учебное заведение и 

год его окончания, ученая степень и год защиты диссертации, область научных интересов, количество научных 
публикаций, домашний и служебный адреса и телефоны, e-mail), фото авторов: анфас, в темной одежде на белом 
фоне, должны быть видны плечи и грудь, высокая степень четкости изображения без теней и отблесков на лице, 
фото можно представить в электронном виде в формате *.tif, *.png, *.jpg с максимальным разрешением — не менее 
300 pixels/inch при минимальном размере фото 4055 мм;

— экспертное заключение.
Список литературы составляется по порядку ссылок в тексте и оформляется следующим образом:
— для книг и сборников — фамилия и инициалы авторов, полное название книги (сборника), город, издатель-

ство, год, общее количество страниц, doi;
— для журнальных статей — фамилия и инициалы авторов, полное название статьи, название журнала, год из-

дания, номер журнала, номера страниц, doi;
— ссылки на иностранную литературу следует давать на языке оригинала без сокращений;
— при использовании web-материалов указывайте адрес сайта и дату обращения.
Список литературы  оформляйте двумя отдельными блоками по образцам lit.dot на сайте журнала (http://i-us.

ru/paperrules): Литература и References.

Более подробно правила подготовки текста с образцами изложены на нашем сайте в разделе «Руководство для 
авторов».
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