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СИММЕТРИЯ ДВУЦИКЛИЧЕСКИХ МАТРИЦ АДАМАРА 
И ПЕРИОДИЧЕСКИЕ ПАРЫ ГОЛЕЯ
Н. А. Балонина, доктор техн. наук, профессор 
Д. Ж. Джоковичб, доктор мат. наук, профессор 
aСанкт-Петербургский государственный университет аэрокосмического приборостроения, 
Санкт-Петербург, РФ
бУниверситет Ватерлоо, Ватерлоо, Онтарио, Канада

Цель: изучить конструкцию двуциклических матриц Адамара, систематически исследовать  роль симметрии и кососимме-
трии циклических блоков этой конструкции, классифицировать периодические пары Голея, вплоть до длины 40,  тесно связан-
ные с двуциклическими матрицами Адамара. Методы: вычислительные методы линейной алгебры, рекуррентные методы 
поиска оптимума, методы нахождения периодических пар Голея фиксированных размеров с использованием высокопроизво-
дительных компьютеров. Результаты: рассмотрена проблема построения матриц Адамара двуциклического типа введением 
специальных мер симметрии (индекса симметрии, дефектов симметрии и кососимметрии), исследованы классы эквивалент-
ности периодических пар Голея небольшой длины. Аналог гипотезы Райзера о несуществовании циклических матриц Адамара 
порядка большего, чем четыре, был предложен ранее первым автором. Его содержание состоит в утверждении того, что не 
существует симметричных двуциклических матриц Адамара порядка выше 32. Последняя гипотеза проверена в нескольких 
случаях с использованием компьютера. Каталог представителей классов эквивалентности двуциклических матриц Адамара 
представлен в форме списка периодических пар Голея длин вплоть до размера 26 (включительно). Приведены примеры почти 
симметричных двуциклических матриц Адамара относительно больших порядков. Практическая значимость: матрицы Ада-
мара имеют непосредственное практическое значение для задач помехоустойчивого кодирования, сжатия и маскирования 
видеоинформации. Программное обеспечение нахождения двуциклических матриц Адамара и библиотека периодических 
пар Голея вместе с исполняемыми on line алгоритмами доступны в математической сети Интернет http://mathscinet.ru.

Ключевые слова — ортогональные матрицы, матрицы Адамара, гипотеза Райзера, циклические матрицы, двуци-
клические матрицы, периодические пары Голея. 

Введение

Настоящая работа посвящена исследованию 
свойств двуциклических матриц Адамара, в част-
ности симметрии. 

Напомним, что матрица Адамара — квадрат-
ная матрица H порядка n, состоящая из чисел 
{1, –1}, столбцы (или строки) которой ортогональны:

HTH = HHT = nI,                        (1)

где I — единичная матрица. Определение ввел 
Адамар [1], отметив экстремальное качество по-
лучаемых из этого квадратичного уравнения ре-
шений (матрицы имеют максимально возможный 
детерминант на классе матриц с элементами по 
модулю, не большими 1), а также возможную об-
ласть существования: порядки n = 4k, k — целое.

До появления численных методов детерми-
нант занимал внимание математиков как эле-
мент теории решения линейных алгебраических 
уравнений.

Для Сильвестра [2], открывшего первую по-
следовательность таких матриц порядков n = 2t, 
t — целое, существенно было именно то, что орто-
гональные матрицы инвертируются особенно про-
сто. Адамар как геометр (он автор учебника геоме-
трии) интересовался геометрической интерпрета-
цией детерминанта объемом фигуры, построенной 
при помощи вектор-столбцов матрицы.

Специалисты по теории чисел, в частности 
Скарпи [3], довольно быстро нашли методы по-
иска матриц Адамара для последовательностей 
порядков, отличных от сильвестровых. Пэли [4], 
апеллируя к комбинаторным алгоритмам, по-
зволяющим выйти на порядки, отличные от ма-
триц Скарпи и Сильвестра, вывел заключение, 
что такие алгоритмы будут возникать и впредь, 
позволяя все полнее закрывать область n = 4k, 
т. е. сформулировал положение, называемое ны-
не гипотезой Адамара, о существовании всех ма-
триц отмеченных порядков. 

Матрицы максимального, в контексте задачи, 
решаемой Адамаром, детерминанта существу-
ют для любого порядка n. Адамар показал, что 
экстремальное по детерминанту решение на по-
рядках 4k обладает качеством, положенным им 
в одно из определений выделенных им матриц. 
Поэтому сомнения в отношении существования 
таких матриц приложимы, скорее, к формули-
ровке, предложенной Пэли. Сомнительна воз-
можность построения универсальных комбина-
торных алгоритмов, которыми он занимался. 
Отметим, что не все алгоритмы поиска матриц 
Адамара комбинаторны, есть и те, которые ори-
ентированы на поиск экстремальных по детерми-
нанту решений [5, 6].  

Для эффективности поиска матриц Адамара 
существенно то, в какой форме мы их ищем, среди 
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них важное место принадлежит циклическим 
структурам. Напомним, что матрица называет-
ся циклической, если ее строки — производные 
циклических сдвигов вправо или влево (обрат-
ные циклические матрицы) элементов их первой 
строки, с размещением вытесняемых элементов, 
соответственно, в начале или в конце последова-
тельности сдвигаемых элементов. 

Простейшая циклическая форма матрицы не-
продуктивна. Это показал Райзер, заметно позд-
нее возникновения общей теории поиска матриц 
Адамара, при помощи циклических блоков. Пост-
фактум, в 1963 г., в одном из учебников [7] он об-
ратил внимание на то, что ортогональность столб-
цов и цикличность противоречивы. 

Гипотеза Райзера гласит, что порядок 4 — по-
следний при попытке описать матрицу Адамара  
циклической матрицей. 

Матрица Адамара второго порядка не цикли-
ческая, поэтому получается, что помимо поряд-
ка 4 есть еще первый порядок, где, собственно, 
свойство цикличности не к чему приложить. У та-
кой матрицы только один элемент. 

Ни гипотеза Райзера, ни гипотеза Адамара, 
при всей простоте их формулировок, не доказаны. 

Поскольку Пэли [4, 8] в рамках двухблочной 
конструкции получил решения не для всех воз-
можных порядков, состав блоков был расширен 
до четырех [9] в методах Вильямсона, Гетхальса — 
Зейделя и других (см. обзор методов построения 
матриц Адамара в статье Себерри и Ямады [10]). 

Двуциклические матрицы исследованы менее 
полно, в частности, мало исследовано то, какую 
роль в их разрешимости играет симметрия ци-
клических блоков. Именно этому направлению 
и посвящена наша статья. 

Двуциклические матрицы Адамара

Двуциклическая матрица Адамара — это ма-
трица Адамара, построенная при помощи двух 
циклических блоков A, B одинакового размера 
вида 

T T

A B
H

B A

æ ö÷ç ÷ç= ÷ç ÷ç ÷-è ø
 или T T ,

A B
H

B A

æ ö÷ç ÷ç= ÷ç ÷ç ÷-è ø
         (2)

вторая форма используется для матриц с подчер-
кнутой асимметрией.

Для примера приведем две симметричные ма-
трицы (рис. 1). Циклическую матрицу Адамара 
четвертого порядка мы будем называть матрицей 
Райзера, поскольку она эквивалентна всем про-
чим циклическим матрицам такого сорта и обла-
дает заключительным порядком в соответству-
ющей гипотезе (рис. 1, а). Вторая матрица тоже 
исключительная в своем качестве: это, как вид-
но, двуциклическая матрица, построенная при 

помощи одной циклической матрицы Райзера 
A = B (рис. 1, б).

Если верна гипотеза Райзера, двуцикличе-
ских матриц выше восьмого порядка с таким 
свойством, как равенство порождающих ее бло-
ков, не бывает. 

Заметим, что матрица Райзера не только ци-
клическая, но и симметричная. Симметрия — 
это дополнительное ужесточающее условие су-
ществования матрицы качества, и в нашу задачу 
входит проверить, на каком порядке оно входит 
в противоречие с условием ортогональности ма-
трицы качества. Следующая гипотеза касается 
не столько двуциклических, сколько симметрич-
ных двуциклических матриц. 

Расширенная гипотеза Райзера

Гипотеза 1 (расширенная гипотеза Райзера). 
Не существует симметричных двуциклических 
матриц порядков, больших 32. 

Предположение, что ограничения, отмечен-
ные Райзером [7], распространяются на двуци-
клические структуры [11], стало основой для про-
верки его компьютерным экспериментом.

Здесь и далее мы будем обозначать порядок 
матрицы Адамара n = 2v, где v — порядок двух ее 
циклических блоков, четверть размера матрицы 
встречается во многих формулировках (размер 
матрицы Вильямсона [9, 12], например), поэтому 
обозначим ее как p = n/4 = v/2.

Тогда отмеченная выше гипотеза 1 звучит так. 
Не существует симметричных двуцикличе-

ских матриц с p > 8. 
Заметим, что с увеличением числа блоков ха-

рактер достижимых симметричных конфигура-
ций меняется. 

Матрицы Вильямсона, например, симметрич-
ны по определению. Каталог матриц Вильямсона 
[12], составленный вплоть до порядков блоков 59, 
содержит первый проблемный порядок 35, ука-
занный в работе [13]. Не выявлено пока ограни-
чение сверху на максимальный порядок матриц 
Вильямсона, и мало исследована, кстати, возмож-
ность построения из них симметричных массивов. 

а) б)

  Рис. 1.  Портреты матриц Райзера (a) и двуцикли-
ческой матрицы Райзера (б)
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В отношении сходных кососимметричных реше-
ний в составе массивов Гетхальса — Зейделя есть 
предположение, что они всегда существуют.

Определение пары Голея 

Двуциклическая матрица Адамара, помимо 
общего ее определения, может быть определе-
на через квадратичное уравнение для ее блоков: 
AAT + BBT = nI. Так как блоки циклические, то 
это матричное уравнение можно упростить, заме-
нив вторые сомножители первыми их столбцами, 
системообразующими для циклических матриц, 
обозначив их как векторы a и b. Отсюда  следует 

Aa + Bb = ne,                                (3)

где e — вектор нулей, за исключением первой 1 
(первый столбец единичной матрицы I).

В теории сигналов произведения x = R(A)a 
и y = R(B)b, где R(A) и R(B) — верхние правые 
треугольники циклических матриц, трактуются 
как автокорреляционные функции бинарных по-
следовательностей (сигналов) a и b. Здесь термин 
бинарные означает, что элементы таких сигналов 
равны 1 и –1.

В нашей работе мы будем различать два сорта 
автокорреляционных функций: периодические и 
апериодические.

Определение 1. Периодической автокорреля-
ционной функцией (PAF) бинарной последова-
тельности a называется произведение f = Aa.

Название «периодические» следует из логики 
формирования строк циклической матрицы A 
периодическим сдвигом. Соответственно, второй 
сорт функций называется апериодическим.

Определение 2. Апериодической автокорре-
ляционной функцией (AAF) бинарной последова-
тельности a называется произведение f* = R(A)a.

Определение 3. Две бинарные последователь-
ности a и b образуют периодическую пару Голея 
длины v, если сумма их периодических автокор-
реляционных функций равна 0 (за исключением 
первого элемента суммы n = 2v).

При замене прилагательного «периодических» 
на «апериодических» мы получаем определение 
апериодической (или ординарной) пары Голея.

Лемма 1. Пусть a и b — бинарные последова-
тельности длины v, и пусть A и B — соответству-
ющие им циклические матрицы. В таком случае 
матрица (2) — матрица Адамара тогда и только 
тогда, когда (a, b) — периодическая пара Голея. 

Опора на более простые ординарные пары бы-
ла использована М. Голеем ввиду широкого упо-
требления в теории сигналов апериодических 
автокорреляционных функций (т. е. если прила-
гательное опускается, то имеются в виду именно 
такие функции). Вместе с тем проблема нахож-
дения двуциклических матриц Адамара эквива-

лентна проблеме построения периодических пар 
Голея. 

Соответственно, периодические пары Голея 
играют основную роль в построении  двуцикли-
ческих матриц Адамара, в то время как аперио-
дические — побочную, они — подмножество пе-
риодических пар.

Периодические пары Голея 

Порядки периодических пар Голея, на кото-
рых пар Голея нет, впервые исследовал второй 
автор, первая такая пара им была получена для 
размера v = 34 [14]. 

Она принадлежит к множеству периодических 
пар Голея. Важный вопрос заключается в том, 
когда такие пары существуют. Мы говорим, что 
v — периодическое число Голея, если существует 
периодическая пара Голея длины v. Для обнов-
ления списка известных периодических номеров 
Голея см. каталог в работе [16]. В частности, из-
вестны периодические числа Голея  200: 1, 2, 4, 8, 
10, 16, 20, 26, 32, 34, 40, 50, 52, 58, 64, 68, 72, 74, 80, 
82, 100, 104, 116, 122, 128, 136, 144, 148, 160, 164, 
200. В отношении классических теперь уже пар 
Голея есть следующая информация. Существуют 
не сводимые друг к другу независимые пары, най-
денные для длины g = 8, а также 10 и 26. Методы 
расчета составных ординарных пар Голея длин, 
равных произведению отмеченных показателей, 
хорошо известны, простейший алгоритм сводится 
к удвоению длины [a, b], [a, –b]. Периодическая 
пара длины v, в свою очередь, может быть преоб-
разована к периодической паре длины vg [16].

Выскажем предположение, что вопрос существо-
вания пар во многом сводится к матричной интер-
претации теоремы Ферма, первое известное доказа-
тельство ее методом спуска предложено Эйлером. 

Теорема Ферма. Простое p = 1 mod 4 всегда 
разложимо на сумму двух квадратов p = x2 + y2.

Если v > 1 — периодическое число Голея, тогда 
известно, что оно должно быть четным, скажем, 
v = 2p, и p должно быть суммой двух квадратов. 
Кроме того, есть дополнительное арифметиче-
ское условие, полученное Арасу и Чангом (см. 
следствие 3.6 [19]), которое должно выполняться. 
Нет примеров, в которых v, не принадлежащее 
к периодическим числам Голея, удовлетворяло 
перечисленным выше условиям.

Мы выделяем важный особый случай, в кото-
ром простое p = 1 mod 4.

Гипотеза 2. Если p = 1 mod 4 — простое чис-
ло, то v = 2p — периодическое число Голея. 

По теореме Ферма мы имеем p = x2 + y2, где x и 
y — неотрицательные целые, которые мы можем 
упорядочить, пусть x > y. Если такое v в самом 
деле периодическое число Голея, тогда существует 
периодическая пара Голея (a, b) длины v такая, 
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что числа r = p – x и s = p – y отвечают количе-
ствам –1 в a и b.  

При p < 100 не найдена, например, пока пара 
для p = 53, v = 106 [17]. 

Случай p = 3 mod 4 известен тем, что такое 
простое число не разложимо на сумму двух ква-
дратов, указанный выше расчет не осуществим и 
периодическая пара Голея не существует [18]. Тем 
не менее длина, содержащая такое число множи-
телей в четной степени, реализуема. Например, 
существует периодическая пара Голея для v = 72, 
p = 36 = 4 32 [16, 19].

Классы эквивалентности

Ординарные пары Голея потому и дают орто-
гональные матрицы, что принцип их комбини-
рования состоит в уходе от симметрии. Для сим-
метрии надо объединять пары, объединенные 
реверсом (обратным порядком элементов), тогда 
как комплементарные пары Голея нарастают ин-
версией знака [a, b], [a, –b]. Количество периоди-
ческих пар Голея существенно превышает коли-
чество ординарных пар. И это их преимущество 
позволяет найти среди них те, которые продуци-
руют симметричные матрицы.

Пусть (a; b) — периодическая пара Голея длины 
v = 2p вида a = (a0, a1, ..., av–1) и b = (b0, b1, ..., bv–1).

Элементарными преобразованиями пары на-
зываются следующие:

1) замена a на –a;
2) замена b на –b;
3) замена в a порядка элементов на обратный;
4) замена в b порядка элементов на обратный;
5) замена a на (a1, ..., av–1, a0);
6) замена b на (b1, ..., bv–1, b0);
7) взаимные замены a и b;
8) замена a на (a0, ak, a2k, ..., a(v–1)k) и b на (b0, 

bk, b2k, ..., b(v–1)k), где целое k — просто с v,  а ин-
дексы редуцированы по модулю v;

9) замена ai на –ai и bi на –bi для каждого не-
четного индекса i.

Отметим, что применение любого из этих эле-
ментарных преобразований к (a; b) ведет снова 
к периодической паре Голея. Преобразования 1–6 
сохраняют PAF, в то время как остальные — ме-
няют (как правило) и употребляются к a и b.

Определение 4. Периодические пары Голея 
(a; b) и (c; d) эквивалентны, если одна может быть 
получена из другой конечной последовательно-
стью элементарных преобразований.

Дефекты симметрии и кососимметрии

Верхние строки матриц A и B — это бинарные 
последовательности a и b. У симметричных ма-
триц первый элемент a0 значения для симметрии 
(или асимметрии) не имеет, следующие после 

первого элементы повторяются с конца, скажем, 
a1 = av–1 (последний), a2 = av–2 и т. п. Индекс сим-
метрии   бинарной последовательности a длины 
v — это наибольшее значение   p = v/2 для попар-
но совпадающих между собой первых ее элементов 
от начала и от конца aj = av–j для всех j = 1, …,  – 1.

Позиционирование совпадающих элементов 
расчетом их от начала можно признать мало-
существенным. Периодическая бинарная по-
следовательность a — это точки, лежащие на 
круге. По типографическим соображениям мы 
описываем ее как последовательность на линии 
a = (a0, a1, ..., av–1), однако циклический сдвиг эле-
ментов верно отражает картина круга. Индексы 
при операциях с a всегда редуцируются по моду-
лю v. Это свойство используется для введения 
мер симметрии и асимметрии ниже.

Отмеченный выше параметр p = v/2 ограничи-
вает набор индексов P = {1, 2, …, p–1}.

Определение 5. Дефект симметрии, c-дефект,

( ) { }
0
min | .i j i j
i v

d j P a aa + -
£ <

= Î ¹

Определение 6. Дефект кососимметрии, к-де-

фект, ( ) { }
0
min | .i j i j
i v

j P a a a + -
£ <

= Î =  

Здесь |X| означает мощность (число элементов) 
набора X, т. е. число несовпадений или совпаде-
ний соответственно.

Судя по определениям 5 и 6, на первый взгляд, 
кажется, что d(a) + (a) = p – 1 всегда. Это не так. 
Все, что мы имеем, это неравенство d(a) + (a) 
 p – 1, которое может быть строгим. В самом де-
ле, если a = (1, 1, 1, –1), то v = 4 и p–1 = 1, тогда 
как d(a) = (a) = 0.

Лемма 2. Если (a, b) — периодическая пара 
Голея, то {d(a), d(b)}, {(a), (b)} — инварианты для 
элементарных преобразований.

Доказательство: Применительно к преобра-
зованиям 1–7 очевидно.

Давайте проверим это для преобразования 8. 
Обозначим a = (a0, ak, a2k, ..., a(v–1)k) и b = (b0, bk, 
b2k, ..., b(v–1)k). Сначала докажем, что d(a) = d(a). 

Пусть i из {1, 2, …, v – 1}  принимает произволь-
ное значение. Поскольку k взаимно просто с v, по-
следовательность 

(a k(i+1), a k(i–1)), (ak(i+2), ak(i–2)), ..., (ak(i+p–1), ak(i–p+1))

— это перестановка последовательности

(aki+1, aki–1), (aki+2, aki–2), ..., (aki+p–1, aki–p+1).

Следовательно, для каждого i имеем

{ } { }| | .ki j ki j ki kj ki kjj P a a j P a a+ - + -Î ¹ = Î ¹

Эти равенства подразумевают 

{ }

{ }
0

0

min |

min | ,

ki j ki j
i v

ki kj ki kj
i v

j P a a

j P a a

+ -
£ <

+ -
£ <

Î ¹ =

= Î ¹
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т. е. что d(a) = d(a). По тем же соображениям 
d(b) = d(b) и также {d(a), d(b)} = {d(a), d(b)}. Спра-
ведливость {(a), (b)} = {(a), (b)} доказывается 
сходно.

Доказательство утверждения для преобразо-
вания 9 выглядит проще и опущено.

Отсюда минимумы min[d(a), d(b)], min[(a), 
(b)] и суммы d(a) + d(b), (a) + (b) — константы 
для каждого класса эквивалентности.

Определение 7. Пусть E — класс эквивалент-
ности периодических пар Голея, тогда d(E) = 
= min[d(a), d(b)] и(E) = min[(a), (b)], где (a, b) 
принадлежит E.

Договоримся рассчитывать индекс симмет-
рии (A), а также дефекты d(A) и (A) цикличе-
ской матрицы через показатели порождающей 
ее бинарной последовательности. Для симме-
трии двуциклической матрицы достаточно тре-
бования симметрии первого ее блока d(A) = 0. 
Двуциклические матрицы не могут быть строго 
кососимметрическими, дефект кососимметрии 
измеряет отстояние от структуры (2), наиболее 
приближенной к кососимметрической, с блока-
ми —BT, AT в нижнем ряду.

Ремарка. Мы можем сформулировать гипо-
тезу 1 иначе: не существует периодических пар 
Голея (a; b) длины v > 16 с d(a) = 0.

Целое число 12 — наименьшее положительное 
целое n, делимое на 4, для которого нет двуци-
клической матрицы Адамара порядка n.

Алгоритм оптимизации детерминанта

Полный перебор, разумеется, — простейший 
алгоритм, дающий полную информацию о рас-
сматриваемом случае, но невозможный в реали-
зации на высоких порядках. Алгоритмы, опи-
рающиеся на случайный выбор пар Голея, могут 
рассматриваться как стартовые, готовящие улуч-
шенные условия для подключения алгоритмов 
иного типа, отличных от переборных [5]. Это но-
вый вычислительный алгоритм, опирающийся на 
свойство матриц Адамара иметь максимальный 
детерминант. Процедура оптимизации детерми-
нанта мало известна, поэтому мы ее опишем.

Класс nn матриц с элементами, не превосхо-
дящими по модулю 1, выделенный Адамаром, 
включает в себя не оптимальные по детерминан-
ту ортогональные матрицы, отличающиеся меж-
ду собой m-нормой.

Определение 8. m-норма ортогональной ма-
трицы X = (xij) — это maxi,j|xij|.

Матрицы, получаемые из ортогональных ум-
ножением их на скалярный множитель, будем 
называть в общем квазиортогональными. В за-
дачах, связанных с нахождением матриц, опти-
мальных по модулю детерминанта, учитывается 
ограничение на модули элементов, поэтому далее 

нас будут интересовать квазиортогональные ма-
трицы в более узком их смысле.

Определение 9. Квазиортогональная матрица 
( ),ijxX=  этот результат умножения ортогональ-

ной матрицы на скаляр такой, что 1max .ij ijx =

Поскольку матрицы,  ортогональная и квази-
ортогональная, — это, по сути, одна и та же ма-
трица до и после ее масштабирования, m-норму 
ортогональной матрицы договоримся считать 
также показателем квазиортогональной матри-
цы. Тогда если X  — квазиортогональная матри-
ца и m — ее m-норма, то mX  ортогональна.

Лемма 3. Если X  — квазиортогональ-
ная матрица порядка n и m — ее m-норма, то

1
| det | .

nm
X =

Согласно гипотезе Адамара, на выделенных 
им порядках оптимизация приводит к матрицам, 
всеми элементами достигающими ограничения 1 
или –1. В общем случае, как им доказано, число 
экстремальных по модулю элементов меньше n2. 
Отличные от адамаровых матрицы рассмотрены 
подробнее в работе [5].

Как следует из неравенства Адамара, предло-
женные им матрицы экстремальны по детерми-
нанту. Иными словами, отвечающие им матрицы 
X — это минимаксные ортогональные матрицы, 
матрицы с минимально возможным максималь-
ным модулем их элементов m.

Определение 10. h-норма (адамарова норма) 
квазиортогональной матрицы — это величина

.h m n=
Целесообразность введения h-нормы состоит 

в том, что она равна 1 для матриц Адамара (макси-
мальный элемент связанной с ней ортогональной 
матрицы 1 ).m n=  Это инвариант таких матриц 
и, в более широком толковании, инвариант преоб-
разования Сильвестра, т. е. инвариант операции, 
которой Сильвестром были получены первые ма-
трицы интересного нам класса. У всех остальных 
квазиортогональных матриц показатель h больше 
единицы. Из рассмотренных выше свойств опти-
мальных по детерминанту матриц следует алго-
ритм [5] нахождения матриц Адамара.

На первом этапе генерируется некоторое коли-
чество случайных пар (a0, b0). Из них выбираем па-
ру с минимальной невязкой PAF(a) + PAF(b) = ne, 
наиболее близкую по свойствам к периодической 
паре Голея. Полученную на ее основе двуцикли-
ческую матрицу нормируем делением ее элемен-
тов на .n

На втором этапе алгоритмом Грамма  — Шмидта 
неортогональная матрица сводится к ортого-
нальной X, после чего выясняется ее адамарова 
норма. Если h = 1, перед нами матрица Адамара. 
Если h > 1, изменим амплитуду элементов X 
некоторым порогом насыщения  < m так, что 
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если |xij|  , то xij не меняется, иначе xij =  
или xij = –в соответствии со знаком элемента. 
Значение  может быть константой или итераци-
онно повышаемым до значения m числом, это об-
ласть эвристических предложений. Разумеется, 
матрица теряет при этом ортогональность, но мы 
и начинали с неортогональной матрицы.

Повторим ортогонализацию и уменьшение 
m-нормы, этот итерационный процесс заверша-
ется либо глобальным максимумом модуля детер-
минанта, либо локальным экстремумом. В первом 
случае финальную двуциклическую матрицу ум-
ножением ее элементов на n  приводим к матри-
це Адамара с элементами 1 и –1. Во втором слу-
чае, при зацикливании процедуры в окрестности 
локального экстремума h > 1, поиск матрицы по-
вторяется с этапа 1.

Процедура Грамма — Шмидта чувствительна 
к порядку следования столбцов, работа алгорит-
ма улучшается, если в первую очередь обрабаты-
ваются измененные столбцы. Чтобы не нарушать 
циклической структуры матрицы, копить исто-
рию всех перестановок столбцов не обязательно, 
достаточно накапливать матрицу обратной пере-
становки. 

На порядке 68, например, невязку 8 имеет парa 
(a0, b0), порождающая матрицу, отображенную на 
рис 2, a. Сравнивая ее с полученной на втором эта-
пе матрицей Адамара (рис 2, б), отвечающей пе-
риодической паре Голея (a, b), мы видим, что они  
отличаются несколькими побочными диагоналя-
ми циклических блоков. Иными словами, итера-
ционная процедура выступает как алгоритм, ис-
правляющий ошибки в бинарных последователь-
ностях, близких к периодическим парам Голея.

Результаты компьютерного поиска

Результаты компьютерного исследования 
симметрии двуциклических матриц приведем 
в табл. 1.

Гипотеза 1 для n = 2v > 32, как видно, под-
тверждена для длин v = 20, 26, 32, 34, 40. Первый 
порядок, на котором ортогональность достигает-
ся с нарушением симметрии матрицы, отвечает 

длине v = 10. Симметричная матрица порядка 16 
(длина v = 8) существенно отличается от матрицы 
порядка 20 (длина v = 10) тем, что у последней ми-
нимальный дефект симметрии d(A, B) = 1 (рис. 3).

Порядок 32-граничный, на нем встречается 11 
неэквивалентных между собой периодических 
пар Голея, 3 из них симметричны. Симметричные 
матрицы имеют попарно совпадающие между со-
бой блоки (т. е. отвечают одной и той же PAF од-
ного из блоков) (рис. 4).

Парное решение соответствует корням матрич-
ного квадратичного уравнения (1), когда одной 

  Таблица 1

v

Мини-

мальный 

дефект 

min d(E)

Мини-

мальный

дефект 

min(E)

Количество 

классов 

эквива-

лентности

Есть ли 

симметричная 

матрица 

Адамара

2 0 0 1 Да  

4 0 0 1 Да

8 0 0 2 Да

10 1 1 1 Нет

16 0 1 11 Да

20 1 1 34 Нет

26 1 2 53 Нет

32 1 0 838 Нет

34 2 3 256 Нет

40 1 1 9301 Нет

а) б)

  Рис. 2. Портреты начальной (a) и оптимальной (б) 
матриц

  Рис. 4. Портреты двух пар симметричных матриц 
для длин v = 16 (a) и (б)

  Рис. 3.  Портреты матриц для длин v = 8 (a) и 
v = 10 (б)

а) б)

а) б)
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  Таблица 2

v Классы эквивалентности d(A), d(B) (A), (B)

2 1)  [0],[ ] 0,0 0,0

4 1)  [0],[0] 0,0 0,0

8 1)  [0,1,2,4],[0,3]  

2)  [0,1,3,4],[0,2]   

1,1

0,0

1,1

0,1

10 1)  [0,1,3,5],[0,1,4] 1, 1 1, 1

16 11 классов эквивалентности

1)  [0,1,2,3,6,10],[0,1,3,6,8,12]

2)  [0,1,2,4,5,10],[0,1,4,7,9,11]

3)  [0,1,2,4,6,9],[0,1,2,6,9,12]

4)  [0,1,2,4,6,9],[0,1,4,6,9,10]

5)  [0,1,2,4,6,9],[0,1,5,7,8,11]

6)  [0,1,3,4,7,9],[0,1,5,6,8,10]

7)  [0,1,3,5,6,9],[0,1,2,5,9,11]

8)  [0,1,3,5,6,9],[0,1,3,5,9,10]

9)  [0,1,3,5,7,8],[0,1,2,6,9,12]

10)  [0,1,3,5,7,8],[0,1,4,6,9,10]

11)  [0,2,3,4,6,11],[0,1,2,6,9,12] 

2,2

2,2

2,0

2,0

2,2

2,2

1,2

1,1

0,0

0,0

0,0

1,1

2,2

1,2

1,2

1,1

2,2

2,1

2,2

2,2

2,2

2,2

20 34 класса эквивалентности

1)  [0,1,2,3,4,6,9,10,14],[0,1,4,8,10,13,15]

2)  [0,1,2,3,4,7,9,11,14],[0,1,3,6,7,11,15]

3)  [0,1,2,3,4,8,10,13,16],[0,1,3,5,6,10,14]

4)  [0,1,2,3,5,6,9,13,15],[0,2,3,5,9,10,14]

5)  [0,1,2,3,5,7,8,11,15],[0,1,2,5,9,11,14]

6)  [0,1,2,3,5,7,9,12,13],[0,1,3,6,7,10,15]

7)  [0,1,2,3,5,7,10,11,14],[0,1,3,5,8,9,15]

8)  [0,1,2,3,5,8,11,15,16],[0,1,2,4,6,10,13]

9)  [0,1,2,3,6,7,9,11,13],[0,1,4,5,7,12,15]

10)  [0,1,2,3,6,7,9,11,15],[0,1,3,4,8,10,13]

11)  [0,1,2,3,6,7,9,11,15],[0,2,3,5,9,10,13]

12)  [0,1,2,3,6,7,10,12,14],[0,1,4,5,7,10,12]

13)  [0,1,2,3,6,7,10,12,14],[0,2,3,5,8,9,13]

14)  [0,1,2,3,6,7,11,13,15],[0,2,3,5,8,9,12]

15)  [0,1,2,3,6,8,10,11,15],[0,1,3,4,7,9,13]

16)  [0,1,2,3,6,8,10,12,15],[0,1,2,5,6,9,12]

17)  [0,1,2,3,6,9,11,13,17],[0,1,2,5,7,8,12]

18)  [0,1,2,3,7,8,11,13,16],[0,1,3,4,7,9,11]

19)  [0,1,2,4,5,6,9,12,14],[0,1,2,5,7,11,14]

20)  [0,1,2,4,5,6,9,12,15],[0,1,2,6,8,10,13]

21)  [0,1,2,4,6,7,9,10,14],[0,1,2,5,9,11,14]

22)  [0,1,2,4,6,7,11,14,15],[0,1,2,4,6,9,12]

23)  [0,1,2,4,7,9,10,11,15],[0,1,3,5,6,9,13]

24)  [0,1,2,5,6,7,9,13,16],[0,1,2,4,7,10,12]

25)  [0,1,2,5,6,7,10,12,14],[0,1,3,4,7,10,12]

26)  [0,1,2,5,7,8,10,12,16],[0,1,2,3,6,9,13]

27)  [0,1,3,4,5,7,9,13,14],[0,1,2,5,7,10,13]

28)  [0,1,3,4,6,8,9,13,14],[0,1,2,4,6,10,13]

29)  [0,1,3,4,6,8,10,12,13],[0,1,3,4,8,9,14]

30)  [0,1,3,4,6,9,10,11,14],[0,1,2,5,7,9,13]

31)  [0,1,3,4,6,9,11,13,17],[0,1,2,3,7,8,12]

32)  [0,1,3,4,7,8,9,12,14],[0,1,2,4,6,11,14]

33)  [0,2,3,4,5,8,9,12,15],[0,1,2,5,7,11,13]

34)  [0,2,3,6,7,9,10,12,14],[0,1,2,5,6,11,13]

2,2

4,2

2,2

3,3

3,3

2,2

3,3

2,2

3,3

3,3

3,3

3,3

3,3

3,3

4,3

3,3

3,3

2,3

1,3

3,3

3,3

3,3

3,1

2,2

2,2

2,2

2,3

3,2

2,3

3,2

3,3

3,3

3,3

2,2

3,3

3,3

3,2

3,3

3,3

3,3

2,3

2,2

3,2

3,3

3,3

2,2

2,3

3,3

2,3

3,2

2,2

2,3

3,3

3,3

3,3

3,3

3,3

1,2

2,2

3,3

3,2

3,2

3,3

2,3

2,2

3,4

2,3

3,3
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  Окончание табл. 2

v Классы эквивалентности d(A), d(B) (A), (B)

26 53 класса эквивалентности

1)  [0,1,2,3,4,6,8,12,13,17,20],[0,1,3,4,8,9,11,14,16,20]

2)  [0,1,2,3,4,7,8,11,13,17,19],[0,2,3,5,7,8,13,14,17,21]

3)  [0,1,2,3,4,7,9,12,13,15,19],[0,1,2,5,6,9,11,13,18,21]

4)  [0,1,2,3,4,7,9,12,13,17,19],[0,1,4,6,7,10,12,14,15,19]

5)  [0,1,2,3,4,7,9,12,14,16,20],[0,1,4,5,9,10,11,13,16,19]

6)  [0,1,2,3,4,8,9,12,14,16,19],[0,1,2,4,7,8,10,13,17,22]

7)  [0,1,2,3,5,6,8,14,15,18,22],[0,1,2,5,7,9,11,12,17,20]

8)  [0,1,2,3,5,7,9,10,13,17,20],[0,1,4,5,6,10,12,15,17,18]

9)  [0,1,2,3,5,7,9,12,15,18,19],[0,1,2,4,6,7,11,12,15,20]

10)  [0,1,2,3,5,7,9,12,15,19,20],[0,2,3,4,8,9,12,13,15,18]

11)  [0,1,2,3,6,7,9,10,14,18,20],[0,1,2,4,5,7,12,15,17,21]

12)  [0,1,2,3,6,7,9,11,13,15,16],[0,1,2,6,9,10,13,16,18,21]

13)  [0,1,2,3,6,7,9,12,14,18,22],[0,1,2,3,4,8,11,13,16,20]

14)  [0,1,2,3,6,7,10,12,14,17,20],[0,1,2,3,5,7,11,12,15,20]

15)  [0,1,2,3,6,7,11,14,17,19,21],[0,1,2,3,5,8,9,12,14,18]

16)  [0,1,2,3,6,8,9,12,13,16,18],[0,1,2,4,8,9,11,13,16,22]

17)  [0,1,2,3,6,8,11,12,14,18,21],[0,1,3,4,5,8,10,12,16,17]

18)  [0,1,2,3,7,8,11,13,15,16,19],[0,2,3,6,7,9,11,12,16,18]

19)  [0,1,2,4,5,6,8,10,15,16,19],[0,1,2,6,8,9,11,14,18,21]

20)  [0,1,2,4,5,6,10,11,13,16,18],[0,2,3,4,8,10,11,14,17,21]

21)  [0,1,2,4,5,7,9,10,15,17,19],[0,1,2,5,6,9,12,13,15,21]

22)  [0,1,2,4,5,7,9,10,15,17,19],[0,1,4,5,6,10,12,13,16,19]

23)  [0,1,2,4,5,8,9,14,15,18,20],[0,1,2,3,5,7,9,12,17,20]

24)  [0,1,2,4,5,8,10,13,14,19,20],[0,1,2,4,5,8,10,12,15,17]

25)  [0,1,2,4,5,8,10,14,16,19,21],[0,1,2,4,5,8,11,12,13,18]

26)  [0,1,2,4,6,7,8,11,14,16,19],[0,1,2,4,6,9,10,15,16,19]

27)  [0,1,2,4,6,7,9,12,15,16,20],[0,2,3,4,5,9,10,13,17,19]

28)  [0,1,2,4,6,7,11,12,16,19,20],[0,1,2,3,5,7,9,12,15,18]

29)  [0,1,2,4,6,8,9,10,13,16,19],[0,1,2,5,6,11,12,14,16,19]

30)  [0,1,2,4,6,8,9,13,16,19,22],[0,1,2,3,5,6,10,12,17,18]

31)  [0,1,2,4,6,9,10,13,15,16,22],[0,1,3,4,5,9,11,12,14,19]

32)  [0,1,2,4,6,9,11,12,15,18,22],[0,1,2,4,5,6,11,12,14,19]

33)  [0,1,2,4,6,10,11,14,15,18,21],[0,1,2,3,4,7,9,12,14,20]

34)  [0,1,2,4,7,8,9,12,14,15,18],[0,1,2,5,7,10,11,14,16,18]

35)  [0,1,2,4,7,8,10,13,14,18,19],[0,1,2,4,5,8,10,12,15,17]

36)  [0,1,2,5,6,8,11,12,16,18,19],[0,1,3,4,6,8,9,13,15,17]

37)  [0,1,2,5,7,8,12,14,16,17,20],[0,1,2,4,6,9,10,11,14,17]

38)  [0,1,3,4,5,8,10,12,16,17,20],[0,1,2,3,6,8,11,12,14,21]

39)  [0,1,3,4,6,8,10,12,13,18,19],[0,1,2,3,5,8,12,13,16,22]

40)  [0,1,3,4,6,8,10,14,15,16,19],[0,1,2,4,7,8,9,12,18,21]

41)  [0,1,3,4,6,9,10,11,13,17,21],[0,1,2,4,5,7,12,13,17,19]

42)  [0,1,3,4,6,9,10,14,16,18,19],[0,1,2,3,6,7,10,12,14,21]

43)  [0,1,3,4,6,9,11,13,15,18,19],[0,1,2,3,6,7,8,12,16,19]

44)  [0,1,3,4,7,9,11,12,14,17,21],[0,1,2,3,4,8,9,13,15,19]

45)  [0,1,3,4,7,9,11,15,16,17,20],[0,1,3,4,6,8,11,12,13,18]

46)  [0,1,3,5,6,7,9,11,14,18,21],[0,1,2,3,5,9,10,15,16,19]

47)  [0,1,3,5,6,7,9,11,14,18,21],[0,1,3,4,5,9,10,16,17,19]

48)  [0,1,3,5,6,8,11,12,13,15,19],[0,1,2,5,6,9,11,15,17,18]

49)  [0,1,3,5,8,9,11,13,16,17,20],[0,1,2,3,4,7,9,13,14,19]

50)  [0,2,3,4,5,7,10,11,14,18,20],[0,1,2,5,6,7,11,14,17,19]

51)  [0,2,3,4,5,8,9,11,16,18,20],[0,1,2,5,6,7,10,14,17,20]

52)  [0,2,3,6,7,11,12,13,16,18,20],[0,1,2,3,4,7,9,12,15,19]

53)  [0,2,4,5,6,10,12,13,15,18,19],[0,1,3,4,5,9,10,12,15,19]

4,4

2,3

3,4

4,4

3,3

3,3

4,4

4,4

4,4

4,4

4,4

3,4

4,4

4,4

3,4

4,4

3,3

4,1

4,4

4,4

4,4

4,3

5,4

4,4

5,4

4,4

3,4

4,4

3,4

4,4

4,3

4,4

3,4

2,4

4,4

4,3

3,4

2,2

4,4

4,3

3,4

4,4

4,4

3,3

3,3

2,5

2,3

4,4

4,4

3,4

3,3

3,4

5,5

3,3

4,3

4,5

4,4

3,3

4,3

2,3

3,3

4,4

4,4

3,4

5,4

3,4

5,3

4,3

5,4

4,4

4,3

3,4

4,3

4,4

4,3

4,4

3,3

4,5

3,4

4,4

4,3

3,3

4,3

4,5

5,3

4,4

4,3

3,3

4,4

4,3

4,4

4,4

3,3

4,4

4,4

4,5

4,4

4,3

4,4

4,4

2,4

5,2

2,5

4,4

4,4

3,3
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матрице A отвечает пара возможных симметрич-
ных матриц B. Парадокс состоит в том, что для 
PAF x = Aa есть компенсирующая ее, с точностью 
до первого элемента, PAF y = Bb, разрешимая для 
нескольких (включая несимметричные решения) 
матриц. Этот парадокс повышает количество не-
эквивалентных между собой пар, хотя порождае-
мые ими матрицы имеют отмеченное внутреннее 
родство.

Длины v = 20 и, далее, v = 40 преемственны 
длине v = 10 и интересны в том отношении, что 
минимальный дефект d(A, B) для них не растет. 
Не надо забывать, впрочем, что уменьшение до-
стигается поднятием d(B) до 3 и 5 соответственно, 
что несущественно для симметрии матрицы в це-
лом. Это наблюдение предполагает, что подобного 
сорта зависимость может распространяться и да-
лее на порядки 80, 160, 320, 640 и т. п.

Уравновешенные решения с d(A) = d(B) имеют 
для длин 20, 26, 32 значение 2. В дальнейшем мы 
прогнозируем рост этого осредненного показате-
ля, связанного с минимальным дефектом, тем, 
что он выше его.

В установлении справедливости гипотезы о гра-
ничном значении порядка 32 большое значение 
имеет порядок 64 (v = 32). В самом деле, все на-
чальные симметричные матрицы отвечают по-
рядкам матриц Сильвестра n = 2t, t — целое. 
В отличие от предыдущего случая и случая 
v = 26 с d(A, B) = 1 — это наиболее ожидаемый 
порядок для проявления симметричной наслед-
ственности, если бы таковая была.

Тем не менее мы видим, что в сравнении с v = 20 
случай v = 32 ровно такой же, минимальный де-
фект d(A, B) = 1 достигается увеличением дефекта 
второго плеча до значения d(B) = 3, минимальная 
сумма дефектов d(A) + d(B) = 4, а не 0, как для 
стартовых значений, что свидетельствует о нарас-
тании некоторой диспропорции с ростом порядка.

За полем нашего внимания оказались индек-
сы симметрии. Стоит отметить, что в отличие от 
дефектов индекс симметрии чувствителен к по-
рядку. Слишком большое его значение свидетель-
ствовало бы о теоретической возможности уско-
рить поиск матрицы.

В табл. 2 все классы эквивалентности для 
v = 2, 4, 8, 10, 16, 20, 26 представлены последо-
вательностями (a, b). Цифры при обозначении 
содержимого последовательностей обозначают 
порядковый номер –1 (в составе 1, –1). Например, 
для v = 2 обозначение [0],[ ] означает [–1, 1],[1 1]. 

Первый нетривиальный пример, когда при-
знаки симметрии d(A, B) = 0 и кососимметрии 
(A, B) = 0 выделяют различные между собой ва-
рианты решений, наблюдаются при длине после-
довательностей v = 8 (рис. 5, а и б).

Поясним на примере рис. 5, б показатель 
(a) = 0. При v = 8, p = 4 значения проверяемых 

индексов P = {1, 2, 3}, причем a1a–1, a2a–2, 
a3a–3. С другой стороны, a4 = a–4, поскольку 
4 = –4 mod 8. В общем, всегда ap = a–p. В табл. 3 
представлена часть выявленных последователь-
ностей в силу обширности классов эквивалентно-
сти для v  32.

Для матриц порядков, больших 32, симме-
трия и кососимметрия в чистом виде, как мы 
полагаем, не достигается нигде. Приведем для 
сравнения два варианта из соседних классов 
эквивалентности с d(A, B) = 1 и (A, B) = 1, это 
почти симметричная и почти кососимметричная 
матрицы при длине последовательностей v = 40 
(рис. 6, а и б).

В примере рис. 6, б мы можем отметить, что 
для p = 20, помимо ap = a–p, есть еще одно равен-
ство a2 = a–2. Таким образом, мы приходим к вы-
воду, что противоречие между качествами, обе-
спечивающими симметрию или кососимметрию 
матрицы и ее ортогональность, неразрешимо для 
двуциклических матриц, начиная с некоторого 
критического порядка. Минимальный дефект 
(симметрии, кососимметрии) для порядков, на 
которых существуют ординарные последователь-
ности Голея, предположительно равен 1 (и дости-
гается он на периодических парах), на прочих по-
рядках этот показатель выше, вопрос в том, растет 
ли он с порядком. Переход к блочной конструкции 
с тремя и четырьмя составляющими позволяет 
глубже охватить различные типы симметрий, та-
кие матрицы легче в своем отыскании ввиду эле-
ментарного сокращения вычислений [20].

  Рис. 6.  Матрицы почти симметричная (а) и почти 
кососимметричная (б) для v = 40

а) б)

  Рис. 5. Матрицы симметричная (а) и почти косо-
симметричная (б) для v = 8

а) б)
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Сравнение периодических 
и ординарных пар Голея

Эквивалентность ординарных пар Голея опре-
деляется примерно так же, как и периодических 
пар, мы используем только элементарные опера-
ции 1, 2, 3, 4, 7 и 9 [21]. Репрезентативные вы-
борки классов эквивалентности таких пар для 
длин 2, 4, 8, 10, 16, 20, 26, 32 и 40 приведены 
в табл. 2–4 работы [21], из них возьмем номера 
выделенных классов. Каждый класс эквивалент-
ности ординарных пар содержится в некотором 
одном классе эквивалентности периодических 
пар Голея, причем последний может вмещать 
в себя несколько таких классов. 

Например, первый класс эквивалентности пе-
риодических пар Голея длины v = 8 содержит пер-
вые четыре класса ординарных пар. Отметим, что 
не все классы эквивалентности периодических 
пар Голея содержат ординарные пары. Впервые 
такое происходит для длины v = 16, в этом случае 
каждый из семи классов эквивалентности (1, 2, 
3, 5, 6, 8 и 10) содержит некоторые ординарные 
пары Голея, но четыре остальных класса (4, 7, 9 
и 11) не содержат их. В табл. 4 мы указываем 
классы эквивалентности периодических пар 
Голея для v = 2, 4, 8, 10, 16, 20 и 26, которые со-
держат, как минимум, один класс эквивалентно-
сти ординарных пар, перечисляя их все в послед-
ней колонке.

  Таблица 3

v Представители классов эквивалентности d(A), d(B) (A), (B)

32 1)  [0,1,2,4,5,7,9,11,12,15,16,17,20,22,23,24],[0,1,4,6,7,8,10,13,14,19,22,24]
2)  [0,1,2,3,4,5,8,9,11,13,15,16,18,20,23,24],[0,1,2,4,7,8,10,14,17,22,23,28]
3)  [0,1,2,4,5,7,8,9,13,14,15,17,18,20,22,25],[0,1,2,4,6,10,11,12,16,19,22,25]
4)  [0,1,2,3,4,5,8,9,11,13,15,16,18,20,23,24],[0,1,2,6,7,8,10,14,17,20,23,28]

3,1
4,3
2,2
4,1

2,6
0,4 
4,5
 0,4

34 1)  [0,1,2,3,5,7,9,11,12,13,14,18,19,21,24,27],[0,1,4,5,6,8,9,15,17,20,21,25,28]
2)  [0,1,2,4,5,6,8,9,11,12,15,18,23,24,26,28],[0,1,2,3,5,7,10,14,15,19,20,26,28]
3)  [0,1,2,3,4,5,7,9,11,14,17,19,23,24,27,28],[0,1,3,6,7,8,11,15,16,17,19,22,28]
4)  [0,1,2,4,5,6,8,9,11,12,15,18,23,24,26,28],[0,1,2,3,5,7,10,14,15,19,20,26,28]

2, 5
6, 4
3, 3 
6, 4

5,6
4,3
6,6
 4,3

40 1)  [0,1,2,4,5,6,9,13,14,16,20,21,23,25,26,27,31,33],
     [0,1,3,4,6,9,10,11,14,16,17,19,20,26,28,32]
2)  [0,1,2,3,5,6,7,9,10,13,15,16,18,24,26,27,30,34],
     [0,1,2,5,7,9,12,13,14,19,22,23,24,27,29,33]
3)  [0,1,2,3,4,6,7,10,11,12,13,14,19,22,26,27,28,32],
     [0,1,2,4,7,9,12,13,17,19,22,24,26,30,33,36] 
4)  [0,1,2,3,4,6,7,8,11,12,14,16,18,21,23,27,30,31],
     [0,1,2,3,6,9,10,16,18,21,23,24,28,29,32,34]

5,1

6,6

2,2

6,5

5,7

1,5

 7,7

 2,3

64 1) [0,1,2,3,4,5,6,12,13,16,19,20,22,24,25,28,30,33,35,37,40,42,45,46,50,51,57,58],
   [0,1,2,3,5,6,9,12,13,14,16,19,20,22,24,26,28,30,33,35,36,37,40,41,42,45,50,51]
2)  [0,1,2,3,4,5,6,9,11,13,18,19,23,25,26,29,31,32,34,36,38,39,47,49,50,53,58,59],
     [0,1,3,5,7,8,9,10,13,14,15,17,20,21,24,25,27,29,31,32,40,42,43,46,51,52,55,56]
3)  [0,1,2,3,4,5,6,8,11,12,13,15,16,18,21,26,28,29,32,33,38,40,42,47,48,51,52,59],
     [0,1,2,5,6,8,9,11,13,15,17,20,21,23,24,25,30,31,34,37,39,43,45,46,48,52,53,54]
4)  [0,1,2,3,4,6,7,9,12,14,19,20,21,22,23,24,27,28,31,34,35,38,42,44,50,52,55,61],
     [0,1,2,4,6,7,8,11,13,17,18,19,20,26,28,29,31,33,36,37,40,41,42,45,46,50,56,58]

2,8

11,7

4,4

11,11

12,11

4,10

11,11

5,5

  Таблица 4

v
Периоди-

ческие

пары Голея

Ординарные пары Голея

2 1 1

4 1 1

8 1
2

1, 2, 3, 4
5

16 1
2
3
5
6
8

10

3, 10, 11, 12, 14, 17, 18, 20, 29, 31
34, 36
33, 35

28
5, 6, 7, 8, 21, 22, 23, 24, 25, 27
1, 2, 4, 9, 13, 15, 16, 19, 30, 32

26

20 1
4
6
7

12
14
15
17
21
25
26
27
28
31
34

5, 17
2

20, 21
22, 23

19
7, 10

3
8, 16

14, 18
6

12, 13
24, 25
4, 15

1
9, 11

26 25 1
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Взвешенные матрицы 
из периодических пар Голея

В этом разделе мы опишем две конструкции 
взвешенных матриц, использующих периодиче-
ские пары Голея. Взвешенные матрицы обобща-
ют матрицы Адамара, это тринарные матрицы 
W порядка n такие, что WTW = wI, где w > 0 — це-
лое. Значение слова «тринарные» состоит в том, 
что элементы W принадлежат набору {0, 1, –1}. 
Число w называют весом W и используют в обо-
значении W(n, w) взвешенных матриц порядка n. 
Если w = n, то W — матрица Адамара.

Пусть (a, b) — периодическая пара Голея чет-
ной длины v = 2p. 

Пусть A и B — соответствующие циклические 
матрицы порядка v. Они удовлетворяют уравне-
нию AAT + BBT = nI. 

Первая конструкция. Тринарные цикли-
ческие матрицы C = (A + B)/2 и D = (A – B)/2 
удовлетворяют уравнению CCT + DDT = vI. 
Соответственно, матрица

T T

C D
W

D C

æ ö÷ç ÷ç= ÷ç ÷ç ÷-è ø
 

— взвешенная W(n, v) с n = 2v.
Вторая конструкция. Здесь v — четное число, 

мы можем сжать последовательности a и b с мас-
штабом 2 для получения последовательностей 
a(p)/2 и b(p)/2 длины p = v/2. Более детально вы-
числяем ai 

(p) = ai + ai + p и bi 
(p) = bi + bi + p для i = 0, 

1, ..., p–1. После деления каждого элемента a(p) и 
b(p) на 2 получаем две тринарные последователь-
ности. Обозначим как E и F соответствующие 
тринарные циклические матрицы порядка p.

Предложение. Матрица 

T T

E F
W

F E

æ ö÷ç ÷ç= ÷ç ÷ç ÷-è ø

— взвешенная W(v, p).
Доказательство: По теоремам 3 и 4 из работы 

[22] сжатые последовательности a(p) и b(p) компле-
ментарны, т. е. сумма их PAF тождественна нулю 
везде, за исключением стартовой компоненты. 
То же самое касается тринарных последователь-
ностей a(p)/2 и b(p)/2. Более того, согласно след-
ствию 1 [22], общее число 0 в этих двух после-
довательностях равно p. Соответственно, общее 
число ненулевых компонент тоже равно p, отсюда 
EET + FFT = pI. Из этого следует, что W — взве-
шенная матрица с весом p.

Например, возьмем v = 82, так как известно, 
что периодическая пара Голея длины 82 суще-
ствует (согласно работе [17] и ссылкам). Тогда 
вторая конструкция дает взвешенную матрицу 
порядка 82 с весом 41. Согласно табл. 2.86 [23, 

с. 291], вопрос существования взвешенной матри-
цы W(82, 41) не был разрешен. Так что, возмож-
но, это первый пример такой матрицы.

Заключение

В работе введены новые понятия отмеченных 
выше с- и к-дефектов, приводящие к некоторым 
формальным мерам расстояния до симметрич-
ных или асимметричных структур. Меры, в свою 
очередь, позволяют корректно ставить задачи на 
отыскание периодических пар Голея или соответ-
ствующих им двуциклических матриц Адамара, 
обладающих интересующим нас свойством в наи-
более выраженной степени. 

Экстремальные по отмеченным свойствам матри-
цы представляют собой непосредственный научный 
интерес, поскольку различного сорта симметрии — 
удобный классификационный признак для отделе-
ния более простых матриц от сложных. Симметрия, 
даже неполная, позволяет экономнее расходовать 
место на хранение информации. Настоящая работа 
содержит большое количество новых периодиче-
ских пар Голея, найденных в ходе компьютерной 
проверки гипотезы об ограничении порядка сим-
метричных двуциклических матриц Адамара зна-
чением 32. Выделены пары и соответствующие им 
матрицы, обладающие минимальными значения-
ми дефектов симметрии и кососимметрии. 

Кроме того, приведены полные таблицы пред-
ставителей классов эквивалентности периодиче-
ских пар Голея до длин 26 включительно, полу-
ченные в результате трудоемких компьютерных 
вычислений повышенной сложности. Проведен со-
поставительный  анализ классов ординарных и пе-
риодических пар Голея, используемых при постро-
ении двуциклических матриц. В силу повышенной 
вычислительной сложности задачи на отыскание 
периодических пар Голея, материал работы уника-
лен и может служить проверочной базой для после-
дующих исследований (см. прил. А, Б). 

Рассмотрение взвешенных матриц, получае-
мых из периодических пар Голея, констатирует 
новые инварианты, например, сохранение свой-
ства ортогональности при компрессии бинарных 
последовательностей до триарных, вдвое меньших 
по размеру. Фиксация таких закономерностей 
очень весома, поскольку это приводит к двухка-
скадным вычислительным алгоритмам, когда 
сначала отыскивается матрица вдвое меньшего 
порядка, чем искомая (ортогональная взвешенная 
матрица), а затем уже происходит окончательный 
поиск двуциклической матрицы Адамара.
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ПРИЛОЖЕНИЯ

Приложение A. Двуциклические матрицы с минимальными дефектами симметрии и кососимметрии,  
E(k) отсылает к k-му классу эквивалентности для отмеченной длины v

  Рис. A6. v = 32 E(1), d(A) = 1 (a); E(2), (A) = 0 (б) 

а) б)

  Рис. A5. v = 26 E(18), d(A) = 1 (a); E(7), (A) = 2 (б)

а) б)

  Рис. A4. v = 20 E(19), d(A) = 1 (a); E(24), (A) = 1 (б)

а) б)

  Рис. A1. v = 8 E(2), d(A) = 0 (a); (A) = 0  (б)

а) б)

  Рис. A2. v = 10 E(1), d(A) = 1 (a); E(1),(A) = 1 (б) 

а) б)

а) б)

  Рис. A3. v = 16 E(10), d(A) = 0 (a); E(3), (A) = 1 (б)

а) б)

  Рис. A7. v = 34 E(1), d(A) = 2 (a); E(2),(A) = 3 (б)   Рис. A8. v = 40 E(1), d(A) = 1 (a); E(2),(A) = 1 (б)

а) б)
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Приложение Б. Двуциклические матрицы с максимальным индексом симметрии

  Таблица Б1

v a, b (a), (b)

2 [1],[] 1,1

4 [2],[2] 2,2

8 [1,7],[1,2,6,7] 4,4

10 [3,4,7],[1,3,4,5,6,9] 4,3

16 [1,3,4,12,13,15],[1,4,5,11,12,15] 8,8

20 [1,2,3,5,10,11,12,15,17,18,19],[2,7,9,10,12,13,18] 8,8

26 [1,2,3,7,9,10,12,14,15,16,17,19,23,24,25],[2,5,6,8,11,12,13,14,17,24] 11,5

32 [1,2,5,7,9,10,11,12,14,15,16,19,20,21,22,23,25,27,30,31],

[1,2,9,11,14,15,16,17,18,19,22,23,24,28,30,31]

13,4

34 [3,6,7,8,10,12,13,14,15,18,20,21,22,24,26,27,28,31],

[1,2,3,6,7,12,13,14,15,16,18,21,23,24,25,26,28,29,31,32,33]

15,5

40 [1,2,3,4,6,7,9,13,15,16,18,19,20,23,24,25,27,31,33,34,36,37,38,39],

[2,3,4,6,7,10,17,18,19,25,27,30,32,33,34,36,37,38]

17,8

Рис. Б1. v = 2, = p = 1 (a); v = 4,  = p = 2 (б)

а) б)

Рис. Б2. v = 8,  = p = 4 (a); v = 10,  = 4  <  p = 5 (б)

а) б)

Рис. Б3. v = 16,  = p = 8 (a); v = 20, = 8 <
< p = 10 (б)

а) б)

Рис. Б4. v = 26,  = 11 < p = 13 (a); v = 32, 
 = 13 < p = 16 (б)

а) б)

Рис. Б5. v = 34,  = 15 < p = 17 (a); v = 40, 
 = 17  <  p = 20 (б)
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Purpose: Construction of Hadamard matrices of two-circulant type. The role of symmetry and skew-symmetry of the circulant blocks 
in this construction is investigated systematically. Another goal of this work is to classify the periodic Golay pairs up to length 40. 
These pairs are closely related to the above mentioned construction.  Methods: Computational methods of linear algebra, recursive 
methods of optimum search, exhaustive search to construct all periodic Golay pairs of a fixed length by using high-performance 
computers. Results: The paper discusses the problem of constructing Hadamard matrices of two-circulant type by introducing certain 
measures of symmetry (symmetry index, defects of symmetry and skew-symmetry) and enumerates the equivalence classes of periodic 
Golay pairs of small lengths. An analog of the Ryser's conjecture, the non-existence of circulant Hadamard matrices of order bigger 
than 4, has been proposed earlier by the first author. It asserts that there are no symmetric Hadamard matrices of two-circulant type 
and of order bigger than 32. The latter conjecture is verified in several cases by using a computer. A catalogue of the representatives 
of equivalence classes of two-circulant Hadamard matrices is presented in the form of a list of periodic Golay pairs of lengths up 
to 26 (inclusive). Examples of nearly symmetric two-circulant Hadamard matrices of relatively large order are given. Practical 
relevance: Hadamard matrices have direct practical applications to the problems of noise-immune coding and compression and masking 
of video information. Software for constructing two-circulant Hadamard matrices and a library of periodic Golay pairs, together with 
the online algorithms, are made available on the mathematical network http://mathscinet.ru.

Keywords — Orthogonal Matrices, Hadamard Matrices, Ryser's Conjecture, Circulant Matrices, Two-Circulant Matrices, Periodic 
Golay Pairs.
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ПОСТРОЕНИЕ НЕПРИВОДИМЫХ ПРЕДСТАВЛЕНИЙ 
СИММЕТРИЧЕСКОЙ ГРУППЫ S(n) С БОЛЬШИМИ 
И МАКСИМАЛЬНЫМИ РАЗМЕРНОСТЯМИ
Н. Н. Васильева, канд. физ.-мат. наук, старший научный сотрудник
В. С. Дужина, соискатель
аСанкт-Петербургское отделение  Математического  института им. В. А. Стеклова РАН, 
Санкт-Петербург, РФ 

Введение: диаграммы Юнга и таблицы Юнга являются важными комбинаторными объектами. Асимптотическая 
комбинаторика изучает асимптотическое поведение параметров комбинаторных объектов. Диаграммы Юнга пара-
метризуют неприводимые представления симметрической группы. Поэтому комбинаторика диаграмм Юнга тесно свя-
зана с асимптотической теорией представлений, которая изучает асимптотические свойства параметров неприводи-
мых представлений классических групп. В 1981 г. А. М. Вершиком была поставлена задача о существовании предела 
нормализованных размерностей последовательности диаграмм Юнга с максимальными размерностями, которая до 
сих пор не решена. Цель исследования: построение последовательности диаграмм с большими и максимальными 
размерностями, соответствующих неприводимым представлениям симметрической группы. Методы: модификация 
жадного алгоритма построения последовательности диаграмм с большими размерностями, основанная на процедуре 
улучшения диаграммы на каждом уровне градуированного графа Юнга. Результаты: предлагаемый алгоритм позволяет 
получить все известные на данный момент диаграммы с максимальными размерностями, а также улучшить оценки на 
максимальные размерности в случаях, когда их точные значения неизвестны. 

Ключевые слова — симметрическая группа, неприводимое представление, диаграмма Юнга, таблица Юнга, про-
цесс Планшереля.

Введение

Задача поиска диаграмм Юнга, максимизи-
рующих количество таблиц Юнга, имеет тесней-
шую связь с асимптотической теорией представ-
лений. Диаграммы Юнга из n клеток параметри-
зуют неприводимые представления симметриче-
ской группы S(n). При этом размерностью непри-
водимого представления служит количество та-
блиц Юнга соответствующей диаграммы. Задача 
об асимптотике максимальных размерностей 
неприводимых представлений поставлена более 
тридцати лет назад [1] и не решена до сих пор.

Двумерная диаграмма Юнга представляет 
собой конечный набор клеток, расположенных 
в виде строк, длина которых не возрастает [2]. 
Диаграммы Юнга являются одним из фунда-
ментальных комбинаторных объектов. Они дают 
графическое представление разбиений натураль-
ных чисел, рассмотренных Леонардом Эйлером 
еще в XVIII в. Каждая диаграмма соответствует 
определенному разбиению натурального числа 
на положительные слагаемые. При этом каждый 
элемент разбиения равен количеству клеток в со-
ответствующем столбце диаграммы (рис. 1). 

Размер диаграммы n равен количеству кле-
ток, из которых она состоит.

Таблица Юнга — это диаграмма Юнга, клет-
ки которой заполнены целыми числами от 1 до n. 
Данные числа упорядочены по возрастанию сни-
зу вверх и слева направо (рис. 2).

Размерностью диаграммы называется коли-
чество таблиц Юнга данной диаграммы. Это же 
число называется весом соответствующего непри-
водимого представления. Под максимальной диа-
граммой будем понимать диаграмму, имеющую 
наибольшую размерность среди всех диаграмм 
соответствующего размера. Поскольку размер-
ность диаграмм Юнга с ростом их размера уве-
личивается экспоненциально, для исследования 

  Рис. 2. Три примера таблиц Юнга для диаграммы 
на рис. 1

  Рис. 1. Пример диаграммы Юнга, соответствую-
щей разбиению 17 = 5 + 4 + 4 + 2 + 1 + 1
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размерностей диаграмм Юнга удобно использо-
вать нормализованную размерность. Нормали-
зованная размерность c диаграммы определена 
формулой [1]

2 dim
( ) ln ,

!
c

n n

 
 

где n — размер диаграммы; dim  — размерность 
диаграммы.

Заметим, что чем больше размерность диа-
граммы, тем меньше ее нормализованная размер-
ность.

В данной статье представлены результаты 
компьютерных экспериментов, позволяющие 
построить последовательности диаграмм с боль-
шим количеством таблиц Юнга. Это дает неко-
торые оценки нормализованных размерностей 
неприводимых представлений симметрической 
группы.

Постановка задачи

Рассмотрим ориентированный градуирован-
ный граф, называемый графом Юнга, вершина-
ми которого являются диаграммы Юнга, а ребра 
связывают вложенные друг в друга диаграммы, 
отличающиеся одной клеткой. Уровнем графа 
Юнга называется множество вершин, соответ-
ствующее диаграммам Юнга одного размера. 
На рис. 3 показаны первые пять уровней графа 
Юнга.

Можно построить марковскую цепь на графе 
Юнга, определив для каждого ребра соответству-
ющую переходную вероятность. На графе Юнга 
существует замечательный марковский процесс 
[3], который называется процессом Планшереля. 
Этот процесс обладает свойством центрально-
сти: вероятности любых двух различных путей, 

соединяющих одинаковые диаграммы, равны 
между собой. Переходные вероятности для этого 
процесса рассчитаны по формуле

11

0 01 1
( , , ) ( , , )

( , , ) ,
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yx

i j

h i y h x j
p x y
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где  — диаграмма Юнга; x, y — координаты до-
бавляемой клетки; h — длина крюка клетки. 
Крюком клетки называется сама клетка, а также 
клетки, расположенные в том же столбце выше 
и в той же строке правее. Длина крюка — количе-
ство клеток, из которых состоит крюк. 

Процесс Планшереля определяет вероятност-
ную меру на диаграммах Юнга. Мера, соответ-
ствующая центральным марковским процессам, 
также называется центральной. Задача об описа-
нии всех центральных мер на графе Юнга решена 
в статье [4].

Целью данной работы является построение по-
следовательности диаграмм Юнга с максималь-
ными размерностями. Для этого построения был 
использован тот факт, что вероятность пути из ди-
аграммы размера 1 в диаграмму размера n прямо 
пропорциональна размерности диаграммы, т. е. 
количеству таблиц Юнга в ней. Таким образом, 
задача сводится к построению путей в графе Юнга 
с максимальными планшерелевскими вероятно-
стями.

Возможный способ построения последова-
тельности диаграмм с большими размерностя-
ми — жадный алгоритм1. Данная последова-
тельность начинается из корня графа Юнга (диа-
граммы размера 1). Движение осуществляется 
по ветвям, вероятность которых максимальна на 
каждом шаге (рис. 4). Для краткости будем на-
зывать ее жадной последовательностью. Первые 
14 диаграмм жадной последовательности обла-
дают максимально возможной размерностью, од-
нако размерность 15-й диаграммы уже не макси-
мальна.

Последовательность, содержащая первую 131 
точную максимальную размерность, была по-
строена [5] путем полного перебора путей в гра-
фе Юнга. В начальном отрезке жадной после-
довательности длиной 131 не максимальными 
являются 43 диаграммы. Был предложен способ 
улучшения жадного алгоритма, позволяющий 
построить все известные диаграммы с макси-
мальными размерностями гораздо быстрее, чем 
в алгоритме, использующем полный перебор. 
Идея такого улучшения состоит в попытке на 
каждом шаге увеличить размерность диаграм-

  Рис. 3.  Фрагмент графа Юнга

1

2

4

3

5

1 Жадный алгоритм был рассмотрен в неопублико-
ванной на данный момент статье Н. Н. Васильева 
и А. Б. Терентьева “Irreducible representations of sym-
metric groups with large dimensions and modelling 
of Plancherel process”.
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мы, не увеличивая ее размера, путем изменения 
некоторого фиксированного количества кле-
ток, и только после этого осуществить переход 
на следующий уровень, добавив клетку с мак-
симальной размерностью. Такая стратегия по-
зволяет очень быстро построить все известные 
максимальные диаграммы и так же достаточно 
быстро строит улучшенную последовательность, 
содержащую диаграммы с большими размер-
ностями.

До сих пор не доказано, что нормализованные 
размерности максимальных диаграмм сходятся 
к пределу (гипотеза Вершика [1]). Доказательству 
несколько более слабой гипотезы о сходимости 
по вероятности нормализованных размерностей 
диаграмм, типичных по мере Планшереля, по-
священа работа [6]. Наши компьютерные экспе-
рименты показывают, что гипотеза о сходимости 
максимальных нормализованных размерностей 
с ростом размера диаграмм очень правдоподоб-
на. Кроме того, можно высказать гипотезу, что 
асимптотика последовательности нормализован-
ных размерностей в жадной последовательности 
совпадает с асимптотикой нормализованных раз-
мерностей максимальных диаграмм.

Описание алгоритма

Идея стратегии данного алгоритма — улучше-
ние последовательности диаграмм, полученных 
с помощью жадного алгоритма. При этом для 
поиска диаграммы такого же размера, что ис-
ходная, но большей размерности, могут быть ис-
пользованы разные стратегии. Один из подходов 
состоит в том, чтобы сначала увеличить размер 
диаграммы, а затем уменьшить его до исходно-
го, получив диаграмму с лучшей размерностью. 

Для этого выполняется следующая последова-
тельность действий.

1. Осуществляется жадный рост диаграммы 
до размера n+N.

2. Из полученной диаграммы последователь-
но удаляется N клеток, вносящих наименьший 
вклад в вероятность генерации данной диаграм-
мы. Каждый раз выбирается клетка, вероятность 
добавления которой к предыдущей диаграмме 
для получения текущей диаграммы минимальна.

Данные шаги повторяются для разных значе-
ний N. При этом в результате могут быть получе-
ны различные диаграммы. Из данных диаграмм 
выбирается имеющая максимальную размер-
ность. Затем осуществляется ограниченный пере-
бор диаграмм, отличающихся от полученной на 2 
и 3 клетки. В тех случаях, когда исходная диаграм-
ма не была максимальной, как правило, это позво-
ляет найти диаграмму с большей размерностью.

Две диаграммы из 45 клеток получены с по-
мощью жадного алгоритма (рис. 5, a) и предла-
гаемого алгоритма, использующего стратегию 
улучшения (рис. 5, б). В таблице приведены зна-
чения обычных и нормализованных размерно-
стей данных диаграмм, а также разницы между 
этими значениями.

Заметим, что диаграмма на рис. 5, б является 
максимальной. 

  Рис. 4. Начало жадной последовательности диа-
грамм
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  Значения обычной и нормализованной размерно-
стей для двух диаграмм размера n = 45

Наиме-

нование 
Размерность

Нормали-

зованная  

размер-

ность

Предла- 

гаемый 

алгоритм

500283928761422348434320000 0,459847

Жадный 

алгоритм
492955458105064380984558000 0,462047

Разница 7328470656357967449762000 –0,0022

  Рис. 5. Диаграммы Юнга размера n = 45, получен-
ные с помощью жадного алгоритма (a) и 
предлагаемого алгоритма с улучшенной 
стратегией (б)
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Свойства жадных последовательностей, 
начинающихся не с единичной диаграммы

При проведении большого количества чис-
ленных экспериментов по построению жадных 
последовательностей, начинающихся с разных 
диаграмм Юнга, замечено, что любые две жад-
ные последовательности в определенный момент 
сливаются в одну.

Был проведен следующий эксперимент. От 
различных пар диаграмм Юнга, сгенерирован-
ных случайно с помощью процесса Планшереля, 
строились жадные последовательности. Компью-
терные эксперименты показывают, что любые 
две такие последовательности отличаются толь-
ко начальными отрезками. 

Введем отношение эквивалентности на беско-
нечных путях в графе Юнга, считая два пути эк-
вивалентными, если они полностью совпадают, на-
чиная с некоторой диаграммы. Соответствующие 
классы эквивалентности называются концами гра-
фа Юнга и образуют так называемую границу гра-
фа Юнга. Слияние любых двух жадных последова-
тельностей означало бы, что все жадные последо-
вательности, начинающиеся с любой диаграммы, 
определяет одну и ту же точку на границе графа 
Юнга, т. е. один и тот же класс эквивалентности.

Это свойство было проверено на 5000 слу-
чайно сгенерированных с помощью процесса 
Планшереля пар диаграмм Юнга (с начальным 
размером 5000 клеток). Также было проведено 
20 экспериментов на диаграммах с начальным 
размером 1 000 000 клеток.

Отдельно были рассмотрены исключительные 
случаи, когда диаграммы представляли собой 
строку и столбец (отличались на максимально 
возможное количество клеток). Даже в этих слу-
чаях все построенные в компьютерных экспери-

ментах последовательности также сливались. 
Это дает основание полагать, что асимптотика 
максимальных размерностей в точности равна 
асимптотике размерностей любой жадной после-
довательности.

Результаты

Сравнение результатов работы нового алго-
ритма и жадного алгоритма представлено на 
рис. 6, а и б. Показана зависимость нормализован-
ной размерности от размера диаграммы. Как вид-
но из рисунка, нормализованная размерность — 
сильно осциллирующая функция. Форма кривых 
в целом совпадает, что позволяет предположить, 
что в асимптотике они также имеют похожее по-
ведение. Следует отметить, что кривая, соответ-
ствующая новому алгоритму, ни в одной точке 
не превышает кривую жадного алгоритма. Это 
говорит о том, что нормализованная размерность 
диаграмм, полученных с помощью нового алго-
ритма, меньше или равна нормализованной раз-
мерности диаграмм жадной последовательности, 
а реальная размерность, соответственно, больше 
или равна. Для первых 10 000 диаграмм новый 
алгоритм получает диаграммы с большей раз-
мерностью в 92 % случаев. В остальных случаях 
алгоритмы получают одинаковые диаграммы, 
в большинстве случаев эти диаграммы имеют 
максимальные размерности.

Аналогичное сравнение нового алгоритма и 
алгоритма перебора [5] в исходном и укрупнен-
ном масштабах приведено на рис. 7, а и б соответ-
ственно. 

Для первых 311 диаграмм новый алгоритм 
получает диаграммы с большей размерностью 
в 33 % случаев (в остальных случаях алгоритмы 
получают одинаковые диаграммы).

  Рис. 6. Нормализованные размерности жадной последовательности и последовательности нового алгоритма для 
диаграмм размеров 300–10 000 (a) и 4000–10 000  (б) (укрупненный масштаб)
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Заключение

С помощью предлагаемого алгоритма была 
построена последовательность диаграмм с боль-
шими размерностями вплоть до диаграммы раз-
мером 10 000 клеток. Все известные диаграммы 
с максимальными размерностями присутствуют 
в данной последовательности. Представленный 
алгоритм улучшает 92 % из первых десяти ты-
сяч диаграмм, полученных жадным алгоритмом, 

  Рис. 7. Нормализованные размерности последовательности, полученной перебором, и последовательности ново-
го алгоритма для диаграмм размеров 1–311 (а) и 100–311 (б) (укрупненный масштаб)
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и 33 % из первых 311 диаграмм, полученных 
с помощью перебора, что позволяет высказать 
гипотезу о том, что бесконечная последователь-
ность, построенная с помощью этого алгоритма, 
содержит бесконечное же количество макси-
мальных диаграмм. Таким образом, компью-
терные эксперименты, описанные в настоящей 
статье, дают дополнительные основания пред-
полагать справедливость гипотез, высказанных 
А. М. Вершиком [1].

Литература

1. Вершик А. М., Керов С. В. Асимптотика макси-

мальной и типичной размерностей неприводимых 

представлений симметрической группы // Функ-

циональный анализ и его приложения. 1985. Т. 19. 

№ 1. С. 25–36.

2. William Fulton. Young Diagrams, with Applica-

tions to Representation Theory and Geometry. —

Cambridge University Press, 1996. — 272 p.

3. Вершик А. М., Керов С. В. Асимптотика меры 

Планшереля симметрической группы и предель-

ная форма таблиц Юнга // Докл. Академии наук 

СССР. 1977. Т. 233. № 6. С. 1024–1027.

4. Вершик А. М., Керов С. В. Асимптотическая тео-

рия характеров симметрической группы // Функ-

циональный анализ и его приложения. 1981. Т. 15. 

№ 4. С. 15–27. 

5. Вершик А. М., Павлов Д. А. Численные экспери-

менты в задачах асимптотической теории пред-

ставлений // Записки научных семинаров  ПОМИ. 

2009. Т. 373. С. 77–93. 

6. Буфетов А. И. Решение гипотезы Вершика — 

Керова об энтропии меры Планшереля // Успе-

хи математических наук.  2010. Т. 65. № 1(391). 

С. 181–182.

UDC 517.987

doi:10.15217/issn1684-8853.2015.3.17

Building Irreducible Representations of a Symmetric Group S(n) with Large and Maximum Dimensions 

Vasilyev N. N.a, PhD, Phys.-Math., Senior Research Fellow, vasiliev@pdmi.ras.ru

Duzhin V. S.a, Researcher, vduzhin@gmail.com
aSaint-Petersburg Department of V. A. Steklov Institute of Mathematics of RAS,  Saint-Petersburg, 27, Fontanka, 

191023, Russian Federation 

Introduction: In combinatorics, Young diagrams and Young tableaux are important mathematical objects. Asymptotic combinatorics 
studies the asymptotic behaviour of parameters of combinatorial objects. Young diagrams parameterize irreducible representations of a 
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symmetric group. Therefore, the combinatorics of Young diagrams is closely related to asymptotic rep re sentation theory which studies 
the asymptotic properties of parameters of irreducible representations for classical groups. In 1981, A. M.Vershik posed a problem about 
the convergence of normalized maximal dimensions of Young diagrams. This problem still remains open. Purpose: Building a sequence 
of diagrams of large and maximum dimensions which would correspond to irreducible representations of a symmetric group. Methods: 
We propose a modification of the greedy algorithm which builds a sequence of diagrams with large dimensions. The idea is to enhance 
the diagram on each level of the graded Young graph. Results: With the proposed algorithm, you can obtain all the maximum dimension 
diagrams known for today, and also improve some of the existing estimations for the maximum dimensions of Young diagrams for the 
cases when their exact values are unknown. 

Keywords — Symmetric Group, Irreducible Representation, Young Diagram, Young Tableau, Plancherel Process.
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ЗАВИСИМОСТЬ МЕЖДУ ПЕСОЧНОЙ ГРУППОЙ ГРАФА 
И ЕГО МАТРОИДОМ
И. А. Крепкийа, 1, аспирант
аСанкт-Петербургский государственный университет, Санкт-Петербург, РФ

Постановка проблемы: определение структуры песочных групп графов представляет собой сложную вычис-
лительную задачу. В попытке снизить сложность решения данной задачи для некоторых классов графов была обна-
ружена зависимость между песочной группой графа и его матроидом: структура песочной группы графа зависит 
только от его матроида. Целью статьи является доказательство данного утверждения. Методы: для доказательства 
изоморфности песочных групп 2-изоморфных графов были использованы элементарные операции с матрица-
ми Лапласа этих графов. Основной результат статьи получен как следствие теоремы Уитни о 2-изоморфных графах. 
Результаты: доказано, что структура песочной группы графа полностью определяется структурой матроида этого 
графа.

Ключевые слова — песочные группы, графы, матроиды, нормальная форма Смита, 2-изоморфные графы.
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Н. Н. Васильев.

Введение

Конструкция песочной группы впервые по-
явилась в виде частного случая, описанного 
под названием BTW-модель Пером Баком, Чао 
Тангом и Куртом Вейзенфельдом [1]. Основной 
мотивацией для создания этой модели была по-
пытка демонстрации и объяснения эффекта са-
моорганизованной критичности, возникающего 
в различных естественных процессах, таких как 
землетрясения, эпидемии, лесные пожары и т. д. 
Указанную модель обобщил Дипак Дхар [2], что 
и привело к появлению понятия песочной груп-
пы графа.

Песочная группа связного графа представляет 
собой подмножество множества так называемых 
редуцированных песочных куч графа (песочная 
куча — отображение из множества вершин графа 
в множество неотрицательных чисел), снабжен-
ным операцией сложения куч (сложение — по-
точечное суммирование песочных куч с последу-
ющим редуцированием результата при помощи 
процедуры, определяемой конструкцией графа). 
В песочную группу входят только так называ-
емые рекуррентные песочные кучи, удовлетво-
ряющие burning test [3]. Структурно песочная 
группа графа представляет собой конечную абе-
леву группу.

Песочные группы обладают серией интересных 
свойств. Так, например, из матричной теоремы 
о деревьях [4] следует, что порядок песочной груп-
пы графа равен количеству его остовных деревьев. 
Явная биекция между элементами песочной груп-

пы и остовными деревьями была сконструирована 
в работе [5]. Также известно, что песочная группа 
связного планарного графа изоморфна песочной 
группе графа, дуального данному [6].

Песочные группы графов нередко упомина-
ются в довольно неожиданных контекстах. Так, 
например, в работе [7] граф рассматривается как 
дискретный аналог римановой поверхности и 
доказан аналог теоремы Римана — Роха. Если 
в классической теореме Римана — Роха дивизо-
рами являются целочисленные линейные ком-
бинации точек римановой поверхности, то в дис-
кретном аналоге роль дивизоров играют элемен-
ты песочной группы графа. Также о связи песоч-
ных групп с алгебраической геометрией см. в ра-
боте [8].

Иногда совершенно неожиданно обнаружива-
ются изоморфизмы каких-либо серий групп с пе-
сочными группами определенных серий графов. 
Например, группы, изоморфные песочным груп-
пам, возникают в связи с вопросами замощения 
прямоугольной доски фигурами домино [9]. В ра-
боте [10] была установлена связь между некото-
рыми группами действий на множествах непери-
одических двухцветных ожерелий и песочными 
группами графов де Бройна.

Основной целью данной статьи является уста-
новление взаимосвязи между структурой песоч-
ных групп графов и структурой матроидов этих 
графов.

Определения

Будем считать, что две квадратные целочис-
ленные матрицы эквивалентны, если одна из них 
может быть получена из другой применением 
конечного числа операций прибавления/вычита-
ния одного столбца/строки к другому.
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Определение 1. Любая квадратная целочис-
ленная матрица M эквивалентна матрице M¢ вида
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где fk|fk + 1, 1 £ k £ r – 1. Матрица M¢ называется 
нормальной формой Смита матрицы M [11].

Пусть M — квадратная целочисленная матри-
ца. Будем обозначать как M  мультимножество ди-
агональных элементов нормальной формы Смита 
матрицы M.

Определение 2. Пусть n вершин мультиграфа 
G пронумерованы от 1 до n. Пусть M — квадратная 
матрица размера nn, устроенная следующим об-
разом: элемент матрицы m(i,j) равен –deg(vi) при 
i = j, если же i  j, то элемент равен количеству 
ребер, соединяющих вершины i и j. Матрица M 
называется матрицей Лапласа графа G.

Мы будем использовать (как в работе [12]) 
определение песочной группы мультиграфа, по-
строенное в терминах нормальной формы Смита 
матрицы Лапласа этого графа.

Определение 3. Песочная группа мультиграфа 
G — это группа 

0( \{ })
( ) ,a

a
S G C

MÎ
@ Å  где M — матрица

Лапласа мультиграфа G.

Операции с графами и песочные группы

Пусть P и Q — некоторые мультиграфы и 
p Î V(P), q Î V(Q). Пусть мультиграф F  получен 
из P и Q через соединение ребром e вершин p и q, 
а мультиграф F получен из F  стягиванием ре-
бра pq. В таком случае будем говорить, что F по-
лучен из P и Q при помощи склеивания вершин 
p и q. Точно так же если p Î P, q Î P, мы можем 
построить новое ребро pq и стянуть его, говоря, 
что полученный мультиграф построен при помо-
щи склеивания вершин p и q. В работе [13] дан-
ную операцию называют «vertex identification». 
Обратную ей операцию (т. е. нарушение связно-
сти графа F при помощи единичного разрезания 
в некоторой вершине на графы P и Q) называют 
«vertex splitting».

Пусть теперь P — мультиграф, состоящий из 
p + 2 вершин, пронумерованных от 1 до p + 2, где 
p ³ 0.

Пусть Q — мультиграф, состоящий из q + 2 
вершин, пронумерованных от 1 до q + 2, где q ³ 0.

Пусть F+(P,Q) получен через склеивание 
(p + 1)-й вершины P с 1-й вершиной Q и склеива-
ние (p + 2)-й вершины P cо 2-й вершиной Q.

Пусть F–(P,Q) получен через склеивание 
(p + 1)-й вершины P со 2-й вершиной Q и склеива-
ние (p + 2)-й вершины P c 1-й вершиной Q.

Говорят [13], что граф F+(P,Q) получен из F–
(P,Q) при помощи операции «twisting».

Теорема 1. S(F+(P,Q)) @ S(F–(P,Q)).
Пример. На рис. 1 и 2 изображены произ-

вольно выбранные связные графы. Выбор па-
ры вершин на каждом из этих графов дает нам 
конструкции соответствующих графов F+(P,Q) и 
F–(P,Q) (рис. 3 и 4). Здесь S(F+(P,Q)) @ C3*C420 @ 
@ S(F–(P,Q)).

Доказательство: достаточно показать, что 
матрицы Лапласа мультиграфов F+ и F– эквива-
лентны в том смысле, что имеют общую нормаль-
ную форму Смита.

Пусть матрицы Лапласа мультиграфов P и Q 
выглядят следующим образом:
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  Рис. 4. Граф F–(P,Q)

  Рис. 2. Граф Q  Рис. 1. Граф P

  Рис. 3. Граф F+(P,Q)
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где P̂  и Q̂  — какие-то матрицы. Здесь справедли-
вы равенства

A = a1 + … + ap + X; B = b1 + … + bp + X;

C = c1  + … + cq + Y; D = d1 + … + dq + Y.

Сохранив введенные обозначения, опишем ма-
трицы Лапласа мультиграфов F+ и F– (считаем, 
что склеивание происходит через (p + 1), (p + 2) 
вершины P и 1, 2 вершины Q).

Матрица Лапласа мультиграфа F+
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Матрица Лапласа мультиграфа F–
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Обозначим указанные матрицы соответствен-
но как F+ и F–.

Легко видеть, что на нормальную форму 
Смита не влияют следующие действия:

1) прибавление/вычитание одной строки/
столбца матрицы к другой;

2) перемена местами произвольных двух 
строк или двух столбцов матрицы (следствие 
из п. 1);

3) умножение произвольной строки/столбца 
на –1 (следствие из п. 1).

Кроме того, полезно учесть, что столбцы и 
строки матрицы Лапласа F произвольного муль-
тиграфа линейно зависимы. Следовательно, 
0 ,FÎ  где F  — мультимножество элементов 
диагонали нормальной формы Смита матри-
цы F. При этом для матрицы F¢, полученной че-
рез удаление из F столбца и строки, пересека-
ющихся на диагонали, справедливо равенство 

0\ { }.F F¢ =
Удалим (p + 2)-й столбец из матриц F+ и F–, 

обозначив полученные матрицы как F+¢ и .F-¢

Матрица :F+¢

1

1 1

1

ˆ

.

ˆ

p

p q

q

a

a
a a A C c c

c

c

P

Q



 



é ù
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú- -ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ë û
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Теперь нам достаточно показать, что матрицы 
F+¢  и F-¢  эквивалентны. Проведем серию манипу-
ляций с матрицей .F-¢

Прибавим к (p + 1)-му столбцу все последую-
щие за ним столбцы:
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Прибавим к (p + 1)-й строке все последующие 
за ней строки:
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Домножим на –1 строки и столбцы с 1-й по 
(p + 1)-ю:
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Мы получили матрицу, равную матрице ,F+¢  
т. е. F+¢ и F-¢  эквивалентны, что равносильно 

( ( , )) ( ( , )),S F P Q S F P Q+ -@  ч. т. д.
Кроме того, в работах [14, 15] были доказаны 

еще две теоремы подобного рода. Пусть p Î V(P) 
и q Î V(Q), где P и Q — какие-то мультиграфы.  
Мультиграф X(P,Q) получен посредством склеи-
вания вершин p и q. Тогда справедлива следую-
щая теорема.

Теорема 2. Структура S(X(P,Q)) не за-
висит от выбора вершин p и q. Кроме того, 
S(X(P,Q)) @ S(P)*S(Q) [14].

Так, например, песочная группа каждого из 
трех графов, изображенных на рис. 5, изоморфна 
(C3)7, так как песочная группа циклического гра-
фа из трех вершин изоморфна C3. 

Для формулировки третьей теоремы опре-
делим конструкцию мультиграфа Hi. Пусть F и 
G — некоторые мультиграфы. Пусть f1 и f2 — не-
отрицательные целочисленные функции на мно-
жестве вершин F, а g1 и g2 — неотрицательные 
целочисленные функции на множестве вершин 
G. Обозначим как T циклический мультиграф, 
состоящий из n вершин. Пронумеруем вершины 
этих трех мультиграфов натуральными числами:

1) r вершин F пронумерованы от 1 до r;
2) n вершин T пронумерованы от r + 1 до r + n 

в порядке их следования в цикле;
3) s вершин G пронумерованы от r + n + 1 до 

r + n + s.
Теперь для i Î Z, 0 £ i £ n – 2 построим муль-

тиграф Hi.
1. Соединим каждую вершину v мультиграфа 

G с (r + n – 1)-й вершиной мультиграфа T при по-
мощи g1(v) ребер.

2. Соединим каждую вершину v мультиграфа 
G с (r + n)-й вершиной мультиграфа T при помо-
щи g2(v) ребер.

3. Соединим каждую вершину v мультиграфа 
F с (r + i)-й вершиной мультиграфа T при помощи 
f1(v) ребер (если 1 £ i £ n – 2) или же cоединим 
каждую вершину v мультиграфа F с (r + n)-й вер-
шиной мультиграфа T при помощи f1(v) ребер 
(если i = 0).

4. Соединим каждую вершину v мультиграфа 
F с (r + i + 1)-й вершиной мультиграфа T при по-
мощи f2(v) ребер.

Теорема 3. Структура S(Hi) не зависит от вы-
бора i [15].

Так, например, на рис. 6 изображены графы H1 
и H2, для которых F — полный граф на двух вер-
шинах, G — полный граф на одной вершине (вер-
шина без ребер), а T — 6-цикл. Песочные группы 
обоих графов изоморфны C248.

Связь матроида графа 
с его песочной группой

Определение 4. Если граф G изоморфен неко-
торому графу, полученному из графа H через по-
следовательность операций vertex identification, 
vertex splitting, twisting, то графы G и H называ-
ют 2-изоморфными [13].

В теореме 1 графы F+ и F– — это в точности та-
кие графы, один из которых получен из другого 
при помощи операции twisting. Напротив, если 
какой-то связный граф построен из другого при 
помощи данной операции, то конструкции этих 
графов можно описать как F+(P,Q) и F–(P,Q) для 
каких-то P и Q.

В теореме 2 речь идет о графе X(P,Q), кон-
струкция которого зависит от выбора одной вер-
шины на графе P и одной вершины на графе Q. 
Каждый из графов X(P,Q) может быть получен 
из любого другого такого графа при помощи по-
следовательного применения операций vertex 
splitting и vertex identification. И, напротив, ес-
ли какой-то связный граф получен из другого 
связного графа при помощи данных операций, 
то конструкции обоих графов можно описать как 
X(P,Q) для каких-то P и Q. Соответственно, из те-
орем 1 и 2 следует лемма. Если связные графы G 
и H 2-изоморфны, то S(G) @ S(H).

Определение 5. Матроидом называется пара 
(X,I), где X — конечное множество, называемое 
носителем матроида, а I — некоторое множество 
подмножеств X, называемое семейством незави-
симых множеств. При этом должны выполняться 
следующие условия:

1) Æ Î I;
2) если A Î I и B Ì A, то B Î I;
3) если A, B Î I и |A| > |B|, то существует x Î A\B 

такой, что B È {x} Î I.
Определение 6. Матроидом графа G называют 

матроид MG, чье базовое множество — V(G) — мно-
  Рис. 5. Графы с песочными группами, изоморфны-

ми (C3)7

  Рис. 6. Графы с песочными группами, изоморфны-
ми C248
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жество ребер графа G, а независимым множе-
ством является лес, образованный какими-то из 
ребер множества V(G) [13].

Изоморфность матроидов двух графов G и H 
без изолированных вершин влечет их 2-изоморф-
ность. Этот факт составляет содержание следую-
щей теоремы.

Теорема Уитни. Графы G и H без изолирован-
ных вершин 2-изоморфны тогда и только тогда, 
когда их матроиды MG и MH изоморфны [13].

Отсюда и из леммы сразу же следует теорема.
Теорема 4. Если для каких-то связных гра-

фов G и H их матроиды MG и MH изоморфны, то 
S(G) @ S(H).

Заключение

В данной работе были представлены теоремы 
о некоторых операциях над графами, сохраняю-
щих структуру их песочных групп. Доказанные 
теоремы позволили получить в качестве след-
ствия основной результат работы — утверждение 

о том, что структура песочной группы графа за-
висит только от структуры матроида этого графа.

Стоит отметить, что операции Hi из теоре-
мы 3 сохраняют структуру песочной группы гра-
фа, но не структуру его матроида. Существуют ли 
другие элементарные операции, обладающие по-
добным свойством и не являющиеся композици-
ей операций, уже указанных в работе, автору на 
данный момент неизвестно.
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Relation between the Sandpile Group of a Graph and its Matroid
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Purpose: Determining the structure of sandpile groups of graphs is a complex computational problem. When trying to reduce 
its solution complexity for some classes of graphs, a strong correspondence was found between the sandpile group of a graph and its 
matroid. Namely, the structure of the sandpile group depends only on the matroid. The purpose of this article is proving this statement. 
Methods: In order to prove that a 2-isomorphic graph has isomorphic sandpile groups, some elementary operations were used with 
Laplacian matrices of such a graph. The main result of the work was obtained as a corollary of Whitney's theorem about 2-isomorphic 
graphs. Results: It has been proved that the structure of the sandpile group of a graph is completely determined by the structure 
of its matroid.

Keywords —Sandpile Groups, Graphs, Matroids, Smith Normal Form, 2-Isomorphic Graphs.
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СЕГМЕНТАЦИЯ ИСХОДНЫХ СНИМКОВ 
ДЛЯ ФОТОМЕТРИЧЕСКОГО МЕТОДА 
ТРЕХМЕРНОГО СКАНИРОВАНИЯ
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Постановка проблемы: прежде чем осуществлять вычисления градиента поверхности на основе ее снимков при 
различном положении источников света, необходимо исключить возможность ситуации, не соответствующей модели, 
используемой в методе вычисления. Наиболее эффективный путь, не требующий какой-либо предварительной обра-
ботки объекта, заключается в сегментации исходных снимков. Целью работы является определение и систематизация 
признаков затенений, бликов и переотражений; разработка алгоритма сегментации исходных снимков с учетом спе-
цифики фотометрического метода сканирования. Методы: экспериментальные данные получены при компьютерном 
моделировании исходных изображений с использованием модели отражения Фонга. Для сегментации изображений 
используются признаки бликов и затенений, основывающиеся на проверке линейной зависимости интенсивностей 
снимков, находящихся в одной плоскости, и минимизации функции отклонения исходных данных от данных, соответ-
ствующих используемой модели. Результаты: определена конфигурация фотометрического трехмерного сканера из 
пяти фиксированных источников света, позволяющая использовать дополнительные признаки при сегментации зате-
нений, бликов и переотражений. За счет избыточного количества снимков гарантируется наличие как минимум трех 
измерений яркости в каждой точке объекта, удовлетворяющих условиям проверки. Разработан алгоритм для проверки 
соответствия исходных данных и модели отражения света поверхностью, используемой для вычисления, в котором для 
большинства видимых точек задача минимизации функции от двух переменных не требует решения или была сведена 
к задаче минимизации функции от одной переменной. Представлен результат сегментации для двух фигур, на одной из 
которых смоделированы затенения, блики и разрыв поверхности, которые часто являются трудностями для вычисления 
ориентации поверхности. Практическая значимость: в сравнении с аналогами разработанный алгоритм сокращает 
время, необходимое для сегментации всей видимой области, а также осуществляет более детальную сегментацию ис-
ходных снимков.

Ключевые слова — трехмерное сканирование, фотометрия, сегментация затенений, зеркальное отражение.
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Введение

Для фотометрического метода трехмерного 
сканирования вычисление градиента поверхности 
может производиться на основе как эмпирической 
модели отражения света поверхностью [1–4], так 
и аналитической модели [5–9].

Аналитический метод [5–7] основывается на 
совместном решении трех уравнений для различ-
ных положений источников света:

ïàä ,( ) cosE K I K L n= ⋅ =                 (1)

где E — интенсивность отраженного света; L — 
вектор освещения; n — вектор нормали к поверх-
ности; Iпад — интенсивность падающего света;  —
угол между нормалью и вектором освещения. Ре-
шение системы уравнений позволяет определить 
градиент поверхности p, q и коэффициент отра-
жения K для диффузно отражающих поверхно-
стей без необходимости проводить калибровку 
на объекте идентичного материала. Такой подход 

дает больше возможностей для анализа погреш-
ностей вычисления ориентации поверхности, так 
как вычисления выполняются непосредственно 
на основании измеренных значений яркости.

Необходимость выполнять сегментацию бли-
ков и затенений вызвана тем, что для аналити-
ческой модели освещения вычисление ориента-
ции поверхности в точках, не соответствующих 
закону отражения света поверхностью, не имеет 
смысла. Для эмпирической модели освещения 
это проявляется в отсутствии набора интенсив-
ностей на эталонном объекте. Помимо отбрасы-
вания данных, аналитическая модель позволяет 
подобрать набор p, q, K, в наибольшей степени 
соответствующий и модели отражения, и исход-
ным данным; для эмпирической модели выбор 
наиближайшего набора может привести к зна-
чительным ошибкам. Необходимость сегмента-
ции обусловлена также высоким уровнем шума 
в затененных и близких к затененным областях 
[7], даже если затененный снимок может быть ис-
ключен.

В работах [9, 10] сегментация бликов и за-
тенений осуществляется с использованием спек-
трального анализа света, для снимков в режиме 
grayscale сегментация недостаточно надежна, 
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в случае отклонения от аналитической модели 
выбирается наиболее яркий или наиболее темный 
пиксель [9]. Метод сегментации [11] требует зна-
чительного количества времени на решение зада-
чи минимизации и позволяет определить только 
затенения на исходных снимках. Выбранная для 
работы конфигурация освещения [5–7] позволя-
ет использовать дополнительные признаки для 
более подробной сегментации.

Определение отклонений 
от закона диффузного отражения

Исходными данными для алгоритма сегмента-
ции является набор снимков I0, I1, I1

1, I2, I2
1, в ко-

торых рассматриваются точки, принадлежащие 
сканируемому объекту. Конфигурация из пяти 
источников света [5–7] позволяет осуществлять 
проверку по каждой оси на наличие отхождений 
от диффузной модели отражения. Три снимка I0, 
I1, I1

1 или I0, I2, I2
1 в случае отсутствия затенений 

должны быть линейно зависимы, исходя из трех 
уравнений (1) можно выразить одно из изображе-
ний через два других:

1
1 1 02cos .I I I+ =

При наличии шума и возможных слабых вто-
ричных источниках света для того, чтобы осу-
ществлять проверку, необходимо ввести порого-
вую величину ïîð:D

1
1 1 0 ïîð2( , ) ( , ) cos ( , ) .i x y i x y i x y D+ - <         (2)

Выполнение неравенства будет означать, что 
в точке нет никаких отклонений от закона диф-
фузного отражения света. В противном случае на 
снимках может присутствовать затенение, блик 
(возможна не только диффузная составляющая) 
или точка будет освещена вторичным источником 
света. Обозначим маску Dx (и Dy аналогично Dx)

1
1 1

ïîð
0

1
1 1

ïîð
0

1
2

0
2

( , ) ( , )( , ) , max( )
cos ( , )

.
( , ) ( , )( , ) , max( )

cos ( , )

x ñ

x ñ

i x y i x y
d x y D I

i x y

i x y i x y
d x y D I

i x y





ìï + -ïï = < +ïï -ïïíïï + -ï = ³ +ïï -ïïî

Случайная шумовая составляющая cI  для 
всех точек одинакова и имеет среднеквадратич-
ное отклонение 2 1(cos ).I +  Для конфигурации 
из четырех источников света должно выполнять-
ся равенство 1 1

1 1 2 2,I I I I+ = +  что не позволяет 
определить отхождение от закона диффузного от-
ражения света для каждой оси, т. е. вместо двух 
матриц Dx и Dy возможно определение только 
Dx | Dy, за исключением бликов и переотражений 
на дополнительном снимке.

Результат проверки для сферы представлен 
при наличии только затенений и флуктуацион-
ного шума (рис. 1, а–в), т. е. точки, где dx = 0 или 
dy = 0, будут принадлежать затенениям на исход-
ных снимках. Заметно, что в отмеченную область 
попадают также точки с низким K, граница тени 
не четкая. Чтобы этого избежать, можно подо-
брать оптимальное значение ïîðD  для условий, 
в которых происходит сканирование, но в этом 
случае эффективность определения переотраже-
ний снизится. 

Более надежные результаты определения Dx 
и Dy можно получить, учитывая тот факт, что 
затенение, блик и переотражение проявляются 
в группе отчетов, расположенных рядом. Таким 
образом, обозначив величины 

1
1 1 02( , ) ( , ) ( , ) cos * ( , ) ;x y i x y i x y i x y = + -

dR(x, y) = |(x, y) + 0,5((x – 1, y) +

+ (x + 1, y) + (x, y – 1) + (x, y + 1))|,

сформулируем новое условие проверки

ïîð1 3 3
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

( , ) , ( , ) max( );
( , )

x R ñ

x

d x y d x y D I

d x y

ìï = < +ïíï =ïî

  
(3)

которое учитывает наличие затенений в сосед-
них точках. Это позволяет значительно снизить 
количество ложных определений dx, например 
в области низких K на рис. 1. Под неверным опре-
делением dx подразумевается как ложное опреде-
ление затенения, блика или переотражения, так 
и их пропуск.

Для диффузно отражающей поверхности сфе-
ры при S = 30, 2 2 08,I =  и размере изображе-

а)                                                                            б)                                                                           в)

  Рис. 1. Области Dx (а); Dy (б); 1 1
1 2 21

| | |I II I
S S S S S=  (в) при S = 30, 

2 2 08,I =  и ïîð 12 5,D =
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ния 640480 (см. рис. 1) общее количество точек, 
принадлежащих затенениям, Sx = 12 868, мини-
мальное количество неверных определений dx 
Nm = 2440 при оптимальном значении ïîð 7.D =  
Общее количество точек, принадлежащих за-
тенениям и бликам, для этой же поверхно-
сти, но имеющей зеркальную составляющую, 
Sx + Specx = 35 862, минимальное количество не-
верных определений dx Nm = 3669 при оптималь-
ном значении ïîð 5 5,D =  (рис. 2).

Примечательно, что величина dR, сравни-
ваемая с пороговой величиной по абсолютному 
значению в (3), отрицательна в области блика на 
снимке I0 (рис. 3), также отрицательное значение 
она будет принимать в случае самозатенений, 
так как на одном из смежных снимков значение 
яркости будет меньше условной (без самозатене-
ния в этой же точке) яркости отраженного света. 
Эта информация может быть использована для 
дальнейшей классификации.

Сегментации области бликов, 
затенений и переотражений

Для сегментации изображения рассматрива-
ются только точки, где dx = 0 или dy = 0, так как 
если dx = 1 & dy = 1, то в этой точке градиент по-
верхности может быть вычислен, исходя из зна-
чений яркости любых изображений.

Если dx = 0 & dy = 1 (или dx = 1 & dy = 0), то 
гарантированно может быть вычислено значение 

только одного приращения, для вычисления 
всего градиента необходимо определить, на ка-
ком из смежных снимков присутствует затене-
ние или блик. В большинстве случаев ситуация 
dx = 0 & dy = 1 означает наличие затенения или 
блика на одном из смежных снимков. Вероятность 
пересечения зеркальных областей, областей за-
тенения на смежных снимках мала. Случай 
dx = 0 & dy = 0 означает наличие затенения, бликов 
или переотражений на любом снимке, за исключе-
нием затенений на дополнительном снимке.

Для обработки ситуаций dx = 0 & dy = 1, 
dx = 1 & dy = 0, dx = 0 & dy = 0 и точного вычис-
ления градиента поверхности необходимо исклю-
чить те снимки, из-за которых возникает откло-
нение от модели диффузного отражения света.

Затенения отличаются от вторичного освеще-
ния или блика тем, что яркость затененного от-
счета равна нулю, в то время как вторичное осве-
щение добавляет к яркости некоторую величину. 
Идеальное затенение соответствует Ik = 0, при 
наличии посторонних источников света и шума 
сравнение яркости с нулем не имеет смысла. Чуть 
более действенный способ — сравнение с некото-
рой пороговой величиной, определяющей колеба-
ния в тени, но этот подход малоэффективен при не-
постоянном K, так как не использует корреляцию 
значений яркости точек изображений в наборе.

Для того чтобы более полно описать процесс 
получения снимков, будем использовать следую-
щее уравнение яркости пиксела на изображении 
при постоянном коэффициенте отражения без 
учета вторичных источников:

( , ) ( , ) ,k k ki x y s x y L n=

где sk — элемент матрицы затенений снимка Sk, 
которая имеет ту же размерность, что и изобра-
жение, и может принимать в каждой точке зна-
чение 0 или 1. Если sk(x, y) = 0, то в точке присут-
ствует затенение и ik(x, y) обращается в ноль. 

Для того чтобы определить наиболее вероят-
ное расположение затенений на снимках, следу-
ет подобрать 1 1

0 1 1 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , ,s s s s s  наиболее удовлетво-
ряющие значениям яркости пикселей. В общем 
случае необходимо минимизировать величину 

( )
1

2

0

ˆ( , ) ( , ) ( , ) ,
N

k k k
k

R x y s x y i x yL n
-

=
= -å

где N — количество изображений. Результа-
том для каждой точки является как набор 

1 1
0 1 1 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , ,s s s s s , так и вектор нормали n к поверх-

ности, который при отсутствии бликов или пе-
реотражений с определенной точностью близок 
к искомому значению ориентации поверхности. 
Значение S0 практически в каждой точке должно 
равняться 1, но может принимать нулевые значе-
ния на границах объекта. 

  Рис. 3.  dR для сферы при S = 30, без флуктуаци-
онного шума. Модель Фонга
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  Рис. 2. Количество неверных определений dx в за-
висимости от ïîðD  для сферы при S = 30, 
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Множество 1 1
0 1 1 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , ,s s s s s  конечно, и область 

возможных решений может быть также сокра-
щена за счет использования результатов про-
верки Dx (рис. 4, а), Dy. Например, комбинация 
1,0,1,0,1 при dx = 1 & dy = 1 невозможна. 

При dx = 0 & dy = 1 достаточно рассмотреть четы-
ре варианта множества 1 1

0 1 1 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , ,s s s s s :
 
(1,1,1,0,0), 

(1,1,1,0,1), (1,1,1,1,0) и (1,1,1,1,1).
Отмеченные 1 0ˆ ,s =  1

1 0ŝ =  области соответ-
ствуют случаю затенения. Точки, отмеченные 

1
1 11 1ˆ ˆ& ,s s= =  для которых Dx = 0, принадлежат 

блику или переотражению или ложно опре-
делены в результате высокого уровня шума. 
На рис. 4, б точки, соответствующие ситуации 

1 1
0 1 1 2 2 1 1 1 1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , ( , , , , ),s s s s s =  изображены белыми, 

соответствующие 1 1
0 1 1 2 2 1 0 1 1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , ( , , , , )s s s s s =  — 

темно-серыми, 1 1
0 1 1 2 2 1 0 1 1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , ( , , , , )s s s s s =  — свет-

ло-серыми. 
Важно отметить, что для области dx = 0 & 

dy = 1 величина R представляет собой функцию 
одной переменной p, так как dy = 1 позволяет вы-
числить значение q.

Согласно выдвинутому предположению [9], 
при наличии блика из рассмотрения может быть 
исключен самый яркий пиксель, в случае зате-
нения — самый темный. Причем рассматрива-
ется модель отражения Торренса — Спарроу [8, 
9], согласно которой зеркальная составляющая 
пр оявляется лишь на некоторых участках, т. е. 
используется возможность сканировать поверх-

ность, рассматривая только диффузно отражаю-
щие участки поверхности. Проанализировав ре-
зультат, представленный на рис. 3, 4, аналогич-
ный вывод можно сделать и для модели Фонга.

Для ситуации dx = 0 & dy = 1 (dx = 1 & dy = 0) 
при 1 1

0 1 1 2 2 1 1 1 1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , ( , , , , ),s s s s s =  т. е. при блике 
на одном из снимков I1, I1

1 (рис. 5, а), при вычис-
лении градиента p из I1, I1

1 исключается самый 
яркий пиксель. Блик на снимке I0 может быть 
определен значительно проще. Достаточно сопо-
ставить проверку  

1
1 1 2

0 1
2 ïîð

0

1

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

( , ) ( , ) ( , )
( , ) ,

( , ) max( );
( , )

xy
ñ

xy

i x y i x y i x y
d x y

i x y D I

d x y

ìï + - -ïï =ïïí - < +ïïï =ïïî

с Dx  Dy. Сравнивая отклонение от диффузной мо-
дели отражения Dx, Dy с дополнительным сним-
ком I0 и без него Dxy0, в силу отсутствия на нем 
затенений могут быть выделены блики на сним-
ке I0 (рис. 5, а–в). На рис. 5, в представлена об-
ласть Dxy0 для фигуры, полученной в результате 
вращения овала Кассини, область точек dx = 0 на 
рис. 5, б включает в себя блик на снимке I0.

Полученная в области бликов ориентация по-
верхности должна быть такова, что нормаль со-
впадает с вектором

,k
k

k

L z
v

L z
-

=
-

где z  — единичный вектор, направленный вдоль 
оси z. Важно отметить, что переотражения не бу-
дут удовлетворять этому условию.

Среди отмеченных областей затенений мо-
жет быть выделена подгруппа самозатенений. 
Наличие самозатенения не зависит от ориента-
ции поверхности, а обусловлено взаимным рас-
положением частей фигуры, поэтому при sk = 0 
условное значение яркости 0kL n > будет сигна-
лизировать о самозатенении. Но в этом случае 
необходимо вычислить градиент или использо-
вать значения n, в которых был установлен мини-
мум R. Наиболее простой вариант — определять 

  Рис. 5. Области затенений фигуры, полученной в результате вращения овала Кассини при S = 30: а — сни-
мок I1; б — знак dR в области точек Dx; в — знак dR в области точек Dxy0. Модель Фонга

б)а) в)

  Рис. 4. Результат сегментации для сферы при 
S = 30: а — область Dx; б — результат сег-
ментации области точек dx = 0 & dy = 1. Мо-
дель Фонга

б)а)
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самозатенения по отрицательному значению dR. 
На рис. 5, б белыми отмечены области, для кото-
рых dR > 0, серыми — области, для которых dR < 0.

Сегментация области dx = 0 & dy = 0

В области точек dx = 0 & dy = 0 при 0 1ŝ =  
необходимо рассматривать все 16 возможных 
вариантов множества 1 1

1 1 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ, , , ,s s s s  но, напри-
мер, 1

1 10 0ˆ ˆ&s s= =  будет означать наличие трех 
линейно зависимых снимков, т. е. вычисление 
градиента не может быть гарантировано. Поэто-
му 7 вариантов искомого множества: (1,0,0,0,0), 
(1,0,0,0,1), (1,0,0,1,0), (1,0,0,1,1), (1,0,1,0,0), 
(1,1,0,0,0), (1,1,1,0,0), — которые сигнализиру-
ют о затенениях на обоих смежных снимках, 
будут означать недоступность точки для рекон-
струкции.

Любая ситуация (1,0,1,0,1), (1,1,0,0,1), (1,0,1,1,0), 
(1,1,0,1,0) при dR > 0 означает наличие затенений 
на двух снимках; из-за невозможности пересече-
ния области блика и затенения вычисление осу-
ществляется по незатененным снимкам. На рис. 6 
этой ситуации соответствует область, закрашен-
ная бордовым цветом.

Ситуации (1,0,1,1,1), (1,1,0,1,1), (1,1,1,1,0), 
(1,1,1,0,1) при dR < 0 будут означать наличие са-
мозатенений, области которых могут пересекать-
ся с областью бликов на другой паре смежных 
снимков, остальные затенения с бликами пере-
секаться не могут. Ситуация, сигнализирующая 
о самозатенении, не позволяет в этот же момент 
определить наличие блика на другом снимке 
в этой точке. В этом случае для вычисления из 
трех незатененных пикселей исключается самый 
яркий. На рис. 6 этой ситуации соответствует об-
ласть, закрашенная красным.

Ситуация (1,1,1,1,1) будет сигнализировать 
о блике на снимке I0. На рис. 6 этой ситуации со-
ответствует область белого цвета. Зеленым изо-

бражены блики на снимках I1, I1
1, салатовым — 

блики на снимках I2, I2
1.

Все точки фигуры, полученной вращением ова-
ла Кассини, доступны для вычисления градиента, 
но необходимо учитывать, что в слабоосвещенных 
областях, граничащих с затенениями, погреш-
ность вычисления будет значительно выше по 
сравнению с погрешностью в остальных областях.

Заключение

Представленный алгоритм сегментации зате-
нений и бликов в большей степени базируется на 
информации о взаимном расположении источни-
ков света и корреляции значений яркости в набо-
ре. Несмотря на то, что в обоих случаях ключевым 
фактором, влияющим на качество сегментации, 
является использование избыточного количества 
снимков, количество снимков в наборе более пяти 
не позволяет добиться значительного улучшения 
в качестве, при этом усложняя процесс сегмента-
ции. Использование алгоритма не просто позволя-
ет отбрасывать самый яркий или темный пиксел, 
а в большинстве случаев указывает конкретную 
ситуацию на конкретном снимке. Но даже при со-
кращении множества возможных вариантов сег-
ментация может занять значительное время.

  Рис. 6.  Окончательная сегментация для овала Кас-
сини

Литература

1. Woodham R. J. Photometric Method for Determining 

Surface Orientation from Multiple Images // Optical 

Engineering. 1980. Vol. 19. N 1. P. 139–144.

2. Woodham R. J. Gradient and Curvature from the 

Photometric-Stereo Method, Including Local Confi-

dence Estimation // Journal of Optical Society of 

America. Nov. 1994. Vol. 11. N 11. P. 3050–3068. 

doi:10.1364/JOSAA.11.003050 

3. Hertzmann A., Seitz S. M. Example-Based Pho-

tometric Stereo: Shape Reconstruction with 

General Varying BDRFs // IEEE Transactions on 

Pattern Analysis and Machine Intelligence. Aug. 

2005. Vol. 27. N 8. P. 1254–1264. doi:10.1109/

TPAMI.2009.102

4. Horn B. Height and Gradient from Shading // Inter-

national Journal of Computer Vision. 1990. Vol. 5. 

N 1. P. 37–75.

5. Красильников Н. Н., Красильникова О. И. Исследо-

вание погрешностей определения координаты глу-

бины при 3D-сканировании методом, основанным 

на диффузном отражении света // Информационно-

управляющие системы. 2012. № 3(58). С. 2–8.

6. Красильников Н. Н. Метод получения 3D-изобра-

жений, основанный на диффузном отражении света 

сканируемыми объектами // Информационно-

управляющие системы. 2009. № 6(43). С. 7–11.

7. Кузнецов В. А. Прогнозирование ошибки вычисле-

ния ориентации поверхности, обусловленной кван-

тованием, для метода трехмерного сканирования, 

основанного на диффузном отражении света // На-



ИНФОРМАЦИОННО
УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ № 3, 201534

ОБРАБОТКА ИНФОРМАЦИИ И УПРАВЛЕНИЕ

учная сессия ГУАП: сб. докл. В 3 ч. Ч. 1. Технические 

науки. СПб.: ГУАП, 2013. С. 89–91.

8. Solomon F., Ikeuchi K. Extracting the Shape and 

Roughness of Specular Lobe Objects Using Four 

Light Photometric Stereo // IEEE Transactions on 

Pattern Analysis and Machine Intelligence. Apr. 

1996. Vol. 18. N 4. P. 449–454.

9. Barsky S., Petrou M. The 4-source Photometric Ste-

reo Technique for Three-Dimensional Surfaces in the 

Presence of Highlights and Shadows // IEEE Trans-

actions on Pattern Analysis and Machine Intelli-

gence. Oct. 2003. Vol. 25. N 10. P. 1239–1252. 

doi:10.1109/TPAMI.2003.1233898 

10. Hernandez C., Vogiatzis G., Cipolla R. Overcoming 

Shadows in 3-source Photometric Stereo // IEEE 

Transactions on Pattern Analysis and Machine Intel-

ligence. Feb. 2011. Vol. 33. N 2. P. 419–426.

11. Chandraker M., Agarwal S., Kriegman D. Shadow-

cuts: Photometric Stereo with Shadows //Proc. of 

IEEE Conf. on Computer Vision and Pattern Recogni-

tion. 2007. doi:10.1109/CVPR.2007.383288 

UDC 612.8

doi:10.15217/issn1684-8853.2015.3.29

Image Segmentation Technique for Photometric Stereo

Kuznetcov V. A.a, Assistant Professor, k.avk-c@mail.ru
aSaint-Petersburg State University of Aerospace Instrumentation, 67, B. Morskaia St., 190000, Saint-Petersburg, 

Russian Federation

Purpose: Previous to surface gradient calculation by photometric stereo, it is necessary to prevent any inconsistency between the 
used reflectance model and the input data. The most effective way free from any object pre-processing is the fragmentation of the 
source images. The purpose of the work is to define and systematize the features of shadows, highlights and reflections, and to develop 
a segmentation algorithm which would take into account the specificity of photometric stereo. Methods: The experimental data were 
obtained by computer simulation of source images using the Phong reflection model. For image segmentation, we used the features 
of highlights and shading based on verified linear dependence of the intensities of images from the same plane and on the minimized 
function of the deviation between the input data and the model-fitting data. Results: A photometric 3D scanner configuration is 
defined, consisting of five fixed light sources. With this configuration, you can use additional features of shadows, interreflections 
and highlights during the image segmentation. The redundant number of images ensures that at least three intensities at each visible 
point are well verified. An algorithm was developed for checking the conformity between the input data and the light reflection model 
used for the calculation. In this algorithm, for the majority of the visible points, the problem of two-variable function minimization 
needs no solution or can be reduced to the problem of single variable function minimization. A result of the segmentation is shown for 
two objects. One of these objects is modeled with highlights and surface gaps, which often make it difficult to calculate the surface 
orientation. Practical relevance: Compared to its analogues, the developed algorithm reduces the time required for the visible area 
segmentation and provides more elaborate segmentation of the source images.

Keywords — Photometric Stereo, Image Segmentation, Shadows, Highlights.
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УПРАВЛЕНИЕ КОМБИНИРОВАННЫМ ВЫВОДОМ 
В ДИСКРЕТНЫХ ИНТЕЛЛЕКТУАЛЬНЫХ СИСТЕМАХ
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аИнститут информатики и математического моделирования технологических процессов КНЦ РАН, 
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Постановка проблемы: из-за больших объемов информации, хранящейся в базах данных и знаний интеллекту-
альных систем, степень отличия механизма обработки этой информации от полного перебора считается мерой интел-
лектуальности подобных систем. На сокращение перебора, в частности, направлены различные способы управления 
выводом, в том числе ранее предложенный автором метод управления прямым выводом в интеллектуальных систе-
мах с дискретными доменами переменных путем анализа эвристических индикаторов хода вывода, использующих 
некоторые подмножества этих доменов. Однако этот метод однонаправленный, что не позволяет ускорить вывод за 
счет своевременного изменения его направления и эффективного разрешения конфликта. Цель настоящей работы 
состоит в распространении того же теоретико-множественного подхода на задачи управления комбинированным вы-
водом и разрешением конфликта для сокращения перебора вариантов продолжения вывода. Результаты: разработана 
динамическая стратегия управления комбинированным детерминированным и вероятностным выводом в дискретных 
продукционных интеллектуальных системах, анализирующая структуру следствий из входящих в конфликтное множе-
ство продукций и сравнивающая ее со структурой предпосылок цели вывода, чтобы выбрать продукцию, применение 
которой способно в максимальной степени подтвердить истинность текущей цели. Известно, что динамические страте-
гии обеспечивают большую гибкость, чем встроенные, в которых ход выбора предопределен априорно. Предложенный 
подход к представлению и анализу информации в интеллектуальных системах отличается от существующих тем, что 
в нем оперативно учитывается внутренняя структура данных и знаний интеллектуальной системы. Это позволяет повы-
сить скорость вывода в дискретной интеллектуальной системе. Практическая значимость: представленные в работе 
правила управления применением продукций позволяют ускорить процесс достижения цели вывода при детерминиро-
ванном, вероятностном и нечетком представлении информации в интеллектуальной системе.

Ключевые слова — дискретная интеллектуальная система, комбинированный вывод, управление применением 
продукций.

Введение

Задача в интеллектуальных системах (ИнС) 
в самом общем виде определяется как пара (S, G), 
где S — исходная информация (source — что да-
но), а G — целевая информация (goal — что най-
ти, получить). В качестве S и G могут служить со-
вокупности известных фактов, ситуаций и состо-
яний. Для конкретности далее исследуются ИнС 
с продукционной базой знаний (БЗ).

Информация о задаче и ходе ее решения хра-
нится в базе данных (БД), а о способах изменения 
данных — в БЗ. Каждое правило (продукция) со-
стоит из двух частей. В левой описывается группа 
фактов или знания о текущей ситуации, а в пра-
вой содержатся действия, которые должны быть 
выполнены, если в БД найдется информация, со-
ответствующая левой части правила. Действия 
правила могут состоять в модификации набора 
фактов в БД, например, в добавлении нового фак-
та. Эти новые факты в свою очередь могут быть 
в дальнейшем использованы для сопоставления с 
левыми частями других правил. Отсюда следует, 
что применение правила состоит из двух этапов: 
сопоставления левой части правила с текущим 
состоянием БД и (в случае успешного сопоставле-
ния) выполнения действий, указанных в правой 
части правила.

Процесс применения правил порождает це-
почку вывода. Существуют два основных спосо-
ба ее порождения. Один из них получил назва-
ние прямого вывода, а другой — обратного. При 
прямом выводе поиск новой информации про-
исходит в направлении стрелок (импликаций), 
разделяющих левые и правые части правил. 
Решатель ИнС использует информацию из левых 
частей, чтобы вывести информацию, содержа-
щуюся в правых частях. Поэтому иногда прямой 
вывод называют поиском в пространстве состоя-
ний ИнС.

Обратный вывод основан на идее сведения за-
дачи к набору более мелких подзадач, решение 
которых в совокупности эквивалентно решению 
исходной задачи. Они декомпозируются дальше, 
и т. д., в результате первоначальная цель реали-
зуется последовательностью элементарных дей-
ствий, например запросами информации об ис-
тинности или ложности исходных данных, нуж-
ных для достижения цели вывода.

Наиболее гибкий способ вывода — комбиниро-
ванный, когда режимы прямого и обратного выво-
да чередуются по мере исчерпания возможности 
получения новых фактов в текущем направлении 
вывода. Комбинированный вывод реализован во 
многих ИнС, самая известная из них — эксперт-
ная система PROSPECTOR [1].
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Различные способы управления выводом спо-
собствуют сокращению перебора, в том числе 
предложенный авторами [2] метод управления 
прямым выводом в интеллектуальных системах 
с дискретными доменами переменных путем ана-
лиза эвристических индикаторов хода вывода, 
использующих некоторые подмножества этих 
доменов. Однако из-за однонаправленности этого 
метода невозможно ускорить вывод за счет своев-
ременного изменения его направления и эффек-
тивного разрешения конфликта. В настоящей ра-
боте предлагается сократить перебор вариантов 
продолжения вывода на основе того же теорети-
ко-множественного подхода к задачам управле-
ния комбинированным выводом и разрешением 
конфликта.

Конфликт в ИнС диагностируется решателем 
(интерпретатором), когда имеется несколько ва-
риантов продолжения вывода и нужно выбрать 
наиболее перспективное из них [3]. Чаще всего 
конфликт возникает, если на некотором шаге вы-
вода  = 1, 2, ... появляется несколько продукций, 
предпосылки которых подтверждаются текущим 
множеством фактов, хранящихся в БД. Эти про-
дукции называют конфликтным множеством 
(CS — conflict set).

Существуют следующие основные способы 
разрешения конфликта.

1. Правилам заранее приписываются приори-
теты, и между ними устанавливается отноше-
ние общего порядка. Из CS выбирается правило 
с максимальным приоритетом.

2. На множестве правил устанавливается ча-
стичный порядок, и выбирается подмножество 
правил с максимальным приоритетом. Например, 
правило Pj предпочтительнее правила Pl тогда 
и только тогда, когда левая часть правила Pl (пред-
ставленная как множество фактов) является под-
множеством левой части правила Pj. Первым при-
меняется правило с более длинным списком фак-
тов в левой части. Такой способ разрешения кон-
фликта получил название «специальный случай».

3. На фактах в БД задается отношение полного 
порядка. Из CS  выбирается та продукция, в ле-
вой части которой используются данные с макс и-
мальным приоритетом. Прим ером такого подхо-
да служит приписывание возр аста  фактам в БД, 
тогда из CS выбирается продукция, использую-
щая наиболее «молодые» факты.

4. На данных из БД задается отношение  ча-
стичного порядка, с учетом которого разрешает-
ся конфликт, как и в способе 3.

5. Случайный выбор используют в случаях, 
когда после применения других способов разре-
шения конфликта не происходит выбора ни одно-
го правила из CS.

Общий недостаток перечисленных способов 
состоит в том, что они не учитывают внутреннюю 

структуру заложенных в ИнС знаний. Поэтому 
ниже предлагается способ управления выводом, 
анализирующий структуру следствий из вхо-
дящих в CS продукций и сравнивающий ее со 
структурой предпосылок цели вывода, чтобы вы-
брать продукцию, применение которой позволяет 
ускорить процесс достижения этой цели.

Формализация задачи 
и алгоритм комбинированного 
детерминированного вывода

Пусть набор переменных xi, которые могут 
быть результатами вывода, задан в универсуме 
U = X1  X2  …  Xn, где Xi — дискретные или 
дискретизированные домены (множества допу-
стимых значений) соответствующих переменных.

Тогда любой факт, хранящийся в БД, можно 
представить в виде свидетельства «за» некоторые 
допустимые значения переменной:

 , ,i ii ix X+ +Î Í                             (1)

либо в виде свидетельства «против» некоторых 
допустимых значений:

 , .i ii ix X- -Ï Í                            (2)

Появление факта вида (2) при детерминиро-
ванном выводе можно интерпретировать как «су-
жение» домена, приняв

  1 \ ii iX X+ -=                            (3)

и 0 ,i iX X=  поэтому в следующем разделе приня-
то, что в БД есть только факты вида (1). 

Продукции в БЗ ИнС обычно хранятся в фор-
мате «условие — действие» [2]:

Aj É Bj,                                     (4)

где Aj и Bj — конъюнкции утверждений вида (1) 
или (2). Для простоты будем считать, что каждое 
из этих утверждений есть высказывание. Цель 
вывода G задается как такая же конъюнкция.

Алгоритм комбинированного детерминиро-
ванного вывода 

Шаг 1. Интеллектуальная система начинает 
работать в режиме обратного вывода, когда каж-
дый из конъюнктов начальной (глобальной) цели 
сравнивается с конъюнктами правых частей Bj 
продукций (4) и, если найдена продукция, позво-
ляющая определить истинность этого конъюн-
кта, вместо него в формулу цели подставляются 
конъюнкты, содержащиеся в левой части Aj та-
кой продукции. Если ни одна продукция не под-
ходит, ИнС переходит в режим прямого вывода.

Шаг 2. При прямом выводе левые части про-
дукций (4) сравниваются с фактами вида (1), 
имеющимися в БД ИнС. Начальное множество 
фактов вводится в ИнС извне (пользователем или 
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автоматически). Если найдена продукция, левая 
часть которой Aj подтверждается текущим на-
бором фактов (т. е. истинны все содержащиеся 
в ней конъюнкты), и эта продукция исполняет-
ся, то в БД добавляются все факты вида (1), со-
держащиеся в Bj. При появлении фактов вида (2) 
домены соответствующих переменных сужаются 
по формуле (3). Если нет подходящих продукций, 
то ИнС возвращается в режим обратного вывода, 
причем в качестве цели выбирается только часть 
конъюнктов, содержащихся в текущей цели вы-
вода (иначе обратный вывод сразу остановится).

При реализации описанного выше комбиниро-
ванного вывода возможны две проблемы: 1) кон-
фликт между продукциями при прямом выво-
де и 2) неоднозначность выбора подмножества 
конъюнктов текущей цели для продолжения об-
ратного вывода. Для разрешения подобных про-
блем предназначены стратегии управления вы-
водом, обычно имеющие эвристический характер 
[2]. Ниже предлагается одна из таких стратегий, 
основанная на идеях анализа состава атрибутов 
и сравнения мощностей множеств, которые пред-
ложены авторами для расчета меры неопределен-
ности следствия в рамках алгебры кортежей [4, 5].

Стратегия управления 
детерминированным выводом

Алгоритм разрешения конфликта
Пусть на некотором шаге  вывода конфликт-

ное множество имеет вид

CS = {P1, P2, …, Pj, …, PN},                  (5)

где каждая продукция Pj устроена как в (4).
Пусть также к этому шагу текущая цель зада-

на M предпосылками:

G = G1  G2  … Gk…  GM,                  (6)

причем структура Gk та же, что у конъюнктов, 
входящих в Aj и Bj, т. е. имеет вид (1) или (2).

Тогда цель разрешения конфликта состоит в вы-
боре такой продукции из (5), применение которой 
в максимальной степени подтвердит истинность 
текущей цели.

Для этого в следствии каждой продукции из 
(5) выберем только множество конъюнктов с пере-
менными, одинаковыми с конъюнктами текущей 
цели (6), вычтем содержащиеся в них множества 
значений переменных ij

 из аналогичных мно-
жеств 

 ik  в (6) и вычислим мощность декартова 
произведения полученных разностей, обозначив 
его .ik

  Эта мощность показывает количество 
сочетаний значений переменных, истинность 
которых останется неопределенной после приме-
нения данной продукции. Поэтому следует при-
менить ту продукцию из CS, для которой чис-
ло ik

  минимально.

Выбор подмножества конъюнктов цели для 
обратного вывода

Здесь идея та же, что и при разрешении кон-
фликта: выбрать из конъюнктов текущей цели 
(6) те, истинность которых легче всего выяснить 
с помощью имеющейся информации, но теперь 
«степень истинности» нужно сравнивать с факта-
ми, содержащимися в БД. При этом уже нет не-
обходимости анализировать множества значений 
переменных в k

 , достаточно выбрать из (6) те 
конъюнкты, в которых имена переменных совпа-
дают с именами переменных в фактах из БД.

С учетом изложенного получается следующий 
алгоритм.

Алгоритм управления комбинированным де-
терминированным выводом

Шаг 1. Проверка истинности всех конъюнктов 
глобальной цели G. Если все они истинны, то 
стоп: истинность глобальной цели доказана имею-
щимися фактами. Если есть хотя бы один ложный 
конъюнкт, то стоп: истинность глобальной цели 
противоречит имеющимся фактам. Ложность 
конъюнкта констатируется, когда после пересчета 
по формуле (3) получено 

1
iX  . Если есть конъ-

юнкты, истинность которых еще не определена, из 
них формируется текущая цель (6).

Шаг 2. Обратный вывод: каждый из конъюн-
ктов текущей цели (6) сравнивается с правыми 
частями Bj всех продукций (4), содержащихся 
в БЗ, и если найдена продукция, позволяющая 
определить истинность этого конъюнкта, вместо 
него в формулу цели подставляются конъюнкты, 
содержащиеся в левой части Aj такой продукции. 
Если ни одна из имеющихся в БЗ продукций не 
подходит, ИнС переходит в режим прямого вывода.

Шаг 3. Прямой вывод: левые части продук-
ций (4) из БЗ сравниваются с фактами, имеющи-
мися в БД ИнС. Если найдена продукция, левая 
часть которой Aj подтверждается текущим на-
бором фактов (т. е. истинны все содержащиеся 
в ней конъюнкты), она добавляется в конфликт-
ное множество CS. Если нет подходящих про-
дукций, то переход к процедуре разрешения кон-
фликта.

Шаг 4. Разрешение конфликта: вычисление 

ik
  для каждой продукции из CS и применение 

той продукции, для которой число ik
  мини-

мально. При этом в БД добавляются факты вида 
(1), входящие в левую часть примененной продук-
ции, и по формуле (3) перевычисляются домены 
переменных, о которых появились факты вида 
(2). Если (6) не имеет общих переменных со след-
ствиями продукций из CS, то переход на шаг 1.

Шаг 5. Выбор подмножества конъюнктов це-
ли для обратного вывода: выбор из (6) тех конъ-
юнктов, в которых имена переменных совпадают 
с именами переменных в текущем множестве 
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фактов из БД. Если такие найдены, то соответ-
ствующие конъюнкты включаются в G и пере-
ход на шаг 1. Если совпадений нет, то стоп: вывод 
завершен неуспешно — истинность глобальной 
цели нельзя выяснить по имеющимся фактам. 
Ложность цели вывода констатируется, когда до-
казана ложность хотя бы одного конъюнкта из (6), 
т. е. в нем не осталось ни одного возможного зна-
чения.

Управление вероятностным выводом

При вероятностном выводе каждому значению 
каждой переменной xi, т. е. каждому элементу xir 
множества Xi (пусть мощность этого множества 
равна Ni), приписывается некоторое значение те-
кущей вероятности p(xir) того, что переменная xi 
принимает значение xir. В начале вывода обычно 
считают, что все возможные значения перемен-
ных равновероятны, т. е.

p0(xir) = 1/Ni.                                  (7)

Естественно, пользователь имеет возможность 
изменить начальное распределение вероятностей 
значений переменных.

Факты могут попасть в БД двумя путями: они 
либо вводятся пользователем по запросу ИнС, 
либо выводятся применением одной из продук-
ций. В обоих случаях при вероятностном выводе 
каждому факту (1) или (2) приписывается неко-
торая вероятность, означающая, что перемен-
ная xi принимает или не принимает значения, 
указанные, соответственно, во множествах i

  
или i

 . Для листьевых фактов (вводимых вруч-
ную) это делает пользователь, при срабатывании 
какого-либо правила она вычисляется с учетом 
вероятностей фактов, входящих в предпосылки 
этого правила, и вероятности самого � правила pj, 
отражающей мнение экспертов о достоверности 
причинно-следственной связи между предпосыл-
ками и следствиями правила [6]. По понятным 
причинам в БЗ ИнС входят только достаточно 
достоверные правила, для которых pj превышает 
заданное пороговое значение (например, 0,9 или 
выше [7]). Таким образом, для правил вероят-
ностного вывода вместо (4) требуется формат

Aj É Bj, pj.                                 (8)

Обычно [6] всем следствиям сработавшего пра-
вила приписывается вероятность, равная произ-
ведению pj на вероятность условия этого правила, 
которая определяется как минимальная вероят-
ность одного из конъюнктов, входящих в предпо-
сылки правила, либо как произведение вероят-
ностей таких конъюнктов. 

После вычисления вероятностей следствий 
правила по известным формулам пересчета апри-
орной вероятности в апостериорную [7] вычисля-

ется новое распределение вероятностей значений 
переменных, входящих в следствия примененно-
го правила.

Детальное рассмотрение вопросов вычисления 
текущих распределений вероятностей значений 
переменных универсума U выходит за рамки на-
стоящей работы, поскольку здесь нас интересуют 
отличия стратегии управления вероятностным 
выводом по сравнению с представленным выше 
детерминированным выводом. Они состоят в сле-
дующем.

1. «Сужение» текущих доменов переменных 
универсума аналогично (3) обычно производится 
все же для ускорения хода вывода, но из списка 
возможных значений некоторой переменной ис-
ключаются не все значения, указанные в фактах 
(2) «против», а только те, текущая апостериорная 
вероятность которых стала нулевой либо ниже 
заданной минимально допустимой величины (на-
пример, 0,1 или 0,2 [5, 6]).

2. В конфликтное множество (5) включаются 
только продукции, в условии которых перечис-
ляются достаточно вероятные факты (например, 
минимальная вероятность конъюнктов равна 0,9 
или 0,8 [6, 7]). Процедура разрешения конфликта 
строится аналогично детерминированному выво-
ду, но при сопоставлении следствий правил (5) и 
конъюнктов цели (6) также учитываются только 
достаточно вероятные подмножества i

  или i
  

доменов переменных.
3. При выборе конъюнктов цели для обратно-

го вывода анализируются не только имена вхо-
дящих в них переменных, но и подмножества их 
значений i

  или i
  с учетом текущих вероят-

ностей составляющих эти подмножества значе-
ний переменных. Для доказательства ложности 
цели выбираются подмножества с наиболее низ-
кими вероятностями, для доказательства истин-
ности — с наиболее высокими.

4. Алгоритм управления комбинированным 
вероятностным выводом включает те же шаги, 
что и алгоритм управления детерминированным 
выводом, но единственным критерием преждевре-
менного завершения вывода здесь является лож-
ность одного из конъюнктов цели (6), в противном 
случае вывод продолжается, пока в БЗ есть приме-
нимые продукции. Когда таковых не остается, ре-
ализуется дополнительный шаг алгоритма, ответ-
ственный за интерпретацию результата вывода.

5. В недетерминированных (вероятностных, 
нечетких и др.) стратегиях управления выводом 
проблема интерпретации результата намного 
сложнее, чем в детерминированных стратегиях. 
В общем случае ее решение связано с созданием 
специальных процедур интерпретации, в основ-
ном эвристических и существенно зависящих от 
предметной области ИнС. Поэтому в настоящей 
работе они не рассматриваются.
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Заключение

Разработанная стратегия управления выво-
дом относится к динамическим (настраиваемым 
[3, 8]) стратегиям, так как параметры выбора 
на каждом шаге вывода зависят от результатов 
предыдущего шага. Такие стратегии обеспечи-
вают большую гибкость, чем встроенные [3, 8] 
стратегии, в которых ход выбора предопреде-

лен априорно. Предложенный теоретико-мно-
жественный подход к представлению и анализу 
информации в ИнС применим как к детермини-
рованному выводу, так и к вероятностному или 
нечеткому.

Работа частично поддержана грантами 
РФФИ (проекты № 13-07-00318-а, 14-07-00256-а, 
14-07-00257-а, 14-07-00205-а, 15-07-04760-а, 
15-07-02757-а).
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Purpose: Due to ample quantities of information stored in data and knowledge bases of intelligence systems, the degree of their 
intelligence can be measured as the difference from the complete search. In order to shorten the search, researchers develop various 
algorithms to control the inference chaining. In particular, the author has previously proposed a technique to control the course of forward 
chaining in intelligence systems with discrete domains of variables by means of heuristic indicators using certain subsets of these domains. 
However, it was a unidirectional chaining which made it hard to accelerate the inference by proper control of its direction and conflict 
resolution. In this paper, a similar set-theory approach is extended to organize combined inference and conflict resolution with the view 
of shortening the variant search for inference chaining. Results: A dynamic control strategy is developed for combined deterministic and 
probabilistic inference in discrete intelligence production systems, analyzing the structure of consequences from the productions included 
in the conflict set and comparing it with the structure of goal premises in order to find a production able to confirm as solidly as possible 
that the current goal is true. Dynamic strategies are known to provide more flexibility than built-in ones in which the course of choosing is 
predefined a priori. The proposed approach to representing and analyzing the information in intelligent systems differs from the existing 
ones, as it rapidly takes into account the internal structure of the system data and knowledge. This helps to increase the inference speed in 
a discrete intellectual system. Practical relevance: In flexible discrete systems, the introduced rules of control over production application 
can help to provide that inference goals are reached faster, whether the information in the system is determinate, stochastic or fuzzy.

Keywords — Discrete Intelligence System, Combined Inference, Control Over Production Application.
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Постановка проблемы: использование в интеллектуальных роботах гексаподоподобных структур SEMS (умных элек-
тромеханических систем) дает возможность получить максимальную точность исполнительных механизмов при мини-
мальном времени перемещения за счет введения параллелизма в процессы измерения, вычисления, перемещения 
и применения высокоточных пьезодвигателей, способных работать в экстремальных условиях, в том числе в открытом 
космосе. Основным элементом SEMS является универсальный модуль, обеспечивающий, в отличие от гексаподов, не 
только сдвиги и повороты верхней платформы, но и сжатие и расширение верхней и нижней платформ, что в совокуп-
ности с системами управления, измерения и стыковки обеспечивает его универсальность. Целью работы является 
построение математической модели системы автоматического управления универсального модуля SEMS, предназна-
ченного для функционирования в условиях априорной неопределенности динамически изменяющейся внешней среды. 
Результаты: описана структура универсального модуля, содержащего электромеханическую систему параллельного ти-
па, систему автоматического управления, измерительную систему и систему стыковки. Ядром системы автоматическо-
го управления служит нейропроцессорная система автоматического управления, основной функцией которой является 
автоматическое управление перемещением верхней платформы, имеющей шестиосевую систему позиционирования 
с блоком управления, а также автоматическое управление сжатием и растяжением верхней и нижней платформ за 
счет удлинения трех управляемых стержней в каждой платформе. Построена математическая модель системы авто-
матического управления универсального модуля SEMS, которая содержит следующие блоки: вычисления удлинений, 
управления стержнями верхней платформы и нижней платформы, управления актуаторами ног, двигателей стержней 
верхней платформы и нижней платформы, двигателей актуаторов ног, редукторов стержней верхней платформы и 
нижней платформы, редукторов актуаторов ног, определения моментов и сил сопротивления и вычисления координат 
платформы. Для каждого блока приведено математическое описание. При этом отмечено, что для получения параметров 
ряда блоков системы требуется проведение экспериментальных исследований. Практическая значимость: возможно 
применение универсальных модулей SEMS с рассмотренной нейропроцессорной системой автоматического управле-
ния в интеллектуальных робототехнических комплексах, медицинских микророботах, платформах орудийных и пусковых 
установок, опорно-поворотных устройствах антенн и др.

Ключевые слова — система автоматического управления, универсальный модуль, умная электромеханическая 
система, интеллектуальный робот, математическая модель.

Введение

Исследования по разработке интеллектуаль-
ных роботов (ИР), предназначенных для функци-
онирования в условиях априорной неопределен-
ности  динамически изменяющейся внешней сре-
ды, активно ведутся во всех промышленно раз-
витых странах мира. Сферы применения таких 
роботов обширны и разнообразны: автоматизи-
рованное производство, транспорт, домашнее хо-
зяйство, медицина, космос, оборона, подводные 
исследования, спасательные и ремонтно-восста-
новительные работы в экстремальных условиях 
и т. п. Во многих из них присутствие человека 
нежелательно или вообще невозможно. Поэтому 
для успешного выполнения рабочих операций 
ИР, подобно высокоразвитым живым существам, 
должны обладать таким важным качеством, как 
приспосабливаемость к неформализованной из-
меняющейся рабочей среде [1]. Последнее пред-
полагает решение с помощью системы управле-
ния ИР ряда сложных проблем.

В первую очередь, это проблемы адекватно-
го восприятия и распознавания внешней среды, 
целенаправленного планирования поведения и 
эффективного исполнения спланированных дей-
ствий. Последняя проблема достаточно успеш-
но решается методами теории автоматического 
управления с использованием ЭВМ традицион-
ной архитектуры с последовательным принци-
пом обработки информации. Решение первых 
двух проблем на тех же вычислительных сред-
ствах связано со значительными трудностями. 
Причиной этого является не только необходи-
мость обработки больших объемов информации 
от распределенных в пространстве и параллель-
но функционирующих датчиков в реальном мас-
штабе времени, но и применение новых интел-
лектуальных способов обработки информации, 
на которые эти ЭВМ не ориентированы [2].

Кроме того, использование в ИР гексаподопо-
добных структур умных электромеханических си-
стем (Smart ElectroMechanical Systems — SEMS) 
дает возможность получить максимальную точ-
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ность исполнительных механизмов при мини-
мальном времени перемещения за счет введения 
параллелизма в процессы измерения, вычисле-
ния, перемещения и использования высокоточ-
ных пьезодвигателей, способных работать в экст-
ремальных условиях, в том числе в открытом 
космосе [3, 4]. Разнообразные объединения (по-
следовательные, параллельные, древовидные 
и др.) структур SEMS позволяют легко конструи-
ровать новые ИР с более широкими технологиче-
скими возможностями (облегчение конструкций, 
совмещение в одном механизме транспортных и 
технологических операций, гибкость конструк-
ций и т. д.). Вместе с тем такие механизмы обла-
дают более сложной кинематической схемой, что 
требует более развитых алгоритмов управления 
и решения новых, сложных оптимизационных 
задач, обеспечивающих реализацию оптималь-
ных траекторий движений без заклиниваний. 
Помимо этого включение в SEMS беспроводного 
сетевого интерфейса типа Wi-Fi и интеллекту-
альной системы стратегического планирования 
кооперативного поведения нескольких SEMS еще 
больше расширит область применения ИР [5].

Основным элементом SEMS является универ-
сальный модуль (Universal Module — UM), обе-
спечивающий, в отличие от гексаподов, не толь-
ко сдвиги и повороты верхней платформы, но и 
сжатие и расширение верхней и нижней плат-
форм, что в совокупности с системами управ-
ления, измерения и стыковки обеспечивает его 
универсальность. 

Структура UM SEMS

Универсальный модуль содержит (рис. 1) элект-
ромеханическую систему ЭМС параллельного ти-
па, систему автоматического управления САУ, из-
мерительную систему ИС и систему стыковки СС.

Ядром САУ является нейропроцессорная си-
стема автоматического управления (НСАУ), ос-
новной функцией которой является автомати-
ческое управление перемещением верхней плат-
формы, имеющей шестиосевую систему позици-
онирования с блоком управления, а также авто-
матическое управление сжатием и растяжением 
верхней и нижней платформ за счет удлинения 
трех управляемых стержней в каждой платфор-
ме. При этом используются шесть независимых 

прецизионных двигателей в ногах, благодаря че-
му можно проводить позиционирование по трем 
линейным (X, Y, Z) и трем угловым координатам 
(вращение вокруг соответствующих осей Qx, Qy, 
Qz) [4], и шесть независимых прецизионных дви-
гателей в управляемых стержнях, обеспечиваю-
щих изменение радиусов платформ (Rв и Rн). 

Нейропроцессорная САУ содержит ЭМС, име-
ющую раздвижные неподвижную и подвижную 
платформы, шесть ног, а также УВМ на базе 
нейропроцессора, например NM 6403, ИС и про-
граммный комплекс.

Структура математической модели 
САУ UM SEMS без учета заклинивания

Структура математической модели САУ UM 
SEMS (рис. 2) содержит следующие блоки: вы-
числения удлинений ВУ, управления стержнями 
верхней платформы УСВП и нижней платфор-
мы УСНП, управления актуаторами ног УАН, 
двигателей стержней верхней платформы ДСВП 
и нижней платформы ДСНП, двигателей акту-
аторов ног ДАН, редукторов стержней верхней 
платформы РСВП и нижней платформы РСНП, 
редукторов актуаторов ног РАН, определения мо-
ментов и сил сопротивления ОМС и вычисления 
координат платформы ВКП.

Для вычисления координат платформы блока 
ВКП необходимо определить разность между рас-

  Рис. 1. Структура UM SEMS
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считанными по заданным и текущим координа-
там длин ног:

Li
т(t) = Li

н(t) – Li
т(t),                          (1)

где Lн
i(t) = Li(x

н(t), yн(t), zн(t), uн(t), vн(t), wн(t), Rв
н(t), 

Rн
н(t)) — рассчитанные по заданным координатам 

длины ног; 
Li

т(t) = Li(x
т(t), yт(t), zт(t), uт(t), vт(t), wт(t), Rв

т(t), 
Rн

т(t)) — взятые из блока ВКП текущие величины 
длин ног; 

xн(t), yн(t), zн(t) и xт(t), yт(t), zт(t) — заданные и 
текущие значения линейных координат верхней 
платформы; 

uн(t), vн(t), wн(t) и uт(t), vт(t), wт(t) — заданные 
и текущие значения угловых координат верхней 
платформы; 

Rв
н(t), Rн

н(t) и Rв
т(t), Rн

т(t) — заданные и текущие 
значения радиусов верхней и нижней платформ.

Длины ног Li вычисляются через компоненты 
радиуса векторов riв и riн верхней и нижней плат-
форм по формуле

Li(x, y, z, u, v, w, Rв, Rн) =

= (rx
iв(x, y, z, u, v, w, Rв) – rx

iн(Rн))2 +

+ (ry
iв(x, y, z, u, v, w, Rв) – ry

iн(Rн))2 + 

+ (rz
iв(x, y, z, u, v, w, Rв) – rz

iн(Rн))2)1/2.    (2)

При этом радиусы векторов верхней и ниж-
ней платформ определяются по следующим фор-
мулам:

riв(x, y, z, u, v, w, Rв) = 

= CuCvCw (riв(0) + A + Biв(t));                        (3)

riн(Rн) = (riн(0) + Biн(t)),                   (4)

где riв — вектор, направленный из точки О в точ-
ку iв (рис. 3); riн — вектор, направленный из 
точки О1 в точку iн (см. рис. 3); A = /x(t); y(t); 
z(t)/т — матрица смещений; Biв(t) — матрица сжа-
тий верхней платформы:

B1в(t)  =  /Rв(t)sin(в); Rв(t)cos(в); 0/т;      (5)

B2в(t) = /Rв(t)sin(в) + в); 

Rв(t)cos(в + в); 0/т;                      (6)

B3в(t) = /Rв(t)sin(в + 30); 

Rв(t)cos(в + 30); 0/т;                     (7)

B4в(t) = /Rв(t)sin(в + в + 30); 

Rв(t)cos(в + в + 30); 0/т;              (8)

B5в(t) = /Rв(t)sin(в + 60); 

Rв(t)cos(в + 60); 0/т;                    (9)

B6в(t) = /Rв(t)sin(в + в + 30); 

Rв(t)cos(в + в + 30); 0/т;            (10)

Biн(t) — матрица сжатий нижней платформы:

B1н(t) = /Rн(t)sin(н); Rн(t)cos(н); 0/т;    (11)

B2н(t) = /Rн(t)sin(н + н); 

Rн(t)cos(н + н); 0/т;                   (12)

B3н(t) = /Rн(t)sin(н + 30); 

Rн(t)cos(н + 30); 0/т;                    (13)

B4н(t) = /Rн(t)sin(н + н + 30); 

Rн(t)cos(н + н + 30); 0/т;            (14)

B5н(t) = /Rн(t)sin(н + 60); 

Rн(t)cos(н + 60); 0/т;                    (15)

B6н(t) = /Rн(t)sin(н + н + 30); 

Rн(t)cos(н + н + 30); 0/т;            (16)

Cu, Cv, Cw — матрицы поворота:
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  Рис. 3. Схема ЭМС
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Для более полного понимания функциониро-
вания математической модели САУ UM SEMS 
рассмотрим математическое описание входящих 
в нее блоков.

Математическое описание блоков

Блоки УСВП, УСНП и УАН
Блок УСВП в соответствии с поступающим за-

данием Rн
вj(t) вычисляет управляющие воздей-

ствия Uвj(t), подаваемые на двигатели стержней 
верхней платформы. Обычно [6] используется 
пропорционально-интегрально-дифференциаль-
ный (ПИД) закон управления

  
â

â 1â â 2â â 3â
d

d
d

( )
( ) ( ) ( ) ,j

j j j
e t

U t k e t k e t t k
t

    

где eвj(t) = (Rн
вj(t) – Rт

вj(t)) — отклонения от за-
дания; k1в, k2в и k3в — коэффициенты, опреде-
ляющие характер переходного процесса в системе, 
значения которых устанавливаются в процессе 
настройки системы или ее компьютерной модели.

Блок УСНП в соответствии с поступающим за-
данием Rз

нj(t) вычисляет управляющие воздей-
ствия Uнj(t), подаваемые на двигатели стержней 
нижней платформы. Здесь обычно аналогично 
используется ПИД-закон управления

  
í

í 1í í 2í í 3í
d

d
d
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Блок УАН в соответствии с поступающим за-
данием Li

з(t) вычисляет управляющие воздей-
ствия ULi(t), подаваемые на двигатели актуаторов 
ног. В этом блоке также обычно используется 
ПИД-закон управления
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Блоки ДСВП, ДСНП и ДАН
Блоки ДСВП и ДСНП каждый содержат по три 

двигателя стержней, а блок ДАН содержит шесть 
двигателей актуаторов. Чаще всего [7] использу-
ются двигатели постоянного тока, которые опи-
сываются следующими уравнениями:

Lяdi(t)/dt + Rяi(t) = U(t) – Ce(t);

Jd(t)/dt = CMi(t) – Mc(t),

где Lя и Rя — индуктивность и активное сопро-
тивление якорной цепи; J — приведенный мо-
мент инерции ротора; Ce и CM — постоянные, за-
висящие от конструктивных параметров дви-
гателя и величины потока возбуждения; i(t) — 
сила тока в якорной обмотке; (t) — скорость 
вращения ротора; U(t) — входное воздействие; 
Mc(t) — приведенный момент нагрузки на валу 
двигателя. 

Блоки РСВП, РСНП и РАН
Блоки РСВП и РСНП каждый содержат по три 

редуктора, а блок РАН — шесть. Их можно опи-
сать следующим дифференциальным уравнением:

kpdl(t)/dt = (t),

где kp — коэффициент редукции (верхней и ниж-
ней платформ или актуатора); l(t) — удлинение 
стержней верхней платформы (Rт

вj(t)), нижней 
платформы (Rт

нj (t)) или ног (Lт
i (t)).

Блок ВКП
Перемещение lk мест крепления стержней 

и шарниров ног на платформах в зависимости 
от удлинений lc стержней верхней платформы 
(Rт

вj(t)), нижней платформы (Rт
нj(t)) или ног 

(Li
т(t)) определяется следующим дифференци-

альным уравнением [8]:
2

2
c2

d d
2 1

dd
,ki ki

i l i i i
l l

T T k l
tt

 
                (20)

где Тi — постоянная времени; i — колебатель-
ность; ki — усиление.

Величины Тi, i и ki зависят от конструктив-
ных параметров ЭМС и могут быть определены
по результатам экспериментов. При i  1 коле-
бательное звено (20) заменяется двумя апериоди-
ческими. 

Для определения линейных (x, y, z) и угловых 
(u, v, w) координат платформы по известным пе-
ремещениям lk необходимо, используя уравне-
ния вида (1)–(19), решить обратную задачу. Это 
можно осуществить алгоритмически, используя 
метод Ньютона.

Блок ОМС
В памяти блока ОМС хранятся эксперимен-

тально снятые зависимости приведенных момен-
тов нагрузки на валу двигателей Мс(Mвсj(t), Mнсj(t) 
или Mсi(t)) от величины отклонения = lk – lc.

Эта зависимость имеет вид, показанный на 
рис. 4.

Для каждого места крепления стержней и 
шарниров ног в блоке ОМС вычисляются вели-
чины отклонений j(t) или i(t). По ним из памя-

  Рис. 4.  Зависимость приведенного момента нагруз-
ки на валу двигателя от отклонения удли-
нения от места крепления

 

Mс
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ти ОМС выбираются значения Mвсj(t), Mнсj(t) или 
Mсi(t), которые подаются в блоки УСВП, УСНП 
или ДАН.

Заключение

В статье приведены структура системы авто-
матического управления универсального модуля 
SEMS с параллельными каналами управления, 
измерения и перемещения, а также простые ма-
тематические модели блоков этой системы. При 
этом не учитываются различные заклинивания 

ног и управляемых стержней электромехани-
ческой системы, связанные с возможной несин-
хронной работой электроприводов. Для учета за-
клинивания можно провести логический анализ 
перемещений и решить задачу выбора оптималь-
ной траектории движения. В этом случае систе-
ма управления должна быть снабжена дополни-
тельными программными вычислительными 
блоками или датчиками усилий в ногах и управ-
ляемых стержнях. При этом структура системы 
управления усложнится, но ее качество и надеж-
ность увеличатся.
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Purpose: Using hexapod-like structures called SEMS (smart electromechanical systems) in intelligent robots makes it possible to 
obtain the best possible precision for their actuators while keeping their travel time very small by introducing parallelism into the 
measurement, calculation, movement and use of high-precision ultrasonic motors able to work in extreme conditions, including open 
space. The main element of SEMS is a Universal Module which provides, unlike hexapods, not only translations and rotations of the 
upper platform, but also compression and expansion of the upper and lower platforms. This feature, combined with the systems of 
control, measurement and docking, provides a high degree of versatility. The goal of this paper is building a mathematical model for 
SEMS Universal Module automatic control system when this module is supposed to operate in a dynamically changing environment 
under a priori uncertainty conditions. Results: The structure has been described for the Universal Module containing a parallel 
electromechanical system, an automatic control system, a measuring system and a docking system. The core of the automatic control 
system is a neuroprocessor automatic control system whose main function is controlling the movement of the upper platform with 
a 6-axis point-to-point motion system with a controller, and controlling the compression and expansion of the upper and lower platforms 
by lengthening three control rods in each platform. For the automatic control system of SEMS Universal Module, a mathematical model 
has been built which contains blocks for calculating the extensions, controlling the rods of the upper and lower platform, controlling 
the feet actuators, rod motors for the upper and lower plarforms, feet actuator motors, rod gears for the upper and lower plarforms, 
feet actuator gears, detecting the moments and forces of resistance and calculating the coordinates of the platform. For each block, 
a mathematical description is given. To obtain the parameters of certain blocks, experiments are still necessary. Practical relevance: 
SEMS Universal Modules with the discussed neuroprocessor automatic control system can be used in intelligent robotics systems, 
medical microrobots, platforms of launchers or artillery mounts, antenna positioning mounts, etc.

Keywords — Automatic Control System, Universal Module, Smart Electromechanical System, Intelligent Robot, Mathematical Model.
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Постановка проблемы: обнаружение воздушных объектов с использованием постороннего источника подсвета вы-
зывает необходимость обеспечения согласованного приема сигналов с априорно неизвестными параметрами. Мето-
ды приема сигналов в условиях априорной параметрической неопределенности приводят к адаптивным алгоритмам. 
Цель: получение алгоритмов совместного обнаружения и оценивания неизвестных параметров сигнала, представляю-
щего собой аддитивную смесь частотно-модулированного сигнала с неизвестным значением несущей частоты, изменя-
ющейся крутизной частотной модуляции, случайным отклонением фазы и частоты и белого шума. Результаты: с исполь-
зованием уравнений нелинейного обнаружения и оценивания для предложенной модели сигнала  получены алгоритмы 
работы и реализующая их структура оценочно-корреляционного приемного устройства, в котором можно выделить блок 
нелинейной фильтрации и блок обнаружения. По мере уточнения оценок неизвестных параметров перестраиваемый 
гетеродин подстраивается под сигнал, содержащийся во входном колебании.

Ключевые слова — априорная неопределенность, адаптация, частотно-модулированный сигнал, алгоритмы обна-
ружения и оценивания.

Введение 

В настоящее время достаточно интенсивно ис-
следуются методы и средства получения радио-
локационной информации путем анализа пря-
мых и отраженных от воздушных объектов сиг-
налов посторонних радиоэлектронных средств 
[1–5]. Применение таких средств обеспечивает 
скрытность работы при получении информации 
о воздушной обстановке, а следовательно, приво-
дит к повышению живучести информационных 
систем. 

Используя посторонние источники подсвета 
для обнаружения воздушных объектов,  необ-
ходимо добиться согласованного приема отра-
женных от целей сигналов с априорно неизвест-
ными параметрами. Методы приема сигналов 
в условиях априорной неопределенности приво-
дят к адаптивным алгоритмам [6–8]. 

Алгоритмы оптимального обнаружения 
и фильтрации параметров сигнала 

Учитывая широту применения в радиолока-
ции частотно-модулированных сигналов [9, 10] 
и предполагая число их неизвестных параметров 
конечным, на основе марковской теории нели-
нейной фильтрации [7] получим уравнения не-
линейного оценивания и обнаружения для при-
нимаемой на интервале времени [0, t] реализации
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где (t) — фаза сигнала; Q — параметр, характе-
ризующий наличие или отсутствие сигнала.

Сигнал (1) представляет собой аддитивную 
смесь частотно-модулированного сигнала S[(t), t] 
с неизвестным значением несущей частоты, из-
меняющейся крутизной частотной модуляции, 
случайным отклонением фазы и частоты и шума, 
являющегося нормальным стационарным белым 
шумом с нулевым средним значением и дельта-
функцией корреляции
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В этом случае изменения фазы и частоты сиг-
нала описываются системой линейных стохасти-
ческих дифференциальных уравнений
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где (t) — частота сигнала, являющаяся случай-
ным процессом; n1 — случайная величина, ха-
рактеризующая начальное значение частоты сиг-
нала;  — постоянный коэффициент, не зави-
сящий от времени и характеризующий шири-
ну спектра изменения параметра (t);  — коэф-
фициент, характеризующий начальное значе-
ние скорости частотной модуляции; n, n — вза-
имно независимые белые гауссовы шумы, опи-
сывающие текущие отклонения фазы и частоты 
соответственно.
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Фаза сигнала (t) является двумерным мар-
ковским процессом, характеризующимся коэф-
фициентами переноса

[ ]1A a a n    é ù= = + -ê úë û             (3)

и диффузии
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Здесь и далее для сокращения записи индекс t 
(зависимость от времени) опущен.

Раскладывая функции a, a в ряд Тейлора 
в окрестности их математических ожиданий, по-
лучим
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Конкретизируя уравнения нелинейного оце-
нивания и обнаружения [6]
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применительно к сигналу вида (1), получим
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При выводе уравнений (9), (10) были опуще-
ны вибрационные члены с удвоенной частотой, 
дающие малый вклад в результате сглажива-
ния в устройстве. Также в уравнении для ло-
гарифма отношения правдоподобия (11) отбро-

шена константа 
2
0

4
,

A
N

 получающаяся от члена

( )
2

20
2

sin
A

m t
N 

é ùê úë û  (ее можно включить в значение 

порога обнаружения).
Полученные уравнения определяют структур-

ную схему оптимальной в гауссовом приближе-
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нии системы совместного обнаружения и оцени-
вания сигнала вида (1), которая является опти-
мальной при обработке сигнала как в переход-
ном, так и установившемся режимах работы. 
Структурная схема устройства, моделирующая 
(9)–(11), представлена на рисунке. Блок нелиней-
ной фильтрации, описываемый уравнениями (9), 
(10), моделируется следящим устройством типа 
фазовой автоподстройки частоты с переменны-
ми коэффициентами усиления в цепях обратной 
связи. Блок обнаружения описывается выраже-
нием (11). Устройство относится к классу оце-
ночно-корреляционных приемных устройств [8] 
и осуществляет оценку неизвестных параметров 
сигнала, его корреляционную обработку и обна-
ружение.

Заключение

Следует отметить, что оптимизация приема 
сигналов в условиях априорной неопределенно-
сти приводит к сложным алгоритмам (9)–(11) и не-
обходимости моделировать большое число урав-
нений. Поэтому в ряде случаев, при наличии не-
которых априорных сведений о неизвестных па-
раметрах сигнала, предпочтительным является 
использование квазиоптимальных в гауссовом 
приближении алгоритмов обнаружения — из-
мерения [7]. Возможность перехода к квазиопти-
мальным алгоритмам рассматривается с позиций  
допустимого снижения качества получаемых 
оценок и решается исходя из конкретных усло-
вий, в которых осуществляется прием сигналов.
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Purpose: Aerial object detection with a beam subsource assumes coordinated reception of signals with a priori unknown parameters. 
Methods of receiving such signals lead to adaptive algorithms. The goal of the research is obtaining algorithms for joint detection and 
estimation of unknown parameters of a signal which is an additive mixture of an FM signal with an unknown carrying frequency, varying 
modulation pattern, random changes in phase and frequency, and white noise. Results: Using the equations of non-linear detection and 
estimation for the proposed signal model, working algorithms have been obtained along with the respective structure of an estimative-
correlative receiver which contains a non-linear filtration block and a detection block. As the unknown parameter estimations become 
more accurate, the adjustable heterodyne is tuned to fit the signal contained in the input oscillation.

Keywords — Apriori Uncertainty, Adaptation, FM Signal, Detection and Estimation Algorithms.
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Постановка проблемы: задача синтеза интерференционных покрытий является необходимой и составной ча-
стью процесса разработки всех оптических элементов приборов оптотехники. Ее решение сопряжено со значитель-
ными трудностями, характерными для обратных задач, так как отсутствуют строго определенные методы. Целью ис-
следования является создание  современного программного обеспечения, позволяющего комплексно решать эту 
проблему, проектировать интерференционные покрытия с требуемыми свойствами. Результаты: разработано про-
граммное обеспечение Film Manager для синтеза и анализа устойчивости интерференционных оптических покрытий 
различного назначения. Проектировщик может определить начальную структуру, методы оптимизации, пригодность 
синтезируемого покрытия, пленкообразующие материалы из имеющейся базы данных. Проверка качества про-
граммного обеспечения проведена на примере синтеза ахроматических просветляющих покрытий в средней ин-
фракрасной области спектра на подложках из кремния. Выигрыш по оценке  функции качества и критерия устойчи-
вости показал снижение остаточного отражения в полтора-два раза по сравнению с известными решениями. Прак-
тическая значимость: применение программного обеспечения Film Manager показало возможность реализации 
ахроматических просветляющих покрытий в средней инфракрасной области спектра на любых подложках. Разрабо-
танные покрытия позволяют снизить остаточное отражение и обладают высокими оптическими и эксплуатационными 
свойствами. 

Ключевые слова — интерференционные покрытия, спектры, критерий устойчивости, функция качества, эквива-
лентные слои, пленки.

Введение

С широким применением тонких пленок в про-
изводстве задачи проектирования оптических 
покрытий стали очень актуальны, но они прак-
тически не поддаются аналитическому решению, 
поэтому важным является изучение эффектив-
ных численных методов, а также приобретение 
навыков создания программного обеспечения. 
Математическое описание синтеза многослой-
ных оптических покрытий является нетриви-
альной проблемой в силу того, что сложны сами 
математические модели рассеяния электромаг-
нитного излучения на дифракционных оптиче-
ских системах. Поэтому в большинстве случаев 
используется следующий подход. Выполняется 
итеративный поиск оптимальной конструкции, 
на каждом шаге которого решается прямая за-
дача дифракции света на многослойной системе. 
Переход от шага к шагу осуществляется мето-
дом улучшения целевой функции, характеризу-
ющей отклонения рассчитанных характеристик 
текущей системы от технического задания, т. е. 
решается задача оптимизации. Каждая задача 
оптимизации начинается с задания начальной 
конфигурации системы, поэтапного сравнения 
характеристик нового варианта с предыдущим и 
прекращения процесса оптимизации в зависимо-
сти от значения функции качества [1].

В настоящей работе описан метод проектирова-
ния ахроматических просветляющих покрытий 
с использованием программы анализа и синтеза 
интерференционных покрытий (ИП) Film Manager. 

Структура программы

Программное обеспечение написано на языке 
Object Pascal в среде Delphi [2] и функционирует 
под управлением операционных систем Windows 
всех поколений. В основе описываемой програм-
мы лежит программа FilmMgr [3, 4], которая бы-
ла модернизирована за счет включения ряда до-
полнительных опций и получила название Film 
Manager. Добавлены следующие опции: замена 
пленки с произвольным показателем преломле-
ния на эквивалентную трехслойную структуру 
типа HLH или LHL, замена трехслойной струк-
туры типа HLH или LHL на реальные пленки из 
базы данных, возможность анализа и  синтеза 
от подложки конечной толщины наряду с полу-
бесконечной поглощающей или непоглощающей 
подложкой.

В программе Film Manager есть возможность 
использовать базы данных пленкообразующих 
материалов, где учтены дисперсии показателей 
преломления и поглощения во всем рассматрива-
емом диапазоне спектра. Задаваемыми параме-
трами являются спектральный интервал, число 
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слоев, значения показателей преломления и оп-
тических толщин слоев, диапазон перебора зна-
чений показателей преломления и оптических 
толщин слоев, величина шага поиска. Расчет 
спектров ведется как для нормального, так и для 
наклонного падения излучения, причем в случае 
наклонного падения излучение может быть лю-
бой поляризации. 

В программе используется поэтапное (или 
выборочное) выполнение двух поисковых алго-
ритмов:

— случайного перебора с переменным шагом 
поиска [5, 6], когда генерируются случайные зна-
чения показателя преломления и толщины каж-
дого слоя и вычисляется отклонение от эталонно-
го спектра. В случае минимального отклонения 
значения показателей преломления и толщины 
сохраняются. В качестве отклонения использу-
ется сумма модулей относительных отклонений 
значений отражения или пропускания от задан-
ных в каждой точке спектра;

— квадратичной аппроксимации Пауэлла [6], 
при использовании которой начальным прибли-
жением может служить найденная первым ме-
тодом структура. В общем случае данный метод 
применяется для уточнения полученного резуль-
тата и для уменьшения времени поиска оконча-
тельной структуры покрытия.

На последнем этапе синтеза возможна замена 
отдельных слоев с показателями преломления, 
для которых не найдены пленкообразующие ма-
териалы, на эквивалентные трехслойные сим-
метричные системы, состоящие из реальных ве-
ществ. После замены проводится поиск решения 
по минимуму функции качества.

На заключительном этапе конструирования 
покрытий с заданными характеристиками пред-
усмотрен анализ устойчивости полученных ре-
шений к вариациям параметров слоев. С помо-
щью программы можно смоделировать действие 
различных дестабилизирующих факторов, име-
ющих место при изготовлении покрытий. 

Задача синтеза сводится к решению задачи по 
минимизации функции качества в заданной об-
ласти D2m-мерного пространства Еm, где m — чис-
ло слоев интерференционного покрытия [5]. 

В программе функция качества имеет следую-
щий вид:

ð ý
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N
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i
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(1)

где Rр(i) и Rэ(i) — расчетное и эталонное (требуе-
мое) значение коэффициента отражения на длине 
волны i =min + (i – 1), min — коротковолно-
вая граница спектрального интервала,  — ве-
личина шага поиска; N — число точек, в которых 
вычисляется спектр; W(i) — весовой множитель 
в точке i, задаваемый пользователем.

В формуле (1) модули относительных отклоне-
ний значений отражения или пропускания от за-
данных в каждой точке спектра умножаются на 
весовые множители, задаваемые пользователем, 
что дает возможность визуально корректировать 
расчетную спектральную кривую, максимально 
приближая ее к эталонной на наиболее важных 
участках спектра непосредственно в процессе 
синтеза. Спектры пропускания, отражения и по-
глощения рассчитываются матричным методом 
[7] и отображаются на экране на любом этапе 
синтеза. 

Используемый в процессе синтеза покрытия 
метод случайного поиска, совмещенный с зада-
ваемым непосредственно пользователем шагом 
поиска и визуальной коррекцией синтезируемых 
спектров, позволяет с большей вероятностью, по 
сравнению с другими методами, получить необ-
ходимое устойчивое решение [8]. 

Основываясь на физических свойствах задачи, 
практический интерес мы видим в поиске реше-
ний, имеющих малую чувствительность к вари-
ациям параметров слоев. Поэтому после поиска 
минимума функции качества методом случайного 
перебора в программу заложена возможность до-
полнительной оптимизации структуры покрытия. 

После оптимизации есть возможность варьи-
ровать параметры. Если не добились требуемого 
результата (покрытия), применяется метод квад-
ратичной аппроксимации Пауэлла. Он относится  
к группе методов решения экстремальной задачи 
нулевого порядка, в которой, как и в первом слу-
чае, используются только значения минимизиру-
емой функции, а не ее производные, — методам 
прямого поиска. Для нашей программы была взя-
та уже составленная [9] на языке Turbo Pascal про-
грамма квадратичной аппроксимации Пауэлла, 
но измененная на Object Pascal. Эти изменения 
носили непринципиальный характер, например, 
был заменен оператор вывода на печать.

Основные элементы управления программы 
(рис. 1):

— Data input — ввод параметров среды, под-
ложки, слоев, угловых характеристик излучения 
и т. д., а также запуск процесса оптимизации по-
крытия;

— Calculations results — отображение спек-
тральных значений пропускания, отражения и 
поглощения, а также структура оптимизирован-
ного покрытия;

— Graphs — графическое изображение спек-
тров;

— Materials — редактор базы данных исполь-
зуемых материалов;

— Replacement with equiv. layers — замена од-
нослойных пленок на трехслойные эквивалент-
ные комбинации;

— Exit — окончание работы с программой.
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Пример синтеза ахроматического просветляю-
щего покрытия приведен ниже.

Алгоритм программы

Рассмотрим алгоритм программы  синтеза ИП 
Film Manager, блок-схема которого представлена 
на рис. 2.

В начале процесса синтеза ИП задается ин-
формация о пленкообразующих материалах, 
которые предполагается использовать в покры-
тии. Информация может быть введена двумя 
способами. В одном случае вводится число слоев 
и некоторый набор пленок с произвольными тол-
щинами и показателями преломления (в преде-
лах допустимого от 1,3 до 5,2). Во втором слу-
чае — набор пленок с некоторыми толщинами (h) 
и показателями преломления (n). Далее задается 
рабочий спектральный диапазон (в длинах волн 
или волновых числах), материалы подложек 
и окружающей среды, уточняется начальное при-
ближение структуры покрытия (n, h и число сло-
ев) исходя из общих требований для заданного 
типа покрытия, данные об эталонном (требуемом) 
спектре покрытия и т. д.

После этого осуществляется выбор режима 
оптимизации по методу случайного поиска (или 
методу Пауэлла). При этом запускается процесс 
генерации по случайному закону векторов n и h 
слоев в заданном диапазоне значений и вычис-
ляются спектры отражения и пропускания пер-
вичной структуры покрытия путем определения 
значений соответствующих функций качества, 
которые сохраняются. 

Если новое вычисленное значение функции 
качества меньше предыдущего, то соответству-
ющие векторы n и h сохраняются как оптималь-
ные на данном этапе синтеза. Текущие значения 
функции качества выводятся на экран дисплея 
для того, чтобы пользователь мог визуально кон-
тролировать процесс оптимизации.

 Если принимается удовлетворительное ре-
шение, то строятся графики спектров и вновь 
визуально и аналитически (теперь по графикам) 
определяется близость полученного вывода к тре-
буемому решению. При неудовлетворительном 
решении проводится корректировка весовых 
множителей в заданном спектре для устранения 
нежелательных экстремумов в расчетном спек-
тре и вновь запускается процесс генерации по 
случайному закону n и h слоев и вычисляются 
значения функции качества для спектральных 
коэффициентов отражения и пропускания. 

В случае если вычисленное значение на этот 
раз больше предыдущего сохраненного значе-
ния и время, отведенное на процесс, еще не ис-
текло, то вновь запускается процесс генерации 
по случайному закону векторов n и h слоев. Если 
же время истекло, то строятся графики, и вновь 
пользователь принимает решение об удовлетво-
рительном или неудовлетворительном виде спек-
тра по степени близости к заданному, исходя из 
конкретных условий физической задачи.

При удовлетворительном виде рассчитанного 
спектра соответствующая структура берется как 
начальное приближение при дальнейшей опти-
мизации методом Пауэлла.

Запускается процесс итерации для нахожде-
ния минимума функции качества при варьирова-
нии значений n и h слоев. Полученные векторы n 
и h сохраняются как оптимальные на данном эта-
пе синтеза, и текущее значение функции качества 
выводится на экран для визуального и аналитиче-
ского контроля. Если пользователь не прерывает 
процесс оптимизации, то процесс нахождения ми-
нимума функции качества продолжается.

 При положительном решении о достижении 
требуемого спектра с заданной степенью при-
ближения пользователь может прервать процесс 
оптимизации. В этом случае проводится построе-
ние графиков и оценивается их вид.

Если решение не устраивает, то осуществля-
ется корректировка весовых множителей в эта-
лонном спектре для устранения нежелательных 
экстремумов в рассчитанном спектре и вновь за-
пускается итерационный процесс.

Если вид спектра удовлетворительный, то про-
водится теоретическая замена слоев покрытия 
на близкие по значениям показателей преломле-
ния пленок слои из реальных веществ. Слои, для 
которых не нашлось в базе данных подходящих 
веществ, заменяются эквивалентными трехслой-
ными структурами из реальных веществ.

Вновь проводится итерационный процесс на-
хождения функции качества методом Пауэлла, 
но теперь только при варьировании толщины h 
слоев (с учетом дисперсии оптических констант 
материалов слоев). Значение векторов h на дан-
ном этапе синтеза, текущее значение функции 

  Рис. 1. Интерфейс программы
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  Рис. 2. Блок-схема алгоритма для синтеза ИП
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качества на дисплей для контроля

 процесса оптимизации

Построение графиков спектров

Пользователь
прервал процесс

оптимизации

Вид спектра
удовлетворительный

Корректировка весовых
 множителей в эталонном 
спектре для устранения

нежелательных экстремумов 
в результирующем спектре

Да

Нет

Нет

Сохранение данных:
 найденной структуры покрытия

 и результирующих спектров

Печать спектров и структуры покрытия

Конец

Да

Замена  слоев покрытия на эквивалентные слои, 
составленные из реальных материалов (из базы данных)

Проведение итерации нахождения минимума функции качества 
методом Пауэлла при  варьировании значений толщин слоев 

(с учетом дисперсии и поглощения материалов)
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качества выводятся на экран для контроля про-
цесса. Если пользователь прерывает процесс оп-
тимизации, то строятся графики и оценивается 
их вид. 

При удовлетворительном виде графиков дан-
ные найденной структуры ИП и соответствующих 
спектров сохраняются и выводятся на печать как 
искомое решение задачи. При удовлетворитель-
ном виде рассчитанного спектра соответствующая 
структура берется как начальное приближение 
при дальнейшей оптимизации методом Пауэлла.

Запускается процесс итерации для нахожде-
ния минимума функции качества при варьирова-
нии значений n и h слоев. Полученные векторы n и 
h сохраняются как оптимальные на данном этапе 
синтеза, и текущее значение функции качества 
выводится на экран для визуального и аналитиче-
ского контроля. Если пользователь не прерывает 
процесс оптимизации, то процесс нахождения ми-
нимума функции качества продолжается.

Пример синтеза просветляющего покрытия 
на кремнии

Задача синтеза, сформулированная в виде оп-
тимизационной задачи, предусматривает выбор 
численного метода согласно определенному кри-
терию выбора «лучшего» метода. В общем случае 
основными оценками работы алгоритма являют-
ся его надежность и быстродействие. При этом 
на значения показателей преломления и толщин 
слоев накладывается ряд ограничений, связан-
ных с технологиями изготовления покрытий.

С точки зрения практической реализации ин-
терес представляет поиск не глобального мини-
мума, а решений, имеющих малую чувствитель-
ность к вариациям параметров слоев. Выбранные 
нами поисковые алгоритмы при использовании 
их в комбинации позволяют на практике полу-
чить необходимое устойчивое решение.

В качестве примера рассмотрим процесс про-
светляющего покрытия (ПП) на кремнии  в диа-
пазоне от 2 до 12 мкм. Как уже упоминалось вы-
ше, для того чтобы не попасть в локальный экс-
тремум, осуществляя оптимизацию оптического 
покрытия, необходимо при поиске минимума 
функции качества использовать два алгоритма: 
случайный перебор с переменным шагом поис-
ка и квадратичную аппроксимацию Пауэлла. 
Поэтапный процесс синтеза включает выбор на-
чального приближения, оптимизацию по пока-
зателям преломления и толщинам слоев, замену 
слоев эквивалентными комбинациями и опти-
мизацию ПП по толщинам слоев, а также расчет 
функции качества с помощью программы Film 
Manager. В качестве подложки мы использовали 
кремний марки КЭФ-4.5, показатель преломле-
ния которого ns = 3,42. Далее синтезировали рав-

нотолщинные покрытия. Пленкообразующими 
материалами служили германий, сульфид цинка 
и фторид бария. Роль обрамляющей среды играл 
воздух с n0 = 1. 

Синтез ПП проводится в несколько этапов. 
На первом этапе  задается начальное приближе-
ние. Для подложек с высоким коэффициентом 
преломления в его основе лежит структура из 
пленок с последовательно уменьшающимися от 
подложки коэффициентами преломления. Число 
пленок и их толщины задаются требуемым спек-
тральным диапазоном просветления max – min 
и средним значением коэффициента отражения 
в указанной области спектра. 

В работе [4] предложено использовать для 
получения ПП следующие эмпирические выра-
жения. Число пленок N в первом приближении 
можно определить как

max min

min
.N

  



                           (2)

В зависимости от требований к остаточному 
коэффициенту отражения число пленок N может 
быть увеличено (от одной до трех). С увеличени-
ем числа слоев среднее отражение уменьшается, 
также уменьшается отражение в пиках.

Средняя толщина этих пленок dср в первом 
приближении определяется из уравнения

cð max

1 1 1
2

min
.

d
 

    
                    

(3)

Наконец, коэффициент преломления ni слоя i 
(нумерация от подложки) можно задать как

min .s
i s

n n
n n i

N
    

 
                        (4)

Уравнения (2)–(4) позволяют задать  началь-
ное приближение при синтезе просветляющего 
покрытия на подложке с высоким коэффициен-
том преломления.

Оптические толщины слоев покрытий рав-
ны 0/4. Для получения удовлетворительного ПП 
можно взять за основу последний слой пленки 
с минимальным коэффициентом отражения, в 
нашем случае использовалась пленка фторида 
бария (BaF2). В соответствии с этим в качестве 
начального приближения берем структуру, пред-
ставленную в табл. 1 на первых этапах синтеза, 
полученную с использованием формул (2), (3). 
При синтезе покрытия последовательно исполь-
зовались метод случайного перебора и метод 
Пауэлла. Опорная длина волны 0 при расчете на 
нашей программе составляла 3 мкм. 

Задача синтеза неоднозначна, поэтому мож-
но получить ряд покрытий, которые нуждаются 
в проверке на устойчивость. Для получения числен-
ного значения критерия устойчивости можно ис-
пользовать методику, описанную в работах [10, 11]. 
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Спектры синтезированных покрытий представ-
лены на рис. 3.

Результаты расчетов конструкции ПП c ис-
пользованием метода эквивалентных слоев при-
ведены в табл. 2. Рассчитанные на разных этапах 
функции качества характеризуют отклонения от 
заданного спектра. 

Спектральные характеристики начального 
приближения и реальной структуры (оптимизи-
рованной эквивалентной структуры) представле-
ны на рис. 4. 

В качестве исходного использовалось оптими-
зированное начальное приближение с помощью 
метода Пауэлла (см. рис. 4, кривая 2). На следу-
ющем этапе синтеза проводилась замена слоев 

  Рис. 3. Спектры синтезированных покрытий на 
подложках из кремния на первых  этапах 
синтеза: 1 — спектр отражения одной сто-
роны подложки из кремния; 2 — спектр 
второго приближения по методу случайно-
го поиска; 3 — спектр второго приближе-
ния после оптимизации по методу Пауэлла

  Таблица 2.  Конструкция  ПП на основе пленок Ge, 
ZnS, PbF2, BaF2

№ 

слоя

Метод 

Пауэлла

Эквивалентные 

слои

Оптимизи-

рованное 

эквивалентное 

покрытие

n d n d n d

1 3,256 1,162

4 0,304 Ge 0,304

2,15 0,212 ZnS 0,212

4 0,304
Ge 0,421

2 2,927 1,265

4 0,117

2,15 0,203 ZnS 0,203

4 0,117
Ge 0,319

3 2,747 0,275

4 0,202

2,15 0,292 ZnS 0,292

4 0,202
Ge 0,436

4 2,449 1,057

4 0,234

2,15 0,555 ZnS 0,555

4 0,244 Ge 0,244

5 1,978 1,125 2,15 1,449 ZnS 1,449

6 1,578 1,062 1,6 1,192 PbF2 1,192

7 1,350 1,281 1,35 1,129 BaF2 1,129

F 0,948 2,217 2,333

2        3         4        5        6        7        8        9       10     11      12
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  Рис. 4. Спектры покрытия на последних этапах 
расчета: 1 — спектр отражения одной сто-
роны подложки из кремния; 2 — спектр 
второго приближения после оптимизации 
по методу Пауэлла; 3 — спектр оптимизи-
рованного эквивалентного покрытия на ос-
нове пленок Ge, ZnS, PbF2, BaF2
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с произвольными показателями преломления на 
эквивалентные структуры. В качестве эквивалент-
ной нами была использована структура HLH (высо-
кий-низкий-высокий) для 7-слойной структуры.

Затем проводилась замена на пленки из базы 
данных с учетом дисперсии показателей прелом-

  Таблица 1.  Структуры ПП на подложках из крем-
ния на первых  этапах синтеза

№ 

слоя

Начальное 

приближение 

Оптимизация начального 

приближения

Случайный 

метод

Метод 

Пауэлла

n d, /4 n d, /4 n d, /4

1 3,2 1 3,137 0,854 3,256 1,162

2 3,0 1 2,995 1,067 2,927 1,265

3 2,8 1 2,562 0,921 2,747 0,275

4 2,4 1 1,882 0,889 2,449 1,057

5 2,0 1 2,197 1,046 1,978 1,125

6 1,6 1 1,673 0,925 1,578 1,062

7 1,35 1 1,350 1,087 1,350 1,281

F 1,366 1,143 0,700
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ления и поглощения. В случае, когда требуемые 
коэффициенты преломления близки к коэффи-
циентам преломления пленок, проводилась заме-
на на одиночные пленки. 

В итоге 7-слойное покрытие стало 12-слой-
ным. На последнем этапе проводилась оптимиза-
ция покрытия с реальными значениями диспер-
сионных констант пленок. На каждом этапе про-
водился расчет функции качества по формуле (1).

Из полученных результатов видно, что спек-
тральные характеристики начальной структуры 
почти совпадают со структурой, в которой несу-
ществующие в природе показатели преломления 
заменялись на эквивалентные слои реально су-
ществующих материалов (см. рис. 4, кривая 3).

На последнем этапе проводился анализ устой-
чивости полученной структуры. Для этого ва-
рьировались в небольших пределах толщины 
отдельных слоев или группы слоев и для них на-
ходились изменения  функции качества. Как уже 
говорилось выше, для более детального анализа 
устойчивости использовалась другая програм-

ма [10], в которой предусмотрен анализ устой-
чивости для отдельных слоев и всего покрытия 
в целом.

Заключение

В работе описана программа анализа и синте-
за интерференционных покрытий Film Manager. 
В программе реализуется возможность  синтеза 
интерференционных покрытий путем минимиза-
ции функции качества методами случайного пе-
ребора с переменным шагом поиска и квадратич-
ной аппроксимации Пауэлла, а также нахожде-
ние оптимальной структуры покрытия на  основе 
метода эквивалентных слоев. В качестве примера 
приведен синтез просветляющего покрытия на 
подложке из кремния. Синтез реализован с ис-
пользованием известной базы данных по диспер-
сионным характеристикам пленкообразующих 
материалов.

Работа выполнена при финансовой поддержке 
МОиН РФ в рамках государственного задания.
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Purpose: The problem of interference coating synthesis is a necessary component in designing any optical engineering element. 
Its solution involves considerable difficulties common for inverse problems, as there are no well-defined methods. The aim of this study 
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is creating modern software capable to design interference coatings with predefined characteristics. Results: Software called Film 
Manager has been developed for the synthesis and stability analysis of interference optical coatings of various types. The designer 
can specify the initial structure, optimization techniques, suitability of the synthesized coating, and film-forming materials from the 
available database. The software has been verified on the example of synthesizing achromatic antireflection coatings in the mid-infrared 
region of the spectrum on silicon substrates. The gain in the estimated quality function and stability criterion has demonstrated that the 
residual reflection is 1.5–2 times lower compared to the known solutions. Practical relevance: Using Film Manager software has shown 
that achromatic antireflection coatings can be implemented in the mid-infrared region of the spectrum on any substrate. The developed 
coatings can reduce the residual reflection, having high optical and operational properties.

Keywords — Interference Coatings, Spectra, Stability Criterion, Quality Function, Equivalent Layers, Films.
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Цель: ручная обработка информации, связанной с безопасностью, может привести к упущению важных факторов 
и, в конечном итоге, к выбору неэффективных защитных мер. Целью исследования является автоматизация процесса 
выбора защитных мер путем обработки данных по безопасности. Результаты: разработана методика выбора контрмер 
в процессе управления информацией и событиями безопасности, основанная на предложенной авторами комплексной 
системе показателей защищенности, отражающих ситуацию по безопасности в сети. Для выбора контрмер в систему 
показателей вводится дополнительный уровень поддержки принятия решений, базирующийся на показателях оценки 
эффективности применения контрмер. Основными особенностями предлагаемого подхода являются использование 
графов атак и зависимостей сервисов, применение предлагаемых модели контрмер и показателей защищенности, 
а также возможность предоставления решения по выбору контрмер в любой момент времени в соответствии с текущей 
информацией о состоянии защищенности и событиях безопасности. Практическая значимость: разработанная мето-
дика позволит повысить эффективность процесса принятия решений по выбору защитных мер в системах управления 
информацией и событиями безопасности.
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Введение 

Современные информационные системы, как 
правило, содержат большое количество связан-
ных между собой устройств и средств управления 
безопасностью, формирующих огромное количе-
ство информации и событий безопасности. Эту 
информацию необходимо обрабатывать в целях 
выявления возможных уязвимостей в защите, 
идентификации компьютерных атак и принятия 
контрмер. 

Ручная обработка данной информации неэф-
фективна по ряду причин: ограниченное время 
обработки, в результате чего время на противо-
действие компьютерной атаке может быть упу-
щено; зависимость от уровня знаний эксперта, 
который может упустить важное сообщение или 
не связать между собой события, указывающие 
на атаку; возможность нанести системе еще боль-
ший ущерб в результате применения неэффектив-
ных контрмер или неправильной оценки уровня 
разрушительности атаки и несвоевременного ре-
агирования на нее из-за сложных взаимосвязей 
между устройствами и сервисами системы. 

Системы управления информацией и собы-
тиями безопасности (Security Information and 
Events Management — SIEM) создаются с целью 
решить эти проблемы и автоматизировать про-
цесс обработки информации и событий безопас-
ности [1, 2]. Функции SIEM-систем включают 
сбор записей о событиях из различных источ-
ников, их нормализацию, корреляцию, агрега-
цию, аналитическую обработку и составление 
отчетов. 

Для повышения эффективности реагирования 
на компьютерные атаки в рамках исследований 
авторами в архитектуру SIEM-системы был до-
бавлен компонент анализа защищенности на ос-
нове графов атак и зависимостей сервисов [1, 2]. 
Данный компонент дает возможность в результа-
те анализа информации и событий безопасности 
сформировать ряд показателей защищенности, 
позволяющих сделать выводы об уровне защи-
щенности системы и выбрать набор наиболее эф-
фективных контрмер как для повышения общего 
уровня защищенности системы, так и для реаги-
рования на отдельные атаки, выполняемые в ре-
альном времени [3]. 

При разработке подхода, лежащего в основе 
работы компонента, учитывались особенности 
архитектуры SIEM-систем и особенности модели-
рования атак на компьютерные сети в виде гра-
фов атак [3]. 

Основными особенностями предлагаемого 
в статье подхода являются использование графов 
атак и зависимостей сервисов; применение вве-
денной модели контрмер, базирующейся на стан-
дартах «Общее перечисление защитных мер» 
(Common Remediation Enumeration — CRE) [4] 
и «Расширенная информация по защитным ме-
рам» (Extended Remediation Information — ERI) 
[5]; использование предложенных показателей 
эффективности, стоимости и побочного ущерба 
контрмеры, а также возможность предоставле-
ния решения по выбору контрмер в любой момент 
времени в зависимости от текущей информации 
о состоянии защищенности и событиях безопас-
ности в статическом и динамическом режимах 
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функционирования. Предлагаемый в работе под-
ход позволит повысить защищенность информа-
ционных систем за счет автоматизации выбора 
обоснованных защитных мер.

Релевантные работы 

Ранее авторы рассматривали вопросы вычис-
ления различных показателей защищенности на 
основе графов атак и графов зависимостей сер-
висов [3]. В данной работе рассматриваются во-
просы применения предложенных показателей, 
а также новых показателей уровня поддержки 
принятия решений для выбора контрмер. Подход 
учитывает и развивает модели и методы для рас-
чета показателей, рассмотренные в работе [6]. 

При разработке подхода к выбору контрмер 
учитывались последние исследования в данной 
области [7, 8]. Вопросы автоматического выбора 
защитных мер представлены во многих работах, 
например в [9]. В ряде работ рассматривается 
аспект оценивания уровня риска на основе гра-
фов атак и графов зависимостей сервисов [6–8]. 
Некоторые авторы используют экономические 
индексы для оценивания возможных потерь и эф-
фективности контрмер [10, 11]. Так, в работе [11] 
контрмеры оцениваются по трем параметрам, на 
основе которых определяется общий выигрыш от 
реализации k-й контрмеры: 
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где l — количество контрмер; Benefitk — выигрыш 
от реализации k-й контрмеры; Added_Costk — за-
траты на k-ю контрмеру; Added_Profitk — допол-
нительная польза от реализации k-й контрмеры.

В работе [7] предлагается показатель выбора 
контрмер для реагирования на атаки на основе 
графов зависимостей сервисов — показатель воз-
врата инвестиций в реагирование (Return-On-
Response-Investment — RORI):
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где RG — эффективность реагирования; CD — 
побочные потери при реагировании; OC — затра-
ты на контрмеры. Для реализации выбирается 
контрмера с наибольшим значением показателя 
RORI.

В статье [12] представлен модифицированный 
показатель RORI, учитывающий вариант отсут-
ствия контрмер, а также размер инфраструктуры 
системы:
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где ALE — ожидаемые годовые потери (соответ-
ствуют последствиям негативного события в слу-

чае отсутствия контрмер), которые зависят от 
критичности и вероятности реализации атаки; 
RM — уровень снижения риска в случае реали-
зации контрмеры; ARC — ожидаемые годовые за-
траты на реализацию контрмеры; AIV — годовые 
затраты на инфраструктуру (оборудование, под-
держку) в случае реализации защитной меры.

Кроме того, следует учитывать существующие 
стандарты в области выбора контрмер. Вопросы 
выбора контрмер рассмотрены, например, в ГОСТ 
Р ИСО/МЭК ТО 13335-4-2007 «Информационная 
технология. Методы и средства обеспечения безо-
пасности. Часть 4. Выбор защитных мер». В этом 
стандарте риск используется для определения 
того, требуются ли защитные меры. В стандарте 
отмечено, что при выборе защитных мер важно 
сравнивать расходы по реализации защиты со 
стоимостью активов и оценивать возврат вложе-
ний с точки зрения снижения рисков. Кроме то-
го, защитные меры не должны снижать функци-
ональные возможности системы. 

Настоящие исследования ориентированы на 
системы управления информацией и событиями 
безопасности. В этой области наиболее продви-
нутыми работами являются, например, [7, 12]. 
В статье предлагается развитие существующих 
подходов с использованием расширенного набо-
ра показателей и многоуровневого подхода, ис-
пользующего, в том числе, семейство стандартов, 
применяемых в протоколе SCAP [13]. Авторами 
разработана методика выбора защитных мер, ко-
торая учитывает их влияние на угрозы, уязвимо-
сти и воздействия, а также общий уровень риска 
с учетом подхода к оценке защищенности систе-
мы на основе графов атак [3]. 

Описание подхода

Модель контрмер 
Для учета контрмеры в общем подходе к под-

держке принятия решений по реагированию на 
атаки необходимо сформировать модель контрмер. 

Поскольку в данном исследовании используют-
ся стандарты протокола SCAP [13] для автоматиза-
ции оценки защищенности, рассмотрим соответ-
ствующие стандарты описания контрмер: стандар-
ты CRE [4] и ERI [5]. Хотя стандарты еще находятся 
в процессе разработки и не сформирована полная 
база данных, использующая указанные стандар-
ты, они подходят для создания модели контрмер. 

Стандарт CRE является схемой определения 
и описания контрмер в формате XML [4]. Стан-
дарт ERI содержит дополнительную информа-
цию к CRE [5]. 

В настоящей статье в модель контрмеры 
(рис. 1) предполагается включить: 

1) поля стандарта CRE: текстовое описание эле-
мента (метод и действие контрмеры); платформу 
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с использованием языка CPE Applicability Langu-
age 2.3, для которой применима данная контр-
мера; 

2) поля стандарта ERI: индикаторы (ссылки на 
CCE [14] или CVE [15]); влияние на работу — от-
рицательное влияние на свойства безопасности 
активов, выражается показателем уровень по-
бочного ущерба (CollateralDamage — CD) в виде 
трехмерного вектора [CDс CDi CDa], где CDс, CDi, 
CDa — соответственно ущерб для свойств конфи-
денциальности/целостности/доступности в ре-
зультате реализации контрмеры; эти параметры 
принимают значения от 0 до 1;

3) дополнительные поля: название контрмеры; 
тип влияния на граф атак — удаление, добавле-
ние или изменение связи в графе (поле принима-
ет значения {REMOVE[CVE1-CVE2], ADD[CVE1-
CVE2], MODIFY[CVE1-CVE2]}); 

4) показатели: эффективность контрме-
ры (Countermeasure Effectiveness — CE) — сте-
пень исправления свойства безопасности в виде 
трехмерного вектора [CEс CEi CEa], где CEс, CEi, 
CEa — соответственно значения эффективности 
исправления свойств конфиденциальности/це-
лостности/доступности в результате реализации 
контрмеры; эти параметры принимают значения 
от 0 до 1; стоимость контрмеры (Countermeasure 
Cost — CC) — стоимость реализации контрмеры, 
измеряется в денежных единицах.

В качестве демонстративного примера рассмо-
трим следующие варианты контрмер: патч для 
уязвимости (информацию можно взять, напри-
мер, из базы xForce [16, 17], которая содержит 
временные оценки CVSS, в том числе уровень ис-
правления, который определяет наличие патча 
для уязвимости); удаление уязвимого програм-
много обеспечения; закрытие порта; добавление 
дополнительных защитных средств (например, 
фаервола или антивируса). 

Связь модели контрмер и графа атак
В основе методики принятия решений лежит 

граф атак. Граф атак представляет собой граф 
переходов состояний, в котором каждый узел 
соответствует успешной/неуспешной эксплуата-

ции уязвимости, а дуга — возможности перехода 
от одного атакующего действия к другому [19]. 
Реализация контрмеры влияет на переходы состо-
яний и, соответственно, изменяет граф атак (уда-
ляя/добавляя узлы) и вероятности атак. Очевидно, 
что контрмера может повлиять на каждый из этих 
элементов тремя способами: удалением, добавле-
нием, изменением (например, вероятности атак) 
(рис. 2). Пунктирными и сплошными стрелками 
выделены пути, соответствующие определенным 
контрмерам, например, открытие порта обуслов-
ливает добавление дуги, но не узла.

Расширение таксономии показателей
В соответствии с работами [3, 19] для постро-

ения таксономии показателей используется ком-
плексная иерархическая система показателей, 
позволяющих на разных уровнях (топологиче-
ском, графа атак, атакующего, событий и систе-
мы) и с учетом различных аспектов (основных 
показателей, показателей нулевого дня и стои-
мостных показателей) отразить текущий уровень 
защищенности. 

CCE 
или 
CVE

CVE-2010-
1870

Удаление 
связи

CD =
= [0 0 0.5] 

500 € 

Запрет или 
перенаправле-
ние запросов

Запрет или перенаправле-
ние url запросов от подозри-
тельных учетных записей

cpe:/
a:apache:

struts:2.0.0

CE =
= [0.5 0.5 0.5]

  Рис. 1. Модель контрмеры

  Рис. 2.  Зависимости между контрмерами и объек-
тами графа атак

Добав-
ление

Изме-
нение
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Показатели топологического уровня опреде-
ляются администратором на основе топологии 
системы (сети) [3]. 

На уровне графа атак для вычисления показа-
телей защищенности используется информация, 
получаемая на основе графа атак. Данный уро-
вень позволяет определить вероятность атаки и 
возможный ущерб с учетом всех путей атаки [3].

На уровне атакующего вводится зависимость 
от профиля атакующего (т. е. его положения в се-
ти и навыков). Это позволяет сформировать так 
называемый профильный граф атак, который 
включает атаки, которые может реализовать 
именно данный атакующий [3]. 

Уровень событий соответствует динамиче-
скому режиму работы системы оценивания за-
щищенности [3]. Он позволяет отслеживать раз-
витие атаки и профиль атакующего по событиям 
безопасности. На основе поступающих событий 
корректируется позиция атакующего на графе 
атак и возможные пути продолжения атаки. 

На уровне системы определяются общий уро-
вень защищенности системы и поверхность ата-
ки системы.

Основные показатели каждого уровня пред-
ставлены на рис. 3, где пунктирными стрелками 
обозначены необязательные связи. 

В соответствии с определенной моделью контр-
мер необходимо расширить таксономию пока-
зателей защищенности за счет введения допол-

нительных показателей в модель контрмер: сто-
имости контрмеры, эффективности контрмеры 
и уровня побочного ущерба. 

Связь уровня принятия решений 
и остальных уровней таксономии

Рассмотрим ниже связь уровня принятия ре-
шений с четырьмя другими уровнями: топологи-
ческим, графа атак, атакующего и событий. 

Топологический уровень
На данном уровне не рассматриваются много-

шаговые атаки, использующие множество уязви-
мостей. Как следствие, не учитывается влияние 
контрмер на граф атак. Поэтому принятие реше-
ний основано на использовании уровня риска для 
отдельных активов, который определяется при 
помощи контекстной оценки CVSS (от 0 до 10) [18]: 
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  Рис. 3. Расширенная таксономия показателей защищенности
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Показатели
уровня

событий

Показатели
уровня 

поддержки
принятия
решений

Уязвимости/
слабые места

Профиль
атакующего

События 
безопасности

Интегральные показатели

Графы атак

 

 

 

    

Основные

0-дня

Стоимостные

Контрмеры

 Уязвимость хоста 

 Слабость хоста

 Внутренняя 

      критичность

 Внешняя 

      критичность

 Процент систем 

     без известных 

     критичных 

     уязвимостей

 Уязвимость хоста 

      к атакам 0-дня

 Ценность хоста 

      для бизнеса

 Критичность 

     атакующих 

     действий

 Потенциал атаки

 Ущерб от атаки

 Потенциал атаки 

     с учетом 0-дня

 Стоимостной 

      ущерб от атаки

 Затраты  

     на реагирование

 Уровень навыков 

      атакующего

 Профильный 

      потенциал атаки

 Профильный 

      потенциал атаки 

      с учетом 0-дня

 Профильный 

      стоимостной ущерб

       от атаки

 Профильные 

      затраты на 

      реагирование

 Позиция атакующего

 Динамический 

      уровень навыков 

      атакующего

 Вероятностный 

      уровень навыков 

      атакующего

 Динамический 

      потенциал атаки

 Динамический 

      потенциал атаки 

      с учетом 0-дня

 Динамический 

      стоимостной ущерб 

      от атаки

 Динамические 

      затраты 

      на реагирование

 Эффективность 

      контрмеры

 Уровень побочного 

      ущерба

 Стоимость 

      контрмеры

 Уровень риска

 Уровень 

    защищенности

 Поверхность 

    атаки

 Индекс 

    принятия 

    решений
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где ConfImpact, IntegImpact, AvailImpact — влия-
ние на конфиденциальность, целостность и доступ-
ность; ConfReq, IntegReq, AvailReq — требования 
безопасности, которые в данном контексте рассма-
триваются как критичность актива, поэтому
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где Criticality(c), Criticality(i) и Criticality(a) — 
критичность конфиденциальности, целостности 
и доступности актива соответственно. Значения 
определяются экспертами в зависимости от воз-
можных потерь организации. Возможные значе-
ния показателей критичности: [0; 1,51];

Exploitability = 20 ´ AccessVector ´
´ AccessComplexity ´ Authentication,

где AccessVector — вектор доступа; AccessCom-
plexity — сложность доступа; Authentication — 
аутентификация;
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Методика выбора контрмер на данном уровне 
реализуется в несколько этапов.

1. Выявление активов с неприемлемым уров-
нем риска, т. е. «высокой» контекстной (envi-
ronmental) CVSS-оценкой согласно системе CVSS 
(от 7,0 до 10,0). 

2. Определение временной (temporal) CVSS-
оценки на предмет того, не уменьшится ли 
значение риска с реализацией патча. Оценка 
определяется на основе временного уравнения 
CVSS, использующего только один дополни-
тельный показатель — уровень исправления 
(RemediationLevel), который определяет наличие 
патча для уязвимости [18]: TemporalScore = round_
to_1_decimal(BaseScore ´ RemediationLevel), где 
функция round_to_1_decimal выполняет окру-
гление аргумента до одного знака после запятой. 
Временная CVSS-оценка имеет значение от 0 
до 10. Если уровень риска для актива становится 
ниже 7,0, то система рекомендует применить пат-
чи для соответствующих уязвимостей. 

3. Для активов с высокой оценкой уровня риска 
определяются четыре аспекта: риск нарушения 
конфиденциальности/целостности/доступности и 
получения привилегий нелегитимным пользова-
телем (в соответствии с CVSS-данными по уязви-
мости, определившей оценку риска). Для этого ис-
пользуются показатели ConfImpact, IntegImpact, 
AvailImpact и ConfReq, IntegReq, AvailReq следу-
ющим образом: реализация контрмер необходи-

ма для обеспечения соответствующего свойства 
безопасности, если ConfImpact, IntegImpact или 
AvailImpact  0,275 (т. е. ущерб есть), и если требо-
вания ConfReq, IntegReq, AvailReq для этого свой-
ства > 1,0 (т. е. критичность высокая). Необходимо 
перебрать все уязвимости с «высокой» оценкой ри-
ска, относящиеся к данному активу. В случае если 
уязвимость дает возможность получения привиле-
гий, необходимо применять контрмеры. 

4. В зависимости от того, какие аспекты без-
опасности могут быть нарушены, выбираются 
контрмеры для обеспечения соответствующих 
свойств безопасности (например, дополнитель-
ная аутентификация в случае риска нарушения 
конфиденциальности). В модели контрмер это 
заложено в оценках показателей эффективности 
[CEс CEi CEa]: если CEс ¹ 0, то соответствующую 
контрмеру можно использовать против наруше-
ния конфиденциальности; если CEi ¹ 0 — против 
нарушения целостности; если CEa ¹ 0 — против 
нарушения доступности.

5. Для выбора контрмер используется следу-
ющий подход. Интуитивно понятно, что необхо-
димо увеличить выигрыш от реализации защит-
ных мер при снижении затрат. Выигрыш опреде-
ляется отношением риска до реализации защит-
ных мер к риску после реализации защитных 
мер. Чем меньше будет риск после реализации 
защитных мер, тем больше будет данная величи-
на. Затраты, нормализованные согласно шкале 
критичности, помещаются в знаменатель. Таким 
образом, с увеличением затрат данный показа-
тель уменьшится, и наоборот. Показатель индекс 
принятия решения (Countermeasure Index — CI), 
используемый для выбора защитных мер, опре-
делим следующим образом:

,b

a

R
CI

R CC
=

´

где Rb — риск в случае, если защитные меры не 
реализованы; Ra — риск в случае, если защитные 
меры реализованы. 

Уровень графа атак, уровень атакующего и 
уровень событий

На уровне графа атак рассматриваются уз-
лы графа атак с уровнем риска, превышающим 
приемлемый. Для таких узлов рассматривается 
возможность реализации защитных мер в соот-
ветствии с классификацией на рис. 2. На данном 
уровне применяются методы вычисления уровня 
риска, определенные для графа атак [3, 19, 20]. 
На уровне атакующего дополнительно учитыва-
ются возможности нарушителя.

На уровне событий контрмеры реализуются 
в зависимости от текущих и будущих (спрогно-
зированных) шагов нарушителя. При этом учи-
тывается «глубина графа до критичного ресур-
са», которая определяется как количество узлов 
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графа до актива с высоким уровнем критичности. 
Если данная глубина превышает определенное 
значение, то система ждет нового события для 
уточнения своих оценок; если глубина меньше 
определенного значения, система предлагает 
контрмеру на основе имеющихся данных со сте-
пенью точности, соответствующей количеству 
уже выявленных релевантных событий.

Описание case study

Описание тестовой сети 
и возможных контрмер 

Для демонстрации выбран фрагмент се-
ти из сценария ATOS для проекта MASSIF [1]. 
Фрагмент тестовой сети представлен на рис. 4 [1]. 

В таблице [1] описано программное обеспечение 
тестовой сети. Структуру сервисов тестовой се-
ти определим следующим образом: для аутен-
тификации используется NetIQ eDirect, доступ 
к данным eDirect осуществляется по протоколу 
LDAP, инкапсулированному в SSL (порт 636); 
веб-приложения Accreditation и Sport Entries за-
действуют ApacheStruts2 framework (использует 
порт 8080 для доступа к веб-страницам), поддер-
живаемый JBoss AS (использует порт 443). 

Граф зависимостей сервисов
Граф зависимостей сервисов (рис. 5) построен 

в соответствии с методикой, предложенной в ра-
боте [7]: зависимость определяется необходимо-
стью доступности, целостности и конфиденци-
альности сервиса для обеспечения доступности, 
целостности и конфиденциальности другого 
сервиса. Сервисы предоставляются различными 
приложениями хостов системы или сетевыми 
устройствами. 

Для вычисления показателей необходимо за-
дать весовые матрицы зависимостей (задаются 
экспертами).

Вычисление показателей 
для выбора контрмер

Для описанного фрагмента сети и атаки на веб-
сервер Massif-2 определим индекс принятия реше-
ния. Для этого необходимо найти уровень риска 
до и после внедрения контрмер. Для упрощения 
вычислений выберем топологический уровень. 

  Рис. 4. Схема фрагмента тестовой сети 

Нарушитель

Межсетевой экран

Встроенная 
система 

обнаружения 
событий
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(веб-сервер) 

Accreditation)
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  Описание программного обеспечения 

Хост Программное обеспечение

Веб-сервер 

Accreditation 

(Massif-2)

Windows Server 2008 R2 (64 bits); 

JBoss AS 5.0.1; Snare agent; 

ApacheStruts2 framework

Веб-сервер Sport 

Entries (Massif-1)

Windows Server 2008 R2 (64 bits); 

JBoss AS 5.0.1; Snare agent; 

ApacheStruts2 Framework 

(cpe:/a:apache:struts:2.0.0)

Сервер аутенти-

фикации Authen-

tication (Massif-3)

SUSE Enterprise Linux 11 SP1  

(32 bits) (cpe:/o:novell:suse_

linux:11:sp1:server)

NetIQ eDirect server 8.8.7.1 

(cpe:/a:netiq:edirectory:8.8.7.1)
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На топологическом уровне риск атаки на веб-сер-
вер Massif-2 до внедрения контрмер опреде-
лим следующим образом. Вначале вычислим 
критичность активов (в данном случае, это ин-
формация на веб-серверах): Criticality(c) = 0,8, 
Criticality(i) = 0,8 и Criticality(a) = 0,8. 

Далее необходимо оценить риск до внедре-
ния контрмер в соответствии с формулой для 
топологического уровня, определенной выше. 
Например, для узла Massif-2 он будет определен 
в соответствии с максимальной CVSS-оценкой 
уязвимостей хоста — уязвимостью ApacheStruts2 
Framework CVE-2013-4316 (10,0 H; AV:L/AC:L/
Au:N/C:C/I:C/A:C). 

Отметим, что хотя сам сервис ApacheStruts2 
Framework не отмечен как критичный для систе-
мы, тем не менее сохранение его свойств безопас-
ности необходимо для сохранения свойств без-
опасности веб-приложения в соответствии с весо-

вой матрицей: 0 2

0 7 0 7 0
0 1 1
0 1 1

,

, ,
.W

é ù
ê ú
ê ú= ê ú
ê ú
ë û

 Критичность 

ApacheStruts2 Framework будет определять-
ся как Criticality(c) = 0,56, Criticality(i) = 0,8 и 
Criticality(a) = 0,8.

Уязвимость представлена с помощью иден-
тификаторов CVE [15], базовой оценки CVSS по 
шкале от 1 до 10 и соответствующего качествен-
ного значения (H — высокая, M — средняя, 
L — низкая оценка критичности уязвимости) и 
базовых векторов CVSS: AV:[L,A,N]/AC:[H,M,L]/

Au:[M,S,N]/C:[N,P,C]/I:[N,P,C]/ A:[N,P,C], где AV — 
вектор доступа к уязвимости (L — локальный, 
A — смежная сеть, N — удаленный); AC — слож-
ность доступа к уязвимости (H — высокая, 
M — средняя, L — низкая); Au — показатель 
того, требуется ли дополнительная аутентифи-
кация (M — требуется пройти несколько проце-
дур аутентификации, S — требуется пройти одну 
процедуру аутентификации, N — не требуется); 
C, I и A — ущерб, наносимый конфиденциаль-
ности, целостности и доступности в результате 
успешной эксплуатации уязвимости соответ-
ственно (N — нет, P — частичный, C — пол-
ный) [19]. 

Поскольку ущерб является полным, то со-
гласно системе оценивания CVSS ConfImpact (C), 
IntegImpact (I) и AvailImpact (A) имеют значения 
0,660. Тогда 

((
))
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Вектор доступа определяется как локальный, 
что согласно системе оценивания CVSS соответ-
ствует значению 1,0; сложность доступа опре-
деляется как низкая, что соответствует значе-
нию 0,71; аутентификация не требуется, что со-
ответствует значению 0,704. Таким образом:
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  Рис. 5. Зависимости сервисов
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Определим риск после внедрения контрмер. 
Для примера возьмем контрмеру 1 «блокиров-
ка подозрительных учетных записей» (в случае 
которой эффективность CEc1 = 0,75 и стоимость 
CC1 = 0,0001) и контрмеру 2 «активация мно-
гофакторной аутентификации» (CEc2 = 0,85 и 
CC2 = 0,0001):
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Соответственно, коэффициенты выбора контр-
мер
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Максимальный коэффициент используется 
для выбора защитных мер. Таким образом, будет 

выбрана контрмера «блокировка подозритель-
ных учетных записей». 

Были проведены эксперименты для различ-
ных сетевых топологий и различных наборов 
входных данных. Эксперименты подтвердили, 
что благодаря дополнительной информации на 
каждом новом уровне можно выбрать более эф-
фективные защитные меры (с меньшей стоимо-
стью и позволяющие минимизировать ущерб).

Тем не менее индекс принятия решений имеет 
ряд ограничений. Так, например, он не приме-
ним в случае нулевой стоимости защитных мер 
и в случае нулевого риска после внедрения за-
щитных мер. В дальнейшем планируется моди-
фицировать индекс для устранения этого недо-
статка.

Заключение

Предложен подход к выбору контрмер в си-
стемах управления информацией и событиями 
безопасности, основанный на многоуровневой 
системе показателей защищенности. Для вы-
бора контрмер применяются показатели оценки 
эффективности и целесообразности применения 
контрмер. 

Особенностью предложенного подхода являет-
ся возможность предоставления решения по вы-
бору контрмер в любой момент времени в зависи-
мости от имеющихся в наличии входных данных 
о текущей ситуации по уровню защищенности 
как в статическом, так и в динамическом режи-
мах функционирования системы. Приведен при-
мер применения подхода для простого сценария 
атаки на фрагменте тестовой сети. 

В дальнейшем планируется продолжить се-
рию экспериментов по определению эффективно-
сти предложенного подхода на различных ком-
пьютерных сетях при реализации различных 
атак. 

Работа выполнена при финансовой поддерж-
ке РФФИ (13-01-00843, 14-07-00697, 14-07-00417, 
15-07-07451) и программы фундаментальных ис-
следований ОНИТ РАН (контракт № 1.5). 
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Purpose: Manual processing of security-related information can result in omitting important aspects and, finally, in taking 
inefficient countermeasures. The aim of this research is the automation of countermeasure selection by security-related information 
processing. Results: The technique is developed for countermeasure selection in the process of managing security information and 
events. This technique is based on a newly proposed integrated system of security metrics representing the security state of the system. 
For countermeasure selection, the system of security metrics is extended with an additional level of decision support. The new level is 
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service dependencies, applying the suggested countermeasures and security metrics, and also the possibility to give a countermeasure 
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Постановка проблемы: основным показателем эффективности средств обнаружения систем физической защиты 
является вероятность обнаружения нарушителя. Получение объективной оценки этого параметра сопряжено с такими 
трудностями, как субъективизм экспертных оценок и сложность использования экспериментальных результатов, осо-
бенно в задачах математического моделирования. Цель исследования: выбор и разработка объективных критериев 
эффективности и методики их применения в практических задачах анализа типовых средств обнаружения. Методы: 
структурирование диаграмм направленности на зоны необнаружения, обнаружения и уверенного обнаружения с оцен-
кой их формы и размеров. Результаты: общие критерии достижения требуемой вероятности обнаружения при мини-
мальном уровне ложных тревог и несовместности воздействий нарушителя на средства обнаружения дополнены сфор-
мулированными критериями полного перекрытия зоны обнаружения диаграммой направленности и минимума макси-
мального расстояния обнаружения. Последовательное применение метода структурирования зон, оценки их формы и 
размеров и анализа вероятности обнаружения по сформулированным критериям может использоваться как методика 
оценки эффективности. Анализ по этой методике наиболее распространенных одиночных пассивных инфракрасных 
и радиоволновых извещателей и различных их пространственных структур, а также комбинированных извещателей 
показал, что как сами извещатели, так и их структуры в определенных условиях, в частности при радиальном направ-
лении движения для пассивных инфракрасных и тангенциальном для радиоволновых устройств обнаружения наруши-
теля, имеют низкую вероятность обнаружения. Хоть и в меньшей степени, это относится и к комбинированным устрой-
ствам. Наиболее полно сформулированным критериям соответствуют ортогональные разнесенные комбинированные 
извещатели. 

Ключевые слова — вероятность обнаружения, эффективность, зона обнаружения, средства обнаружения, изве-
щатель, система физической защиты. 

Введение

Вопросы обеспечения безопасности различ-
ных объектов, в первую очередь, таких как кри-
тической инфраструктуры, информатизации (ка-
ковыми в настоящее время, по сути, является по-
давляющее большинство объектов), культурного 
наследия и т. п. являются весьма важными. Один 
из важнейших элементов практически любой си-
стемы безопасности (информационной, антитер-
рористической, противокриминальной и др.) — 
это система физической защиты (СФЗ).

Для обнаружения несанкционированного про-
никновения (НП) нарушителя обычно использу-
ют систему охранной сигнализации как одну из 
важных составляющих СФЗ [1, 2]. При разработке 
и анализе эффективности таких систем первооче-
редной целью является достижение требуемой эф-
фективности обнаружения НП. При решении этой 
задачи необходимо учитывать не только особенно-
сти выбора типа и мест установки средств обнару-
жения (СО), но и возможные методы воздействия 
на СО СФЗ квалифицированного нарушителя, об-
ладающего априорными знаниями о принципах 
функционирования и параметрах СО, что снижа-
ет возможность его обнаружения. Поэтому очень 

важно иметь объективную оценку эффективности 
функционирования СО при тех или иных видах 
действий нарушителя. Это позволяет, во-первых, 
разрабатывать более эффективные СФЗ, во-вторых, 
оценивать эффективность существующих систем 
и, наконец, осуществлять объективное сравнение 
разных систем и различных типов СО.

На основе методики [3] получения оценок ве-
роятности обнаружения нарушителя при разных 
условиях проникновения исследуется [4, 5] ве-
роятность обнаружения несанкционированного 
проникновения пассивными инфракрасными 
(ПИК) и комбинированными извещателями при 
различных направлениях и скоростях движения 
нарушителя. Но это исследование выполнено без 
привязки к структуре СО на объекте. Кроме то-
го, использование экспериментальных данных 
работы [5] делает затруднительным математиче-
ское моделирование процессов проникновения и 
обнаружения. А другой распространенный под-
ход к оценке ВО — применение экспертных оце-
нок, — как известно, не обладает достаточной 
степенью объективности.

Различные варианты структур средств обна-
ружения на объекте рассматриваются в работах 
[6–9], однако выводы и рекомендации в них де-
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лаются на основе общих рассуждений или опыта 
установки и эксплуатации различного типа СО, 
но не корректных методов оценки эффективности 
таких средств. Кроме того, для рассмотренных 
вопросов построения структуры СО на охраняе-
мом объекте не выполнен анализ возможностей 
пропуска нарушителя при использовании им 
основных приемов, позволяющих ему остаться 
необнаруженным или, по крайней мере, снизить 
вероятность обнаружения.

Таким образом, возникают следующие зада-
чи. Во-первых, выбора объективных критериев 
оценки эффективности, справедливых для раз-
личных типов СО и разных условий. Во-вторых, 
разработки методики применения этих крите-
риев в задачах анализа и синтеза как собственно 
СО, так и структуры этих средств в составе СФЗ. 
И, в-третьих, практического применения этой 
методики к различным типам СО и структурам 
этих средств на объекте обеспечения физической 
безопасности.

Поскольку в настоящее время наиболее ши-
роко используемыми для обнаружения проник-
новения являются пассивные инфракрасные и 
радиоволновые (РВ) извещатели, то имеет смысл 
использовать их как примеры практических при-
ложений. Тем более эти принципы обнаружения 
(ПИК и РВ) являются основой еще одного типа 
извещателей — комбинированных, также име-
ющих широкое применение на практике. Хотя 
многие результаты, полученные авторами, могут 
применяться и для других типов СО.

Основные критерии оценки 

Основными критериями оценки эффективно-
сти для оптимизации структуры и алгоритмов 
работы СО НП может служить, прежде всего, 
достижение требуемой вероятности обнаруже-
ния Pоб, а также низкой вероятности ложной тре-
воги Pл.т и защищенности СО, т. е. способности со-
хранять свои характеристики при тех или иных 
приемах, применяемых нарушителем для пре-
одоления системы охранной сигнализации.

Однако требования к реализации желаемых 
значений Pоб и Pл.т противоречивы, поскольку 
увеличение вероятности обнаружения связано 
с необходимостью повышения чувствительно-
сти, в свою очередь приводящей к увеличению 
вероятности ложного срабатывания. И наоборот, 
снижение вероятности ложного срабатывания 
ведет к необходимости снижения чувствитель-
ности с соответствующим уменьшением вероят-
ности обнаружения НП. Как известно, основное 
решение, позволяющее реализовать компромисс 
между вероятностями обнаружения и ложной 
тревоги, достигается путем использования ком-
бинированных устройств [10]. 

В общем случае вероятность обнаружения бу-
дет функцией нескольких основных параметров. 
К числу наиболее важных можно отнести, пре-
жде всего, эффективную отражающую/излуча-
ющую поверхность Gэф нарушителя, скорость v, 
направление движения нарушителя, которое 
можно характеризовать углом  относитель-
но направления на СО, а также совокупность Oi 
контролируемых СО параметров объекта. Тог-
да вероятность обнаружения можно записать 
как функцию перечисленных выше параметров 
Pоб(Gэф, v, , Oi). Вероятность Pл.т зависит от вы-
бора параметров Oi и наличия совокупности фак-
торов Ej, подобных по воздействию окружающей 
среде [11] как основной причине ложных тревог. 
Таким образом, в общем случае надо решать за-
дачу выбора характеристик и параметров СО, 
а также структуры СО для оптимизации Pоб и Pл.т 
по определенному критерию , например мини-
максному:

       




 îá ýô ë.òmax min, , , , , . i i jP G v PO O E  (1)

В частном случае, тем не менее, широко ис-
пользуемом на практике, можно обратиться к кри-
терию достижения требуемого значения ВО при 
минимальном уровне ложных тревог.

Применение критерия (1) не исключает необ-
ходимости выполнения и критерия несовмест-
ности эффективных воздействий ýôj

nS  на j-е СО 
и ýôk

lS  на k-е СО нарушителем для снижения 
вероятности обнаружения, предложенного в ра-
боте [11]:

ýôýô ,kj
n l

n N l L
S S

 
     .,j J k K        (2)

В этом выражении совокупность эффектив-
ных воздействий нарушителя 

ýôj
nS  включает

в себя множество 1 2, , ...,j j jj
MB B B   B  из M воз-

можных пассивных способов воздействия j
nB  

на j-е СО и совокупность L активных способов 

воздействия 1 2, , ...,j j jj
LA A A   A  на j-е СО. 

Ограничимся случаем учета влияния факторов 
окружающей среды Ej и пассивных воздействий 
нарушителя Bj в силу специфики применения ак-
тивных воздействий.

Заметим, что выполнение критерия (2) требу-
ется как при разработке самих извещателей, так 
и при формировании их структуры на объекте. 
Из числа возможных приемов нарушителя, сни-
жающих вероятность его обнаружения, рассмо-
трим, прежде всего, такой наиболее доступный 
и эффективный способ воздействия нарушите-
ля на один из каналов обнаружения, как выбор 
направления движения, при котором чувстви-
тельность одиночных СО или одного из каналов 
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обнаружения комбинированных СО минималь-
на. Принимая во внимание ограничение диапазо-
на скоростей движения, можно считать v = const 
и Gэф = const, тогда критерий (1) упрощается 
и принимает вид

    ç
îá ë.òmin, , , .i i jP P   

    
O O E           (3)

При необходимости учет параметров v и G мо-
жет быть выполнен по критерию, аналогично-
му (3) при  = const. 

Структура и параметры 
зон обнаружения

Применение критериев (1) и (3) к выбранным 
типам СО требует формализации структуры 
зон обнаружения этих средств. Воспользуемся 
подходом [13], основанным на структурирова-
нии диаграммы направленности (ДН) на зоны, 
в которых обнаружение нарушителя возможно 
с разной вероятностью: зона уверенного обнару-
жения с вероятностью не менее заданной; зона 
обнаружения с вероятностью менее заданного 
уровня и зона необнаружения, в которой уровень 
воздействия и (или) его продолжительность не-
достаточны для принятия решения об обнару-
жении. В этом случае ДН будет соответствовать 
зоне, в которой обнаружение возможно, но с раз-

ной вероятностью, в том числе ниже заданной. 
Рис. 1 иллюстрирует сказанное для направления 
входа в ДН перпендикулярно ее границе, т. е. 
для = 0 (в направлении на СО) или для  = 90 
(сбоку ДН).

При этом ДН может быть представлена как 
множество пространственных точек ZДН, вклю-
чающее в себя подмножества точек зон Zу.о уве-
ренного обнаружения, Zоб обнаружения и Zно не-
обнаружения: ZДН Ì Zу.о Ç Zоб Ç Zно. Очевидно, 
что множество точек зоны уверенного обнаруже-
ния Zу.о может быть получено как результат раз-
ности множества ZДН и суммы подмножеств Zоб 
и Zно, т. е. Zу.о = ZДН\(Zоб È Zно).

С точки зрения вероятных способов НП необ-
ходимо учитывать возможности проникновения 
как извне, так и изнутри ДН. Исследования [5] 
позволяют сделать оценку характера формы зон 
уверенного обнаружения, обнаружения и необна-
ружения. На рис. 2, а показан случай входа на-
рушителя в ДН сбоку, т. е. поперек ДН, навстречу 
извещателю или внутри ДН с последующим про-
извольным направлением движения. Форма зон, 
в частности интересующая нас в первую очередь 
зона уверенного обнаружения, будет зависеть 
(при  = const, v = const) от направления движе-
ния относительно СО, т. е. от значения угла .

Анализ возможной тактики поведения нару-
шителя при квалифицированном проникнове-
нии на объект позволяет говорить о необходимо-
сти учета возможности проникновения с любого 
направления [12]. Такой случай с точкой входа 
внутри ДН (рис. 2, б) является наиболее общим, 
другие — либо при входе в ДН на ее границе, ли-
бо при ограничении ДН размерами контролиру-
емого помещения — можно рассматривать как 
частные случаи.

Более наглядным может быть трехмерное 
представление функции распределения рассто-
яния обнаружения Fоб(Lц, ), v = const (рис. 2, в 
аналогичен двумерному графическому представ-
лению на рис. 2, б).

  Рис. 2.  Зоны необнаружения с произвольными точками входа (а) и точкой входа внутри ДН в двумерном (б) 
и трехмерном (в) представлении

ДН 

Точки 
входа 
в ДН

 = 180

Точка 
входа 
в ДН

   

 = 0

а) б) в)

  Рис. 1. Структура диаграммы направленности 

 
ДН 

Зона 
необнаружения
Зона 
обнаружения

Зона уверенного
обнаружения
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Z
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Заметим, что диаграммы на рис. 2 иллюстри-
руют форму зон, но не отражают распределение 
вероятности обнаружения по этим зонам. 

Таким образом, в структуре ДН можно выде-
лить зоны необнаружения и неуверенного обна-
ружения, в которых СО не решает поставленную 
задачу с требуемой вероятностью Pоб. Тогда с точ-
ки зрения решаемой проблемы можно записать 
критерий полного перекрытия зоны обнаруже-
ния ДН, т. е. обязательного достижения требу-
емой вероятности обнаружения при любом на-
правлении движения и любой точке входа: 

((Zоб È Zно) È ZДН)\ZДН = 0.               (4)

Выполнение условия (4) соответствует в гра-
фическом представлении рис. 3, а (при котором 
происходит обязательное обнаружение при лю-
бом направлении движения) и не соответствует 
рис. 3, б, когда есть направления, при движении 
в которых (выделенные сектора) нарушитель мо-
жет остаться необнаруженным.

Кроме того, возможность движения наруши-
теля в произвольном направлении требует вы-
равнивания чувствительности извещателя в этих 
условиях. С точки зрения формы зоны обнаруже-
ния это будет соответствовать требованию мини-
мизации максимального расстояния обнаруже-
ния îá

maxX  при любом направлении движения:

 îá
maxmin max , .X                     (5)

Использование критерия (4) для практических 
приложений, например для оценки надежности 
обнаружения, требует знания, кроме формы, так-
же и размеров рассматриваемых зон. Требуемые 
размеры можно оценить, используя результа-
ты работ [3–5]. В этом случае вероятность обна-
ружения нарушителя будет определяться как

îá

îá îá îá
0

d

max

( ) ,
Õ

P p x x   где îá
maxX  — расстояние, на 

котором происходит обнаружение; p(xоб) — плот-
ность распределения расстояния обнаружения; 
xоб — расстояние, пройденное нарушителем от 

точки входа в ДН. На рис. 4 показаны зоны необ-
наружения и обнаружения и связанная с послед-
ней функция распределения. 

Экспериментально полученные оценки  ˆ ip x  
(гистограммы) приводятся, к примеру, в статьях 
[5, 12]. Однако для этих функций желательно 
иметь аналитические выражения, которые мо-
гут быть получены путем аппроксимации гисто-
грамм. 

Как пример рассмотрим возможность такой 
аппроксимации. Для этого необходимо выпол-
нить проверку гипотезы о соответствии выбороч-
ных гистограмм аппроксимирующему закону 
распределения. В частности, это может быть рас-

пределение Рэлея 



 

2
ç ç

ç 2 2
ç ç2

( ) exp
t t

p t  со средним 

значением 


 ç ç2
.m  Оценка точности аппрок-

симации была произведена по критерию согласия 
Пирсона 2 при рекомендуемом [14] уровне зна-
чимости 0,05. При этом математическое ожида-
ние аппроксимирующего распределения бралось 
исходя из выборочной оценки ˆ ,m  вычисленной 
для исходных экспериментальных распределе-
ний ˆ( ).ip x

Результаты оценки точности аппроксимации 
(значения 2) для различных значений скоро-
сти движения цели для выбранного распределе-
ния составили 0,15; 1,93 и 10,5 для v = 0,3; 1,5 
и 3,0 м/с соответственно. При этом табличные 
значения 2

0 05,  для значений степеней свобо-
ды n = 4, 5, 4 составили 9,49; 11,07 и 9,49 соот-
ветственно [14]. Имея таким образом полученные 
аналитические выражения, можно делать оцен-
ки размеров зон обнаружения для конкретных 
типов и структур СО.

Примеры анализа эффективности СО

Проанализируем особенности оценки вероят-
ности обнаружения для различных типов СО и 
их структур с учетом сформулированных выше 
критериев (2)–(5). 

  Рис. 3.  Зоны обнаружения, полностью (а) и частич-
но (б) перекрываемые ДН

а) б)

 Fоб(x)

xx

0

Fоб(x)

  Рис. 4.  Связь параметров зоны обнаружения с функ-
цией распределения расстояния обнаружения
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Одиночные СО
При использовании одиночного ПИК-извеща-

теля перемещение нарушителя в радиальном 
направлении (рис. 5, а) будет приводить к суще-
ственному уменьшению ВО. Учитывая принцип 
действия РВ-извещателей [10], можно говорить об 
уменьшении вероятности обнаружения при тан-
генциальном направлении движения относитель-
но них (рис. 5, б). То есть в этом случае имеет место 
невыполнение критерия (5) при выполнении (4). 

Совмещенные СО
Очевидно, что для случая нескольких совме-

щенных или разнесенных СО необходимо пере-
крытие их ДН (рис. 6). С точки зрения сформули-
рованных выше критериев ясно, что совмещение 
СО разного принципа действия в одном месте 
(рис. 6, а) приведет к росту как Pоб, так и Pл.т. 
Пространственное разнесение СО одного прин-
ципа действия (рис. 6, б, в) позволит выполнить 
критерий (5), но при росте Pл.т, т. е. невыполне-
нии критерия (3).

Комбинированные СО
Как известно, необходимость применения ком-

бинированных устройств обнаружения вызвана 
требованием достижения высокой вероятности об-
наружения при обеспечении низкого уровня лож-
ных тревог. Добиться этого практически можно 
использованием двух каналов — ПИК- и РВ-обна-
ружения — с совмещением их ДН (рис. 6, г), уве-
личением чувствительности и принятием решения 
по алгоритму «И», что позволяет повысить чув-
ствительность обоих каналов обнаружения и, сле-
довательно, увеличить вероятность обнаружения.

Рост вероятности ложной тревоги при этом 
компенсируется использованием алгоритма «И» 
и правильным выбором принципов действия ка-
налов, основанным на приведенном выше кри-
терии несовместности воздействий, в данном 
случае окружающей среды, т. е. частного случая 
выражения (2) с учетом только окружающих ус-

ловий 
 

  .j k
n l

n N l N
E E  Однако в случае с ком-

бинированным извещателем есть возможность 
снизить вероятность обнаружения нарушителя 
только одним из каналов — Pоб1 или Pоб2. Тогда 
принцип несовместности воздействий наруши-
теля (2) не выполняется, и вследствие использо-
вания алгоритма «И» вероятность обнаружения 
в целом будет меньше наименьшей ВО каждого 
из каналов: Pоб = Pоб1 · Pоб2. Таким образом, у на-
рушителя будет возможность достаточно эффек-
тивно снизить вероятность своего обнаружения. 
Избежать этой проблемы позволяют ортогональ-
ные извещатели, предложенные в работе [6]. 

Разнесенные ортогональные комбинирован-
ные извещатели 

Разнесенный ортогональный извещатель ис-
пользует пару каналов обнаружения — РВ и 
ПИК, также работающих по алгоритму «И», но 
разнесенных в пространстве и развернутых от-
носительно друг друга на угол  = 90 по отноше-
нию к осям ДН (рис. 7, а). В этом случае направ-
ление движения нарушителя, тангенциальное 
для ПИК и радиальное для РВ, будет одинаково 
эффективно обнаруживаться обоими каналами. 
В такой структуре решается задача частичной оп-
тимизации для одного из направлений движения.

  Рис. 6. Варианты структур нескольких устройств об-
наружения: ПИК и РВ (а); двух РВ (б); двух 
ПИК (в) и комбинированного ПИК+РВ (г) 

а) б)

в) г)

  Рис. 5.  Характер зоны обнаружения для одиноч-
ных ПИК- (а) и РВ-извещателей (б)

 

а) б)

  Рис. 7. Ортогональные комбинированные одиноч-
ный (а) и сдвоенный (б) извещатели

а) б)

И
ИЛИ

И

И
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Но при радиальном для ПИК- и тангенциаль-
ном для РВ-канала направлении вероятность об-
наружения будет падать [невыполнение критерия 
(5)]. Однако такую структуру можно эффективно 
использовать при наличии естественных ограни-
чителей потенциального направления движения 
нарушителя, когда известно наиболее вероятное 
направление движения.

Сдвоенные разнесенные ортогональные де-
текторы 

Для устранения проблемы уменьшения веро-
ятности обнаружения в предыдущей структуре 
можно использовать сдвоенный ортогональный 
извещатель (рис. 7, б). В этом случае выполня-
ются все критерии (2)–(5) и задача оптимизации 
структуры СО решается достаточно корректно.

Заключение

Для оценки эффективности средств обнаруже-
ния наряду с общими критериями достижения 
требуемой вероятности обнаружения при мини-
мальном уровне ложных тревог и несовместности 

воздействий нарушителя на средства обнаруже-
ния целесообразно использовать сформулирован-
ные в работе критерии полного перекрытия зоны 
обнаружения ДН и минимума максимального 
расстояния обнаружения. 

Предложенная в работе методика анализа эф-
фективности заключается в последовательном 
структурировании ДН, оценке формы и размеров 
зон обнаружения и анализе вероятности обнару-
жения по сформулированным критериям. 

Анализ по предложенной методике наиболее 
распространенных одиночных ПИК- и РВ-извеща-
телей и различных их пространственных струк-
тур, а также комбинированных извещателей по-
казал, что как сами извещатели, так и их струк-
туры имеют в определенных условиях, в частно-
сти при радиальном направлении движения для 
ПИК- и тангенциальном для РВ-устройств обнару-
жения нарушителя, низкую вероятность обнару-
жения. Хоть и в меньшей степени, это относится и 
к комбинированным устройствам. Наиболее пол-
но сформулированным критериям соответствуют 
ортогональные разнесенные комбинированные 
извещатели. 
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Introduction: The main efficiency criterion for detection devices in physical protection systems is the intruder detection 
probability. Objective evaluation of this parameter can be difficult because the expert estimations are subjective, and experimental 
results are difficult to use, especially in mathematical simulation problems. Purpose: The goal of this research is to choose and develop 
objective criteria of efficiency and the technique of their application in practical problems of analizing typical detection devices. 
Method: Structuring directional patterns for non-detection, detection and reliable detection zones with subsequent estimation of their 
forms and sizes. Results: General criteria for achieving the required detection probability with the lowest level of false alarms and the 
incompatibility of potential intruder's impact onto the detector have been supplemented with formulated criteria for the full overlay 
of the detection zone by a directional pattern and for the minimum of the longest detection distance. Sequential application of the zone 
structuring method, estimation of the form and size of these zones, and the detection estimation analysis by the formulated criteria can 
be used as an efficiency estimation technique. Using it for analyzing the most common passive infrared, microwave and dual-technology 
detectors (along with their spatial structures) has shown that these detectors and their structures have a low level of detection probability 
under certain conditions, particularly, when the movement direction is radial (for passive infrared ones) or tangential (for microwave 
ones). The same is true for the dual technology, though to a smaller extent. Orthogonal spaced dual-technology detectors provide the 
best match to the formulated criteria. 
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Purpose: This work address and solve the problem of efficient broadcasting of resource allocations descriptors for VoIP 
traffic in mobile OFDMA-based wireless systems. Methods: We show that the mapping overhead is substantially reduced 
by using semi-persistent allocations and that by taking advantage of the periodicity of VoIP frames, generated by a multi-
phase vocoder. To handle the impact of mobility on the characteristics of the wireless channel we utilize a cross-layer 
decision approach to track the channel conditions and predict the expected mobile user behavior such that the system 
may under-react to channel changes in some cases. Results: The development efforts in this paper were directed towards 
developing efficient heuristic solutions since the problem is NP hard. Two heuristic algorithms with low computational 
complexity of O(n2) are presented and their performance gains are compared against a simple persistent allocation 
approach. Extensive simulations show that these mapping algorithms reduce the allocation overhead substantially in 
OFDMA-based systems such as WiMAX and LTE. The main advantage of the proposed algorithms is their ability to support 
multiple codecs, or a single codec with different operational modes, that result in different packet sizes and different periods. 
In addition, our proposed algorithms cluster the assignments together hence enabling the BS to allocate unused resources 
to other traffic types. Practical relevance: The proposed algorithmic solutions are simple enough to be implemented in 
practical OFDMA systems such as WiMAX and LTE to allow an efficient use of bandwidth for high quality VoIP sessions 
in of mobile users. 

 Keywords — Cross-Layer Design and Optimization, Resource Allocation and Interference Management, Mobile 
Multimedia Technology, 3.5G and 4G Technologies.

Introduction

An important application in future IP based 
wireless communication networks is voice over IP 
(VoIP), which allows real-time voice calls between 
mobile stations (MSs). Most VoIP applications gen-
erate traffic of fixed size packets at a constant rate. 
Therefore, the traffic of a single VoIP session is 
classified as constant bit rate (CBR) traffic type 
and requires a fixed number of uplink (UL) re-
sources on a periodic basis. This suggests that with 
a naive resource allocation scheme the up-link map 
(UL-MAP) includes allocation descriptors (or infor-
mation elements — IEs) for VoIP streams, thus gen-
erating overheads at a constant rate. A typical voice 
call lasts several minutes on the average, while its 
packet period is usually up to several tens of mil-
liseconds. This suggests that the total amount of 
overhead for each VoIP call is usually very large. 

In part 1 of this paper [1] we underlined the nec-
essary steps that are required for the implementation 
of a full cross-layer solution for the mapping overhead 
problem in the presence of mobility. Here we address 
the problem of the decision algorithm and present 
several new algorithms and an extension to the mini-
mum overhead algorithm (MOA) [2] to efficiently sup-
port VoIP traffic under dynamic channel conditions. 
The algorithms use an efficient way to handle mobile 
channels and variations of the modulation and coding 
schemes (MCS) by using the finite state Markov chain 

(FSMC) model that was presented in [1], for approxi-
mating and tracking the channel states. 

We present a number of algorithmic solutions 
for persistent allocation, which fully complies with 
the messaging mechanism presented in [3, 4] (see 
[1] for a detailed discussion). Our proposed algo-
rithms solve the problem of how to map slots to 
MSs such that the overall overhead is decreased. 
In this work we generalize the model given in [2] to 
support dynamic channels where the channel may 
change rapidly (i.e., mobile users in urban environ-
ment). This generalization enables us to model both 
codecs supporting silent suppression or adaptive 
rate and/or changes in the state of the mobile chan-
nel (and hence, supporting also variable MCS). Our 
proposed model enables us to uniformly represent 
an adaptive multi-rate (AMR) codec [5] with mul-
tiple states or multiple coders with different VoIP 
traffic parameters where none of the reviewed so-
lution handles the multiple vocoder case. We show 
that our proposed algorithms reduce the mapping 
overhead for the dynamic cases as mentioned above, 
while keeping a simple and manageable resource 
allocation mechanism. In addition, the suggested 
algorithms cluster all VoIP assignments together, 
hence enabling easier resource management for 
other traffic types.

The rest of the paper is formed as follows: sec-
tion “Problem definition” presents the problem 
and notations for the allocation problem; section 
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“Mapping schemes” presents the mapping algo-
rithms for the mobile channels scenario along with 
the numerical results for the performance evalua-
tion of the given algorithms. Summary and conclu-
sions are given at the end of the paper.

Problem Definition

The definition of the efficient VoIP mapping 
problem is:

Definition.  Given a sequence of allocation tables 
A[k], k = 0, 1, …, K, and a set of requests R = 
= {r1, r2, …, rq}, find a set of non-overlapped alloca-
tions S = {S1, S2, …, Sq} (i.e., ,k k

i jS S = Æ  i  j), 
such that the mapping overhead is minimized.

For the problem presented above we assume the 
following: 

1) the solution needs to use the mechanism of 
persistence allocation. That is, the understanding 
that a user uses the last description for the allocat-
ed resources until (if at all), there is a change made 
by the base station (BS), and this change is present-
ed as an information element (IE); 

2) variations in the physical channel of each user 
are tracked continuously by a FSMC model. It is as-
sumed that approximations for the states probabili-
ties, transitions probabilities are known; 

3) the metric for efficiency is the number of IEs 
used by the system.

Assumption 2 above implies that in cases of 
changes in channel state that need to be followed 
by reallocation for a user there is unallocated space 
(name a hole) that needs to be used in order to in-
crease the efficiency of using the system resources. 
We provide a family of solutions and an explicit 
modification to the MOA such that the dynamic 
nature of the channel is taken into consideration. 
The main idea is to track the channel behavior of 
the MS and provide a predictor of the channel 
state changes probabilities and rates, which then 
can be used by the mapping algorithm. Such mea-
sures can indicate the stability of the channel, 

which can be used as an allocation grouping crite-
ria to reduce the number of holes in the allocation 
table. See Fig. 1 [3] for illustration of hole-filling 
operation, and later see the entropy mapper that is 
presented in Algorithms 2 and 3. In addition, we 
use the predictor of channel behavior, since rate 
assignments are later related to channel states. 
This also has implication on how to quantify the 
cost of state change in term of system resources 
and hence decides whether it is cost effective to 
perform an MCS state transition or just ignore 
it (see the Extended MOA (EMOA) mapper that is 
presented later).

Mapping Schemes with Dynamic Channels

In the static case presented in [2] the baseline 
mapping algorithm treated the VoIP data as regular 
data without using a persistent approach. Hence, 
the basic mapper’s overhead was directly related to 
the system load. In this work, we extend the MOA 
semi-fixed allocation mapper (SFAM) algorithm 
presented in [2] to efficiently support a dynamic 
channel scenario. We use the channel profile (as 
recommend in [6]) of a mixture of static, pedestrian 
and mobile users. In addition, to align with current 
IEEE 802.16 and 3GPP LTE traffic models, we use 
AMR as a primary voice codec with two working pro-
files. In order to evaluate our algorithms, we provide 
a simple persistent mapping algorithm, which com-
plies with the persistent allocation mechanisms in 
IEEE 802.16-2009 [3] and 802.16m-2011 [4].

Simple persistent mapper
The simple persistent mapping (SPM) algorithm 

is a straightforward implementation of persistent 
allocation mechanism supported by [3, 4]. As stated 
in the problem definition, one of our goals is also 
to reduce the effective area of the overall VoIP al-
locations, meaning that the allocation area needs to 
be condensed, rather than letting it to spread over 
the entire resource domain. A possible motivation 
for this is to support other types of traffic, which 
may require consecutive resources for allocations. 
Essentially, this means that we would like to per-
form persistent allocation while eliminating re-
source “holes” and for this purpose we will use the 
resource shifting mechanism as supported by [3, 4].

The inputs to the SPM algorithm are lists of new 
and active requests and a current frame number k. 
We denote a request r with period pr in NewReguests 
and ActiveReguests by a and n, respectively. The 
list is sorted according to the requests allocation 
slot index. The output of the simple persistent algo-
rithm is the UL-MAP that is represented by a list 
of information elements (IEL). We use the function 
Allocate(r, si, k, IEL) (depicted in Algorithm 1) for 
allocating request r at slot si in frame k. The func-

  Fig. 1. Illustration of resource hole and resource 
shifting for five resources. At t1 there are 
5 sub-bursts. At t2 > t1  MS2 is deleted, 
thus generating a hole. At t3 > t2 MS1, 
MS3 and MS5 are shifted to the right to fill 
the hole

MS7

MS7

MS5MS3MS1MS7

MS5MS3MS1MS2

MS5MS3MS1

t1

t3

t2
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tion allocates the required slots in line 2 and up-
dates the index of next available slot for allocation 
in line 7. In lines 4–5, the function allocates a new 
UL-MAP allocation element k

rm  only if there was 
a change in the number of calculated for the last al-
location for this request.

The SPM algorithm is depicted in Algorithm 2. 
The SPM algorithm starts by scanning the 
ActiveRequests for changes in request size due to an 
MCS change or due to collision with other active re-
quests in this frame. Each such request is moved to 
the NewRequests list. Next, we search for holes be-
tween the active request allocations. Each such hole 
is eliminated either by filling a new request or by 
using the resource shifting procedure, which shifts 
all subsequent active requests. The computational 
complexity of SPM follows from the number of re-
quired operations to map an instance of requests. 
For any on-line mapping of a given set of requests, 
at least one operation is required for mapping each 
request. Therefore, the complexity of any map-
per is at least O(n) and this holds for the standard 
mapper. The complexity of the proposed mapping 
algorithms can be separated into operations that 
take place before and during the mapping process. 
For the pre-mapping operations, assuming that the 
mappers’ input is not ordered with relation to the 
periodicity of the requests, O(n·logn) operations are 
required to sort the requests according to their pe-
riodicity. The worst case scenario for SPM of map-
ping one request may require considering all other 
input requests, therefore mapping all requests re-
quires O(n2) operations.

Algorithm 1. Allocate
Input:{r, k; si, IEL}

          1. 0k
rm 

          2. { }1 1, ,...,
r

k
r i i NS s s s+ -=

          3. remove r from NewRequests 
or ActiveRequests

          4. if rk k p
r rS S -¹  then

          5. { },k
r i rm s N¬

          6. end if
          7. i i rs s N¬ +
          8. { }IEL IEL k

rm=

The Entropy Mapper
We note that in the case of a dynamic environ-

ment, MSs may change their MCS profiles, hence 
creating holes. In such cases, the simple persistent 
algorithm will try to fill the holes with a new request 
or perform resource shifting. Resource shifting in-
vokes an additional system cost since it requires 
an additional MAP IE. As stated earlier in the sec-
tion discussing general channels, we are interest-
ed in channel dynamics and managing a FSMC to 

track channel conditions by estimating each state’s 
steady state probability k [given by equation (12) 
in [1]]. As can be seen from Fig. 2, a–d, the state 
probabilities change and become more diverse as 
the channel conditions degrade. This means that 
for mobile users, the state transition probabilities 
increase, therefore the number of the required slots 
for allocation varies more frequently.

Our objective is to identify such MSs and reduce 
the number of operation required to condense the 
allocation region due to frequent MCS changes. 
By grouping such MSs at the end of the allocation 
region we decrease the number of holes that are cre-
ated due to MCS changes, or at least decrease the 
number of shift operations. We use an entropy mea-
sure to 

Algorithm 2. SPM
Input:{NewRequests, ActiveRequests, k; IEL}
1.  slot = 0; IEL 0;/=  0;r /=
2.  for aiÎActiveRequests do

3.      if ai

i i

k pk
a aN N

-
¹ OR 

{ }0, |
i j

k k
j i ja aa a S S a Active quests Re/$ ¹ ¹ Î

          then
4.         remove ai from ActiveRequests 

and prepared ai to NewRequests;
5. end if
6.  end for
7.  while 

1as slot=  do
8.       Allocate (a1, k, slot, IEL)
9.  end while
10. if 0Active questsRe /¹  then
11.    

1ahole s slot= -
12.  else
13.     goto Step 22
14.  end if
15.  { }max |

ii nr n New quests N holeRe¬ Î £
16.  if 0r /¹  then
17.    Allocate (r, k, slot, IEL);
18.  else
19.     ShiftResources {slot, hole, IEL};
20.  end if
21.  goto Step 7;
22.  while 0New questsRe /¹  do 
23.      Allocate (n1, k, slot, IEL)
24.  end while
25.  return IEL

identify the dynamics of each MCS. Let 0(t), …, 
K(t) denote the state probabilities of a FSMC at 
time instance t, where each state corresponds to 
an MCS level. The entropy Hi(t) of MS i at time t 
is defined as

( ) ( ) ( )
0

log .
K

i k k
k

H t t t 
=

= -å                (1)
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We note that given two MSs i, j with Hi(t)Hj(t), 
the channel of MS i is “more dynamic” than that of 
MS j. The entropy measure provides a simple yet ef-
fective improvement to the simple persistent alloca-
tion simply by sorting the new requests in increas-
ing order of their entropy measure. Hence, we can 
define the Entropy Mapper algorithm as depicted 
by Algorithm 3.

Algorithm 3. Entropy
Input:{NewRequests, H, ActiveRequests, k; IEL}
1. Sort NewRequests according to H;
2. IEL  SPM {NewRequests, ActiveRequests, k};

The argument H is a vector of all correspond-
ing Hi(k) values for a current time frame k. It is as-
sumed that each MS calculates this value and that 
there is a feedback mechanism to report this value 
to the BS. The complexity of the Entropy Mapper 
algorithm is same as for SPM algorithm, that is, 
O(n2).

Extended MOA
The next algorithm we present here is an exten-

sion to the MOA described in [2]. The EMOA modi-

fies the MOA in order to handle dynamic channels. 
The main idea is to track the channel using the 
FSMC and maintain both the state probabilities 
0(t), …, K(t) and the transition probabilities [ac-
cording to (12) and (13), respectively, given in [1]]. 
It is assumed that the FSMC states are sorted in a 
non-decreasing order according to the supported 
rates ri, i = 0, …, K, hence r0  r1  …  rK. If there 
is no MCS change, that is, no state transition in 
the corresponding FSMC, then the MS’s request is 
treated regularly by MOA. But if there is an MCS 
change, for example from i to j, then the algorithm 
calculates a cost function to decide whether to com-
ply with the channel conditions and change the 
MCS or not. The cost function compares the loss 
due to the decision to remain in state i compared 
to the overhead required to change to MCS j. The 
main motivation here is that if the current change 
is merely a jitter, that is, the channel will return to 
state i fast enough, then the loss due to staying in 
the same MCS is tolerable comparing to the over-
head induced by the MOA to re-map the request.

Let COSTIE denote the cost of a MAP-IE for indi-
cating an allocation. Also, let Ei,k denote the average 
number of steps to first enter state k when starting 

  Fig. 2.  Two examples of SNR behavior in time and the FSMC histogram for: a — static MSs; b — Pedestrian MSs 
(3 km/h); c — Vehicular MSs (30 km/h); d — Vehicular MSs (120 km/h)
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from state i. Ei,k is calculated by solving the expres-
sion for the hitting time [see [1] for expression (15)]. 
We can see that if |i – k|  1 and there is a bound 
of maximum allowed L  K steps, we need to solve 
min{ëL/2û, K – k} equations for the case of i = k + 1 
and min{ëK/2û, k} equations for i = k – 1. Finally, 
let IECOST  denote the average cost in terms of 
MAP-IEs added in the MOA due to a hole created by 
changing an active request to a new request due to 
an MCS change. In MOA, such a hole may be filled 
by using another active request, which must be re-
allocated and may create an additional hole.

Equation (2) denotes a cost function that quanti-
fies (in terms of slots) the relative cost for user m 
when the system moves from system state i to sys-
tem state j, using the ratio between the predicted 
system loss if the state change is ignored (not 
changing the specific allocation of the user) and the 
system loss due to re-allocation of the user due to 
the state change:

( )
( )

( )( )2

,
,

,
.j i

i j
IEIE

F i j E
Cost m

Slots COST COST

⋅
=

+
    (2)

F(i, j) is a function of the change direction:

( )

( )( )

( )( )

( )( )( )
( )( )( )

,
, ,

,

i

j

bits SNR

bits SNR

j bits

i bits

Slots PKT m

Slots PKT m i j
F i j

N P PKT m
Slots i j

N P PKT m

ìï -ïïïïï- <ïï= íï æ öï -÷çï ÷çï ÷ >çï ÷ç ÷ï ç ÷-ï ÷çè øïî

   (3)

where Slots(B)SNR is the number of slots required 
to transmit B bits with a given SNR and Slots(B) 
denote the corresponding number of slots using the 
SNR for the UL-MAP message. ( )( )( )i bitsN P PKT m  
defines the number of bits required on the average 
to transmit a voice packet of size PKTbits(m). Here, 
we assume that not changing the system state 
results with a higher bit error rate (BER). Hence, on 
the average, the system may suffer from packet loss 
and will be required to retransmit the voice packet, 
which will result in system’s goodput loss. We 
calculate ( )N ⋅  as follows: Let pi denote the system 
bit error probability in state i with SNR = SNRi. 
Than,

( ) ( )
1

1 1
bits

i

PKT

i bits
i

P PKT p
=

= - -                (4)

denotes the packet error probability of a packet 
with PKTbits bits. Note that since the system state 
is not changed, Pj(PKTbits) represents the packet 
error probability of a packet with PKTbits where the 
system is in state i and with SNR = SNRi. 

The probability of m consecutive packet trans-
missions (due to errors) is obtained from a geomet-

ric probability thus, the average number of trans-
mitted packets is be given by

( )( ) ( )
1

.m
i bits i bits

m
N P PKT m P PKT

¥

=
= ⋅å         (5)

Taking a practical bound of no more than Tmax 
retransmissions (thus maximal number of trans-
missions equals Tmax) we get:

( )( ) ( )
1

max

.
T

m
i bits i bits

m
N P PKT m P PKT

=
= ⋅å        (6)

The modified MOA calculates Costi,j(m) for each 
user m at a transition change i  j in order to decide 
whether to change the state or not. The decision ba-
sically compares the cost of changing the state or 
not. If Costi,j(m) > 1 than the user’s MCS state is 
changed, otherwise the system remains at the cur-
rent MCS level.

Algorithm 4. EMOA
Input:{NewRequestsj, PendingRequestsj, 

ActiveRequestsj, k; IEL}
 1.  for aiÎActiveRequests do

 2.     if  
ai

i i

k pk
a aState State

-
¹  then

 3.         ( )Calculate ,ai

i i

k p k
ia aCost State State a

-æ ö÷ç ÷ç ÷çè ø
 ( )according to equation 2 ;

 4.         if  ( )( ) 1,ai

i i

k p k
ia aCost State State a

-
>   then

 5.             move request ai from ActiveRequests to 
NewRequests; 

 6.         else
 7.             move request ai from ActiveRequests to

 PendingRequests;

 8.             set ;
iaTS k=   ( ), ;ai

i i i

k p k
a a aE E State State

-
=

 9.         end if
 10.     end if
 11.  end for
 12.  for ajÎPendingRequests  do

 13.      if 
a aj j

j j

TS pk
a aState State

-
=  then 

 14.         move request ai from PendingRequests
to ActiveRequests; 

 15.      else if  
j ja aTS k E- >  then 

 16.         move request aj from PendingRequests 
to NewRequests;

 17.      end if
 18.  end for
 19.  IEL  MOA{NewRequests, {ActiveRequests 

 PendingRequests}, k}

We note that if we don’t change the MCS level, 
we calculate the actual cost of this decision by find-
ing the actual overhead that resulted as a function 
of time. If the actual overhead exceeds the cost 
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of changing the state, we change the current state. 
If, at any given time, the system returns to state i, 
the process is stopped. 

The EMOA is depicted in Algorithm 4. We add-
ed two parameters for each request r: TSr and Er. 
TSr denotes a time stamp to tag the frame in which 
the request was moved from the list of active re-
quests (ActiveReguests) to the list of pending re-
quests (PendingReguests). Er denotes the estimat-
ed number of steps to return to the original state 
that was used in the cost function. In addition, we 
assume that k

rState  denotes the FSMC’s state of 
the MS with request r at frame k. If the state was 
changed and the cost function is less than one, the 
algorithm records TSr and Er as defined above and 
moves the request to PendingReguests. For each re-
quest in PendingReguests, the algorithm compares 
the current state with the state before the change. 
If the MS returns to its original state, the request 
is moved back to ActiveReguests. Otherwise, if the 
MS is not in its original state for more than the pre-
dicted number of steps, the request is moved to the 
new requests list NewReguests. We note that the 
operation defined above is done for all requests in-
dependent of their period; hence we ignore the pe-
riod of the lists, which is later used by the MOA. 
The complexity of the EMOA Mapper algorithm re-
mains the same as for the MOA and SPM algorithm, 
that is, O(n2).

Numerical Results — Dynamic Case

System model 
In order to study the performance of the sug-

gested algorithms, we used a system-level simula-
tor, which complies with the baseline configuration 
and simulation assumptions in the IEEE 802.16m 
evaluation methodology [6]. We used a single cell 
environment with a cell radius of 1.5 km. The major 
parameters are defined in tab. 1.

The MSs are uniformly dropped within the cell 
and we use random interval mobility model with 
cell wrap-around. We define two normalized of-
fered load models per MS: one with a medium load 
of a = 0.5 Erlang and another with a high load of 
a = 0.9 Erlang.

This load model defines the average percentage 
of registered MSs that are in active session at each 
frame. Each MS, when finishing its current ses-
sion, will choose the start time of its next session 
based on an exponential distribution with mean of  
 = Na/T, where N is the number of registered MSs 
and T is the average call duration. We use this load 
model rather than just increasing the number of 
registered MSs with always-on sessions, since we 
want to simulate the dynamic behavior of entering 
or leaving requests, rather then just requests that 
transit between active and idle states.

We consider a VoIP model, that contains periods 
of active talking spurts (ON periods) interleaved 
by silence periods (or OFF periods). Specifically, 
we consider the AMR codec [5], which is optimized 
for speech coding and was adopted as the standard 
speech codec by the 3GPP standardization group, 
widely used in GSM and is recommended for system 
evaluation of WiMAX systems [6]. Tab. 2 describes 
the parameters for the RTP AMR 12.2 codec with 
a voice activity factor of ~50 %.

  Table 1. System parameters used for the evaluation 
of VoIP persistent allocation algorithms

Parameter Value

FFT Size 1024

CP 1/8

Operating Band-

width

10 MHz

Duplexing scheme TDD

Subchannelization PUSC

Coding Convolutional Turbo Coding 

(CTC)

Cell Radius 1.5 km

BS Antenna Height 32 m

MS Antenna Height 1.5 m

Carrier Frequency 2.5 GHz

BS TX Power 42 dBm

Number of BSs 1

Number of MSs 25–400

Path Loss Model PL(dB) = 130.18+37.6log(RKm)

Lognormal Shadowing 

Standard Deviation

8 dB

Mobility 0–120 km/h

Channel Mix (ITU) Static — 12 %

Pedestrian B (3 km/h) — 56 % 

Vehicular A-1 (30 km/h) — 16 % 

Vehicular A-2 (120 km/h) — 16 %

  Table 2.  AMR 12.2 Codec parameters

Parameter Value

AMR Codec Frame Length 20 ms

Voice Payload with RTP 

and 802.16 overhead

44 Bytes

Inactive Payload (with same 

overhead as voice)

18 Bytes

Average Call Time ~Exp(μ), 1/μ = 210 s

Talk Spurt length ~Exp(μ), 1/μ = 1026 ms

Silence length ~Exp(μ), 1/μ = 1171 ms
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Discussion
Figures 3, a and b depict the average number of 

IEs included in the UL-MAP of the algorithms de-
fined for the dynamic case. Compared to the static 
case, here we can see that there is more overhead, 
since the operational state of the MSs change more 
frequently. We can also see that the extended MOA 
provides considerable performance gain compared 
to the other algorithms in all load scenarios. In 
addition, the entropy mapper algorithm, which 
organizes the requests according to their chan-
nel dynamics and uses the simple persistent algo-
rithm, provides a considerable overhead decrease 
compared to the simple persistent mapper. This is 
due to the fact that when all the dynamic MSs are 
grouped together, the probability of consecutive 
holes increases, and hence, these holes are easier 
to fill or require less resource shifting operations 
for removing them. In addition, we can observe that 

  Fig. 5. Relative overhead increase between medium 
and high loads for the proposed algorithms as 
function of system load
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  Fig. 3. Comparison of overhead between the VoIP mapping algorithms for a load of 0.5 (a) and 0.9 (b) Erlang
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  Fig. 4.  Comparison of standard deviation between the VoIP mapping algorithms for a load of 0.5 (a) and 
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when the system dynamics increases (the high load 
scenario in Fig. 3, b), the performance differences 
between the algorithms increase. Figures 4, a and 
b depict the standard deviation of the UL-MAP IEs 
per scenario and algorithm. It can be seen that the 
variation coefficient for all the algorithms is be-
tween 30 to ~55 %. Also, the algorithms maintain 
the relative order of performance with the standard 
deviation of the overhead. Finally, Fig. 5, shows 
the relative overhead increase between the medium 
load and high load scenarios as a function of the 
number of registered MSs. It can be observed that 
the extended MOA has the lowest sensitivity factor 
to load increase, which enables it to maintain low 
load overhead compared to the other algorithms.

Conclusions

This paper discusses the mapping overhead prob-
lem in IEEE 802.16 OFDMA-based systems. This 
problem needs to be solved for practical systems 
such that the advantages of the OFDMA technology 
can be applied in future broadband wireless com-
munication systems, both fixed and mobile. We are 
using the notion of semi-fixed allocations (which is 
similar to the persistent allocation) that enables the 
BS to discard IEs from the UL-MAP, thus reducing 
mapping overhead. Since the problem of reducing 
the mapping overhead is NP hard, as already was 
shown in [2], our effort was directed at developing 
efficient heuristic solutions. We extend the fixed 
model of [2] to support the dynamic case with a mix-
ture of mobility models and VoIP codec with silent 
suppression. The dynamic case is mainly character-
ized by frequent MCS changes due to changes in 
channel states during the VoIP call. The efficiency 

of the algorithm may be enhanced when deciding 
not to change the allocation for a short change in 
channel conditions. In order to achieve this goal, we 
provided channel tracking and prediction model by 
employing the FSMC model and simple approxima-
tions of state probability and state transition prob-
ability. Two algorithms that extend the VoIP map-
ping for the dynamic case were presented and their 
performance gain compared to a simple persistent 
allocation approach was shown. 

The main advantage of the proposed algorithms 
is their ability to support multiple codecs, or a sin-
gle codec with different operational modes, that 
results in different packet sizes and different pe-
riods. In addition, our proposed algorithms cluster 
the assignments together hence enabling the BS to 
allocate unused resources to other traffic types. 
Our main contribution in this paper is to develop 
explicit mapping algorithms that efficiently reduce 
the mapping overhead of VoIP data usage. Our so-
lutions present a cross-layer oriented approach, 
which track the channel state in order to predict 
the expected cost of channel change on the overall 
system cost. One of the main observations is that in 
some cases, the BS should under-react to changes 
in channel conditions since it is more rewarding 
from a system-wise perspective. The proposed al-
gorithms conform to the mechanism of persistent 
allocation as defined in the IEEE 802.16 standard.

Our proposed algorithms were applied to UL-
MAP only. Specific adaptation of the algorithms is 
required for adjusting them to support DL alloca-
tions. In addition, the proposed algorithms are not 
necessary limited to IEEE 802.16 based technolo-
gies, and future research is adopting them to LTE 
based systems.
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Введение: многие системы передачи информации, основанные на явлении хаотической синхронизации, имеют 
низкую устойчивость к шумам и искажениям сигнала в канале связи, ограничивающую их практическое применение. 
Цель: разработка и исследование схемы передачи информации с переключением хаотических режимов, обладающей 
высокой устойчивостью к шумам и амплитудным искажениям сигнала в канале связи. Результаты: предложена мо-
дификация классической схемы связи с переключением хаотических режимов, существенно увеличивающая помехо-
устойчивость системы. Передатчик и приемник схемы построены на основе систем с запаздывающей обратной свя-
зью, демонстрирующих хаотическую динамику высокой размерности. Проведены численные исследования предло-
женной системы передачи информации. Построены зависимости вероятности ошибки на бит при передаче бинарного 
информационного сигнала от отношения сигнал/шум, затухания сигнала в канале связи и длины интервала времени, 
в течение которого передается один бит. Показано, что предложенная система связи демонстрирует значительно более 
высокую устойчивость к шумам и амплитудным искажениям сигнала в канале связи, чем большинство других систем 
передачи информации, использующих хаотическую синхронизацию для передачи информационного сигнала через ана-
логовый канал связи. Практическая значимость: предложенная система связи позволяет повысить устойчивость схем 
с переключением хаотических режимов к шумам и затуханию сигнала в канале связи, что открывает возможность их 
практического использования.

Ключевые слова — система передачи информации, хаотическая синхронизация, системы с запаздыванием.

Введение

В отличие от явления синхронизации перио-
дических осцилляторов, впервые описанного 
Гюйгенсом еще в XVII в., синхронизация хаотиче-
ских колебаний долгое время считалась невозмож-
ной из-за высокой чувствительности хаотических 
систем к начальным условиям. Лишь в 1990 г. 
Пекора и Кэрролл доказали теоретически, числен-
но и экспериментально, что состояния двух одно-
направленно связанных хаотических систем мо-
гут быть синхронизованы [1]. Эта работа стимули-
ровала интерес к исследованию хаотической син-
хронизации и разработке информационно-комму-
никационных систем на основе динамического ха-
оса. Было предложено много различных способов 
кодирования, передачи и извлечения информаци-
онного сигнала, использующих синхронизацию 
хаотических систем приемника и передатчика. 
Наиболее популярными из них являются хаоти-
ческая маскировка [2, 3], переключение хаотиче-
ских режимов [4, 5], хаотическая модуляция [6] 
и нелинейное подмешивание информационного 
сигнала к хаотическому [7]. Перечисленные спо-
собы легли в основу разработки многочисленных 
систем связи с хаотической несущей [8–19].

Хаотические системы передачи информации 
привлекают к себе большой интерес благодаря, 

в первую очередь, таким потенциальным до-
стоинствам, как высокая скорость и конфиден-
циальность передаваемого сообщения. Вместе 
с тем системы связи, основанные на явлении ха-
отической синхронизации, не лишены серьезных 
недостатков, которые ограничивают их практи-
ческое применение. Основным недостатком та-
ких систем является резкое ухудшение качества 
выделяемого в приемнике информационного сиг-
нала при расстройке параметров передатчика и 
приемника и при увеличении шума и искажений 
сигнала в канале связи.

В нашей недавней работе [17] была разработа-
на экспериментальная цифровая система связи 
с нелинейным подмешиванием информационного 
сигнала к хаотическому, в которой приемник и 
передатчик были реализованы на программиру-
емых микроконтроллерах. Это позволило обеспе-
чить идентичность параметров схемы и повысить 
ее помехоустойчивость. Была построена [19] устой-
чивая к шумам экспериментальная система связи 
с переключением хаотических режимов и анало-
говым каналом передачи информации. В настоя-
щей работе мы провели численные исследования 
экспериментально разработанной [19] системы 
передачи информации, которые позволили вы-
явить технические недостатки эксперименталь-
ной установки и наметить пути их устранения.
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Схема передачи информации

Блок-схема предложенной системы связи с пе-
реключением хаотических режимов представлена 
на рис. 1. Передатчик и приемник схемы постро-
ены на основе систем с запаздывающей обратной 
связью. Такие системы могут демонстрировать 
хаотическую динамику высокой размерности, что 
потенциально может повысить уровень защиты 
передаваемой информации [9, 15–17].

В передатчике реализована кольцевая систе-
ма, генерирующая хаотический сигнал. Она 
включает в себя две линии задержки со време-
нами запаздывания 1 и 2, нелинейный элемент 
и линейный фильтр низких частот. Бинарный ин-
формационный сигнал m(t) управляет ключом, 
положение которого определяет величину време-
ни запаздывания в системе. Если передается ло-
гический 0, то передатчик имеет время задерж-
ки, равное 1. Если же передается логическая 1, 
то передатчик имеет время задержки 1 + 2. 
Динамика реализованной в передатчике системы 
с запаздыванием описывается дифференциаль-
ным уравнением с запаздывающим аргументом:

   1 2( ) ( ) ( ) ,x t x t f x t m t                  (1)

где — параметр инерционности; x(t) — динамиче-
ская переменная; f — нелинейная функция. Для 
обеспечения скрытности передаваемого информа-
ционного сигнала хаотическая несущая передатчи-
ка должна обладать близкими статистическими и 
спектральными характеристиками при 1 и 1 + 2. 

В приемнике реализованы две ведомые си-
стемы с запаздыванием, одна из которых имеет 
линию задержки со временем запаздывания 1, 
а вторая — со временем запаздывания 3 = 1 + 2. 
Остальные элементы ведомых систем идентичны 
соответствующим элементам передатчика. Обе 
системы приемника содержат вычитатель, раз-
рывающий цепь обратной связи. Эти ведомые си-
стемы описываются следующими уравнениями:

 1( ) ( ) ( ) ;y t y t f x t                             (2)

 3( ) ( ) ( ) .z t z t f x t                             (3)

Для работоспособности схемы необходимо со-
ответствующим образом задать ее параметры, обе-
спечив в каждый момент времени существование 
синхронизации между передатчиком и лишь одной 
из систем приемника. При передаче логического 0 
сигнал y(t) первой системы приемника синхрони-
зуется в отсутствие шума с сигналом x(t). В этом 
случае x(t) = y(t), и на выходе вычитателя этой ве-
домой системы имеем нулевой сигнал. При этом 
на выходе вычитателя второй системы приемни-
ка имеем отличный от нуля сигнал, так как x(t) 
и z(t) не синхронизованы. При передаче логиче-
ской 1 x(t) = z(t), но x(t)  y(t). Поэтому на выходе 
первой системы приемника сигнал отличен от ну-
ля, а на выходе второй равен нулю.

Описанная выше идея лежит в основе работы 
классических схем передачи информации с пере-
ключением хаотических режимов. Недостатком 
этих схем является их низкая устойчивость 
к шуму в канале связи. Наличие шума мешает 
возникновению синхронизации между передат-
чиком и приемником, приводя к тому, что сигнал 
на выходе вычитателей и первой, и второй ведо-
мой системы всегда отличен от нуля. Это затруд-
няет определение того, какой из логических сим-
волов (0 или 1) передается.

Для увеличения помехоустойчивости схемы 
мы модифицировали ее, руководствуясь следу-
ющими соображениями. В присутствии шума 
в канале связи сигнал на выходе вычитателя 
синхронизованной ведомой системы приемника 
имеет дисперсию, величина которой сравнима 
с дисперсией этого шума. При этом сигнал на вы-
ходе вычитателя несинхронизованной ведомой 
системы имеет дисперсию, сравнимую с диспер-
сией хаотического сигнала. 

Учитывая тот факт, что уровень шума канала 
связи, как правило, намного меньше уровня ха-
отического сигнала, можно точно восстановить 
скрытое сообщение даже при достаточно высо-
ком уровне шума. Для этого мы модифицировали 
классическую схему с переключением хаотиче-
ских режимов, добавив в приемник два детектора 
и компаратор (см. рис. 1). Детекторы оценивают 

  Рис. 1.  Блок-схема системы передачи информации: ЛЗ-1, ЛЗ-2, ЛЗ-3 — линии задержки; К — ключ; НЭ — 
нелинейный элемент; Ф — фильтр; Д — детектор; C — компаратор
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дисперсию сигнала, поступающего с выхода вы-
читателя, а компаратор находит разность r(t) 
поступающих на него сигналов. На выходе 
компаратора имеем выделенный информацион-
ный сигнал m(t), который равен логическому 0 
при r(t)  0 и логической 1 при r(t) > 0. Отметим, 
что представленная на рис. 1 схема отличается 
и от схемы, предложенной нами [16], в которой 
приемник дополнительно содержал амплитуд-
ные детекторы, дифференциальный усилитель 
и фильтр. Как показали проведенные исследова-
ния, схема на рис. 1 оказывается более устойчи-
вой к шуму и ее проще реализовать в радиофизи-
ческом эксперименте.

Рассмотренная система передачи информации 
на основе генератора с запаздывающей обратной 
связью с переключением хаотических режимов 
была реализована в радиофизическом экспери-
менте [19]. Для обеспечения полной идентич-
ности параметров передатчика и приемника все 
элементы схемы были реализованы в цифровом 
виде. Использование в качестве генератора ха-
оса системы с запаздыванием первого порядка 
позволило реализовать систему передачи на базе 
простых 8-битных микроконтроллеров семей-
ства Atmel mega AVR. Экспериментальное иссле-
дование системы показало, что она имеет более 
высокую устойчивость к шумам и амплитудным 
искажениям сигнала в канале связи, чем боль-
шинство других систем передачи информации, 
использующих хаотическую синхронизацию для 
передачи скрытого сообщения через аналоговый 
канал связи [8, 12]. Однако численных исследо-
ваний предложенной системы связи проведено 
не было.

Численное исследование 
системы передачи информации

В настоящей работе мы впервые провели чис-
ленные исследования системы передачи инфор-
мации, представленной на рис. 1, и изучили ее 
потенциальные возможности и границы приме-
нимости. 

В качестве передатчика возьмем генератор 
с запаздывающей обратной связью, имеющий 
квадратичную нелинейность f(x) =  – x2, где  — 
параметр нелинейности, и фильтр низких частот 
в виде фильтра Баттерворта первого порядка с ча-
стотой среза fc = 1/. Такой передатчик описыва-
ется уравнением

   21 2( ) ( ) ( ) .x t x t x t m t                   (4)

Уравнения ведомых систем приемника имеют 
следующий вид:

 21( ) ( ) ( ) ;y t y t x t                            (5)

 23( ) ( ) ( ) .z t z t x t                            (6)

Зададим такие значения параметров передат-
чика: 1 = 100, 2 = 10, 3 = 110,  = 1,9, fc = 0,5 
( = 2), — при которых он демонстрирует хаоти-
ческую динамику. На рис. 2, а представлен фраг-
мент временной реализации хаотического сигна-
ла x(t) на выходе передатчика. При близких зна-
чениях 1 и 1 + 2 временные реализации сигнала 
x(t) практически неразличимы. Поэтому сторон-
нему наблюдателю сложно определить сам факт 
передачи информационного сигнала.

Временная реализация передаваемого бинар-
ного сигнала m(t) показана на рис. 2, б. Каждый 
бит информационного сигнала m(t) передается 
в течение интервала времени l = 100. Этот же 
интервал времени используется для оценки дис-
персии сигналов, поступающих на вход детек-
торов. Восстановленный информационный сиг-
нал m(t) на выходе приемника также показан 
на рис. 2, б. Видно, что информационный сиг-
нал восстанавливается точно, но с некоторой за-
держкой, величина которой зависит от парамет-
ров детекторов.

Для моделирования шума в канале связи к вре-
менному ряду хаотического сигнала передатчика 
x(t) добавлялся гауссов шум с нулевым средним, 

  Рис. 2. Фрагменты временных реализаций хаоти-
ческого сигнала x(t) (a) и информационных 
сигналов m(t) и m(t) (б)
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отфильтрованный в полосе частот хаотической 
несущей. Для различных уровней шума в при-
емнике был восстановлен бинарный информаци-
онный сигнал m(t). Затем мы построили графи-
ки, иллюстрирующие вероятность ошибки на 
бит (BER) при передаче бинарного сигнала при 
различных отношениях сигнал/шум (SNR), по-
нимая под сигналом сигнал x(t).

Зависимости BER от SNR для различных зна-
чений l построены на рис. 3, а. На этом и после-
дующих графиках величина BER рассчитывалась 
при передаче случайной последовательности, со-
держащей 105 логических символов 0 и 1. При 
l = 100 и l = 200 сигнал сообщения выделялся 
без ошибок при SNR  12 дБ и SNR  10 дБ соот-
ветственно. То есть предложенная система связи 
демонстрирует значительно более высокую  по-
мехоустойчивость, чем остальные системы пере-
дачи информации, использующие хаотическую 
синхронизацию для передачи сигнала сообщения 
[8, 12].

В реальном канале связи всегда происходит 
затухание сигнала, которое может оказаться 
критичным для работы схемы передачи инфор-
мации. Действительно, многие системы связи, 
особенно хаотические системы с нелинейным 
подмешиванием и системы с переключением хао-
тических режимов, имеют низкую устойчивость 
к искажениям сигнала в канале связи. Для ис-
следования устойчивости предложенной схемы 
к амплитудным искажениям сигнала мы меняли 
затухание сигнала в канале связи.

Построены (рис. 3, б) зависимости BER от па-
раметра d = (At – Ar)/At, где At и Ar — амплитуды 
сигналов на выходе передатчика и входе прием-
ника соответственно. При l = 100 и l = 200 бинар-
ный информационный сигнал на выходе прием-
ника выделялся без ошибок при d  0,1 и d  0,15 
соответственно. Значение d = 0,1 соответствует 
затуханию сигнала примерно на 1 дБ. При таком 
уровне затухания сигнала в канале связи другие 
схемы с переключением хаотических режимов 

и схемы с нелинейным подмешиванием оказыва-
ются неработоспособными [12].

Исследуемая система передачи информации 
имеет определенные ограничения на скорость 
передачи сигнала сообщения. Это ограничение 
обусловлено переходными процессами, вызы-
ваемыми изменением параметров системы под 
действием информационного сигнала, и присуще 
всем системам связи с переключением хаотиче-
ских режимов. После скачкообразного измене-
ния времени запаздывания передающей системы 
возникает переходной процесс, лишь после окон-
чания которого одна из ведомых систем приемни-
ка синхронизуется с передатчиком. Для повыше-
ния скорости передачи информации необходимо 
уменьшить характерные временные масштабы 
хаотической системы или уменьшить длину вре-
менного интервала, в течение которого передает-
ся каждый бит. Однако в последнем случае это 
может привести к увеличению BER при выделе-
нии информационного сигнала в приемнике.

Зависимость BER от длины l интервала вре-
мени, в течение которого передается один бит 
(рис. 3, в), построена при SNR = 8 дБ и d = 0. В об-
ласти малых значений l с уменьшением l  наблю-
дается рост BER. С другой стороны, при  высоких 
уровнях шума в канале связи можно улучшить 
качество восстановления информационного сиг-
нала, увеличив величину l, что приведет к умень-
шению BER.

Сравнение представленных результатов чис-
ленного исследования системы передачи ин-
формации с результатами исследования экспе-
риментальной схемы [19] показывает, что при 
численном моделировании исследуемая система 
связи демонстрирует существенно более высокую 
устойчивость к шуму и затуханию сигнала, чем 
в радиофизическом эксперименте. В эксперимен-
тальной схеме величина BER при высоких уров-
нях шума была на порядок выше, а при большом 
затухании сигнала в разы выше, чем при числен-
ном моделировании. 

  Рис. 3.  Зависимости вероятности ошибки на бит: а — от отношения сигнал/шум; б — от затухания сигнала 
в канале связи; в — от длины интервала времени, в течение которого передается один бит
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Мы провели исследование причин столь суще-
ственной разницы характеристик BER в модель-
ной и экспериментальной системах и установили, 
что основной причиной увеличения BER в экспе-
риментальной установке является наличие по-
стоянного смещения сигнала в канале связи. Это 
смещение снижало устойчивость схемы к шумам 
и приводило к существенному ухудшению каче-
ства приема информационного сигнала. Таким 
образом, результаты численного моделирования 
системы связи показали, что возможности по-
строенной нами ранее экспериментальной схемы 
далеко не исчерпаны, и можно существенно улуч-
шить ее помехоустойчивость, введя подстройку 
постоянного смещения сигнала в канале связи.

Заключение

Проведены численные исследования ориги-
нальной системы передачи информации, осно-
ванной на переключении хаотических режимов 
в генераторе с запаздывающей обратной связью. 
Показано, что предложенная модификация при-

емника позволяет повысить устойчивость схемы 
к шумам и затуханию сигнала в канале связи.

Эффективность исследованной системы связи 
продемонстрирована при передаче бинарного ин-
формационного сигнала. Построены зависимости 
вероятности ошибки на бит от отношения сигнал/
шум, затухания сигнала в канале связи и длины 
интервала времени, в течение которого передает-
ся один бит. Обсуждены возможности увеличения 
скорости передачи информационного сигнала.

Сравнение результатов численного моделирова-
ния исследуемой системы связи с результатами ра-
нее проведенного исследования эксперименталь-
ной схемы свидетельствует о том, что эффектив-
ность предложенной схемы передачи информации 
может быть существенно улучшена в радиофизи-
ческом эксперименте. В частности, вероятность 
ошибки на бит при передаче бинарного информа-
ционного сигнала при высоких уровнях шума мо-
жет быть уменьшена в несколько раз.

Работа выполнена при поддержке РФФИ, 
грант № 13-02-00227, и гранта президента РФ, 
НШ-1726.2014.2.
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Introduction: Many communication systems based on chaotic synchronization have a low interference immunity and low resistance 
to signal distortion in the communication channel, which restricts their use in practice. Purpose: The development and investigation 
of a communication scheme with switching of chaotic regimes, which whould have a high resistance to noise and amplitude distortions 
of the signal in the communication channel. Results: A modification of the classic data transmission scheme with switching of chaotic 
regimes is proposed, which significantly increases the noise tolerance of the system. The transmitter and receiver are constructed on 
the base of time-delayed feedback oscillators, which exhibit high-dimensional chaotic dynamics. The proposed communication scheme 
has been studied numerically. The dependencies of bit-error rate of the recovered binary message on the signal-to-noise ratio, on the 
signal attenuation in the communication channel and on the bit transmission duration have been studied. It is shown that the proposed 
communication system has a significantly higher resistance to noise and amplitude distortions of the signal in the communication 
channel than most other communication schemes using chaotic synchronization for the transmission of information signals through 
an analog communication channel. Practical relevance: The proposed system of information transmission allows you to increase the 
tolerance to noise and signal attenuation in the communication channel of a scheme based on switching of chaotic regimes. This result 
opens a possibility for their use in practice.
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СТРУКТУРНЫЙ СИНТЕЗ ЦЕНТРА СОПРЯЖЕНИЯ 
КОРПОРАТИВНЫХ СЕТЕЙ
Т. М. Татарниковаа, доктор техн. наук, доцент 
аСанкт-Петербургский государственный университет аэрокосмического приборостроения, 
Санкт-Петербург, РФ

Постановка проблемы: функции по объединению и согласованию разнородных сетей в составе корпоративной 
сети выполняются в центрах сопряжения разного уровня — мостах, коммутаторах, маршрутизаторах и шлюзах. Центры 
сопряжения создаются на базе процессоров с типичными архитектурами I386, PowerPC, ARM, RISC и др. Такая жесткая 
привязка архитектуры к функциональности не позволяет гибко управлять ресурсами и распределять нагрузку, а произво-
дительность центра сопряжения при выполнении фиксированных задач используется не полностью, а лишь на 10–20 %.
Альтернативой является динамическая настройка структуры центра сопряжения в зависимости от решаемых задач и 
внешних условий. Цель работы состоит в разработке методики синтеза центров сопряжения разнородных информаци-
онных сетей с заданным набором свойств. Результаты: предложена модель центра сопряжения корпоративных инфор-
мационных сетей с выделением минимально полного набора структурных элементов, присущих всему многообразию 
вариантов центров сопряжения, что позволяет обеспечить универсальность данной модели в различных задачах син-
теза структуры центра сопряжения. Разработана методика структурного синтеза центра сопряжения, которая отличает-
ся от существующих комбинированным применением этапов автоматической генерации множества альтернативных 
структур центра сопряжения на основе генетического алгоритма и «ручного» выбора предпочтительного варианта для 
осуществления многокритериального синтеза структуры центра сопряжения в условиях, близких к реальным. Практи-
ческая значимость: методика синтеза структуры центра сопряжения может найти применение при решении задач 
проектирования корпоративных информационных систем и выбора сетевого оборудования.

Ключевые слова — разнородные сети, корпоративная сеть, центр сопряжения, коммутатор, маршрутизатор, 
шлюз, структурный синтез, показатель качества, оптимизация структуры, генетический алгоритм.

Введение

Реализация корпоративной сети связана с про-
блемой организации эффективного взаимодей-
ствия отдельных разнородных частей распреде-
ленной сети [1]. Разнородность распространяется 
на многие показатели: скорость передачи дан-
ных, архитектуру, длину пакетов, топологию, 
программное обеспечение. Все функции по объ-
единению и согласованию разнородных сетей 
выполняются в центрах сопряжения (ЦС) разно-
го уровня и назначения: мостах, коммутаторах, 
маршрутизаторах и шлюзах, — обеспечивающих 
необходимое преобразование в терминах как ап-
паратуры, так и программного обеспечения [2, 3].

Центры сопряжения реализуются в виде мно-
гопроцессорных мультипрограммных систем с оп-
ределенной конфигурацией. Выполняя основную 
функцию взаимодействия нескольких разнород-
ных сетей, ЦС обрабатывают большие потоки 
информации, что приводит к необходимости рас-
параллеливания во времени функций приема, 
передачи и обработки поступающих на их вход 
сообщений. Современные технологии построения 
ЦС основаны на идее динамической настройки 
их структуры в зависимости от решаемых задач 
и внешних условий, что позволяет повысить от-
дачу от уже сделанных инвестиций, оптимизиро-
вать и сократить затраты на приобретение нового 
оборудования [4]. 

Задачу структурного синтеза ЦС сформулиру-
ем как разработку методики выбора оптималь-
ной конфигурации ЦС в зависимости от внешних 
условий с обеспечением необходимого качества 
обслуживания.

Постановка задачи исследования

Задача структурного синтеза ЦС сформули-
рована как смешанная многопараметрическая и 
многокритериальная экстремальная задача с ог-
раничениями: при заданных технических харак-
теристиках центра сопряжения найти такую его 
оптимальную структуру, чтобы выполнялись ус-
ловия

äîï äîï äîï0  ( , ) , , ;i i iig Q H g g G g G< £ Î Î       (1)

  minf(Q, H),                                (2)

где Н — множество структурно-функциональ-
ных модулей ЦС; Q — множество технических ха-
рактеристик ЦС, { } 1, , ;iQ q i V= = G — множество 
показателей качества ЦС, { } 1, , ;iG g i P= = Gдоп — 
множество допустимых значений (ограничений)

на показатели качества ЦС, { }äîï äîï 1, , ;iG i Pg= =  

 — аддитивная функция стоимости ЦС.
Определим множества выражения (1). 
Множество Н — это базисный набор для стру-

ктурного синтеза центров сопряжения, вклю-
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чающий следующие функциональные модули 
(рис. 1):

— канальные модули КМ, предназначенные 
для выполнения процессов приема и передачи кад-

ров; обозначим как множество { }11 ÊÌ , ,i SM ==  

где S — число сопрягаемых неоднородных сетей;
— процессорный модуль ПМ, предназначен-

ный для выполнения уровневых протоколов ЦС. 
ПМ состоит из набора обрабатывающих модулей 
ОМ — процессоров; обозначим как множество

{ }1 2 72 OM , ; , ,i N jM = ==  где N — число ОМ, реали-

зующих протоколы j-го уровня эталонной моде-
ли взаимодействия открытых систем;

— модуль памяти — общее поле памяти ОПП, 
разбитое на секции для параллельного обслу-
живания нескольких КМ и ОМ; обозначим как

множество { }13 OÏÏ , ,i MM ==  где М — число сек-

ций общего поля памяти СОПП. Память хранит 
маршрутные и адресные таблицы, число мест для 
хранения пакетов, передаваемых от одного про-
цесса к другому, или буферную память БП;

— схема комплексирования СК, предназна-
ченная для объединения всех модулей в рамках 
одного ЦС; существует три СК: матрица комму-
тации — СК1, общая память — СК2, разделяемая 
шина — СК3;

— виртуальный канал ВК, предназначенный 
для отображения входа/выхода КМ и поступаю-
щей на него нагрузки; обозначим как множество 
М4.

Множество G — показатели качества — это 
параметры, задающие технические характери-
стики структурно-функциональных модулей ЦС, 
и параметры, характеризующие определенное 
решение, принятое при выборе структуры ЦС.

Определены следующие показатели, характе-
ризующие качество функционирования ЦС: 

— пропускная способность ЦС — g1; 
— задержка передачи кадра — g2; 

— вероятность блокировки принимаемых ка-
дров для входящего канала i (процент потерян-
ных кадров) — g3.

К множеству параметров Q, задающих техни-
ческие характеристики ЦС, отнесены:

— номинальное быстродействие обрабатываю-
щих модулей — q1;

— цикл обращения к памяти — q2;
— объем памяти — q3;
— длина машинного слова для обмена ОМ 

с памятью — q4;
— частота обращения ОМ к памяти — q5.
В качестве оптимизируемых параметров H 

в зависимости от типа ЦС обоснованы и выбраны 
следующие:

— число ОМ — N; 
— число СОПП — M; 
— число 1ÁÏ , ,i S=  закрепленных за каждым 

входящим каналом;
— матрица распределения ресурсов по 

СОПП — 1 1, ; , ,i R j MRS = =  где R — число общих 
ресурсов.

Процедура формирования оптимальной ма-
трицы распределения общих информационных 
ресурсов по СОПП, учитывающая не объем ре-
сурса, а число обращений к нему, приведена в ра-
боте [5].

Центр сопряжений структурируется из пере-
численных готовых функциональных модулей 
в зависимости от нагрузки и степени неоднород-
ности сопрягаемых сетей. С увеличением нагруз-
ки возможно увеличение производительности ЦС 
расширением процессорного модуля по горизон-
тали путем добавления одного или нескольких 
ОМ определенного уровня. При подключении но-
вой сети активизируется новый КМ и добавляют-
ся новые ОМ по вертикали и СОПП, необходимое 
число которых определяется заранее для соблю-
дения требуемых показателей качества обслужи-
вания. Переключением связей между модулями 
задается схема комплексирования [6]. 

Таким образом, структурная модель ЦС за-
пишется в виде следующего кортежа элементов, 
характеристик и связей:

( )
( ) ( )

1 4 5 1

1 5 2 3
1

5

1 ÁÏ

ÖÑ 2 3

4 ÑÊ

,, , , , ,

, , , , , , , .

, ,

i S

i

i

M q q q S

M q q N M q q M RS

M G

=

=

=

Частные варианты ЦС описываются следую-
щими кортежами [7]:

— мост:

( )1 4 5 1 21 2 ÁÏ 4 ÑÊ2,, , , , , , , ;iM q q q S M G==
  Рис. 1. Структура центра сопряжения
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— коммутатор на базе матрицы:

( )1 4 5 11 ÁÏ 4 ÑÊ1,, , , , , , , ;i SM q q q S M G=  

— коммутатор на базе общей шины:

( )1 4 5 11 ÁÏ 4 ÑÊ2,, , , , , , , ;i SM q q q S M G=

— коммутатор на базе общей памяти:

( )
( )

1 4 5 1

2 3

1 ÁÏ

3 4 ÑÊ3

,, , , , ,
;

, , , , , ,
i SM q q q S

M q q M RS M G

=

— маршрутизатор/шлюз: 

( ) ( )

( )
( ) ( )

1 4 5 1 51

2 3

1 ÁÏ 2

3

4 ÑÊ1 ÑÊ3 ÑÊ2 CK3

,, , , , , , , ,

, , , , .

,

i SM q q q S M q q N

M q q M RS

M G

=

  

Таким образом, решение сформулированной 
задачи синтеза структуры ЦС распадается на 
два этапа. На первом этапе на соответствующих 
моделях находятся зависимости показателей ка-
чества. На втором этапе решается оптимизацион-
ная задача, определяемая выражениями (1), (2).

Оценка характеристик, определяющих каче-
ство ЦС, выполняется с применением аппарата 
теории массового обслуживания и подробно рас-
сматривается в работах [8–11].

После определения характеристик ЦС реша-
ется задача формирования оптимальных конфи-
гураций архитектуры ЦС, которую предлагается 
реализовать с привлечением разработанного ге-
нетического алгоритма (ГА).

Методика структурного синтеза ЦС

Методика структурного синтеза ЦС, основан-
ная на ГА, носит итеративный характер, вклю-
чает последовательность шагов, некоторые из 
которых автоматизированы, в частности пара-
метрическая оптимизация, а часть из них связа-
на с лицом, принимающим решение, например, 
при выборе вычислительных средств, по способу 
их комплексирования, о необходимости повторе-
ния оптимизации [12]. Предлагаемая методика 
является некоторой системой, поддерживаю-
щей принятие решения, и включает следующие 
шаги.

1. Определение значений внешних параметров 
на основе сетевых требований.

1.1. S — числа портов ЦС (взаимодействую-
щих через ЦС сетей).

1.2.  1, ,i i S =  — номинальной скорости пере-
дачи информации в канале связи [бит/c].

1.3. ä
çt  — допустимой величины среднего вре-

мени задержки пакетов.

1.4. ä
èP  — допустимой вероятности искаже-

ния информации.
1.5. ä

áëP  — допустимой вероятности блоки-
ровки кадра.

2. Определение значений внешних параметров, 
отражающих информационные и алгоритмические 
свойства ЦС как элемента корпоративной сети.

2.1. L — средней длины пакета; Lmin — мини-
мального межкадрового интервала.

2.2.  — вектора коэффициентов использова-
ния входящих каналов.

2.3. q — вектора числа команд протокольных 
процессов.

2.4. Р — матрицы суммарного числа команд, 
на которое протокольные процессы занимают ин-
формационные ресурсы.

2.5. ЕР — матрицы суммарного числа обраще-
ний протокольных процессов к информацион-
ным ресурсам.

Большое количество названных внешних па-
раметров объясняется сложностью реальных 
параллельных систем, при проектировании ко-
торых необходимо учитывать влияние мульти-
процессорной реализации, сетевой операционной 
системы и протокольных процессов.

Значения параметров пп. 2.3–2.5 берутся из 
анализа реальных протоколов, который выпол-
няется автоматически специальными програм-
мами мониторинга и анализаторами.

Если при структурном синтезе ЦС требуется 
провести расчеты по определению объемов сек-
ций памяти (в том случае, если объемы блоков 
памяти не были определены при выборе техниче-
ских средств), дополнительно требуется опреде-
лить следующие параметры.

2.6. Lmax — максимальную длину пакета.
2.7.  P — вектор длин программных модулей 

протокольных процессов.
2.8. LP — вектор длин элементов информаци-

онных ресурсов.
3. Уточнение структуры технических средств.
3.1. Выбрать типовой модуль для локальной 

памяти с циклом обращения L и разрядностью 
слова  бит, объем которого достаточен для хра-
нения соответствующих уровневых протоколов. 
Определить коэффициент стоимости СL(L, ).

3.2. Выбрать тип процессора порта для КМi, 
1, ,i S  с номинальным быстродействием 

ÊÌ
í iB  и 

разрядностью слова i.
Проверить условия

E
 1min , ,i

L i S
L




£ =
¢

                         (3)

и

                       
ÊÌ
í

E
1

1, , ,
i

i

i S
 

B

q
> =                 (4)

где qi
 — число команд, выполняемых КМi, для 

записи (чтения) слова в (из) ОПП.
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Определить коэффициент стоимости

( )ÊÌ ÊÌ
í .,i iC B   Если (3), (4) не выполняются, то

необходимо выбрать либо микропроцессор для 
КМ с большим быстродействием и повторить 
п. 3.2, либо модуль ОПП с меньшим циклом обра-
щения и вернуться на п. 3.1.

3.3. Построить линейку типов микропроцес-
соров для ОМ с номинальным быстродействием 

ÎÌ
í iÂ  и разрядностью слова  1, , ,i i P =  где Р — 

число представленных типов микропроцессоров. 
Определить вектор коэффициентов стоимости

( )OM OM
í í  1, , , .ii i i PB C =

3.4. Построить линейку типовых модулей для 
ОПП с циклом обращения ÑÎÏ

i  секунд и разряд-
ностью слова i бит, 1, ,i G=  где G — число пред-
ставленных типовых модулей памяти. Определить

вектор коэффициентов стоимости ( ), .LL
ii i C

3.5. Определить способ комплексирования ОМ 
и КМ с ОПП и коэффициент стоимости ССК.

4. Введение параметров ГА:
— Z — числа особей в популяции;
— 1,2, 3, 4 — порядка операции кроссовера 

для разных хромосом;
— q — вероятности мутации гена;
— , Kдоп — критерия останова.
Каждая особь популяции описывается набо-

ром из четырех хромосом:
— N — число ОМ;
— ÎÌ ÎÌ

í1 í  , ..., ÐÂ Â  — линейка представленных 
быстродействий процессоров ОМ;

— M — число секций, на которые может быть 
разбита общая память;

— ÑÎÏÏ ÑÎÏÏ
1  .  , .., G    — линейка представлен-

ных быстродействий (времени доступа) памяти.
5. Реализация на ЭВМ алгоритма параметри-

ческой оптимизации.
5.1. Выбрать начальную популяцию S0, вклю-

чающую Z особей. 
Особь s Î S0 включить в популяцию только 

при выполнении ограничений 

1

1
( )

S

i i
i

j
L

  
=

³ å                                  (5)

и
                        ä

çç .tt £                               (6)

Если хотя бы одно из условий (5), (6) не выпол-
няется, то особь в популяцию не включается. 

Положить номер популяции k := 0.
5.2. Вычислить приспособленность каждой 

особи популяции Ф(s), s = 1, ..., Z, и приспосо-
бленность популяции в целом

( ){ }1 2   * min , , ..., ,k s s Z = =

где s — номер особи в популяции, который позво-
ляет однозначно определить соответствующий 

этой особи генотип; (s) — целевая функция за-
дачи оптимизации.

5.3. Селекция. Случайным образом (метод ру-
летки) выбрать родителей s1, s2 из популяции k 
для следующего потомства в соответствии с рас-
пределением вероятностей P1, …, Ps, …, PZ, где

( )
( )

.

s Sk

s
s

P
s




Î

=
å

5.4. Скрещивание. Построить хромосому по-
томка is¢  по s1, s2 при помощи оператора i — точеч-
ного кроссовера применительно к i-й хромосоме. 

5.5. Мутация. Модифицировать is¢  с вероятно-
стью q, заменив значение каждого гена потомка 
на противоположное.

5.6. Формирование новой популяции, кото-
рая объединяет решения следующего поколения. 
Для этого Z раз выполнить операции алгоритма, 
начиная с шага 5.3, помещая каждую вновь по-
лученную особь в следующую популяцию Sk+1. 
Затем положить номер новой популяции k := k + 1 
и перейти к шагу 5.7.

5.7. Останов. Если приспособленность L по-
следних популяций увеличилась на величину 
меньшую, чем , или если k = Kдоп, то остановить 
процесс эволюции. В качестве решения задачи 
оптимизации взять наилучшую из найденных 
особей последней популяции.

Процедура построения ЦС корпоративной ин-
формационной сети считается завершенной.

Результаты работы 
алгоритма оптимизации

Для коммутатора с общей памятью ГА позво-
ляет определить оптимальное число секций па-
мяти для обеспечения заданной производитель-
ности коммутатора. Результаты работы представ-
лены на рис. 2, а–г.

Для коммутатора с общей шиной ГА позволя-
ет подобрать производительность шины при из-
вестной входной нагрузке или определить макси-
мально возможное количество портов, подклю-
чаемых к шине, если производительность шины 
уже задана.

Для ЦС, выполняющих функции объедине-
ния и согласования разнородных сетей начиная 
с третьего уровня эталонной модели взаимодей-
ствия открытых систем, ГА находит оптималь-
ное число как секций памяти, так и процессоров 
обработки (ОМ). Результаты работы алгоритма 
представлены в табл. 1 и на рис. 3.

Выбор структуры ЦС типа маршрутизатор/
шлюз выполнялся с исходными данными, пред-
ставленными в табл. 2, при симметричном тра-
фике. Результаты работы по подбору структуры 
отображены в табл. 3.



ИНФОРМАЦИОННО
УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ № 3, 201596

ИНФОРМАЦИОННЫЕ КАНАЛЫ И СРЕДЫ

Анализ полученных результатов позволяет 
сделать следующие выводы:

— синтез структуры ЦС в большей степени опре-
деляется нагрузкой, поступающей на входы ЦС;

— синтез структуры ЦС любого уровня возмо-
жен только из предположения симметричности 
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  Рис. 2.  Зависимость от числа секций ОПП: средней 
задержки при  = 0,3 (а) и  = 0,9 (б); произ-
водительности при  = 0,3 (в) и = 0,9 (г)

  Таблица 1.  Максимальное количество портов, под-
ключаемых к шине

Lп, Б
Нагрузка на входе, пак./с

10 50 100 200 500 1000

Производительность шины 1 Мб/с

48 48 10 5 2 1 –

128 18 4 2 1 – –

512 4 1 – – – –

Производительность шины 3 Мб/с

48 145 29 14 7 3 1

128 54 11 5 3 1 –

512 13 3 1 1 – –

Производительность шины 10 Мб/с

48 482 96 48 24 10 5

128 181 36 18 9 4 2

512 45 9 4 2 1 –

Производительность шины 100 Мб/с

48 4822 964 482 241 96 48

128 1808 362 181 90 36 18

512 452 90 45 23 9 4

  Рис. 3. Зависимость количества портов от произво-
дительности шины
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  Таблица 2. Исходные данные для подбора струк-
туры ЦС типа маршрутизатор/шлюз

Номер 

порта i
Vi, бит/с Li, Б

Номер 

порта i
Vi , бит/с Li, Б

1 3106 32 33 48103 1024

2 12105 64 34 9,6103 1024

3 96103 128 35 1,5106 32

4 48103 256 36 106 32

5 48103 512 37 5108 32

6 9,6103 1024 38 108 32

7 106 32 39 106 64

8 5105 32 40 5105 64

9 5105 64 41 5105 64

10 15105 64 42 15105 64

11 105 128 43 105 128

12 105 128 44 105 128

13 96103 256 45 96103 128

14 48103 256 46 48103 128

15 104 512 47 104 256

16 96103 512 48 96103 256

17 3106 32 49 48103 1024

18 12105 64 50 9,6103 1024

19 96103 128 51 15105 32

20 48103 256 52 106 32

21 48103 512 53 5108 32

22 9,6103 1024 54 108 32

23 106 32 55 106 64

24 5105 32 56 105 64

25 5105 64 57 105 64

26 15105 64 58 15105 64

27 105 128 59 105 128

28 105 128 60 105 128

29 96103 256 61 96103 128

30 48103 256 62 48103 128

31 104 512 63 104 256

32 96103 512 64 96103 256
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выходного трафика, при асимметричном трафи-
ке необходимо проводить эксперимент на модели;

— частота обращения к общему ресурсу (па-
мяти, шине) определяется длиной пакета и дли-
ной машинного слова, на который настроен про-
цессор порта, и количеством информационных 
ресурсов, необходимых для выполнения прото-
кольных процессов. 

Заключение

Определен минимально полный набор струк-
турных элементов, покрывающий все многообра-
зие вариантов ЦС, что позволяет обеспечить уни-
версальность модели ЦС в различных задачах 
синтеза его структуры.

Определено множество внешних параметров, 
характеризующих ЦС с точки зрения выпол-
няемых ими функций для корпоративной сети. 
Выбраны показатели эффективности и качества 
ЦС. В результате сформулирована задача иссле-
дования как разработка методики синтеза оп-
тимальной конфигурации ЦС в зависимости от 
внешних условий с обеспечением необходимого 
качества обслуживания. 

Получены и представлены некоторые резуль-
таты оптимизации структуры ЦС: 

— коммутатора с общей памятью (определяет-
ся число СОПП);

— коммутатора с общей шиной (определяется 
число портов ввода/вывода);

— маршрутизатора/шлюза (определяется чис-
ло СОПП и ОМ).

  Таблица 3. Определение структуры ЦС при разной 
входной нагрузке
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Purpose: The functions of combining and harmonizing heterogeneous networks in the structure of a corporate network are performed 
in interface centers of various levels: bridges, switches, routers and gateways. These interface centers are based on processors with 
typical architectures: I386, PowerPC, ARM, RISC, etc. The architecture is rigidly anchored to the functionality, making it difficult 
to flexibly manage the resources and distribute the load. On fixed tasks, the performance of an interface center is used only by 
10–20%. An alternative is a dynamic adjustment of the interface center structure, depending on the task and on the ambient conditions. 
The purpose of this work is developing methods for building interface centers for heterogeneous information networks with a given 
set of properties. Results: А model is proposed for an interface center of corporate information networks, with a minimally complete 
set of structural elements common for all kinds of interface centers. This model is versatile for many problems of interface center 
structure synthesis. A structural synthesis technique is developed, different from the existing ones, as it jointly uses the stages of 
automatic generation of many alternative structures for an interface center using a genetic algorithm and "manual" selection of the 
preferred option for multicriteria synthesis of the interface center structure under conditions close to real ones. Practical relevance: 
The technique of interface center structure synthesis may find application in solving the problems of developing corporate information 
systems and choosing network equipment.

Keywords — Heterogeneous Networks, Corporate Network, Interface Center, Switch, Router, Gateway, Structural Synthesis, 
Quality Score, Optimization of Structure, Genetic Algorithm.
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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ АЛГОРИТМОВ МУЛЬТИСТАРТА 
И ПОИСКА С ЗАПРЕТАМИ ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ 
РАЗМЕЩЕНИЯ БАЗОВЫХ СТАНЦИЙ
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Постановка проблемы: синтез топологической структуры беспроводной сети передачи данных подразумевает пла-
нирование территориального размещения базовых приемо-передающих станций на местах-кандидатах и подключение 
к ним клиентов. Недостатками существующих подходов к решению этой задачи  являются использование методов, не 
показывающих высокую скорость расчета (метода ветвей и границ, эвристического метода Лагранжа и др.); отсутствие 
ограничений, учитывающих уровень затухания сигнала при распространении от базовой станции к клиенту и обратно, 
а также уровень межсотовых помех; использование всего одного типа базовых станций. Целью исследования является 
создание модели решения задачи размещения базовых станций, не имеющей указанных недостатков. Результаты: 
сформулирована задача размещения базовых станций с учетом уровня отношения сигнала к помехам для клиентов 
сети. Решение задачи представляется в виде вектора структур, каждая из которых хранит информацию об одном ме-
сте-кандидате (тип установленной базовой станции, список подключенных клиентов). Разработаны модификации ал-
горитмов вероятностного поиска с запретами и мультистарта, в основе которых лежит понятие окрестности текущего 
решения. Новое решение из окрестности текущего может быть получено при помощи одной из шести операций: смены 
типа одной станции на более дешевый/дорогой, переподключения одного клиента, удаления одной базовой станции, 
добавления одной станции, перемещения одной базовой станции. С целью избежать «застревания» в локальных опти-
мумах при поиске с запретами алгоритму запрещается просматривать решения из списка запретов. Новизна подхода 
заключается в том, что в список запретов добавляются не конкретные прошлые решения, а операции по изменению 
конфигурации сети, которые могут вернуть нас в старые локальные оптимумы. Сущность модифицированного алгорит-
ма мультистарта состоит в следующем: используются всего две операции для получения нового решения (удаление ба-
зовой станции и смена типа на более дешевый), просматривается только часть окрестности, переход к новому решению 
осуществляется по принципу «первое улучшение», алгоритм поиска лучшего решения запускается несколько раз. Раз-
работанные алгоритмы реализованы как программное обеспечение на языке Delphi. Показано, что новые алгоритмы 
демонстрируют лучшие результаты, чем метод локального поиска. Практическая значимость: разработанные модифи-
кации методов мультистарта и поиска с запретами позволяют находить решение задачи размещения базовых станций 
за приемлемое время, на много порядков быстрее точного метода полного перебора. Выявлена зависимость качества 
решения поставленной задачи методом вероятностного поиска с запретами от длины списка запретов и значения па-
раметра рандомизации окрестности.

Ключевые слова — размещение базовых станций, алгоритм мультистарта, поиск с запретами, беспроводные 
сети, оптимизация, SIR.

Введение 

Как известно [1], задача проектирования сети 
(в том числе и беспроводной) может быть сведена 
к отысканию минимума функционала приведен-
ной стоимости при наличии ограничений на ве-
роятностно-временные и структурные характе-
ристики сети и при требовании принадлежности 
множества вариантов архитектуры сети к обла-
сти технически реализуемых решений.

Среди русскоязычных публикаций по пробле-
ме размещения базовых станций (БС) отметим ра-
боту [2], посвященную сетям WiMAX. Подробная 
классификация алгоритмов размещения БС для 
сетей UMTS 3G дана в статье [3].

В данной работе сформулирована задача раз-
мещения БС, учитывающая уровень затухания 
сигнала при распространении от БС к клиенту 
и обратно, уровень межсотовых помех и наличие 
в сети нескольких типов БС. Поставленная задача 
решается метаэвристическими методами вероят-

ностного поиска с запретами (ПЗ) и мультистар-
та (МС), демонстрирующими высокую скорость 
и точность нахождения решения.

Постановка задачи размещения БС 

Задача размещения БС заключается в том, 
что у нас есть Ntp клиентов, каждого из которых 
необходимо подключить к БС. Базовая станция 
может быть установлена на одном из Nps мест-
кандидатов. Имеется Ntypes типов БС, отличаю-
щихся по своим характеристикам. Задача сво-
дится к минимизации общей стоимости уста-
новленных БС при выполнении ряда ограни-
чений.

Для описания решения задачи размещения 
БС нам необходимо воспользоваться такой еди-
ницей представления данных, как структура. 
Структура — композитный тип данных, по-
зволяющий хранить совокупность переменных 
различного типа (полей), объединенных одним 
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именем [4]. В нашем случае структура содержит 
в себе три поля: 

— переменную type, показывающую, какого 
типа БС установлена на данном месте-кандидате 
(если type = 0, то БС не установлена);

— переменную cl_nbr — число клиентов, под-
ключенных к данному месту;

— одномерный массив (вектор) целых чисел 
CL размерности cl_nbr, содержащий номера кли-
ентов, подключенных к данному месту.

Решение задачи мы будем представлять в ка-
честве вектора Sol, элементами которого явля-
ются структуры, соответствующие местам-кан-
дидатам (здесь и в дальнейшем запись вида A[j] 
означает обращение к j-му элементу вектора A; 
элементы массивов нумеруются, начиная с 1). 
Обращение к полю обозначается при помощи 
символа «.». То есть Sol[4].type означает тип БС 
4-го места-кандидата, а, например, Sol[5].CL[3] — 
номер 3-го клиента, подключенного к БС на мес-
те № 5.

Клиент может быть подключен к месту-канди-
дату, только если на нем уже установлена БС, т. е. 
для каждого места, у которого Sol[s].cl_nbr  0, 
должно выполняться неравенство Sol[s].type  0.

Пусть b — вектор, элементами которого явля-
ются требуемые полосы пропускания для клиен-
тов;  — вектор, элементами которого являются 
максимальные производительности БС разного 
типа. Для каждой установленной БС суммарный 
требуемый трафик не должен превосходить мак-
симально возможную производительность обору-
дования:
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Пусть max
BSP  — вектор, элементами которого 

являются максимальные мощности БС разного 
типа; max

TPP  — вектор максимальных мощностей 
клиентов; tar

BSP  — вектор, элементами которого 
являются чувствительности БС разного типа; 

tar
TPP  — вектор, элементами которого являются 

чувствительности клиентов; G — двумерный 
массив (матрица) размерности Ntp Nps, каждый 
элемент которого 0  G[i][s]  1  отражает уровень 
затухания между i-м клиентом и местом уста-
новки s.

Несмотря на затухание сигнала на пути от БС 
к клиенту, мощность, доходящая от приемника 
к передатчику, должна превышать минималь-
ную целевую мощность:
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Ограничение (2) составлено для режима 
downlink. Для режима uplink аналогичное огра-
ничение выглядит следующим образом:
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Целевая функция, которую необходимо мини-
мизировать, имеет вид

[ ]

[ ]
1

.

1 1

.

,

ps

ps

N

s
N s cl_nbr

si
dB

s i

s type

SIR k



Sol

Cost Sol
=

= =

é ù= +ë û

+ ⋅

å

å å                 (4)

где Cost — вектор стоимостей (включая установ-
ку) БС разного типа.

Первое слагаемое (4) — суммарная стоимость 
комплекса. Второе слагаемое отвечает за учет 
уровня SIR для всех клиентов системы. SIR — от-
ношение уровня сигнала к уровню помех (signal-
to-interference ratio) [5], в общем случае оно рас-
считывается так:

10lg( / ).dB signal interferenceSIR P P=
      

  (5)

В нашей задаче мы рассчитываем SIR отдель-
но для каждого клиента. В числителе фигури-
рует получаемый сигнал от той БС, к которой 
подключен клиент, в знаменателе — сигналы от 
остальных БС, которые создают помехи:
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где wsiqz = 0, если s = q и i = z, иначе wsiqz = 1.
Коэффициент k обеспечивает одновременный 

учет в целевой функции затрат на создание сети 
и уровня SIR клиентов. k имеет размерность сто-
имости комплекса БС, тем самым обеспечивая 
сохранение размерности в формуле (4), так как 
SIR — безразмерная величина. k должен обеспе-
чивать «штраф» за низкий уровень SIR и «награ-
ду» за высокий. В данной работе принято k = –10 
условных единиц стоимости (k имеет отрицатель-
ное значение, так как мы решаем минимизацион-
ную задачу, а значит, хороший высокий уровень 
SIR должен уменьшать целевую функцию).

Необходимо отсортировать типы БС по возраста-
нию цены. В дальнейшем мы будем исходить из то-
го, что i-й тип БС дороже (i – 1)-го и дешевле (i + 1)-го.
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Метод локального поиска 

Для начала мы предлагаем рассмотреть алго-
ритм локального поиска (ЛП), так как именно он 
лежит в основе большинства метаэвристических 
методов оптимизации. Данный алгоритм являет-
ся итеративным методом. На каждом шаге рас-
сматривается некоторое множество соседних ре-
шений — так называемая окрестность текущего 
решения. В качестве следующего из нее выбирает-
ся решение, доставляющее максимум оценочной 
функции. Процесс продолжается до тех пор, пока 
в окрестности имеются решения лучшие, чем те-
кущее по отношению к оценочной функции [6].

Ниже  представлен простейший алгоритм ЛП 
для задачи минимизации [7]. Предполагается, 
что вектор x — решение некоторой оптимизаци-
онной задачи. Множество всех возможных векто-
ров обозначим X. Пусть требуется минимизиро-
вать некоторую функцию f(x) на множестве X:

1. x0 — начальное решение.
2. Текущее решение x = x0.
3. Построить окрестность соседних решений 

N(x).
4. Найти такое решение z Î N(x), что f(z)  f(y) 

для всех y Î N(x).
5. Положить x = z.
6. Если окрестность соседних решений не со-

держит ни одного решения, улучшающего целе-
вую функцию, то работа алгоритма прекращает-
ся, x — результат, иначе перейти к шагу 3.

Метод поиска с запретами 

Метод поиска с запретами (Tabu Search) яв-
ляется одним из наиболее эффективных метаэв-
ристических методов. Предложил его в 80-е гг. 
Ф. Гловер (F. Glover) [8, 9]. Отличительная черта 
этого метода заключается в процессе введения и 
снятия некоторых искусственных ограничений 
задачи в ходе поиска решения [6].

Основным недостатком метода ЛП является его 
остановка при достижении локального оптимума. 
Мы же ищем глобальный оптимум. Очевидно, 
что глобальный оптимум есть также и локаль-
ный, поэтому для успешного поиска решений мы 
должны как-то переходить от одного локального 
оптимума к другому [10].

В методе ПЗ с целью преодолеть вышеописан-
ный недостаток вводится так называемый список 
запретов (Tabu List). Этот список хранит некоторое 
количество предыдущих решений, и при выборе 
нового решения запрещается выбирать из окрест-
ности решения, содержащиеся в списке запретов 
[10]. Данный прием помогает избегать «застрева-
ния» в локальном оптимуме, расширяет простран-
ство поиска, позволяя алгоритму поиска с запрета-
ми находить лучшие решения, чем метод ЛП.

Метод мультистарта 

Как уже было сказано, глобальный оптимум 
является в то же самое время одним из локаль-
ных оптимумов. Соответственно, если просмо-
треть все локальные оптимумы и выбрать из них 
лучший, то это даст нам окончательное решение 
задачи. Метод МС нацелен на то, чтобы обойти 
как можно большее число локальных оптимумов 
[11]. Суть метода проста: алгоритм ЛП (вернее, 
его модификация) запускается несколько раз. 
Лучшее решение, полученное при каждом запу-
ске поиска, сохраняется в памяти. По окончании 
времени поиска лучший из локальных оптиму-
мов возвращается в качестве решения задачи.

Метод даст хорошие результаты при выполне-
нии двух условий [11]:

— каждый запуск алгоритма (будем называть 
его старт) должен стартовать из нового начально-
го решения;

— сама процедура ЛП должна быть выполнена 
так, чтобы каждый новый старт по возможности 
приводил в новый локальный оптимум. Это необ-
ходимо для расширения пространства поиска.

Метод МС показывает результаты, сопостави-
мые с другими метаэвристиками, и поэтому ча-
сто используется для решения NP-трудных задач 
[12, 13].

Окрестность решения 

Понятие «окрестность» является самым ин-
тересным в метаэвристиках, основанных на ЛП. 
Оно плохо формализовано и для каждой кон-
кретной задачи оптимизации обладает своей 
спецификой. В случае задачи размещения БС мы 
имеем решение, представленное в виде ряда БС 
с подключенными к ним клиентами. Необходимо 
определить, какие решения являются наиболее 
близкими к нашему. Нами был предложен ме-
тод формирования окрестности решения посред-
ством осуществления небольших изменений в те-
кущем решении. Новое решение из окрестности 
текущего решения можно получить одним из ше-
сти способов (операций).

1. Смена типа одной БС на более дешевый. По-
добного рода операция (Sol[s].type = Sol[s].type –
– 1) возможна для каждого элемента массива Sol, 
у которого Sol[s].type > 1. При новой конфигура-
ции БС мы должны проверить решение Sol на со-
ответствие требованиям (1)–(3).

2. Смена типа одной БС на более дорогой. 
Данная операция (Sol[s].type = Sol[s].type + 1) воз-
можна для каждого элемента массива Sol, у кото-
рого Sol[s].type  Ntypes и Sol[s].type  0.

3. Переподключение одного клиента (т. е. под-
ключение к другой БС). Данная операция воз-
можна для каждого клиента. Если мы ищем 
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новую БС для i-го клиента, то мы должны после-
довательно [проверяя на соответствие ограничени-
ям (1)–(3)] пробовать подключить его к одному из 
мест-кандидатов (кроме его текущего места), начи-
ная с самого ближнего к клиенту i. Очевидно, что 
место w, к которому мы хотим подключить клиен-
та, должно иметь активную БС (Sol[w].type  0).

4. Удаление одной БС. Данная операция воз-
можна для каждого активного места-кандидата. 
Для каждого из клиентов удаляемой станции s 
мы запускаем операцию «Переподключение од-
ного клиента». Если все клиенты s-й станции 
можно подключить к другим БС, значит удале-
ние s-й станции возможно. 

5. Добавление одной БС. Данная операция воз-
можна для каждого пустого места (Sol[s].type = 0). 
Мы устанавливаем на место s новую станцию и 
пробуем подключить к ней самого близкого кли-
ента (пусть его номер i). Если такое подключение 
возможно [для s-го места выполняются ограниче-
ния (1)–(3)], то новое решение Sol является допу-
стимым. Клиента с номером i, естественно, необ-
ходимо отключить от его старой БС.

6. Перемещение одной БС. Данная операция 
возможна для каждого активного места-канди-
дата. Пусть мы перемещаем БС с места s. Тогда 
мы должны последовательно пробовать поместить 
ее на пустые места-кандидаты, начиная с самого 
ближнего к месту s, с учетом того, что на новом ме-
сте w должны выполняться ограничения (2) и (3).

Алгоритм вероятностного поиска 
с запретами для решения задачи 
размещения БС 

Рассмотрим рандомизированную окрестность 
Np(x) Í N(x), где каждый элемент окрестности N(x) 
включается в множество Np(x) с вероятностью 
0  p  1 (p — параметр рандомизации окрест-
ности) независимо от других элементов [14]. 
С ненулевой вероятностью множество Np(x) мо-
жет совпадать с N(x), может оказаться пустым 
или содержать ровно один элемент. Алгоритм 
поиска с запретами, представленный в данном 
разделе, осуществляет вероятностный ЛП по 
рандомизированной окрестности (поэтому он на-
зывается вероятностный ПЗ), совершая шаги как 
улучшающие, так и ухудшающие целевую функ-
цию, что позволяет алгоритму перемещаться от 
одного локального оптимума к другому в целях 
найти среди них лучшее решение.

Использование рандомизированной окрестно-
сти Np(x) дает лучшие результаты по сравнению 
с просмотром полной окрестности N(x) [14–16]. 
Очевидно, что при p = 1 окрестность Np(x) совпа-
дает с N(x).

Основным механизмом, позволяющим алго-
ритму покидать локальные оптимумы, является 

список запретов TL. Список строится по преды-
стории поиска, т. е. по нескольким последним 
итерациям, и запрещает часть окрестности N(x) 
текущего решения [7]. В классическом методе по-
иска с запретами в TL добавляются те решения, 
которые были признаны лучшими на соответ-
ствующей итерации и к которым был применен 
переход как к новым текущим решениям.

Обновление списка запретов состоит из двух 
этапов: удаление самого «старого» элемента спи-
ска (если текущая длина списка равна макси-
мальной длине l) и добавление в список нового 
элемента. Однако специфика нашей задачи та-
кова, что для нее характерно очень большое про-
странство поиска, в котором легко «застрять» 
в локальной окрестности, принадлежащей одно-
му пику, даже если использовать очень большой 
список запретов. Возможных решений может 
быть слишком много.

Поэтому мы предлагаем в список запретов до-
бавлять не решения, а операции, которые нельзя 
будет осуществлять в течение l следующих ите-
раций. То есть каждое изменение, примененное 
к решению, порождает запрет на операцию, ко-
торая может вернуть нас в это самое решение. 
Ниже приведены пары «изменение» — «запрет» 
(далее фразой типа «s-я БС» мы для краткости 
обозначаем БС, расположенную на s-м месте):

1) «смена типа s-й БС на более дешевый» — 
«смена типа s-й БС на более дорогой»;

2) «смена типа s-й БС на более дорогой» — 
«смена типа s-й БС на более дешевый»;

3) «переподключение i-го клиента» — «пере-
подключение i-го клиента»;

4) «удаление s-й БС» — «добавление s-й БС»;
5) «добавление s-й БС» — «удаление s-й БС»;
6) «перемещение s-й БС на w-е место» — «пере-

мещение w-й БС».
Представим общую схему вероятностного по-

иска с запретами для задачи размещения БС.
1. Построить начальное решение Curr.
Введем обозначения: p — параметр рандо-

мизации окрестности; TL — список запретов; 
Best_neigh — лучшее решение в текущей окрест-
ности; cost_best_neigh — целевая функция ре-
шения Best_neigh; Best — лучшее решение за-
дачи.

2. TL = Æ.
3. Best = Curr.
4. Построим окрестность решения Curr при 

помощи шести вышеописанных операций (кроме 
тех, которые есть в списке запретов TL).

5. cost_best_neigh = .
6. Цикл. Для каждого решения Sol из постро-

енной окрестности выполним:
6.1. Пусть w — случайное число из диапазона 

[0; 1]. Если w > p, то переход к следующей итера-
ции цикла.
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6.2. Если решение Sol — недопустимое [не 
удовлетворяет одному из ограничений (1)–(3)], то 
переход к следующей итерации цикла.

6.3. Если (Sol) < cost_best_neigh, то Best_
neigh = Sol и cost_best_neigh = (Sol).

7. Если cost_best_neigh = , то переход к п. 11.
8. Curr = Best_neigh.
9. Обновить TL.
10. Если(Curr) < (Best), то Best = Curr.
11. Если время работы алгоритма time истек-

ло, то переход к п. 12, иначе к п. 4.
12. Вернем Best в качестве решения задачи.

Алгоритм мультистарта 
для решения задачи размещения БС 

Введем понятие жадного алгоритма. В жад-
ном алгоритме делается выбор, который являет-
ся самым лучшим в данный момент, т.  е. произ-
водится локально оптимальный выбор в надеж-
де, что он приведет к оптимальному решению 
глобальной задачи [17]. В предлагаемом нами ме-
тоде мультистарта используется жадная эвристи-
ка «первое улучшение» [11]. Суть ее заключается 
в том, что при ЛП мы рассматриваем одно слу-
чайное соседнее решение z из окрестности теку-
щего решения x. Если f(z) лучше, чем f(x), то те-
кущим решением становится z. Подобный пере-
ход к первому же лучшему решению расширяет 
пространство поиска, что в сочетании со старта-
ми из разных начальных решений позволит по-
пасть в большее количество разных локальных 
оптимумов.

Новые потенциальные решения мы будем ге-
нерировать не из окрестностей N(x) или Np(x), 
а из окрестности Ngreed(x). Ngreed(x) — окрест-
ность, получаемая при помощи операций «удале-
ние одной БС» и «смена типа одной БС на более 
дешевый» к x. Таким образом, Ngreed(x), в отли-
чие от N(x), содержит только решения с целевой 
функцией, лучшие, чем у x.

Ниже представлена общая схема алгоритма 
мультистарта для задачи размещения БС.

1. i = 0.
Введем обозначения: N_iter_max — макси-

мальное число итераций алгоритма подряд без 
улучшения целевой функции; n_iter — число ите-
раций подряд без улучшения целевой функции.

2. i = i + 1; n_iter = 0.
3. Построить начальное решение Curri.
4. Сгенерируем Sol — решение из окрест-

ности Curri, полученное при помощи операции 
«Удаление одной БС» или «Смена типа одной БС 
на более дешевый».

5. Если решение Sol — допустимое [удовлетво-
ряет каждому из ограничений (1)–(3)], то переход 
к п. 6. Если время работы алгоритма истекло, то 
переход к п. 9, иначе к п. 4.

6. Если (Sol) < (Curri), то Curri = Sol и 
n_iter = 0, иначе n_iter = n_iter + 1.

7. Если время работы алгоритма time истекло, 
то переход к п. 9.

8. Если n_iter = N_iter_max, то переход к п. 2, 
иначе к п. 4.

9. Вернем лучшее из решений Curri в качестве 
окончательного решения задачи.

Компьютерное моделирование 

Разработанные алгоритмы реализованы как 
программное обеспечение в среде Embarcadero 
Delphi XE5. С его помощью был проведен ряд вы-
числительных экспериментов по нахождению 
оптимального расположения БС и подключения 
к ним клиентов. Моделирование проводилось 
на компьютере с процессором Intel Core i5-3470 
и оперативной памятью 6 ГБ.

Первая серия вычислительных эксперимен-
тов была посвящена исследованию быстродей-
ствия и точности предложенных модификаций 
методов ПЗ и МС путем сравнения их с методом 
полного перебора (ПП). Принцип алгоритма ПП 
очень прост: мы должны перебрать все возмож-
ные решения задачи, отсеять все недопустимые 
решения, а среди оставшихся выбрать лучшее 
(с точки зрения значения целевой функции). Так 
как метод ПП не позволяет решать задачу за по-
линомиальное время, сравнение проводилось на 
задачах малой и средней размерности.

Пусть Ntypes = 2. Эксперименты проводились 
на 9 тестовых задачах (по 3 значения Ntp и Nps  по-
рождают 9 комбинаций). Зафиксируем параме-
тры алгоритма ПЗ: l = 50, p = 0,15, time = 0,1 с. 
Параметры алгоритма МС: N_iter_max = 50, 
time = 0,1 с. Результаты работы алгоритмов при-
ведены в табл. 1. Каждая ячейка табл. 1 содер-
жит три строки: верхняя — это время работы 
алгоритма ПЗ в секундах, в скобках — значение 
соответствующей целевой функции в условных 
единицах, средняя и нижняя — аналогичные 

  Таблица 1.  Сравнение результатов алгоритмов по-
иска с запретами и мультистарта с ме-
тодом полного перебора

Ntp

Nps

5 7 10

3 0,100 с (27 382)

0,100 с (27 382)

0,030 с (27 382)

0,100 с (26 784)

0,100 с (26 784)

0,710 с (26 784)

0,100 с (26 516)

0,100 с (26 516)

65,19 с (26 516)

5 0,100 с (26 776)

0,100 с (26 776)

0,606 с (26 776)

0,100 с (26 570)

0,100 с (26 570)

31,59 с (26 570)

0,100 с (26 476)

0,100 с (26 476)

5140,7 с (26 476)

7 0,100 с (26 458)

0,100 с (26 458)

14,65 с (26 458)

0,100 с (26 396)

0,100 с (26 396)

1390 с (26 396)

0,100 с (26 230)

0,100 с (26 230)

455798 с (26 230)
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величины для МС и ПП соответственно. Время 
решения задачи для методов ПЗ и МС приводится 
как среднее за 10 запусков алгоритма, значение 
целевой функции — как лучшее за 10 запусков 
алгоритма. Представленные в табл. 1 данные сви-
детельствуют о том, что на задачах малой размер-
ности предложенные алгоритмы обеспечивают 
получение точных значений целевой функции, 
как и метод ПП, который дает точное решение 
при каждом запуске алгоритма. При этом алго-
ритмы ПЗ и МС справляются с решением задач 
размещения БС за очень малое время.

Далее был проведен ряд вычислительных экс-
периментов с целью выявить влияние параметра 
рандомизации окрестности p и длины списка за-
претов l на качество получаемых решений мето-
дом ПЗ. В качестве тестового примера была вы-
брана задача следующей размерности: Ntp = 100, 
Nps = 100, Ntypes = 3. Результаты эксперимента 
представлены на рисунке. По оси абсцисс отложе-
ны значения p в диапазоне [5 %; 100 %] с дискрет-
ностью 5 %. По оси ординат отложены значения 
оценки относительной погрешности решений, ко-
торая считается как среднее отклонение получен-
ных решений от лучшего из известных решений 
задачи. Для каждой пары p и l приведены усред-
ненные результаты за 50 запусков, time = 20 с.

Как видно из графиков, на данных примерах 
алгоритм ПЗ достигает наибольшей эффектив-
ности при p Î [0,1; 0,35], что в целом согласуется 
с результатами работы [14]. Также выявлено, что 
при значениях длины списка запретов, равных 
50–100, алгоритм поиска с запретами показыва-
ет наилучшие результаты. Наилучшее значение 
оценки относительной погрешности получено 
при l = 50 и p = 0,15 (2,709 %). 

Также был проведен ряд вычислительных 
экспериментов с целью сравнить эффективность 
методов ЛП, ПЗ и МС при решении задач разной 

размерности. Зафиксируем параметры алгорит-
ма ПЗ: l = 50, p = 0,15. Параметры алгоритма МС: 
N_iter_max = 50. Моделирование производилось 
следующим образом: сначала каждую из задач 
мы решали методом ЛП (усредняя результаты 
за 50 запусков). Далее мы решали ту же задачу 
методами ПЗ и МС (те же 50 запусков для каж-
дого метода), ограничивая их работу временем, 
которое понадобилось методу ЛП для решения 
задачи. Результаты эксперимента приведены 
в табл. 2. Каждая ячейка таблицы содержит две 
строки: верхняя — это время работы алгоритма, 
нижняя — значение оценки относительной по-
грешности решений, получаемых данным алго-
ритмом. Из таблицы видно, что методы ПЗ и МС 
решают задачу размещения БС лучше, чем алго-
ритм ЛП. При этом алгоритм МС показывает луч-
шие результаты, чем вероятностный ПЗ.

Заключение

Проведенное компьютерное моделирование 
позволяет сделать следующие выводы.

1. Предложенные модификации алгоритмов 
поиска с запретами и мультистарта способны ре-
шать задачу размещения БС.

2. Для задач малой и средней размерности ре-
зультаты методов ПЗ и МС совпадают с резуль-
татами метода ПП. При этом предложенные ме-
тоды решают задачу на много порядков быстрее, 
чем точный метод ПП. 

3. Программное обеспечение, разработанное 
на базе предложенных алгоритмов, может нахо-
дить решение задач средней и большой размерно-
сти за время, не превышающее 1 мин. 

4. Рекомендуемыми параметрами алгорит-
ма ПЗ, позволяющими находить хорошее реше-
ние за приемлемое время, являются следующие: 
l = 50–100, p = 0,1–0,35.

5. Предложенные модификации методов ПЗ 
и МС решают задачу размещения БС лучше, чем 
алгоритм ЛП. При этом алгоритм МС показывает 
лучшие результаты, чем ПЗ.  Влияние рандомизации окрестности и длины списка 

запретов на относительную погрешность решений
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Параметр рандомизации окрестности

l = 25 l = 50 l = 100

l = 150 l = 200

  Таблица 2. Сравнение результатов локального по-
иска, алгоритма поиска с запретами 
и метода мультистарта

Размерность задачи 

(Ntp Nps  Ntypes)

Метод

ЛП ПЗ МС

50503 0,191 с

32,775 %

0,191 с

20,598 %

0,191 с

13,828 %

1001003 2,535 с

31,690 %

2,535 с

13,194 %

2,535 с

9,170 %

1501503 11,933 с

38,305 %

11,933 с

22,039 %

11,933 с

13,299 %

2002003 36,389 с

24,008 %

36,389 с

16,130 %

36,389 с

13,700 %
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Purpose: The synthesis of a topological structure for a wireless data network implies planning territorial distribution of the base 
transceiver stations on potential sites, and connecting to the clients. The existing approaches to this problem have shortcomings: using 
solution methods with low computing speed (branch and bound method, heuristic method of Lagrange, etc.); lack of restrictions which 
would take into account the level of signal fading during its propagation from the base station to the client and back and also the level 
of inter-cell interference; using only one type of base stations. The goal of this research is creating a model for base station location 
which would be free from the above-mentioned drawbacks. Results: The problem of base station location has been formulated, taking 
into account the signal-to-interference ratio for the network clients. A problem solution is represented as a vector of structures, each 
storing the information about one potential site (the installed base station type, the list of connected clients). Modified algorithms of 
probabilistic tabu search and multi-start have been developed, based on the concept of current solution neighborhood. A new solution 
from the neighborhood of the current solution can be obtained using one of the following six operations: changing the type of a station 
to a more cheap/expensive one, reconnecting a client, removing a base station, addind a station, moving a base station. In order 
to avoid getting stuck in local optima during the tabu search, the algorithm is disabled to browse solutions from the tabu list. The 
novelty of the approach is that the tabu list is filled not with real decisions made in the past, but with operations to change the network 
configuration which can bring us back to old local optima. The essence of the modified multi-start algorithm is as follows: only two 
operations are used to obtain a new solutions (removing a base station and changing the type of a station to a cheaper one); only a part 
of the neighborhood is browsed; the transition to a new solution is performed on the "first improvement" principle; the algorithm 
of finding the best solutions runs several times. The developed algorithms are implemented in Delphi programming environment. 
It has been shown that the new algorithms show better results than the local search method. Practical relevance: The developed 
modifications of tabu search and multi-start methods help to find the solution for the base station location problem in a reasonable 
time, many orders of magnitude faster than the exact method of exhaustive search. It has been found that the quality of the problem 
solution obtained by probabilistic tabu search depends on the length of the tabu list and on the value of the neighborhood randomization 
parameter.

Keywords — Base Station Location, Multi-Start Algorithm, Tabu Search, Wireless Networks, Optimization, SIR.
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Purpose: The aim of the present study was to develop a simple and accurate way to measure vitamin D levels. Vitamin D 
nowadays is measured by a variety of methods which their common drawbacks are expensive equipment and the need for 
high trained technical staff. In this research we measured vitamin D levels by means of Fourier transform infra red method 
in conjugation with the evanescent wave spectroscopy technique, in order to develop a simpler vitamin D measurement 
method. Methods: Blood samples were collected from patients with vitamin D deficiency at five intervals before and up to 
16 days after they took a dose of 200,000 IU vitamin D3. Samples were measured by the conventional bio-chemical method 
and by the evanescent wave spectroscopy means. Results: Correlation was found between the vitamin D levels measured 
by the traditional method and by the evanescent wave spectroscopy technique. The absorption lines occurred prominently 
in the IR spectral regions of the Amide I (≈1650 cm−1),Amide II (≈1530 cm−1) and the (≈3400 cm−1) absorption band which 
is attributed to the hydroxyl group indicated by the O-H stretch. In addition, the examination of the blood samples using the 
evanescent wave spectroscopy with clustering techniques facilitated the discrimination between vitamin D deficiency and 
normal vitamin D levels. Practical relevance: This study demonstrates the potential of using the Fourier transform infra 
red method in conjugation with the evanescent wave spectroscopy techniquecoupled with multivariate analysis as a non-
expensive, rapid and accurate alternative to the routine methodologies.

Keywords — FTIR-ATR Spectroscopy, Mid Infrared, Vitamin D.

Introduction

It has been well-known for decades that vitamin D 
is activated in the skin by ultraviolet B radiation and 
that its main activities are calcium balanceby affect-
ingcalciumabsorption, secretion, bone metabolism 
and control of PTH. Although, how much vitamin D 
is produced in the body under given ultraviolet B ex-
posure conditions is still discussed [1]. In the last de-
cade, it has been suggested that vitamin D plays an 
important role in various diseases, e.g. osteoporosis, 
rickets, diabetes mellitus, cardiovascular disease, 
multiple sclerosis, different forms of cancer and a 
number of mental disorders, including depression [2].

Vitamin D exists in two main physiological forms 
[3], vitamin D2 and vitamin D3, which are hydrox-
ylated by liver enzymes into 25-hydroxyvitamin D2 
(25(OH)D2) and 25-hydroxyvitamin D3 (25(OH)D3), 
respectively. Their level in plasma is considered the 
best indicator of physiological vitamin D status. 

Current health systems make daily use of sev-
eral analytical methods which are usually applied 
to measure 25(OH)D. Among which are the radio-
immunoassay method,the LIASONE which is an 
automated antibody and microparticle-based che-
miluminescent immunoassay method, the high per-
formance liquid chromatography and recently the 
liquid chromatography tandem mass spectrometry 

method which is accepted as the reference method 
of choice for 25(OH)D determination. The main 
drawbacks to radioimmunoassay are the expense 
and hazards of preparing and handling the radio-
active antigen, and the requirement of specially 
trained personnel and labs. The chromatography 
techniques also require expensive equipment and 
a great deal of technical experience. The above 
drawbacks increase in third world countries.

Hence, there is great need for a fast, low-cost, 
safe, simple and accurate method for measuring vi-
tamin D or at least one that will indicate vitamin D 
status as normal, low level or severely deficient.

In recent decades, fourier transform infrared 
(FTIR) spectroscopy with or without attenuated to-
tal reflection (ATR) accessory, is a field that has un-
dergone significant development for its utilization as 
a simple, reproducible, accurate diagnosis tool [4] in 
which nondestructive and minimum sample prepara-
tion is required. In addition, these techniques pro-
vide molecular-level information allowing investiga-
tion of functional groups, bonding types, and mo-
lecular conformations. Spectral bands in vibrational 
spectra are specific and provide direct information 
about the biochemical composition [5].

Fourier transform infrared has also been ap-
plied in a variety of medical fields, e.g. hematology 
[6], and diseases of various organs, e.g. laryngeal 
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cancer [7], colorectal cancer [8], lung cancer [9], 
liver cancer [10], and many others. Furthermore, 
FTIR spectral analysis has been used to character-
ize proteins [11], nucleic acids [12] and a variety of 
diseases by locating their spectral fingerprint [13] 
in the infrared spectrum. FTIR technique has also 
been applied in the detection of low level quantities 
(in the range of 50 ng/ml), of the hormone proges-
terone at levels of 17 to 76 ng/ml by recognizing the 
functional groups of ketone, methyl and methyl-
ketone at 1724, 1375 and 1354 cm–1 wavenumbers 
respectively [14]. Furthermore, spatially resolved 
FTIR spectroscopy of single oral mucosa cells has 
also been investigated [15]. FTIR technique has 
been used to measure low level concentrations of 
materials in air, like ethene which was obtained 
with a limit of detection of 1.1 ppb (in the range of 
1 ng/ml) in air samples in the Austrian Alps [16]. 

Vitamin D has characteristic absorption spectra 
in the mid-IR range 3–30 μm, due to the excitation 
of fundamental rotational and vibrational transi-
tions in this spectral range [17]. Therefore, simple 
and reliable optical sensing methods, such as mid-
IR evanescent wave spectroscopy, can be used for 
their detection. This method is of particular in-
terest due to its intrinsic molecular specificity, 
robustness and the possibility to deal with liquids 
such as blood which have a very high absorption in 
the mid-IR. ATR spectroscopy has long been used 
as a method for chemical and biological analysis 
[18]. The method is based on the principle of optical 
absorption of an evanescent wave outside a wave-
guide. When light is totally internally reflected 
in a waveguide there is an evanescent wave that 
decays exponentially outside the waveguide over 
a distance of a few wavelengths. If a liquid like 
plasma blood is placed on the waveguide, the eva-
nescent wave may be partially or totally absorbed 
and the transmission through the waveguide is re-
duced. This will occur at specific wavelengths that 
correspond to the absorption peaks of the sample. 
Therefore, by measuring the transmission of the 
waveguide, at different wavelengths, one is actually 
measuring the absorption spectrum of the sample. 

The main purpose of this study was to employ 
FTIR-ATR spectroscopy to determine vitamin D 
values several times before and during 16 days af-
ter a loading of 200,000 IU vitamin D3 was taken. 
This intra-subject study design was chosen since it 
eliminates unique physiological features specific to 
each subject and enhances the vitamin D measure-
ment reliability.

Materials and Methods

In this study, 11 healthy subjects (mean and SD 
age (36±13) years old) with vitamin D deficiency 
(mean and SD (17.5±3.4) ng/ml) participated. Each 

subject read and signed an informed consent form 
pretrial, approved by the hospital Helsinki com-
mittee. For each patient a venous blood sample was 
taken five times (Helsinki no. 009-13-HYMC and 
NIH no. NIC01770262). Plasma was obtained by 
centrifugation of whole blood and stored at 20 C 
before further analysis. The first blood sample 
was taken before the patient swallowed a dose of 
200,000 IU of vitamin D3. Then blood samples were 
taken at 4 hours, 24 hours, 48 hours and 16 days 
after the loading. Each plasma blood sample 10 ml 
was divided equally into two samples. 5 ml of the 
sample was transferred to the biochemical labora-
tory in order to measure the vitamin D level by the 
LIAISON 25 OH vitamin D total Assay (DiaSorin 
Inc., USA). The second 5 ml sample was transferred 
to the electro-optical laboratory for Mid-IR exami-
nation. For analysis, the frozen plasma samples 
were thawed at room temperature for 60 min. Each 
specimen was transferred to the IR-spectrometer 
and a spectrum was obtained.

An Oriel MIR 8025 FTIR spectrometer with 
PIKE HATR attachment containing a Zinc Selenide 
(ZnSe) crystal was used to acquire IR-spectra (8 cm–1 
spectral resolution within the 5000–1000 cm–1 re-
gion, co-added for 100 scans). Prior to use and be-
tween each specimen, the ATR crystal was washed 
with ethanol and dried with tissue paper. In addi-
tion, background and saline absorption spectra 
were also taken prior to the examination of each 
new specimen. Spectra were analyzed for baseline 
correction, smoothing and converted into absor-
bance by eFTIR software (Essential FTIRTM).

Raw spectra were processed employing prin-
cipal components analysis (PCA) principal coor-
dinates analysis (PCoA) and linear discriminant 
analysis (LDA) using the PAST software package 
(University of Oslo, Norway). Grouping of spec-
tra into clusters and the extent to which these 
clusters correspond to classes of the sample was 
calculated. PCA and PCoA are based on the as-
sumption that variation implies information: it re-
places the original wavenumbers between 1000 to 
5000 cm–1 with just a very few significant or prin-
cipal components. Each plasma blood spectrum 
obtained, is replaced by a “score”; thus in a scores 
plot, each set of measurements (spectrum) appears 
as a single point in n-dimensional space. PCA and 
PCoA allow one to distinguish between vitamin D 
levels.

Principal components analysis was also used for 
data reduction and processing of the output using 
LDA. In LDA, new variables are found such that the 
ratio of the between-cluster variance to the within-
cluster variance is maximized, so that the clusters 
display maximum separation. LDA also allows the 
choice of predetermined classes to be taken into ac-
count during the derivation of clusters.
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Results and Discussion

Vitamin D levels
Total vitamin D during the 16 days after the 

loading, was determined by the LIAISON 25, us-
ing chemiluminescent immunoassay technology. 
During the first days following the loading, to-
tal vitamin D levels were rising (Fig. 1); however, 
from the end of week 1, values were monotonically 
decreasing, as has been shown in previous stu-
dies [19]. 

Infrared spectrums of blood plasma samples
Infrared spectra were taken for all plasma blood 

samples of the subjects. Fig. 2, a shows the spectra of 
a representative subject (male, age 50 years old, vi-
tamin D levels at the time of recruitment 15 ng/ml) 
of a set of blood plasma samples after saline sub-
traction. This set is for spectra taken before the vi-
tamin D3 loading, 7 days and 16 days post loading.

The vitamin D levels as measured by the LIAISON 
25 system were 15 ng/ml at 0 hours, 32 ng/ml 
at 7 days and 36 ng/ml after 16 days, respectively. 
It can been seen that spectral differences between 
plasma samples concern mainly the wavenumber 
range of the Amide I and II at 1550 and 1640 cm–1 
and the (3300 to 3400 cm1) absorption band which 
is attributed to the hydroxyl group indicated by the 
O-H stretch. This strong absorption band of the OH 
group compared to the other relative strength of 
the absorbance of the vitamin D spectrum is most 
likely attributable to an alcohol group in the mol-
ecule [20]. The spectral line at 3300 cm–1 has simi-
larly been attributed to vitamin D in the literature 
[21].  The set in Fig. 2, b is for spectra  taken during 
the 16 days after loading from a variety of subjects 
with vitamin D range from 13 to 45 ng/ml.

This demonstrates the same behavior as was 
shown in Fig. 2, a: as vitamin D levels increase, 

absorption lines in the ranges 1550, 1640 and 
3300 cm–1 increase respectively.

PCA/PCoA-LDA analysis 
of blood plasma samples

Although visual differences in spectral peak in-
tensities and/or positions were not observed mark-
edly between spectra for different vitamin D levels, 
small differences were noted throughout the 1600 
and the 3300 cm–1 range, as seen in Fig. 2. These 
spectral differences were exploited for tissue clas-
sification with the multivariate statistical tech-
niques of PCA/LDA. In Fig 3, a and b a good separa-
tion was observed between two classes of vitamin D 
levels, as the “low” level (vitamin D deficiency) is in 
the range of 20 ng/ml and the “high” level (normal 
vitamin D values) is in the range of 30 ng/ml.

We analyzed spectra in the region of 1000 to 
5000 cm–1 using LDA for the differences between 
two vitamin D levels (the low level (vitamin D de-
ficiency) was less than 20 ng/ml and the high level 
(normal vitamin D levels) was above 26 ng/ml). 
As shown in Fig. 4, PCA-LDA provides clearer clus-
tering and separation between these two vitamin D 
levels.
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Conclusions

This preliminary study shows that measuring 
the mid-IR spectrum of plasma blood using FTIR/
ATR spectroscopy technique creates a simple, di-
rect and rapid quantitative analysis method for vi-
tamin D levels. 

Our results show that vitamin D levels can be as-
signed specifically to spectral bands of the Amide I 
and II and the O-H stretch at 3400 cm–1; clustering 
analysis with PCA/PCoA-LDA facilitated the iden-
tification of and the discrimination between vari-
ous vitamin D3 25OH levels.

Although, our sampling data is small, we can 
conclude that the Mid-IR spectral method for the 
determination of vitamin D3 25OH is a feasible 
method that has the advantage of being simple, 
non-expensive, unhazardous, and accurate, so that 
it can be an alternative to the methods currently 
in use. Further studies are needed to verify these 
findings.

  Fig. 3.  PCA (a) and PCoA (b) scores plot, classed by vitamin D levels shown in parentheses. Class I: levels below 
23 ng/ml and Class II: levels between 28 to 45 ng/ml
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КОНЦЕПТУАЛЬНЫЕ ПОДХОДЫ 
К ФОРМИРОВАНИЮ СТРАТЕГИИ РАЗВИТИЯ 
ГОРНОПРОМЫШЛЕННОГО КОМПЛЕКСА МЕСТНОГО ЗНАЧЕНИЯ
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Введение: на настоящее время практически не существует региональных программ стратегического развития гор-
нопромышленных комплексов местного значения, к которым относятся в основном производства по добыче обще-
распространенных видов полезных ископаемых: строительных камней, песка, песчано-гравийных материалов, торфа 
и т. п., — которые крайне важны для экономики региона и, прежде всего, для строительного и аграрного сектора, малой 
энергетики. Цель исследования: разработка концептуальной схемы формирования стратегии развития горнопромыш-
ленного комплекса регионального значения с выделением стратегических программ развития по видам полезных иско-
паемых. Результаты: исследования определили специфические проблемы развития горнопромышленного комплекса, 
добывающего общераспространенные виды полезных ископаемых, к которым относятся ориентация на внутренние 
рынки и практически полное отсутствие возможности выхода на внешние рынки, невысокая инвестиционная привле-
кательность, низкий уровень использования производственных мощностей. Установлено, что данные проблемы имеют 
системный характер и требуют совершенствования концептуальных принципов  в части формирования стратегии раз-
вития горнопромышленного комплекса регионального значения. На основании выявленных проблем в сферах вос-
производства ресурсов, инновационной и инвестиционной политик, экологии определены для горнопромышленного 
комплекса, добывающего минеральное сырье местного значения, приоритетные стратегические направления разви-
тия: максимальное использование существующего природно-сырьевого потенциала; инновационное технологическое 
развитие добывающих производств; поиск возможностей диверсификации производств; активное использование тех-
ногенных отходов (пески-отсевы); развитие интеграционных механизмов горного бизнеса и государства. Практическая 
значимость: результаты исследования могут быть использованы департаментами промышленности и недропользова-
ния при формировании приоритетов развития и стратегических программ развития отраслей горнопромышленного 
комплекса регионального значения. 

Ключевые слова — горнопромышленный комплекс, стратегия развития, государственное регулирование, регион, 
местные полезные ископаемые, программный подход.

Введение

Горнопромышленный комплекс (ГПК), функ-
ционирующий в регионах «негорнопромышлен-
ного» типа экономики, представлен, как правило, 
предприятиями, добывающими общераспростра-
ненные полезные ископаемые. К ним, в частности, 
относятся пески, песчано-гравийное сырье, стро-
ительный камень, облицовочный камень, торф. 
Кроме того, в минерально-сырьевом комплексе 
(МСК) регионов большую роль могут играть та-
кие полезные ископаемые, как доломиты, глины, 
известняк. Перечисленные полезные ископаемые 
часто называют полезными ископаемыми мест-
ного значения. Общераспространенные полезные 
ископаемые играют существенную роль при ре-
ализации проектов промышленного, дорожного 
и гражданского строительства. Ленинградская 
область, Московская область, бо �льшая часть ре-
гионов Центрального федерального округа и др.  
относятся к регионам «негорнопромышленного» 
типа экономики. ГПК на таких территориях, как 
правило, не приносит основную часть доходов 
бюджета региона, но играет значимую роль во 
многих сферах промышленности, строительства, 
жилищно-коммунального хозяйства. Также 

ГПК местного значения способен обеспечивать 
сбалансированное развитие базовых экономиче-
ских комплексов – топливно-энергетического, 
металлургического, агропромышленного, хими-
ческого, строительного, создания продуктов вы-
соких технологий и др.  

В условиях устойчивого функционирования 
региональной экономики продукция предпри-
ятий, добывающих полезные ископаемые мест-
ного значения, будет всегда востребована. 

Необходимо отметить тот факт, что прорабо-
танность стратегических целевых программ раз-
вития подотраслей ГПК на уровне региона край-
не низкая. Стратегическое программирование 
является необходимым атрибутом устойчивого 
функционирования ГПК местного значения, та-
кие целевые программы могут быть сформиро-
ваны для каждого вида полезных ископаемых. 
В этой связи со стороны региональных властей 
требуется проведение целенаправленной поли-
тики, способствующей формированию стратегии 
развития ГПК местного значения, и разработка 
комплекса мероприятий, стимулирующих не-
дропользователей к модернизации добывающих 
производств, отвечающих современным потреб-
ностям экономики региона.
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Проблемы региональных программ 
стратегического развития

Основная проблема развития ГПК региональ-
ного значения – это ориентация на внутренние 
рынки и практически полное отсутствие возмож-
ности выхода на внешние рынки. Для многих 
горных компаний характерны невысокая инве-
стиционная привлекательность, низкий уровень 
использования производственных мощностей, 
высокий физический и моральный износ произ-
водственных фондов.

Особая роль ГПК местного значения обуслов-
ливает целесообразность а) исследования проблем 
взаимодействия добывающих отраслей с осталь-
ными отраслями промышленности, агропромыш-
ленным комплексом, транспортом и б) разработ-
ки концепции инновационного развития отрасли 
в целях ее стабилизации в ближайшей перспек-
тиве и создания условий для экономического ро-
ста в долгосрочной перспективе.

Низкая рентабельность проектов, относитель-
но узкие рынки сбыта и возможности реализации 
традиционной продукции диктуют необходимость 
инновационного развития ГПК и диверсифика-
ции производства. Так, например, торф, помимо 
традиционной — топливной — промышленности, 
может широко применяться и в других отраслях. 
Торф и продукция на его основе используются 
в качестве субстратов и органических удобрений 
в растениеводстве; сырья для химии и термо-
химии; подстилки и пищевых добавок в живот-
новодстве; торфяных тканей и торфодерновых 
ковров; фильтрующего, сорбционного, изоляци-
онного, строительного материала; материала для 
биофильтрации и др.

Необходимо отметить, что современный этап 
развития МСК, функционирующего в регионе «не-
горнопромышленного» типа, напрямую связан 
с крупномасштабным строительством на террито-
рии региона федеральных и областных объектов 
транспортной инфраструктуры. Продукция МСК 
в таких регионах будет востребована в перспек-
тиве, поэтому со стороны региональных властей 
требуется разработка долгосрочных программ, 
стимулирующих недропользователей к иннова-
ционному развитию добывающего производства 
и способствующих организации выпуска про-
дукции, отвечающей рыночным потребностям 
экономики региона [1].

В основу разработки концепции сбалансиро-
ванного развития ГПК местного значения должен 
быть заложен всесторонний учет горнотехниче-
ских и экономических особенностей отрасли и ее 
тесные интеграционные взаимосвязи с другими 
специализирующими отраслями промышленно-
сти региона. При разработке стратегии развития 
ГПК целесообразно задействовать инновацион-

ный и имеющийся производственно-технический 
потенциал, внутриотраслевые резервы. Также 
следует оценить развитие внутренних рынков 
и необходимость реанимации обрабатывающих 
производств, проблемы интенсификации инфра-
структурных проектов [1, 2].

Отсутствие комплексных целевых программ 
устойчивого развития ГПК, добывающих сырье 
местного значения и ориентирующихся на локаль-
ные рынки, приводит к тому, что не развивается 
альтернативная энергетика и нетрадиционное ис-
пользование некоторых видов сырья. В качестве 
примера можно привести торфяную и сланцевую 
промышленность Ленинградской области:  

— более 600 месторождений торфа в нерас-
пределенном фонде недр, огромное количество 
заброшенных месторождений, нулевая инвести-
ционная привлекательность;

— закрытие шахт по добыче горючего сланца 
и, как следствие, экономическая стагнация тер-
ритории, отток рабочей силы, потеря потенци-
альных доходов и др.

В целом Ленинградская область представляет 
собой территорию с относительно развитой гор-
нодобывающей инфраструктурой. Современная 
минерально-сырьевая база области включает 
в себя 397 месторождений твердых полезных ис-
копаемых, учтенных государственным балансом 
запасов. На базе выявленных месторождений 
твердых полезных ископаемых действует свыше 
160 карьеров и более 150 предприятий по произ-
водству строительных материалов. Из добывае-
мого сырья производятся и могут производиться: 
глинозем, минеральные удобрения, горючие слан-
цы, цемент, асбесто-цементные изделия, кирпич, 
стеновые материалы, плитки керамические, гла-
зурованные, фасадные и половые, щебень, гра-
вий, песок строительный, керамзит, порошковая 
глина, известковая мука, разнообразные камен-
ные изделия из изверженных и метаморфических 
пород, силикатные материалы, стекло, различная 
сельхозпродукция из торфа и сапропеля [3, 4]. 

В настоящее время имеются проблемы стра-
тегического программирования на уровне регио-
нов и отраслей. Существующие программы, как 
правило, не позволяют системно и целенаправ-
ленно развивать сырьевую базу таких полезных 
ископаемых, которые не принесут сверхдоходов 
(в отличие от нефти или природного газа). Также 
необходимо понимание взаимосвязи процессов 
освоения местных полезных ископаемых, тех-
нологического развития горных производств 
и обеспечения устойчивости в социальной сфе-
ре. Формирование стратегических программ по 
развитию ГПК, добывающего общераспростра-
ненные полезные ископаемые, и их реализация 
должны обеспечить стабильные поступления 
в региональный бюджет. Кроме того, мероприя-
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тия, заложенные в программы, позволят создать 
новые производства и рабочие места, оживить 
малый горный бизнес, активизировать иннова-
ционный бизнес. 

Стратегия развития ГПК, функционирующего 
в регионе «негорнопромышленного» типа, должна 
сформировать универсальные методические под-
ходы к стратегическому программированию тер-
риториального развития, обеспечить рациональ-
ное использование местных сырьевых активов, 
а также позволить достичь устойчивого развития 
ряда проектов в базовых отраслях промышленно-
сти региона и модернизации инфраструктуры.

Разработка стратегии 
сбалансированного развития

Порядок разработки стратегии сбалансирован-
ного развития ГПК, добывающего местные полез-
ные ископаемые и функционирующего в регионе 
«негорнопромышленного типа», представлен на 
рисунке. 

Стратегический анализ является одним из спо-
собов выработки направлений развития ГПК пу-
тем установления разрыва между стратегическими 
целями и возможностями их достижения, обуслов-
ленными реальным производственно-экономиче-
ским потенциалом хозяйствующих субъектов. 

Стратегический анализ проводится в рамках 
следующих блоков: идентификация объектов 
и субъектов стратегического анализа, анализ 
внешней и внутренней среды, сопоставление эко-
номических интересов компаний, региона, госу-
дарства и прочих заинтересованных групп. Во 
многом интересы компаний, добывающих обще-
распространенные полезные ископаемые, связа-
ны с реализацией крупных проектов по строи-
тельству дорог федерального значения.

Объектом анализа является минерально-сырь-
евая база рассматриваемого региона и производ-
ственные возможности горных компаний, управ-
ленческий и трудовой потенциал. Субъектами, 
определяющими стратегию развития ГПК регио-
на, являются региональные структуры управле-
ния в сфере недропользования и промышленной 
политики, горнодобывающие и перерабатывающие 
предприятия региона, инвесторы, предприятия ба-
зовых отраслей региональной экономики, экологи-
ческие и общественные организации, население. 

Уточняя процесс разработки стратегии развития 
ГПК местного значения, целесообразно изучить ряд 
аспектов, влияющих на качественную проработку 
стратегических программ, и провести ряд меропри-
ятий, к которым, в частности, относятся:

— анализ инновационных, экономических, 
экологических и социальных процессов и тен-
денций в развитии экономики региона в целом и 
ГПК региона в ретроспективе 10–15 лет;

— выявление меры влияния на будущее раз-
витие инерционных, дестабилизирующих факто-
ров и тенденций, берущих начало в предшеству-
ющем периоде;

— анализ особенностей минерально-сырьевого 
потенциала региона с выявлением диспропорций 
в воспроизводстве запасов полезных ископаемых;

— детализированный прогноз потребности 
рынка в продукции добывающих производств 
с выявлением новых рынков и областей расши-
рения масштабов потребления продукции в пер-
спективе;

— оценка возможностей получения новых ви-
дов продукции (ранее либо невостребованных, 
либо технологически невозможных) из добытого 
сырья;

— анализ возможностей рационального ком-
плексного использования минерально-сырьевых 
ресурсов региона и групп месторождений;

— оценка потенциала энергоэффективности 
горных производств;

— исследование возможностей масштабного 
использования техногенных отходов производ-
ства;

— изучение возможностей использования ин-
ститутов государственно-частных партнерств и 
механизмов краудсорсинга при формировании 
отраслевых стратегий; 

— оценка бюджетной эффективности страте-
гических программ развития подотраслей ГПК 
с определением сопряженных и косвенных эф-
фектов, возникающих при освоении минерально-
сырьевой базы, и роста объемов добычи;

— оценка степени влияния общественных и 
природоохранных организаций, а также местно-
го населения на реализацию стратегических про-
грамм.

В последнее время  при разработке стратеги-
ческих планов социально-экономического разви-
тия территорий используются механизмы обрат-
ной связи, которые основываются на мнениях не-
зависимых экспертов и населения. Такие методы 
называют краудсорсингом, их можно применять 
и при создании отраслевых стратегических про-
грамм с привлечением к участию в процессе их 
формирования недропользователей, экологиче-
ских организаций, специалистов, местное насе-
ление.

В целом качество стратегического планиро-
вания и программирования может существенно 
улучшиться при применении механизмов крауд-
сорсинга.

Стратегический анализ отрасли по добыче об-
щераспространенных полезных ископаемых по-
зволил определить приоритетные направления 
развития ГПК местного значения, к которым от-
носятся: 

— поиск и освоение новых месторождений; 
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  Порядок разработки стратегии развития ГПК, добывающего полезные ископаемые местного значения

 

Определение вектора 
экономических интересов 

горнодобывающих 
компаний, региона, 

федеральных проектов 

Идентификация объектов и субъектов стратегического анализа  

Анализ условий
 

 
внешней среды 

 
 

Анализ условий  
внутренней среды 

(использование методов  
управленческого анализа)

 

  

 Зоны интересов 
стейкхолдеров
Предприятие
Регион
Проекты федерального 
масштаба
Общественные организации
Население

 

 

 
 

 

 
 
 

Оценка возможностей устойчивого роста и конкурентоспособности ГПК региона
 

Выделение и оценка системы критериев и целевых показателей развития ГПК
 

Сопоставление возможностей предприятий ГПК 
с поставленными целями регионального развития и предполагаемыми результатами.

 
 

Разработка концепции развития ГПК региона
 

Политика 
возможностей  

Политика выбора
 Политика 

поддержки  

Формирование возможных стратегий развития ГПК по сферам  

Разработка общей
 
стратегии развития ГПК и обеспечивающих ее программ и проектов

 

 

Механизмы реализации и контроля.  
Оценка восприятия стейкхолдерами реализации стратегических программ 

Экономические, 
географические 
и социальные особенности
субъекта федерации
Институциональная среда
Экология
Потребители 
и рынки сбыта
Предприятия базовых
отраслей региона 
Инфраструктура
Конкурентные факторы
Социальные факторы

Объекты минерального 
сырья
Прогнозные ресурсы 
и лицензионные участки
Субъекты недрополь-
зования
Состояние основных 
производственных фондов
Техника и технологии
Человеческий капитал
Финансовые ресурсы
Организационная 
культура предприятий 

Воспроиз-
водство 

минерально-
сырьевой базы

Иннова-
ционная

деятельность

Инвестиции 
и финансы

Экономико-
правовая 

среда
Экология Социальная

среда

Разработка стратегий по подотраслям 
(видам полезных ископаемых: щебень, пески, торф, глина)

— максимальное использование существую-
щего природно-сырьевого потенциала; 

— инновационное технологическое развитие 
добывающих производств;

— поиск возможностей диверсификации про-
изводств; 

— вовлечение в промышленный оборот техно-
генных отходов (пески-отсевы); 

— развитие интеграционных механизмов гор-
ного бизнеса и государства;

— активизация деятельности на  региональ-
ных рынках.
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Заключение

Развитие институциональной среды, способ-
ствующей сбалансированному развитию ГПК 
региона, должно быть ориентировано на совер-
шенствование регионального инвестиционного 
законодательства и нормативно-правовой базы 

в сфере недропользования; совершенствование ме-
тодов и инструментов стратегического програм-
мирования; стимулирование инновационной де-
ятельности; формирование внебюджетного инве-
стиционного фонда на основе отчислений в этот 
фонд определенной доли выручки от реализации 
продукции; стимулирование налогообложения.
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Purpose: At the moment, local mining complexes lack regional programs of strategic development. This is especially true for the 
production of construction stones, sand, sand-gravel materials, peat, etc. They are extremely important for the regional economies, 
especially for construction, agriculture and small-scale power generation. Efficient government policy in the mining industry and its 
innovative development should provide steady factors of support and growth. The goal of this research is developing a conceptual strategic 
framework for the formation of a regional mining complex with allocated strategic programs for particular types of minerals. Results: The 
researches defined specific problems of the mining complex extracting common useful minerals, such as: focusing on the domestic markets 
and the almost complete absence of access to external markets, low investment attractiveness, low level of capacity utilization. There has 
been established that these problems have system character and demand improvement of the conceptual principles of strategy formation of 
regional mining complex. On the basis of problems in areas of reproduction of resources, innovation and investment policies, environment, 
the researchers revealed the priority strategic directions of development of the mining complex extracting local common useful minerals, 
such as: maximum use of existing natural resources potential; innovative technological development of extractive industries; seeking 
opportunities for the diversification of industries; intensive use of industrial wastes (Sands-screenings); development of integration 
mechanisms of the mining business and the state. Practical relevance: The results of this research can be helpful for industrial and mining 
departments when choosing the development priorities and building strategic programs for regional mining complex branches. 

Keywords — Mining Complex, Development Strategy, Governmental Regulation, Region, Local Minerals, Program Approach.
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Постановка проблемы: в отечественной авиации по-прежнему сохраняется устойчивая тенденция строительства 
самолетов, не учитывающая потребности населения регионов и рынка авиаперевозок. Вместе с тем базовым усло-
вием для формирования типов и опций региональных самолетов должна стать организованная на основании потреб-
ностей регионов архитектура авиасети. Цель: разработка алгоритма принятия решений, определяющего приоритетные 
(базовые) принципы формирования требований к региональным самолетам. Результаты: сформулированы требова-
ния к набору опций регионального самолета и на примере региональной авиации Красноярского края определены 
свойства отечественного самолета для региональной авиации: утилитарность, наличие многофункционального транс-
формированного грузопассажирского салона, минимальная механизация и упрощенная электроника, укороченный 
взлет/посадка. Практическая значимость: описанный алгоритм в условиях возрождающихся промышленных основ 
авиастроения разрешит более системно и максимально обоснованно сформировать типологию регионального самоле-
та с набором опций, необходимых для обслуживания труднодоступных территорий государства. Это, в свою очередь, по-
зволит избежать в дальнейшем сложной процедуры адаптации к местным условиям самолета, при разработке которого 
не учитывались особенности региональной авиасети.

Ключевые слова — региональная авиация, концепция развития, анализ процессов, системы управления.

Введение

Значению и проблемам развития региональ-
ного сообщения сегодня уделяется большое вни-
мание на всех уровнях, что доказывает остроту 
данного вопроса.

В начале 1990-х гг. региональная авиация со-
кратила объемы перевозок более чем в 6 раз по 
сравнению с данными советского периода и нахо-
дится в таком положении уже более двух десят-
ков лет.

Постепенно межрегиональная авиация ста-
ла получать поддержку на федеральном уровне, 
а вот за местную авиацию ответственность пол-
ностью несут регионы. При этом региональные 
власти в связи с ограниченностью финансового 
ресурса обеспечивают минимальные потребно-
сти населения региона в авиасообщении, не пред-
усматривая меры стимулирования к повышению 
качества авиаперевозок.

C 2011 г. действуют федеральные программы 
стимулирования перевозок и приобретения со-
временной авиатехники. Это, конечно, дало им-
пульс к развитию региональной авиации. Если 
до 2011 г. сегмент местных перевозок стагниро-
вал на фоне динамики авиаперевозок в целом, то 
уже с 2012 г. в нем резко возросла инвестицион-
ная активность и динамика объемов работ. 

Вместе с тем даже возросшее финансирование 
несопоставимо с потребностями для реновации 
фондов. По оценкам Федерального государствен-

ного унитарного предприятия «Государственный 
научно-исследовательский институт граждан-
ской авиации», к 2020 г. отрасли потребуется 
до 400 региональных и 600 легких самолетов [1]. 
Этот сегмент и открывает основные возможности 
развития отечественной авиапромышленности. 
Решать эту стратегическую задачу должно толь-
ко государство. 

Переходя к рассмотрению тактики реализа-
ции вышеуказанной стратегии, необходимо ак-
центировать внимание на будущей архитектуре 
организации местного и регионального сообще-
ний. Именно она должна предъявить производи-
телям требования к тактико-техническим харак-
теристикам новых воздушных судов (ВС). 

Таким образом, алгоритм принятия решений 
должен быть основан на следующем принципе: 
формирование опций регионального и местного 
самолетов должно стать производной от резуль-
татов анализа архитектуры региональной и мест-
ной сети авиасообщений. 

Красноярский край: авиасообщение 
сегодня

Сегмент региональных перевозок, представ-
ленный сегодня, в первую очередь, социально 
значимыми безальтернативными направления-
ми в северных и восточных регионах, в ближай-
шие годы столкнется с серьезными трудностями, 
обусловленными выбытием повсеместно исполь-
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зуемой авиатехники советского производства 
в связи с истечением ее назначенного ресурса.

Красноярский край в данном случае не исклю-
чение. Протяженность края с севера на юг 2 500 км, 
90 % территории относится к районам Крайнего 
Севера или приравненным к ним местностям, где 
практически отсутствуют круглогодичные на-
земные или водные пути сообщения. Очевидно, 
что на региональную и местную авиацию края 
ложится исключительная социальная нагруз-
ка. Отметим, что протяженность большей ча-
сти внутрирегиональных маршрутов достигает 
1 500 км и более. 

Сегодня из краевого бюджета на обеспечение 
пассажирской авиадоступности северных тер-
риторий тратится около 600 млн р. ежегодно [2]. 
Для сравнения: федеральные субсидии на разви-
тие межрегионального сообщения в Сибирском 
федеральном округе в 2014 г. составили около 
750 млн р. 

Парк региональных и местных воздушных су-
дов в крае, как и во многих соседних субъектах, 
представлен самолетами Ан-24/26 и вертолетами 
Ми-8Т. Средний возраст техники 25–30 лет, и сто-
имость поддержания ее летной годности с каж-
дым годом растет, причем темпами, намного опе-
режающими инфляцию. 

С технической точки зрения простая ренова-
ция ВС с сохранением действующей системы ор-
ганизации перевозок вполне возможна. На рын-
ке имеются современные отечественные и зару-
бежные аналоги — вертолеты Ми-171, самолеты 
ATR-42, Ан-140 и др. Проблема в другом — пол-
ная себестоимость летного часа современных са-
молетов класса Ан-24 и вертолетов класса Ми-8Т 
в 1,5–2 раза выше, чем устаревающих советских 
аналогов. 

Экономический анализ позволяет сделать вы-
вод: требуется поиск эффективных моделей орга-
низации авиасообщения.

Модели современной организации 
авиасообщения

В современных экономических условиях мо-
гут быть предложены два основных варианта мо-
дели организации авиасообщения. 

Первая модель базируется на сохранении су-
ществующей системы организации регионально-
го социально значимого авиасообщения, но при 
этом в нее сознательно закладывается 3–4-крат-
ный рост расходов бюджета на обеспечение до-
ступности. 

Вторая предполагает кардинальные измене-
ния местного и регионального авиасообщения 
в целях минимизации бюджетной нагрузки 
и улучшения доступности регионального сооб-
щения.

На основе выбранной второй модели интен-
сификации авиаперевозок в Красноярском крае 
разрабатывается концепция развития региональ-
ного авиатранспортного комплекса до 2030 г. 
Ее основа — максимально возможное внедре-
ние современных легких самолетов. В первую 
очередь, необходимо на них заменить вертолеты 
Ми-8Т на местных перевозках, восстановив грун-
товые посадочные площадки, существовавшие 
в советское время. Затраты на восстановление 
площадок за счет снижения себестоимости пере-
возок окупятся через 3–4 года. В рамках концеп-
ции за 6–7 лет запланировано восстановить всю 
сеть северных самолетных посадочных площа-
док (70 ед.).

Пересмотр подхода к авиаперевозкам на мест-
ных линиях — это первый шаг.  Он заключает-
ся в технологической замене типов воздушных 
судов (вертолеты заменяем на легкие самолеты). 
Кроме этого, в рамках концепции планируется 
полное преобразование системы регионального 
авиасообщения посредством создания внутри 
края схемы пересадочных узлов и хабов. Так, 
сообщение из Красноярска будет осуществлять-
ся на судах большой вместимости, а разлет по 
территориям — на легкомоторных самолетах. 
Безусловно, данная схема существенно сократит 
количество прямых маршрутов из Красноярска. 
Узловое расписание позволит кардинально повы-
сить частоту выполнения рейсов и развить сеть 
межмуниципальных авиасвязей, особо значи-
мых для тех направлений, где нет транспортных 
альтернатив. 

Следующим этапом после формирования ар-
хитектуры маршрутной авиасети и концепции 
организации перевозочного процесса является 
выбор типов самолетов. 

Красноярскому краю до 2020 г. потребуется 
около двадцати 914-местных легких самолетов 
укороченного взлета/посадки. Учитывая область 
применения и географию полетов, эти самоле-
ты должны быть однодвигательными для мини-
мизации себестоимости перевозок и отличаться 
максимально возможной утилитарностью: гиб-
кой конвертацией салона, наличием большого 
багажного отсека, грузовой двери, минимальной 
механизацией (неубирающимися шасси, негер-
метичным салоном) и упрощенной электроникой 
(стрелочной кабиной).

На начальном этапе работы над концепцией 
в качестве базового варианта рассматривался 
широко распространенный за рубежом и успеш-
но зарекомендовавший себя в нашей стране са-
молет Cessna Caravan. Естественно, не ставится 
задача его копирования на отечественных заво-
дах, но представляется необходимым на его осно-
ве разработать модель отечественного самолета, 
подходящего как для посадок в труднодоступные 
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населенные пункты, так и для выполнения регу-
лярных рейсов между аэропортами.

Проведенные исследования показали, что 
аналогично обстоит дело и с региональным само-
летом. Оптимальная загрузка самолетов краевых 
авиакомпаний и в целом по стране составляет 
30–40 кресел, в отличие от сегодняшней зару-
бежной нормы 60–70 кресел. 

Следует отметить, что в России самолеты не-
обходимой емкости сегодня практически не про-
изводятся.

География и область использования форми-
руют ряд других принципиальных требований 
к будущему самолету региональной авиации. 
Учитывая низкое качество наземной инфра-
структуры, это должен быть высокоплан с легкой 
конвертацией салона, наличием увеличенных 
багажных отсеков, возможностью грузопасса-
жирской компоновки. 

Таким образом, алгоритм принятия решений 
об особенностях отечественных самолетов дол-
жен основываться, в первую очередь, на потреб-
ностях регионов, в противном случае существует 
серьезный риск создания модели, неадекватной 
условиям эксплуатации. 

Немаловажными составляющими являются 
существенное наращивание транспортной актив-
ности и ценовая доступность внутрирегиональ-
ных перевозок при условии расширения про-
грамм федерального финансирования, способные 
существенно увеличить спрос на региональную 
авиатехнику в среднесрочной перспективе. Под 
федеральным финансированием Красноярский 
край подразумевает и скорейшую передачу в фе-

деральное казенное предприятие основной мас-
сы региональных аэропортов, и снижение в них 
ставок сборов, например, посредством послабле-
ния сертификационных требований, и увели-
чение субсидий по лизингу региональной авиа-
техники в рамках Федерального постановления 
№ 1212 [3]. Отдельным вопросом является рас-
ширение действия Федерального постановления 
№ 1242 [4] на внутрирегиональные маршруты. 
Ограничение действия программы только на 
межрегиональные рейсы не отражает реалии 
рынка — в Красноярском крае есть внутриреги-
ональные маршруты,  сопоставимые по протя-
женности с магистральными авиалиниями цен-
тральной полосы России.

Заключение

Представленные модель и концептуальные 
подходы к развитию региональной авиации и, 
как следствие, отечественного авиапрома позво-
ляют сформировать опытно-апробационный по-
лигон на базе Красноярского края. Уникальные 
территориально-климатические условия и нара-
ботанный опыт будут способствовать эффектив-
ной выработке модели развития региональной 
авиации. При этом предложенный алгоритм при-
нятия решений, определяющий приоритетные 
(базовые) принципы формирования требований 
к региональным самолетам, предоставит возмож-
ность системно и качественно решить вопросы 
регионального авиасообщения с использованием 
адаптированных под потребности регионов оте-
чественных самолетов. 
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Purpose: Modern Russian aviation industry gives priority to aircraft manufacturing over the market demands. However, the real 
demands of regional aviation should determine the design of an aviation network as the main condition when choosing the types and 
options for regional aircrafts. The goal of this paper is developing a decision-making algorithm which would define the main principles 
of setting the requirements for regional aircrafts. Results: Considering the performance of the aviation service in Krasnoyarsk Krai, 
certain requirements have been outlined for a regional aircraft, and the following technical data and specifications of national aircrafts 
have been defined for regional aviation: utility, multifunctional cabins for passengers and cargo, fewer mechanical parts, simple 
electronics and short takeoff. Practical relevance: Given that the aviation industry is rapidly developing, the developed algorithm can 
help to systematize and justify the options of the regional aircrafts for their safe operation in regional and remote areas of Russian 
Federation. It also can help to considerably lessen the period of aircraft adaptation for local conditions.
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тербург.
В 1976 году окончил Азербайд-
жанский государственный уни-
верситет им. С. М. Кирова по 
специальности «Прикладная ма-
тематика».
В 1983 году защитил диссерта-
цию на соискание ученой степе-
ни кандидата физико-математи-
ческих наук.
Является автором более 50 науч-
ных публикаций.
Область научных интересов — 
математическое моделирование 
процессов управления, методы 
логического анализа систем, ло-
гико-вероятностные методы.
Эл. адрес: 
vugar_borchali@yahoo.com

ЛЕШКО 
Николай 
Александрович

Доцент, докторант Военного ин-
ститута (научно-исследователь-
ского) Военно-космической ака-
демии им. А. Ф. Можайского, 
Санкт-Петербург.
В 1991 году окончил Ярославское 
высшее зенитное ракетное ко-
мандное училище ПВО по специ-
альности «Инженер по эксплуа-
тации радиоэлектронных си-
стем».
В 2003 году защитил диссерта-
цию на соискание ученой степе-
ни кандидата технических наук. 
Является автором 60 научных 
публикаций и одного патента на 
изобретение.
Область научных интересов — 
многопозиционные радиолока-
ционные системы.
Эл. адрес: Nikolai_ZRU@mail.ru

МАЛЫШ 
Владимир 
Николаевич

Профессор, декан факультета 
физико-математических и ком-
пьютерных наук, заведующий 
кафедрой электроники телеком-
муникаций и компьютерных 
технологий Липецкого государ-
ственного педагогического уни-
верситета.
В 1980 году окончил Университет 
дружбы народов им. П. Лумумбы 
по специальности «Физика».
В 2004 году защитил диссерта-
цию на соискание ученой степе-
ни доктора технических наук. 
Является автором 180 научных 
публикаций.
Область научных интересов — 
системный анализ, управление 
в социальных системах. 
Эл. адрес: vmalysh@mail.ru

МАЛЫШКИН 
Сергей 
Леонидович

Аспирант кафедры твердотель-
ной оптоэлектроники Санкт-Пе-
тербургского национального ис-
следовательского университета 
информационных технологий, 
механики и оптики.
В 2012 году окончил Санкт-Пе-
тербургский национальный ис-
следовательский университет 
информационных технологий, 
механики и оптики по специаль-
ности «Лазерная техника и ла-
зерные технологии».
Является автором девяти науч-
ных публикаций.
Область научных интересов — 
системы физической защиты, фи-
зическая защита информации.
Эл. адрес: malyshkin-sl@mail.ru

НОВИКОВА 
Юлиана 
Александровна

Аспирант кафедры физики 
Санкт-Пе тер бург ско го государ-
ственного университета аэрокос-
мического приборостроения.
В 2011 году окончила Санкт-Пе-
тер бургский государственный 
университет аэрокосмического 
приборостроения по специально-
сти «Оптотехника, лазерные 
приборы и системы».
Является автором 17 научных 
публикаций.
Область научных интересов — 
физическая оптика, тонкие плен-
ки, оптика лазеров.
Эл. адрес: Nov-Jliana@yandex.ru
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ПЕШКОВА 
Галина 
Юрьевна

Доцент кафедры международных 
отношений Санкт-Петербургско-
го государственного университета 
аэрокосмического приборострое-
ния.
В 1977 году окончила Курский 
государственный педагогический 
институт по специальности 
«Французский и немецкий 
язык», в 1997 — Санкт-Петер-
бургскую государственную инже-
нерно-экономическую академию 
по специальности «Экономист».
В 2002 году защитила диссерта-
цию на соискание ученой степени 
кандидата экономических наук. 
Является автором 30 научных 
публикаций.
Область научных интересов — 
системный анализ, управление, 
моделирование и обработка ин-
формации в сложных социально-
экономических системах и др.
Эл. адрес: pgu@guap.ru

ПОНОМАРЕНКО 
Владимир 
Иванович

Доцент, ведущий научный со-
трудник Саратовского филиала 
Института радиотехники и элек-
троники им. В. А. Котельникова 
РАН. 
В 1982 году окончил Саратов-
ский государственный универси-
тет им. Н. Г. Чернышевского по 
специальности «Радиофизика».
В 2008 году защитил диссерта-
цию на соискание ученой степе-
ни доктора физико-математиче-
ских наук. 
Является автором более 200 на-
учных публикаций.
Область научных интересов — 
стохастическая динамика и хаос, 
нелинейные колебания и волны, 
радиофизика, кодирование и пе-
редача информации, анализ вре-
менных рядов.
Эл. адрес: 
ponomarenkovi@gmail.com

ПОРТНОЙ
Сигал

Гражданин Израиля.
Руководитель лаборатории дви-
гательных функций и реабили-
тации, преподаватель Тель-
Авивского университета, Тель-
Авив, Израиль.
В 2010 году окончил Тель-
Авивский университет по специ-
альности «Медицинские систе-
мы».
В 2010 году защитил диссерта-
цию (PhD) по специальности 
«Биомедицинская техника».
Является автором 18 научных 
публикаций. 
Область научных интересов — 
двигательная функция, реабили-
тация.
Эл. адрес: 
portnoys@post.tau.ac.il

ПРОХОРОВ 
Михаил 
Дмитриевич

Доцент, заведующий лаборато-
рией моделирования в нелиней-
ной динамике Саратовского фи-
лиала Института радиотехники 
и электроники им. В. А. Котель-
никова РАН. 
В 1992 году окончил Саратов-
ский государственный универси-
тет им. Н. Г. Чернышевского по 
специальности «Радиофизика». 
В 2008 году защитил диссерта-
цию на соискание ученой степе-
ни доктора физико-математиче-
ских наук. 
Является автором более 200 на-
учных публикаций. 
Область научных интересов — 
нелинейные колебания и волны, 
математическое моделирование, 
стохастическая динамика и хаос, 
анализ временных рядов.
Эл. адрес: 
mdprokhorov@yandex.ru

СИМАНА
Еран

Гражданин Израиля.
Медицинский инженер Гилель 
Яффского медицинского центра, 
Хадера, Израиль. 
В 2013 году окончил академиче-
ский центр Руппин по специаль-
ности «Медицинские системы».
В 2013 году защитил диссерта-
цию на соискание степени бака-
лавра (B.Sc) по специальности 
«Медицинская техника». 
Область научных интересов — 
Витамин D (VIS + IR).
Эл. адрес: 
eran.simana@gmail.com

СИМИАН
Ронен

Гражданин Израиля.
Системный аналитик, ООО Ба-
зилла (Buzzilla), Тель-Авив, Из-
раиль.
В 2013 году окончил академиче-
ский центр Руппин по специаль-
ности «Медицинские системы».
В 2013 году защитил диссерта-
цию на соискание степени бака-
лавра (B.Sc) по специальности 
«Инженер-электрик». 
Область научных интересов — 
IR-спектроскопия.
Эл. адрес: 
ronensimian@gmail.com
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СКАКОВ 
Евгений 
Сергеевич

Аспирант факультета физи-
ко-математических и компью-
терных наук Липецкого госу-
дарственного педагогического 
университета, инженер по авто-
матизации и механизации про-
изводственных процессов ОАО 
«НЛМК», Липецк.
В 2011 году окончил Липецкий 
государственный технический 
университет по специальности 
«Автоматизированные системы 
обработки информации и управ-
ления».
Является автором восьми науч-
ных публикаций.
Область научных интересов — 
алгоритмы решения оптимиза-
ционных задач, реляционные 
базы данных, объектно-ориенти-
рованное программирование.
Эл. адрес: wallkirya@mail.ru

ТАРАСОВА 
Ирина 
Леонидовна

Доцент, старший научный со-
трудник Института проблем ма-
шиноведения РАН, Санкт-Петер-
бург.
В 1978 году окончила Ленин-
градский политехнический ин-
ститут им. М. И. Калинина по 
специальности «Автоматические 
системы управления».
В 1998 году защитила диссерта-
цию на соискание ученой степе-
ни кандидата технических наук.
Является автором более 50 науч-
ных публикаций.
Область научных интересов — 
математическое моделирование, 
оптимальное управление, иден-
тификация и диагностика.
Эл. адрес: til@msa2.ipme.ru

ТАТАРНИКОВА 
Татьяна 
Михайловна

Профессор кафедры безопасно-
сти информационных систем 
Санкт-Петербургского государ-
ственного университета аэрокос-
мического приборостроения.
В 1993 году окончила Восточно-
Сибирский технологический ин-
ститут по специальности «Элек-
тронно-вычислительные маши-
ны, комплексы, системы и сети».
В 2007 году защитила диссерта-
цию на соискание ученой степе-
ни доктора технических наук. 
Является автором более 100 на-
учных публикаций.
Область научных интересов — 
инфокоммуникации, взаимодей-
ствие неоднородных сетей.
Эл. адрес: tm-tatarn@yandex.ru

ФРИДМАН 
Александр 
Яковлевич 

Профессор, ведущий научный 
сотрудник лаборатории инфор-
мационных технологий управ-
ления промышленно-природ-
ными системами Института ин-
форматики и математического 
моделирования Кольского на-
учного центра РАН, Апатиты. 
В 1975 году окончил Ленинград-
ский электротехнический инсти-
тут им. В. И. Ульянова (Ленина).
В 2001 году защитил диссерта-
цию на соискание ученой степени 
доктора технических наук. 
Является автором 240 научных 
публикаций, в том числе четы-
рех монографий, 22 учебных по-
собий и 16 изобретений. 
Область научных интересов — мо-
делирование комплексных техно-
логий и их воздействия на окру-
жающую среду, прикладные ин-
теллектуализированные системы. 
Эл. адрес: fridman@iimm.ru

ЦЫБУЛЬНИК 
Александр 
Николаевич

Профессор кафедры электрони-
ки Ярославского филиала 
Военно-космической академии 
им. А. Ф. Можайского.
В 1978 году окончил Минское 
высшее инженерное зенитное ра-
кетное училище ПВО по специ-
альности «Радиотехнические 
средства».
В 1986 году защитил диссерта-
цию на соискание ученой степе-
ни кандидата технических наук.
Является автором более 150 на-
учных публикаций, шести ав-
торских свидетельств и патентов 
на изобретения.
Область научных интересов — 
разнесенные радиолокационные 
системы с некооперируемыми ис-
точниками излучения.
Эл. адрес: CAN1956@mail.ru

ЯФФЕ 
Анат

Гражданка Израиля.
Директор группы эндокриноло-
гии и диабета Яффского меди-
цинского центра, Яффе, Изра-
иль. 
В 1987 году окончила Тель-
Авивский университет по специ-
альности «Эндокринология». 
В 2006 году защитила диссерта-
цию на соискание ученой степе-
ни доктора медицины (MD) в 
Тель-Авивском университете.
Является автором 17 научных 
публикаций. 
Область научных интересов — 
эндокринология. 
Эл. адрес: anatjaffe@gmail.com
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