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ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ НЕЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 
С ПРОИЗВОЛЬНЫМИ ОГРАНИЧЕНИЯМИ
А. Ю. Кучмина, канд. техн. наук, ведущий научный сотрудник
аИнститут проблем машиноведения РАН, Санкт-Петербург, РФ

Введение: при решении современных задач в областях моделирования и идентификации нелинейных и нестаци-
онарных систем, а также при анализе и фильтрации данных экспериментов все большее распространение получают 
методы оптимизации и, в частности, нелинейного программирования. Эти задачи относятся к классу задач многомер-
ной оптимизации при ограничениях. К сожалению, в настоящий момент не существует эффективных численных мето-
дов для решения подобных задач в случае, когда число ограничений m многократно превосходит число варьируемых 
параметров n. Цель: разработать новые методы и алгоритмы для решения задач многопараметрической оптимиза-
ции при ограничениях. Результаты: разработан новый метод нелинейного программирования, который назван «метод 
многомерных оболочек». Этот метод позволяет решать задачи условной многопараметрической оптимизации для слу-
чая n << m. Он использует как необходимые, так и достаточные условия оптимальности для целевых функций, имеющих 
вид метрик. Показано, что если единственный минимум (максимум) метрики находится вне области допустимых значе-
ний, образованной ограничениями, тогда решение задачи будет находиться на границе области допустимых решений. 
Тогда задача может иметь несколько решений, которые будут соответствовать одинаковым минимальным (максималь-
ным) значениям целевой функции, и все эти решения могут быть получены с помощью метода многомерных оболочек. 
Основой данного метода является построение области допустимых решений путем анализа ограничений произвольно-
го вида и их аппроксимации кусочно-полиномиальными ограничениями или рациональными дробями, что позволяет 
свести исходную задачу к набору взаимосвязанных подзадач с линейными ограничениями, формирующими выпуклые 
многомерные оболочки, что существенно сужает область поиска. Практическая значимость: предложенный метод не-
линейного программирования апробирован и найдет применение при решении задач условной оптимизации в обла-
стях физической метрологии, оптимальных систем управления и логико-интервальных систем. Данный алгоритм может 
быть улучшен путем разработки более эффективных алгоритмов для новых типов ограничений.

Ключевые слова — нелинейное программирование, многопараметрическая оптимизация.

Введение

Многие задачи синтеза законов управления, 
моделирования сложных систем и идентифика-
ции объектов могут быть сформулированы как 
задачи условной оптимизации с ограничениями 
различных типов. Часто в качестве ограничений 
выступают уравнения, описывающие исследуе-
мый объект. Они имеют кусочно-полиномиаль-
ный, кусочно-экспоненциальный, интервальный 
вид или являются рациональными дробями.

Такой подход имеет ряд преимуществ при бо-
лее тонком анализе особенностей различных объ-
ектов. Например, в задачах фильтрации экспери-
ментальных данных он позволяет наиболее эф-
фективно разделять физические свойства испы-
тываемого образца и влияние сторонних факто-
ров стенда и внешней среды. А для задач управ-
ления и идентификации сочетание оптимиза-
ционного подхода и моделей, заданных в виде 
систем неравенств, может стать аксиоматической 
альтернативой нечетким системам и нейронным 
сетям.

Развитие этого направления сдерживает от-
сутствие эффективных численных методов для 
решения задач условной оптимизации для боль-
шого количества варьируемых переменных n, 
когда число ограничений m многократно превос-
ходит n.

Цель данной статьи — рассказать о новых иде-
ях в области методов для решения задач условной 
оптимизации без перехода к задаче безусловной 
оптимизации, в частности, о разработанном но-
вом методе многомерных оболочек (Multidimen-
sional Patchwork Shell Method).

Постановка задачи условной оптимизации

В математической постановке задача миними-
зации (максимизации) формулируется в следую-
щем виде:

 min/max/J f
x

x  при

 

 
     

1 1 2 2 1

2 1 2

   

  

, , ,

, , ,

  

  

A x B A x B C x 0

C x 0 L x 0 L x 0
 

(1)

где J — критерий; x — вектор варьируемых пере-
менных; f — целевая функция; A1, B1, A2, B2 — 
матрицы линейных ограничений, C1, C2 — глад-
кие матричные функции от соответствующих ар-
гументов; L1, L2 — матричные функции с разры-
вами первого и второго рода от соответствующих 
аргументов.

Классический подход в решении задач ус-
ловной оптимизации — это сведение ее к экви-
валентной задаче безусловной оптимизации ме-
тодом множителей Лагранжа [1] с дальнейшим 
применением разработанного инструментария 
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методов, например градиентного [2] или случай-
ного [3] поисков.

Недостатки этого подхода заключаются в сле-
дующем.

1. Применение метода множителей Лагранжа 
корректно, если доказано существование седловой 
точки для модифицированной целевой функции.

2. Не доказана корректность метода множи-
телей Лагранжа для общего случая нелинейных 
ограничений типа неравенство.

3. Общее число p варьируемых переменных 
модифицированной целевой функции многократ-
но увеличивается: p  n + mр + 2mн, где n — чис-
ло переменных в задаче условной оптимизации; 
mр — количество ограничений типа равенство; 
mн — количество ограничений типа неравенство. 
При этом область допустимых решений изменя-
ется от -¥ до +¥ по всем переменным.

4. Большое количество ограничений разного 
типа может привести к появлению многих экс-
тремумов, даже для случая монотонной исходной 
целевой функции f.

5. Ограничения с разрывами не позволяют ис-
пользовать градиентные методы поиска.

Данные недостатки могут быть продемонстри-
рованы на простом примере: необходимо найти 
минимум целевой функции

 
  2 2  ïðè min , ,

x
J f f ax bx c ax bx c d         (2)

где J — функционал; f — целевая функция; x — 
варьируемая переменная; a, b, c, d — постоянные 
коэффициенты.

Решим эту задачу, анализируя ограничения 
и целевую функцию. Найдем интервалы аргу-
мента, которые соответствуют ограничению в (2)
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где x1,2 — корни уравнения.
Исследуем целевую функцию на монотонность 

для всех интервалов аргумента, полученных в (3).
1. Для случая b2 - 4a(c - d) < 0 и a > 0 целе-

вая функция f монотонно убывает на интервале 
x < -b/2a, на интервале x ³ -b/2a функция мо-
нотонно возрастает. Отсюда следует, что f имеет 
глобальный минимум в точке x  -b/2a.

2. Для случая b2 - 4a(c - d) < 0 и a < 0 аргу-
мент принадлежит пустому множеству, и задача 
не имеет решения.

3. Для случая a > 0 и b2 - 4a(c - d) ³ 0 целе-
вая функция f монотонно убывает на интервале 
x £ x1, на интервале x ³ x2 функция монотонно 
возрастает. Отсюда следует, что f имеет два мини-
мума с одинаковым значением f в точках x1 и x2.

4. Для случая a < 0 и b2 - 4a(c - d) ³ 0 целевая 
функция f монотонно возрастает на интервале 
x1 £ x < -b/2a, на интервале -b/2a £ x £ x2 функ-
ция монотонно убывает. Отсюда следует, что f 
имеет два минимума с одинаковым значением 
в точках x1 и x2.

Количество варьируемых переменных осталось 
неизменным, а область поиска была существенно 
сокращена для случаев 2, 3 и 4. В случае 1 было 
доказано, что ограничения можно не учитывать.

Для решения задачи (2) воспользуемся пере-
ходом от условной оптимизации к безусловной 
с применением метода множителей Лагранжа:
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где  — критерий безусловной оптимизации;  — 
множитель Лагранжа;  — свободный параметр 
для учета неравенства.

Если доказано существование седловой точки 
для g, то справедлива следующая система урав-
нений:
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(5)

Полученное решение (5) не описывает случай 1, 
когда b2 - 4a(c - d) < 0 и a > 0. Численное ре-
шение данной задачи градиентными методами 
даст только одно значение аргумента, а в случае 
b2 - 4a(c - d) < 0 и a < 0 правильный ответ может 
быть получен только аналитически.

Количество варьируемых переменных увели-
чилось в 3 раза, область поиска равна R3.

Для использования метода множителей Лаг-
ранжа необходимо доказать существование седло-
вой точки модифицированной целевой функции, 
что в случае большого количества переменных 
является сложной задачей, сравнимой по трудо-
емкости с нахождением глобального оптимума.
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Данный пример показывает преимущества ме-
тодов, основанных на анализе ограничений, по 
сравнению с методами, использующими переход от 
условной оптимизации к безусловной, а также де-
монстрирует нетождественность такого перехода.

Уменьшение числа переменных 
путем анализа линейных ограничений 
типа равенство

Ограничения типа равенство можно использо-
вать для редукции числа варьируемых перемен-
ных и исключения ограничений типа равенство, 
которые дублируют друг друга.

Рассмотрим ограничения

 1 1,A x B  (6)

где матрица A1 имеет размерности mр´n; век-
тор x имеет размерность n 1́, а B1 имеет размер-
ности mр 1́. Здесь возможны три случая.

1. Если число линейно независимых уравне-
ний больше n, то ограничения противоречивы и 
задача не имеет решения.

2. Если число линейно независимых уравнений 
равно n и найденное значение x0 B1A1

–1 не противо-
речит другим ограничениям, то x0 — это единствен-
ное решение задачи. Если x0 противоречит другим 
ограничениям, то задача не имеет решения.

3. Если число линейно независимых уравне-
ний n1 меньше n, тогда необходимо определить 
базисные ограничения, а все линейно зависимые 
ограничения должны быть исключены. Получен-
ная система уравнений позволяет определить ли-
нейную замену варьируемых переменных и со-
кратить их число до n - n1.

Для случая 3 замена переменных может быть 
выполнена по рекуррентной формуле
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где ak,i и bk — коэффициенты матриц A1z и B1z со-
ответственно. Для переменных zi с порядковым 
номером, большим чем n - n1, имеем
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если в (6) матрица A1 методом Гаусса и переста-
новками столбцов приведена к нижней треуголь-
ной A1z вида
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где z — вектор x с измененным порядком следова-
ния компонентов; B1z — преобразованный вектор 
B1; T — матрица перестановок. Учесть ограниче-
ния (6) можно линейной заменой

 11 1,n n x T z T    (9)

где 1 — матрица размерности n ´ (n - n1), ко-
эффициенты которой находятся согласно (7); 

1n nz  — новый вектор варьируемых переменных; 
1 — вектор размерности n 1́, коэффициенты ко-
торого находятся согласно (7).

Построение области кандидатов 
в решения методом анализа 
линейных ограничений типа неравенство

Другой широко распространенный вид огра-
ничений — это линейные неравенства, которые 
задаются выражением вида

 2 2,A x B  (10)

где матрица A2 имеет размерности mн´n; век-
тор x имеет размерности n 1́, а B2 имеет размер-
ности mн 1́.

Первый шаг: определить взаимоисключаю-
щие ограничения, что может быть выполнено по 
алгоритму 1.

1. Начало алгоритма, ввод исходных данных: 

матрица A2 и вектор B2.

2. Цикл: изменять индекс i от 1 до mн - 1 с ша-

гом 1, пропустить номер из запретного списка:

 выполнять от п. 3 до п. 12.

3. Переменной флаг1 присвоить 0.

4. Цикл: изменять индекс j oт i + 1 до mн 

с шагом 1, пропустить номер из запретного списка:

 выполнять от п. 5 до п. 12.

5. Если коэффициенты выбранных неравенств 

ai,1 ¹ 0 и aj,1 ¹ 0 или выбранные неравенства имеют 
нулевые коэффициенты от 1 до s - 1, то

 рассчитать коэффициент k = ai,1/aj,1 или 

 k = ai,s/aj,s,

 иначе перейти в п. 4.
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6. Если для всех p от 1 до n хотя бы одно из 

ai,p  –  aj,pk ¹ 0, то 
 перейти в п. 4.

7. Если bi – bjk = 0, то 

 исключить ограничение j,

 заменить ограничение i на ai,1x1 + ai,2x2 + 

 + … + ai,nxn = bi,

 добавить в список исключенных ограниче-

 ний индекс j,

 добавить в запретный список индекс j,

 переменной флаг1 присвоить 1, 

 перейти в п. 4.

8. Если переменная флаг1 равна 1 

и bi – bjk ¹ 0, то
 противоречие в ограничениях, задача не 

 имеет решения,

 добавить в список несовместных ограни-

 чений индексы i и j,

 перейти в п. 13.

9. Если k > 0 и bi – bjk > 0, то 

 исключить ограничение j,

 добавить в список исключенных ограниче-

 ний индекс j,

 добавить в запретный список индекс j, 

 перейти в п. 4, не изменяя значеня j.

10. Если k > 0 и bi – bjk < 0, то 

 заменить ограничение i на j,

 добавить в список исключенных ограниче-

 ний индекс i,

 добавить в запретный список индекс j, 

 перейти в п. 4.

11. Если k < 0 и bi – bjk > 0, то 

 параллельные ограничения,

 добавить в список параллельных ограни-

 чений индексы i и j,

 перейти в п. 4.

12. Если k < 0 и bi – bjk < 0, то 

 противоречие в ограничениях,

 задача не имеет решения,

 добавить в список несовместных ограни-

 чений индексы i и j,

 перейти в п. 13.

13. Окончание алгоритма, выходные данные:

 список исключенных ограничений,

 список параллельных ограничений,

 список несовместных ограничений,

 задача имеет / не имеет решения,

 формируется новая система ограничений

        
А*2x £ B*2. (11)

Второй шаг: определить границу области, 
формируемой ограничениями, или убедиться, 
что такой области не существует. Известные ал-
горитмы решения подобной задачи [4, 5] адапти-
руем для нашего случая.

Введем следующие определения и допущение.
1. Каждое ограничение типа неравенство из (11) 

имеет граничную плоскость, которая определя-
ется уравнением ai,1x1 + ai,2x2 + … + ai,nxn - bi  0.

2. Узлом (вершиной) будем называть точку 
пересечения n граничных плоскостей, и эта точ-

ка должна удовлетворять всем ограничениям 
из (11); узел будем обозначать как Vi,j,…,s, где i, j, 
…, s — код узла, состоящий из n индексов и 
формируемый номерами ограничений в (11); 
Vi,j,…,s — вектор координат узла с размерностью 
n 1́; индексы упорядочиваются таким образом, 
чтобы i < j < ... < s.

3. Ребром будем называть отрезок, соединя-
ющий два узла с числом общих индексов, рав-
ным двум; ребро будем обозначать как , ,...,

, ,..., ,i j s
i j sW  

где верхний и нижний индексы — коды узлов, 
которые соединяет ребро.

4. Гранью будем называть область граничной 
плоскости, которой принадлежат все узлы, для 
которых один из индексов кодов i является об-
щим, и эта область сформирована ребрами, со-
единяющими эти узлы; грань будем обозначать 
как Pi, где i — это номер соответствующего огра-
ничения из (11).

5. Все варьируемые переменные x изменяются 
в соответствующих интервалах xmin,i £ xi £ xmax,i, 
что обусловливает реализуемость решения зада-
чи; тогда следует, что система не имеет решения, 
когда нет ни одного узла; в случае одного узла си-
стема имеет единственное решение, если оно не 
противоречит ограничениям в (1); если есть два 
узла, то область кандидатов в решение — это ре-
бро; если три узла, то область кандидатов в реше-
ние — это грань и т. д.

Центральным вопросом определения области 
кандидатов в решение является отыскание узлов 
для системы (11), что может быть выполнено по 
алгоритму 2.

1. Начало алгоритма, ввод исходных данных: 

матрица A*2 и вектор B
*
2.

2. Цикл: пока не выбраны все возможные по-

следовательности из n неповторяющихся индексов 

i < j < … < s такие, что не могут включать-

ся индексы двух взаимно параллельных граничных 

плоскостей одновременно,

 выполнять от п. 2 до п. 6.

3. Из выбранных различных n граничных пло-

скостей с индексами i < j < … < s

 сформировать систему уравнений Ai,j,…,sx =

 = Bi,j,…,s.

4. Если det(Ai,j,…,s) = 0, то 

 перейти в п. 1.

5. Вычислить Vi,j,…,s = (Ai,j,…,s)
–1Bi,j,…,s.

6. Если ограничения (11) от Vi,j,…,s выполня-

ются, то

 добавить Vi,j,…,s в список узлов, 

 перейти в п. 2.

7. Если список узлов пустой, то 

 задача не имеет решения.

8. Если число узлов равно 1, то 

 задача имеет единственное решение.

9. Окончание алгоритма, выходные данные:

 список узлов,

 задача имеет / не имеет решения.
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Если найдены узлы для (11), то исходя из опре-
делений 3 и 4 простыми средствами могут быть 
построены все ребра и грани, образующие об-
ласть кандидатов в решения.

Анализ полиномиальных ограничений

Другой широко распространенный вид огра-
ничений — это полиномиальные уравнения. 
Разработано много методов и алгоритмов для их 
решения [6–8]. Следует отметить, что полино-
миальные аппроксимации могут быть использо-
ваны для описания с некоторой точностью более 
сложных нелинейных ограничений в выбранной 
области аргументов. Это позволяет сводить для 
некоторых областей значений аргумента задачу 
условной оптимизации с произвольными нели-
нейными ограничениями к задачам условной оп-
тимизации с полиномиальными ограничениями 
при заданной точности решения.

Полиномиальные ограничения встречаются 
двух видов — полиномиальные равенства и не-
равенства, которые имеют различные методы 
в решении. Универсальным подходом в анали-
зе ограничений и первого, и второго вида может 
считаться разложение на множители порядка не 
старше двух полинома ограничения :

 

 
1 1 1 1

11

2 2 2 3 4 2 42
2 3 4

2 2 5 5 2

5

1 2

1 1

2
2 3

4 2

, , ,

, , , , ,

, , ,

, , ...,

,

n

i j j i
ji

i j i j j j jj
j j j

i i j j i
j

x x x

a x b

a x a x x

a x b

 

   
 
 

  
 
 
  
 
 



 




 

(12)

где 
1 1 1 2 2 2 3 4 2 5 21 1 2 3 4 2, , , , , , , , , , ,, , , , ,i j i i j i j j i j ia b a a a b  — коэф-

фициенты разложения на множители.
Видно, что ограничение с полиномом (12) сво-

дится к системе линейных и квадратичных огра-
ничений, что приводит к разделению исходной 
задачи на несколько подзадач, которые могут ре-
шаться независимо.

В общем случае разложение полиномиальных 
ограничений — это сложная проблема, исследо-
вания в этом направлении сейчас идут очень ин-
тенсивно.

Рассмотрим случай систем ограничений, при-
водимых к треугольному виду:
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1 2  , , , ..., , ,kv v v k n     v vv T x B v  (13)

где m1, m2, …, mk — степени соответствующих 
переменных; k — количество уравнений; i — по-
линомы от переменных vi, …, vk, причем показа-
тели при переменной vi в многочлене i меньше, 
чем mi; Tv, Bv — матрицы параметров.

В последнее уравнение в (13) входит только vk, 
и существуют эффективные алгоритмы нахож-
дения корней полинома одной переменной [8]. 
Рассматриваются только вещественные корни 
полинома уравнения k, которые могут быть под-
ставлены в уравнение k – 1, которое после замены 
станет зависеть от переменной vk–1, и его корни 
могут быть найдены аналогично уравнению k 
и т. д. Если все корни хотя бы одного из уравне-
ний в (13) комплексные, то задача (1) не имеет 
решения. Множество вещественных корней си-
стемы (13) формирует наборы линейных ограни-
чений вида

 , ,i v v vT x B    (14)

где v,i — i-й набор вещественных корней системы 
(13), и разделяет исходную задачу на несколько 
параллельно решаемых подзадач. Ограничения 
(14) анализируются аналогично (6).

Для ограничений типа неравенство рассмо-
трим случай

 

 
T

1 2

0  1 2, , ,..., ,

, , ,..., ,

im
i i ii

k

a v v i k

v v v

   

     v vv T x B v
 

(15)

где количество неравенств может быть больше 
количества переменных, а каждый полином i 
зависит только от одной переменной vi. Найдя 
корни полинома, представим (15) как произве-
дение слагаемых только с вещественными кор-
нями j:

 

  0.i i j
j

a v     (16)

Из (16) находятся интервалы для vi, которые 
преобразуются в набор систем линейных нера-
венств от x, и необходимо рассмотреть все воз-
можные комбинации этих систем для всех не-
равенств из (15) и решить их с использованием 
алгоритмов из предыдущего раздела.

Анализ ограничений 
с разрывами

Часто встречающийся на практике тип огра-
ничений — это ограничения с разрывами. К ним 
относятся ограничения в виде кусочно-линейных 
функций, дробей, полиномов (например, гипер-
бола) и т. д. Наиболее удобным способом пред-
ставления таких ограничений является описание 
в виде систем равенств или неравенств, заданных 
на интервалах, границами которых являются 
особые точки, например переход с одной ветви 
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функции на другую. Применим данный подход 
для дроби
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i j
i j
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 (17)

где вещественные корни для каждой перемен-
ной vi упорядочены согласно правилу 1 < 2 <
< … < p, тогда (17) можно представить как си-
стемы неравенств, соответствующие интерва-
лам . Для случая (17) при a < 0 необходимо, 
чтобы выполнялись условия vi  j > 0 для всех 
компонент или количество условий vi j < 0 бы-
ло четным для выбранных интервалов vi. Анализ 
систем неравенств выполняется аналогично (6)–
(9) и алгоритмам 1 и 2 при условии, что x, удов-
летворяющие уравнениям vi  j  0, не могут быть 
решениями. Если узел, ребро или грань удовлет-
воряет этим условиям, то в качестве кандидата 
в решения необходимо выбрать точку, линию или 
плоскость, лежащую в области кандидатов в ре-
шение и отстоящую на точность расчета .

Разбиение на интервалы приводит к возникно-
вению нескольких задач, которые могут решать-
ся независимо, и все их возможные комбинации 
должны быть рассмотрены. Наиболее простым 
способом описания подобного разбиения являет-
ся представление в виде логической структуры, 
например конечного автомата [9].

Анализ ограничений с разрывами должен вы-
полняться после всех других типов ограничений, 
так как в этом случае повышается вероятность 
исключения подобных ограничений или областей 
аргументов, которые соответствуют разрывам.

Анализ произвольных ограничений

Каждый тип ограничений требует разработки 
соответствующего алгоритма анализа. Наиболее 
простым способом решения этой задачи является 
аппроксимация произвольного нелинейного огра-
ничения кусочно-полиномиальной моделью при 
заданной точности расчета . В этом случае мож-
но воспользоваться подходом, описанным в двух 
предыдущих разделах.

При синтезе оптимальных систем управления 
в качестве ограничений используются уравнения 
объекта управления, компонентами которых яв-
ляются экспоненциальные функции. Подобный 
пример подробно описан в работе [10], а ограни-
чения имеют вид
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где bi, a1,i, a2,i, a3,i, aj, bj, a1,j, a2,j, ci — постоянные 
коэффициенты, i ¹ j.

Нетрудно заметить в (18), что переменные xi 
могут быть выражены через x1, для этого введем 
замену yi  x1xi, тогда (18) примет вид

 
1

2
1

1 1
 ,

,
, ,

i
i

b x
iy

i i i i
i

a e
e y x

a x


 

       

 
3

1
 ,

,
.ii

i

a

a
   (21)

Уравнение (21) имеет два одинаковых реше-
ния в случае
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что позволяет уточнить нижнюю границу для i:

   
  ln , ln , ln .i i i i i i i i i iy                (23)

Учтем (23) в уравнении (21):
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Перегруппировав (24): 
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Решением (25) является функция Ламберта –1:
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Тогда переменные xi находятся из соотношения
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Нетрудно заметить, что переменные xj могут 
быть выражены через g(x1) с использованием 
ограничений (19):
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Тогда с учетом (28) ограничения (20) будут за-
висеть только от x1 и примут вид
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Если учесть выражения (21)–(29), то ограниче-
ния (18)–(20) сводятся к эквивалентной системе 
ограничений от переменной x1:
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(30)

Нелинейные функции в (30) могут быть ап-
проксимированы с помощью кусочно-полиноми-
альной модели от одной переменной x1 и проана-
лизированы, как это рассмотрено выше.

Анализ целевой функции

После построения границы области допусти-
мых решений и определения ее узлов путем ана-
лиза ограничений необходимо определить опти-
мальные значения целевой функции, которые 
принадлежат области допустимых решений. На 
основании примера, описанного в первом разде-
ле, сформулируем общий вывод: если решается 
задача условной минимизации (максимизации), 
целевая функция гладкая и ее экстремумы могут 
быть определены аналитически, тогда возможны 
три варианта.

1. Если глобальный минимум (максимум) на-
ходится в области допустимых значений, образо-
ванной ограничениями, тогда аргумент, соответ-
ствующий этому минимуму (максимуму), явля-
ется решением поставленной задачи.

2. Если область допустимых решений — это 
пустое множество, тогда поставленная задача не 
имеет решения.

3. Если глобальный минимум (максимум) на-
ходится вне области допустимых значений, обра-
зованной ограничениями, тогда решение задачи 
будет находиться на границе области допустимых 
решений или это будут аргументы локальных 
минимумов (максимумов), которые находятся 
внутри области допустимых решений. В данном 
случае задача может иметь несколько решений, 
которые будут соответствовать одинаковым ми-
нимальным (максимальным) значениям целевой 
функции.

Обычно целевая функция имеет простой вид 
и ее оптимумы известны, поэтому проверка ва-
риантов 1 и 2 не вызывает трудностей. Для про-

извольной целевой функции проверка вариан-
та 3 очень трудоемка даже на небольшой области 
допустимых решений и может быть проведена 
стандартными методами поиска, например ме-
тодом сеток, методом управляемого случайного 
поиска.

Рассмотрим случай, когда целевая функция 
является метрикой; имеет не более одного экс-
тремума; все точки, в которых эта функция име-
ет одинаковое значение, ограничивают фигуру 
таким образом, что отрезок, соединяющий лю-
бые две точки ее поверхности, принадлежит этой 
фигуре; выполняются следующие соотношения.

Если определена функция  такая, что ( ),q  x  
и существуют такие точки ( ),ix  в которых ( ( ))i x  
имеют одинаковые значения, то должны выпол-
няться следующие условия. 

Если ищется минимум функции f и эта функ-
ция имеет максимум в точке, где   0, то
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(31а)

если ищется максимум функции f и эта функция 
имеет минимум в точке, где   0, то
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(31б)

Тогда решением будут узлы, в которых целе-
вая функция имеет максимальное/минималь-
ное значение для задачи максимизации/мини-
мизации.

Если ищется минимум функции f и эта функ-
ция имеет минимум в точке, где   0, то

 

       0 0 1

0 1

  min, ... ,
... ;
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(32а)

если ищется максимум функции f и эта функция 
имеет максимум в точке, где   0, то

 

       0 0 1

0 1

 max, ... ,
... .

n

n

f f f f       

     
  
(32б)

Тогда решением будут узлы или точки граней, 
если эти грани являются касательными к по-
верхности  в этих точках, где целевая функция 
имеет максимальное/минимальное значение для 
задачи максимизации/минимизации.

Алгоритм оптимизации

Укрупненно алгоритм оптимизации может 
быть описан следующим образом.

1. Начало алгоритма, ввод данных об ограни-

чениях и целевой функции.
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2. Если выделены линейные равенства, то

 выполнить анализ линейных неравенств

 согласно (6)–(9).

3. Если не найдены противоречия в ограниче-

ниях в п. 2 и выделены линейные неравенства, то

 выполнить анализ линейных неравенств 

 согласно алгоритмам 1 и 2.

4. Если не найдены противоречия в ограниче-

ниях в п. 3 и выделены полиномиальные ограни-

чения, то 

 выполнить анализ полиномиальных ограни-

 чений согласно (12)–(16).

5. Если не найдены противоречия в ограничени-

ях в п. 4 и выделены ограничения с разрывами, то

 выполнить анализ полиномиальных огра-

 ничений согласно разделу «Анализ огра-

 ничений с разрывами».

6. Если не найдены противоречия в ограниче-

ниях в п. 5 и выделены произвольные ограниче-

ния, то 

 выполнить анализ ограничений согласно раз-

 делу «Анализ произвольных ограничений».

7. Если найдены противоречия в ограничени-

ях, то

 задача не имеет решения,

 перейти в п. 12.

8. Найти все узлы области допустимых решений.

9. Вычислить значения целевой функции в узлах — 

найти ее максимальные/минимальные значения.

10. Если целевая функция удовлетворяет усло-

виям (31а) и (31б), то

 исходя из задачи максимизации/минимиза-

 ции выбрать узлы с максимальными/мини-

 мальными значениями, полученными в п. 9,

 перейти в п. 12.

11. Если целевая функция удовлетворяет усло-

виям (32а) и (32б), то

 исходя из задачи максимизации/минимиза-

 ции выбрать узлы с максимальными/мини-

 мальными значениями, полученными в п. 9,

 проверить, являются ли выбранные узлы 

 точками касания поверхности  граней об-
 ласти допустимых значений,

 вычислить точки касаний граней, образую-

 щих узел с максимальным/минимальным зна-

 чением, 

 выбрать точки с максимальным/минималь-

 ным значением целевой функции.

12. Окончание алгоритма, выходные данные:

 список решений,

 задача имеет / не имеет решения.

Заключение

В статье рассмотрены вопросы решения задач 
условной оптимизации большой размерности, 
которые часто встречаются в областях науки и 
техники, таких как теория управления, распо-
знавание образов, моделирование и т. д.

Получены следующие результаты.
1. Показано, что переход от условной оптими-

зации к безусловной в случае ограничений типа 
неравенство не тождественен.

2. Сформулированы необходимые и достаточ-
ные условия оптимальности для задач условной 
оптимизации с целевыми функциями в виде ме-
трики, имеющими единственный оптимум.

3. Рассмотрен вопрос построения областей допу-
стимых решений для ограничений произвольного 
вида путем их аппроксимации кусочно-полиноми-
альными функциями или рациональными дробя-
ми, что позволяет свести исходную задачу к набору 
взаимосвязанных подзадач с линейными ограниче-
ниями, формирующими выпуклые многомерные 
оболочки, что существенно сужает область поиска.

4. Разработан новый метод нелинейного про-
граммирования, позволяющий решать задачи 
высокой размерности с большим количеством 
ограничений различных типов. Предложенный 
метод при нахождении оптимальных значений 
не использует операцию дифференцирования, 
что позволяет применять его при анализе стоха-
стических и интервальных данных. 
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Introduction: Modeling and identification of nonlinear and non-stationary systems, as well as the analysis and filtration of 
experimental data often require the use of optimization methods, in particular, nonlinear programming. These problems belong to the 
class of problems of multidimensional optimization with restrictions. Unfortunately, at the moment there are no efficient numerical 
methods to solve such problems for the case when the number of restrictions m exceeds manifold the number of the varied parameters n. 
Purpose: The goal is to develop new methods and algorithms for multiple-parameter optimization with restrictions. Results: A new 
nonlinear programming method is developed which is called "Multidimensional Patchwork Shell Method" (MPSM). It allows you to 
solve problems of conditional multiple-parameter optimization for the case of n << m. The method uses both necessary and sufficient 
optimality conditions for metric-like criterion functions. It has been shown that if the only minimum (maximum) of a metric is out of 
the area of admissible values formed by the restrictions, the solution of the problem will be found on the border of the area of admissible 
decisions. In this case, the problem can have several solutions which will correspond to identical minimum (maximum) values of the 
criterion function, and all these solutions can be obtained by MPSM. The basis of MPSM is creating an area of admissible decisions by 
analyzing restrictions of any type and approximating them with piecewise and polynomial restrictions or with rational fractions. This 
reduces the initial problem to a set of interconnected subtasks with the linear restrictions forming multidimensional shells, significantly 
narrowing the search area. Practical relevance: The proposed method of nonlinear programming has been tested. It will find application 
in conditional optimization in such fields as physical metrology, optimal control systems and logical-interval systems. This algorithm 
can be improved by developing more efficient algorithms for new types of restrictions.
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АВТОМАТИЧЕСКОЕ АННОТИРОВАНИЕ ИЗОБРАЖЕНИЙ 
НА ОСНОВЕ ОДНОРОДНЫХ ТЕКСТОВО-ВИЗУАЛЬНЫХ ГРУПП
А. В. Проскурина, аспирант
М. Н. Фаворскаяа, доктор техн. наук, профессор
аСибирский государственный аэрокосмический университет им. академика М. Ф. Решетнёва, 
Красноярск, РФ

Постановка проблемы: задача автоматического аннотирования изображений нетривиальна: часто обучающие на-
боры несбалансированы и содержат неполные аннотации, а между визуальными признаками и текстовым описанием 
изображения наблюдается семантический разрыв. Существующие методы решают эти проблемы, используя для анно-
тации нового изображения все обучающие изображения и ключевые слова, в том числе заведомо нерелевантные, что 
потенциально снижает точность и требует лишних вычислений. При этом используются визуальные признаки большой 
размерности, что также неэффективно в вычислительном плане. В связи с этим возникает необходимость разработки 
компактного визуального дескриптора и метода аннотирования тестового изображения с помощью небольшой группы 
наиболее информативных обучающих изображений. Результаты: разработана методика автоматического аннотиро-
вания изображений, основанная на поиске апостериорной вероятности ассоциации ключевого слова с визуальным 
дескриптором изображения. Получены шесть глобальных дескрипторов, объединенных в один дескриптор, размер кото-
рого уменьшен с помощью метода главных компонент до нескольких сотен элементов. Проведенные эксперименталь-
ные исследования показали улучшение точности аннотирования на 7 % и отклика на 1 %. Практическая значимость: 
разработанный компактный визуальный дескриптор и метод автоматического аннотирования изображений на основе 
формирования однородных текстово-визуальных групп может быть использован в информационно-поисковых системах 
в сети Интернет для повышения эффективности поиска изображений.

Ключевые слова — автоматическое аннотирование изображений, глобальный визуальный дескриптор, текстово-
визуальные группы.

Введение

Поиск изображений в сети Интернет является 
распространенной функцией, реализация  кото-
рой в значительной степени полагается на нали-
чие текстового описания. Однако из-за стреми-
тельного роста количества изображений анно-
тирование вручную становится невозможным, 
а описания, полученные из текста, окружающе-
го изображение на веб-странице, не всегда соот-
ветствуют действительности. В связи с этим ста-
новится актуальной разработка систем автома-
тического аннотирования изображений (ААИ), 
в которых на основе большого количества зара-
нее проаннотированных изображений (обучаю-
щих изображений) определяется семантическая 
модель, автоматически присваивающая новому 
изображению текстовое описание в виде ключе-
вых слов.

В последние десятилетия были предложены 
различные подходы к формированию ААИ, наи-
более эффективный из которых основан на ис-
пользовании метода ближайших соседей [1–4]. 
С его помощью для тестового изображения опре-
деляются визуально похожие обучающие изобра-
жения (ближайшие соседи), после чего аннотация 
генерируется путем перемещения ключевых слов 
от ближайших соседей к аннотируемому изо-
бражению. Однако при этом часто наблюдается 
проблема семантического разрыва — отсутствие 

связи между визуальными признаками изобра-
жения и его интерпретацией человеком. Также 
на точность аннотирования сильно влияет несба-
лансированность обучающей выборки (огромная 
разница в частоте встречаемости разных ключе-
вых слов) и наличие неполных аннотаций (изо-
бражения аннотированы не всеми релевантными 
ключевыми словами).

Для решения этих проблем  был предложен 
[3] двухпроходный метод K ближайших соседей 
(2PKNN — 2-Pass K-Nearest Neighbor), в котором 
для каждого ключевого слова формировалась 
группа обучающих изображений, соответствую-
щих этому ключевому слову. Из каждой группы 
выбиралось одинаковое количество наиболее по-
хожих изображений, после чего они использо-
вались для формирования аннотации. Данный 
метод демонстрирует существенное улучшение 
полноты аннотирования (изображение описы-
вается с помощью большего количества разных 
релевантных ключевых слов), однако использо-
вание заведомо нерелевантных слов снижает об-
щую точность аннотирования. Также в работе [3] 
предложен алгоритм вычисления весов, отража-
ющих значимость разных визуальных дескрип-
торов при сравнении двух изображений. Этот ал-
горитм повышает эффективность работы метода 
2PKNN, однако используемые глобальные при-
знаки требуют значительных вычислительных 
затрат.
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В связи с этим в данной статье предлагает-
ся расширенный метод 2PKNN, основанный на 
однородных текстово-визуальных группах (ОТВ-
группах; 2PKNN-HTVG — 2PKNN based on Homo-
geneous Textual-Visual Groups), в котором точ-
ность и быстродействие метода 2PKNN улучша-
ется с помощью предварительного разделения 
обучающих изображений на ОТВ-группы, лишь 
небольшое число которых используется для ан-
нотирования тестового изображения. Также для 
описания изображения предложен компактный 
глобальный визуальный дескриптор, описываю-
щий характеристики как сцены, так и объектов 
на изображении.

Математическая модель автоматического 
аннотирования изображений

Любой метод ААИ предполагает наличие об-
учающего набора TS, состоящего из изображе-
ний и соответствующих им текстовых описаний. 
Пусть J  {I1, …, IM} — коллекция изображений, 
а K  {k1, …, kN} — словарь, состоящий из N клю-
чевых слов, тогда обучающий набор TS  {(I1, K1), 
…, (IM, KM)}, где KМ Í K. Предположим, что об-
учающий набор разделен на несколько непере-
секающихся ОТВ-групп H  {H1, …, HL}, а выбор 
ключевых слов в процессе аннотирования тесто-
вого изображения A зависит от ассоциации изо-
бражения с той или иной группой. Обозначим 
вероятность ассоциации изображения A с ОТВ-
группой Hl как P(Hl | A). Так же как и в работе 
[3], введем условную вероятность Pl(A | kn) оценки 
распределения визуального дескриптора изобра-
жения для ключевого слова kn внутри группы Hl. 
В этом случае аннотирование изображения мо-
делируется как проблема поиска апостериорной 
вероятности:
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где Pl(kn) — априорная вероятность ключево-
го слова kn внутри ОТВ-группы Hl. Поскольку 
вероятность P(A) является константой, то для 
упрощения в дальнейшем она не будет учиты-
ваться.

Наилучшее ключевое слово для тестового изо-
бражения A определяется с помощью следующей 
формулы: 
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В качестве аннотации используется O клю-
чевых слов с наибольшей вероятностью P(kn | A). 
Значение O выбирается равным среднему значе-
нию ключевых слов в описании обучающих изо-
бражений ОТВ-группы с наибольшим значением 
P(Hl | A). Таким образом, для аннотирования те-

стового изображения A необходимо оценить веро-
ятности P(Hl | A), Pl(A | kn) и Pl(kn). Для этого пред-
лагается метод ААИ, состоящий из двух частей: 
формирования из обучающего набора ОТВ-групп 
и использования метода 2PKNN внутри каждой 
группы.

Формирование однородных 
текстово-визуальных групп

На первом этапе алгоритма обучения системы 
ААИ необходимо разделить обучающий набор 
изображений на ОТВ-группы. Идея заключается 
в том, что обучающие изображения одной ОТВ-
группы формируют контекст для аннотируемо-
го изображения — если изображение отнесено 
к какой-либо группе, то оно аннотируется из 
ограниченного набора ключевых слов этой груп-
пы. Также предполагается, что тестовое изобра-
жение может принадлежать нескольким ОТВ-
группам, но их количество ограничивается ви-
зуальным сходством. Это позволяет отсеять заве-
домо нерелевантные ключевые слова, не потеряв 
релевантных, а также снизить количество обуча-
ющих изображений, участвующих в аннотиро-
вании. Для этого каждая из ОТВ-групп должна 
соответствовать двум условиям:

— все изображения одной группы включают 
«характерные» ключевые слова (ключевые слова, 
встречающиеся в описании небольшого количе-
ства изображений);

— изображения одной группы имеют суще-
ственное визуальное сходство. Эта задача реша-
ется в два этапа:

1) проводится первичное разделение изобра-
жений на группы на основе совместной встречае-
мости ключевых слов в описаниях изображений;

2) изображения кластеризуются в автоматиче-
ски определяемое количество ОТВ-групп с исполь-
зованием текстово-визуальных дескрипторов.

Первичное разделение 
обучающих изображений 

Для первичного разделения изображений необ-
ходимо построить взвешенный орграф G  (K, E), 
где вершины являются ключевыми словами из 
словаря K. В этом случае дуга ei,j соединяет клю-
чевые слова ki и kj, если одно или больше обучаю-
щих изображений одновременно проаннотирова-
но ключевыми словами ki и kj. Вес этой дуги wi,j 
определяется по формуле
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где N(ki, kj) — количество обучающих изображе-
ний, имеющих в описании ключевые слова ki и 
kj одновременно; N(ki) — количество обучающих 
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изображений, проаннотированных ключевым 
словом ki.

Полученный орграф разделяется на группы 
с помощью быстрого алгоритма [5], показываю-
щего хорошие результаты при небольших вычис-
лительных затратах. Таким образом, ключевые 
слова, часто встречающиеся совместно или име-
ющие похожие семантические значения, с боль-
шой вероятностью попадут в одну группу. После 
этого каждое обучающее изображение присоеди-
няется к той группе, ключевые слова которой ча-
ще встречаются в текстовом описании изображе-
ния. Подобное разделение обучающей выборки 
позволяет с минимальными затратами получить 
инициализацию ОТВ-групп, а также показывает 
более стабильный результат кластеризации.

Кластеризация обучающих изображений
Для последующей кластеризации обучаю-

щей выборки в ОТВ-группы необходимо каж-
дое изображение Im представить в виде тексто-
во-визуального дескриптора TVm  (Tm, Vm), где 
Tm  {t1, …, tN} — текстовый дескриптор, а Vm  
= {v1, …, vZ} — глобальный визуальный дескрип-
тор. Длина текстового дескриптора равна разме-
ру словаря ключевых слов, а его элементы вычис-
ляются с помощью статистической меры TF-IDF 
(Term Frequency — Inverse Document Frequency):
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где (kn Î Km) обозначает наличие/отсутствие 
ключевого слова kn в описании изображения 
Im (принимает значения 1 и 0 соответственно); 
F(kn) — частота встречаемости ключевого слова 
kn в обучающей выборке.

Вычисление визуального дескриптора будет 
подробно рассмотрено ниже. При сравнении двух 
изображений Ii и Ij с помощью их текстово-визу-
альных дескрипторов сходство вычисляется по 
формуле
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где DT() — косинусная метрика для сравнения 
текстовых дескрипторов; DV() — евклидово рас-

стояние между визуальными дескрипторами; 
 — эмпирический коэффициент, изменяющий-
ся в пределах [0, 1].

Чем больше значение D(TVi, TVj), тем более 
схожи изображения Ii и Ij. Полученные дескрип-
торы кластеризуются с использованием модифи-
кации расширенной самоорганизующейся инкре-
ментальной нейронной сети (ESOINN — Enhan-
ced Self-Organizing Incremental Neural Network) 
[6], единственный слой которой постепенно под-
страивается под структуру входных данных, 
определяя количество кластеров и их топологию. 
Модифицированный алгоритм ESOINN включа-
ет следующие шаги.

1. Структура нейронной сети инициализиру-
ется путем первичного разделения обучающей 
выборки. Для этого из каждой сформированной 
группы выбирается по два дескриптора, с по-
мощью которых формируются узлы сети ri Î R. 
Узлы, принадлежащие одной группе, соединяют-
ся связями.

2. На вход сети подается новый текстово-визу-
альный дескриптор TV.

3. Определяются два ближайших узла се-
ти (победитель и второй победитель) с помощью 
формулы (5). Если расстояние между входным 
дескриптором и победителем или вторым победи-
телем больше соответствующих порогов подобия, 
то входной дескриптор вставляется в сеть как 
первый узел нового класса, а алгоритм переходит 
к шагу 2 для получения нового дескриптора.

Поскольку распределение входных данных за-
ранее неизвестно, то порог подобия si обновляется 
для каждого узла в отдельности по формуле
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где Ri — набор узлов (соседей), соединенных с уз-
лом ri; Wi — вектор весов узла ri.

В случае если узел не имеет соседей, порог по-
добия вычисляется с помощью всех узлов сети:
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 W W  (9)

4. «Возраст» (числовой коэффициент, при 
создании новой связи равный 0) всех связей по-
бедителя увеличивается на 1, после чего решает-
ся вопрос о необходимости создания новой связи 
между победителем и вторым победителем.

5. Обновляется суммарная плотность побе-
дителя. Плотность узла pi вычисляется с по-
мощью среднего расстояния id  от узла до его со-
седей:

 
 2

1

1
.i

i

p
d




 (10)

Если среднее расстояние от узла до его сосе-
дей большое, то количество узлов в этой области 
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небольшое и плотность будет низкой, и наоборот. 
В течение одной итерации вычисляется плот-
ность только для победителя. Суммарная плот-
ность узла hi определяется следующим образом:

 

1
,i i

Q
h p

q 
   (11)

где q — количество периодов, в которые плот-
ность узла ri больше 0; Q — количество прошед-
ших периодов обучения (можно вычислить как 
Q  M/, где M — общее количество входных де-
скрипторов);  — число, обозначающее период об-
учения сети.

6. Счетчик количества побед Uwin узла-по-
бедителя rwin увеличивается на 1, а векторы ве-
сов победителя и его узлов-соседей обновляются 
с помощью входного дескриптора следующим об-
разом:

 

 1
;win win

winU
  W TV W  (12)

 
 1

100
, .j j win

win
j R

U
   W TV W  (13)

7. Удаляются все связи, «возраст» которых пре-
вышает заранее установленное значение agemax.

8. Если период обучения сети закончен (ко-
личество входных дескрипторов кратно периоду 
сети ), то существующие кластеры разбиваются 
на подклассы в целях обнаружения перекрыва-
ющихся областей, после чего из нейронной сети 
удаляются узлы, являющиеся шумами. Такими 
считаются узлы ri, имеющие двух или меньше 
топологических соседей и удовлетворяющие ус-
ловию следующего вида:

 1
,

R
j

i o
j

h
h b

R
   (14)

где bo, o  {1, 2, 3} — эмпирические коэффициен-
ты, используемые при удалении узлов с двумя 
топологическими соседями, одним соседом и не 
имеющих соседей соответственно.

9. Если процесс кластеризации закончен (на 
вход сети поданы все дескрипторы), то получен-
ные узлы классифицируются по принадлежно-
сти к тому или иному кластеру с использованием 
понятия пути между двумя узлами (узлы ri и rj 
связаны путем, если между ними существует не-
прерывная цепочка связей).

10. Если ESOINN продолжает работу, то пере-
ходим к шагу 2 для получения нового входного 
дескриптора.

После окончательного формирования струк-
туры нейронной сети необходимо ассоциировать 
обучающие изображения с полученными кла-
стерами, являющимися «скелетом» ОТВ-групп. 
Вначале для каждого изображения определяется 
ближайший узел сети с помощью только тексто-
вого дескриптора, после чего этот же процесс по-
вторяется с использованием только визуального 
дескриптора. В случае когда изображение по тек-
стовому и визуальному дескрипторам ассоцииро-
вано с разными кластерами, изображение счита-
ется шумовым и исключается из обучающей вы-
борки. Это необходимый шаг, поскольку при вы-
полнении алгоритма аннотирования ассоциация 
тестового изображения A происходит только при 
помощи визуальных дескрипторов. Пример од-
ной из ОТВ-групп, сформированной посредством 
базы изображений IAPR-TC12 [7], представлен 
на рис. 1.

Процесс оценки вероятности P(Hl | A) из урав-
нения (1) включает следующие шаги.

1. Определяется расстояние ds(Hl, A) между 
изображением A и ОТВ-группой Hl. Для этого 
с помощью уравнения (7) вычисляется расстояние 
между A и всеми узлами l-го кластера ESOINN 
и выбирается наименьшее из них.

  Рис. 1. Пример изображений однородной текстово-визуальной группы
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2. Вычисляется диаметр da(Hnn) ближайшей 
к изображению A ОТВ-группы Hbest как макси-
мальное расстояние между любыми двумя обу-
чающими изображениями группы.

3. Оцениваются условные вероятности P(Hl | A) 
с помощью формулы

 

 
  

   åñëè
0 èíà÷å

exp , ,
| , .

l

l l nn

ds H A
P H A ds H A da H

 
 
  

(15)

4. Условные вероятности P(Hl | A) нормализу-
ются таким образом, чтобы их сумма равнялась 1.

Следует отметить, что эффективность предло-
женного метода может быть повышена, если вме-
сте с тестовым изображением будут предостав-
лены некоторые ключевые слова, полученные от 
пользователей. В этом случае расстояние между 
новым изображением и ОТВ-группой вычисляет-
ся с помощью текстово-визуального дескриптора 
и уравнения (5).

После разделения обучающего набора на ОТВ-
группы каждая из них используется в качестве 
исходных данных для метода 2PKNN. Пусть J — 
набор обучающих изображений ОТВ-группы Hl, 
а Jn Í J, n Î {1, …, N} — набор, содержащий все изо-
бражения группы, имеющие в описании ключевое 
слово kn. Поскольку изображения набора Jn вклю-
чают одно общее ключевое слово, будем называть 
такой набор семантической группой. Так как изо-
бражение обычно проаннотировано несколькими 
ключевыми словами, то оно может принадлежать 
нескольким семантическим группам. Следует от-
метить, что ОТВ-группы имеют ограниченный на-
бор ключевых слов и, таким образом, некоторые 
семантические группы могут быть пустыми.

При аннотировании тестового изображения A 
из каждой семантической группы Jn с помощью 
уравнения (7) выбирается Y наиболее похожих 
изображений, формирующих набор JA,n. Таким 
образом, каждый набор JA,n содержит изображе-
ния, наиболее информативные при оценке веро-
ятности принадлежности ключевого слова kn те-
стовому изображению A. В связи с этим в оценке 
вероятности Pl(A | kn) участвуют только изображе-
ния из набора JA,n:
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| exp , .
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   (16)

Полученные условные вероятности нормали-
зуются для того, чтобы их сумма равнялась 1. 
Поскольку для оценки вероятности каждого 
ключевого слова используется одинаковое коли-
чество изображений, то априорная вероятность 
Pl(kn) в уравнении (1) одинакова для всех ключе-
вых слов:

 

   
1

,l n
l

P k
N H

  (17)

где N(Hl) — количество уникальных ключевых 
слов в текстовом описании изображений ОТВ-
группы Hl.

Вычисление глобального 
визуального дескриптора

В эффективности работы предложенного ме-
тода ААИ большое значение имеет точность 
представления изображений в виде визуаль-
ных дескрипторов. Наиболее успешные подхо-
ды, предложенные для решения этой проблемы, 
включают три шага: извлечение из изображений 
локальных признаков (таких как SIFT [8], SURF 
[9] и т. д.); формирование словаря визуальных 
слов; кодирование локальных признаков для 
формирования глобального дескриптора (на-
пример, методами SC [10], LLC [11], VLAD [12]). 
Рассмотрим их подробнее.

1. На первом этапе изображения описыва-
ются с помощью набора локальных признаков 
X  {x1, …, xB}, где xi Î RD. В работе [13] для клас-
сификации изображений был предложен ме-
тод быстрого вычисления локальных признаков 
FDG-SUF, состоящий из двух этапов: вычисле-
ния матрицы частей локальных дескрипторов 
DS и построения с ее помощью набора локальных 
дескрипторов. На первом этапе все изображение 
разделяется сеткой на ячейки размером 55 пик-
селов. После этого в каждой из ячеек вычисля-
ются части дескриптора G-SURF [14], которые 
сохраняются в матрицу DS. На втором этапе по 
матрице DS перемещается скользящее окно раз-
мером 44 ячейки. Каждый локальный дескрип-
тор представляет собой объединение частей де-
скриптора, попавших в скользящее окно. Таким 
образом, изменяя шаг смещения скользящего 
окна, можно существенно увеличить количество 
локальных дескрипторов, извлеченных из изо-
бражения, без значительных вычислительных 
затрат. 

2. На следующем шаге формируется словарь 
визуальных слов VW  {vw1, …, vwS}, где vwi Î RD. 
Для этого с помощью алгоритма k-средних вы-
бранные случайным образом локальные призна-
ки кластеризуются. Количество кластеров обыч-
но устанавливается в пределах от 16 до 256. Центр 
масс кластера выбирается в качестве визуального 
слова vwi.

3. По сформированному словарю локальные 
признаки кодируются в один глобальный вектор 
C Î RSD с помощью алгоритма VLAD (Vector of 
Locally Aggregated Descriptors) [12]. Суть метода 
заключается в том, что для каждого локально-
го признака xi находится ближайшее визуаль-
ное слово NN(xi). После этого для каждого ви-
зуального слова накапливается разница cj меж-
ду ним и ассоциированными с ним локальными 
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признаками. В отличие от оригинального алго-
ритма, в котором для вычисления разницы ис-
пользуется выражение NN(xi) – xi, в этой работе 
вклад каждого локального вектора уравнивается:

 
  2:

.
i i j

j i
j

j iNN 







x x vw

vw x
c

vw x
 (18)

После вычислений всех cj они нормализуются 
с помощью L2-нормы и объединяются, формируя 
глобальный дескриптор размером SD.

Полученный дескриптор показывает хорошие 
результаты при классификации изображений по 
типу сцены. Для вычисления дескриптора, опи-
сывающего объекты на изображении, использует-
ся такой же алгоритм, однако на первом этапе ло-
кальные признаки извлекаются только в особых 
точках, полученных с помощью матриц Гессе [14].

В работе [15] было показано, что некоторые 
локальные цветовые дескрипторы, имеющие вы-
сокую инвариантность к изменениям интенсив-
ности цветов, могут повысить точность класси-
фикации изображений. В этой работе в качестве 
локальных дескрипторов используются G-SURF, 
OppG-SURF и RGBG-SURF, вычисленные на 
изображениях в оттенках серого, цветовых про-
странствах Opponent и нормализованном RGB со-
ответственно.

Таким образом, каждое изображение описы-
вается с помощью шести глобальных визуаль-
ных дескрипторов. Для снижения дальнейших 
вычислительных затрат все дескрипторы объеди-
няются в один, после чего его размерность сокра-
щается по методу главных компонент (PCA) [16].

Результаты экспериментальных 
исследований

Для экспериментов использовалась база изо-
бражений IAPR TC-12 [7], содержащая 19 627 изо-
бражений размером 480360 пикселов, каждое 
из которых описано несколькими предложени-
ями. В работе [1] для базы был предложен сло-
варь из 291 ключевого слова, состоящий из наи-
более часто встречающихся существительных. 
Для обучения используется 17 665 изображений, 
остальные 1962 изображения применяются для 
тестирования.

С помощью этих изображений проводилось 
сравнение предложенного метода 2PKNN-HTVG 
с существующими методами ААИ. Оценка эф-
фективности заключалась в вычислении четырех 
параметров: средней точности (precision), средне-
го отклика (recall), F1-меры и количества ключе-
вых слов с положительным откликом (N+):
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где AA(kn) — количество изображений, автома-
тически аннотированных ключевым словом kn; 
CA(kn) — количество изображений, правильно 
аннотированных ключевым словом kn; GT(kn) — 
количество изображений, содержащих в тесто-
вой аннотации ключевое слово kn.

Все вычисления повторялись 5 раз, после чего 
выбирался лучший результат. Для работы мето-
да 2PKNN-HTVG на разных этапах были уста-
новлены следующие параметры.

1. Для формирования каждого словаря визу-
альных слов из обучающего набора случайным 
образом выбиралось 200 000 локальных призна-
ков, которые с помощью алгоритма k-средних 
кластеризовались в 128 кластеров (визуальных 
слов).

2. Объединенный глобальный дескриптор 
уменьшался с помощью метода PCA до 256 эле-
ментов.

3. При формировании ОТВ-групп текстовый 
дескриптор изображения имел большее значение 
(  0,75), а параметры сети ESOINN устанавли-
вались следующими:   50; agemax  25; b1  0,0; 
b2  0,1; b3  1,0.

4. Количество изображений Y, выбираемых 
из семантических групп в методе 2PKNN, равня-
лось двум.

Примеры аннотирования некоторых изобра-
жений показаны на рис. 2, а–в.

В таблице приведены полученные числовые 
оценки эффективности предложенного метода 
2PKNN-HTVG. Оценки для существующих мето-
дов ААИ взяты из соответствующих статей.

  Оценка эффективности разных методов ААИ

Метод

Точ-

ность, 

%

Отклик, 

%
F1-мера N+

MBRM [17] 24 23 23,5 223

JEC [1] 28 29 28,5 250

GS [18] 32 29 30,4 252

TagProp(ML) [2] 48 25 32,9 227

TagProp(ML) [2] 46 35 39,8 266

FastTag [4] 47 26 33,5 280

2PKNN [3] 49 32 38,7 274

2PKNN-ML [3] 54 37 43,9 278

2PKNN-HTVG 61 38 46,8 271
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Анализ результатов, приведенных в таблице, 
показывает, что предложенный метод эффек-
тивнее оригинального алгоритма 2PKNN по точ-
ности аннотирования на 7 %. При этом отклик 
увеличился на 1 % за счет более точного подбора 
количества ключевых слов в описании аннотиру-
емых изображений.

Заключение

В статье представлен метод автоматическо-
го аннотирования изображений, основанный на 
разделении обучающего набора изображений на 
ОТВ-группы и аннотировании нового изображения 
с помощью обучающих изображений небольшого 

количества визуально похожих ОТВ-групп. Это по-
зволяет при аннотировании сузить поиск наиболее 
информативных обучающих изображений и тем 
самым повысить быстродействие и точность анно-
тирования. Также представлен алгоритм вычис-
ления компактного глобального визуального де-
скриптора, описывающего как сцену, так и объек-
ты на изображении. Проведенные эксперименталь-
ные исследования показали, что использование 
предложенного метода повышает точность анноти-
рования на 7 %, а более точный подбор количества 
ключевых слов в описании увеличивает отклик 
на 1 %. Следует отметить, что качество аннотиро-
вания может быть повышено с помощью предостав-
ленных пользователем неполных аннотаций.

  Рис. 2.  Примеры изображений из базы IAPR-TC12: а — исходные изображения; б — достоверные аннотации изо-
бражений; в — аннотации, полученные с помощью метода 2PKNN-HTVG
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Purpose: The problem of automatic image annotation is not trivial. The training images often contain unbalanced and incomplete 
annotations, leading to a semantic gap between the visual features and textual description of an image. The existing methods include 
computationally complex algorithms which optimize the visual features and annotate a new image using all the training images and 
keywords, potentially reducing the accuracy. A compact visual descriptor should be developed, along with a method for choosing a group 
of the most informative training images for each test image. Results: A methodology for automatic image annotation is formulated, 
based on searching for a posteriori probability keyword association with a visual image descriptor. Six global descriptors combined 
in a single descriptor were obtained. The size of this single descriptor was reduced down to several hundred elements using principal 
component analysis. The experimental results showed an improvement of the annotation precision by 7% and a recall by 1%. Practical 
relevance: The compact handle visual method and automatic annotation of images based on the formation of homogeneous textual-
visual groups can be used in Internet retrieval systems to improve the image search quality.
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ИССЛЕДОВАНИЕ КРИТИЧЕСКОГО ЗНАЧЕНИЯ 
ЭКРАННОГО ПАРАЛЛАКСА
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Цель: исследование зависимости критического значения экранного параллакса от условий наблюдения стереоско-
пических изображений для снижения негативных явлений, сопровождающих просмотр 3D-контента, и для выработки 
научно обоснованных рекомендаций по его производству. Результаты: предложена гипотеза, объясняющая работу 
зрительного механизма, который обеспечивает содружественность саккадических движений оптических осей глаз при 
наблюдении реальных объектов и изображений и регламентирует максимальное значение экранного параллакса. Из 
гипотезы следует, что этап коррекции оптической оси ведомого глаза, возникающий у части зрителей при просмотре 
стереоскопических изображений, приводит к осложнению процесса содружественности саккадических движений глаз 
и является причиной дискомфорта. Показано, что критическое значение экранного параллакса, при котором возникает 
эффект двоения стереоскопических изображений, зависит от их структуры, размера, а также расстояния наблюдения 
и может изменяться в широких пределах. При расстояниях наблюдения, превышающих 5 м, критические значения 
экранных параллаксов изменяются прямо пропорционально расстоянию между зрителем и экраном. При создании 
3D-фильмов следует ориентироваться на критические значения угловых экранных параллаксов не более 17 мин. Ис-
ходя из того, что в 3D-кинематографе нет ограничений на воспроизведение достаточно больших интервалов глубины, 
поскольку фильм смотрится со сравнительно больших расстояний, а в 3D-телевидении такие ограничения имеются из-за 
малых расстояний наблюдения, для решения проблемы предлагается в качестве отображающего устройства в теле-
видении использовать виртуальные очки на основе смартфона. Практическая значимость: полученные результаты по-
зволяют при создании 3D-контента выбирать значения экранных параллаксов, гарантирующих отсутствие дискомфорта, 
эффекта двоения и других нежелательных артефактов. Технологии демонстрации стереоскопических изображений могут 
быть использованы для релаксации людей, пребывающих в замкнутых пространствах, например экипажей космиче-
ских кораблей, подводных лодок и т. п., где клаустрофобия является одним из факторов, ограничивающих допустимое 
время работы. 

Ключевые слова — стереоскопическое изображение, критическое значение экранного параллакса, содруже-
ственность саккадических движений глаз.

Введение 

Технологии регистрации и отображения изо-
бражений реальных сцен, пройдя в своем разви-
тии этапы черно-белой фотографии, черно-бело-
го, а затем цветного кино, привели к разработке 
и внедрению систем объемного (3D) кино и теле-
видения. В этих системах в настоящее время для 
демонстрации 3D-изображений используется ме-
тод стереоскопии, поскольку он наиболее просто 
реализуется.

В настоящее время этот метод недостаточно 
исследован, в результате чего при его примене-
нии возникают известные проблемы, что сдер-
живает дальнейшее развитие 3D-кино и телеви-
дения. Проявляется это в конечном итоге в недо-
статочном количестве 3D-контента, а также в не-
гативных явлениях, сопровождающих просмотр 
3D-фильмов зрителями. Некоторые зрители жа-
луются на ощущение дискомфорта, усталость 
глаз, головокружение и даже головные боли, воз-
никающие в процессе просмотра ими 3D-кино-
картин [1]. 

Исследования показали, что дискомфорт и 
другие негативные ощущения вызваны чрезмер-

но большими экранными параллаксами, опти-
мальная величина которых зависит от размера 
экрана и от расстояния между экраном и зри-
телем.

К сожалению, отсутствие теоретической ба-
зы вынуждает оператора при съемке фильма 
каждый раз выбирать эти параметры, ориен-
тируясь только на имеющийся у него опыт [1]. 
Что же касается дальнейшего развития 3D-те-
левидения, то причина, сдерживающая прода-
жи, а следовательно, и производство 3D-теле-
визоров, заключается в недостаточно хорошем 
воспроизведении глубины пространства на 
экранах 3D-телевизоров. Причем последнее от-
носится не только к передачам, которые кон-
вертируются в самом телевизоре из формата 
2D в формат 3D, но и к передачам, изначально 
снятым в 3D-формате, т. е. в стереоскопическом 
формате. Целью публикуемой работы являет-
ся исследование особенностей наблюдения сте-
реоскопических изображений, учет которых 
позволяет уменьшить сопровождающие их не-
гативные явления и выработать научно обо-
снованные рекомендации по производству 3D-
контента. 
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Гипотеза о содружественности 
движения глаз при наблюдении 
стереоскопических изображений 

Переходя к рассмотрению процессов, протека-
ющих в зрительной системе человека при наблю-
дении стереоскопических изображений, начнем 
с того, что разрешающая способность сетчаток 
глаз (острота зрения) неравномерно распределе-
на по их поверхности (рис. 1). В центре сетчатки 
каждого глаза имеется зона, называемая фовео-
лой, в которой фоторецепторы расположены с вы-
сокой плотностью и поэтому обеспечивают высо-
кое разрешение, в то время как остальная часть 
сетчатки имеет низкое разрешение. Хотя угловой 
размер фовеолы невелик, на нее приходится око-
ло 80 % всех рецепторов сетчатки. Вследствие 
этого зрительной системой наблюдаемое изобра-
жение (или сцена) рассматривается последова-
тельно по частям. 

При наблюдении сцены или ее изображения 
оптические оси глаз совершают содружествен-
ные саккадические движения с интервалом 
около 50–60 мс, фиксируясь на световых грани-
цах, создаваемых объектами, составляющими 
наблюдаемую сцену [2, 3]. При этом происходит 
сканирование изображения зонами ясного виде-
ния, размер которых определяется фовеолами 
левого и правого глаза. В результате описанного 
процесса в зрительной коре формируется ней-
ронное изображение для дальнейшего анализа. 
Содружественность движений глаз (а как из-
вестно, глаза человека функционально различа-
ются между собой, поэтому выделяют ведущий 
и ведомый глаз) имеет ключевое значение для 
понимания процессов, протекающих в зритель-
ной системе при наблюдении как реальных объ-
ектов, так и их изображений, особенно стерео-
скопических. 

Для объяснения механизма, посредством ко-
торого обеспечивается содружественность сакка-

дических движений глаз, нами была выдвинута 
следующая гипотеза. Согласно этой гипотезе при 
рассматривании объекта или его 2D-изображения 
очередную саккаду первым начинает ведущий 
глаз и, заканчивая ее, фиксируется на световой 
границе. Далее информация о направлении оп-
тической оси ведущего глаза и расстоянии до 
световой границы, которое приблизительно оце-
нивается по его фокусировке, передается ведо-
мому глазу, и он переводит свою оптическую ось 
(нацеливается) приблизительно в ту же точку 
пространства, что и ведущий глаз. После этого 
происходит корректировка направления оптиче-
ской оси и фокусировка ведомого глаза таким об-
разом, чтобы световая граница проецировалась 
в центр фовеолы, но так как эта корректиров-
ка невелика, на нее затрачивается мало усилий 
и времени, и она происходит незаметно для зри-
теля. Результатом описанной последовательно-
сти действий является содружественность дви-
жения глаз — одни и те же световые границы 
проецируются в центры фовеол обоих глаз, что 
принципиально важно.

Иначе обстоит дело при наблюдении стерео-
скопических изображений, поскольку левому и 
правому глазу при наблюдении предъявляются 
разные компоненты стереоскопического изобра-
жения, на которых положение одной и той же 
световой границы различается по горизонтали на 
величину экранного параллакса p. В этом случае, 
так же, как и при наблюдении 2D-изображения, 
ведущий глаз (пусть в рассматриваемом примере 
это будет левый глаз), совершая саккадическое 
движение, фиксируется на световой границе сво-
его компонента стереоскопического изображе-
ния объекта таким образом, чтобы она оказалась 
в центре его зоны ясного видения, т. е. в центре 
фовеолы. Сказанное поясняет рис. 2, на кото-
ром оптическая ось ведущего глаза 1 направлена 
в точку Л, через которую проходит граница объ-
екта на левом компоненте стереоскопического 
изображения. Понятно, что эта точка располо-
жена в плоскости экрана. Затем, в соответствии 
с предложенной гипотезой, ведомому глазу, как и 
в ранее рассмотренном случае, передается инфор-
мация о пространственном положении точки Л, 
в которую направлен ведущий глаз, и оптиче-
ская ось ведомого (в рассматриваемом примере 
правого) глаза 2 направляется приблизительно 
в эту же точку пространства.

Но информация, полученная ведомым гла-
зом, оказывается для него ложной, поскольку 
ведомому глазу предъявляется совсем другой 
компонент стереоскопического изображения, на 
котором в точке Л световая граница отсутствует. 
Напомним, что на компоненте, который предъ-
является ведомому правому глазу, световая гра-
ница смещена в горизонтальном направлении 
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  Рис. 1. Неравномерности остроты зрения (разре-
шающей способности) по поверхности сет-
чаток глаз 
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на величину экранного параллакса p относитель-
но световой границы компонента, предъявляемо-
го ведущему глазу, и находится в точке П. Таким 
образом, для ведомого глаза световая граница 
будет проецироваться не в центр фовеолы, а в об-
ласть, смещенную относительно центра на вели-
чину, которая определяется величиной экран-
ного параллакса. В этом случае, как и ранее, 
ведомый глаз также корректирует положение 
своей оптической оси в пространстве так, чтобы 
проекция световой границы оказалась в центре 
его фовеолы, для чего оптическая ось ведомого 
глаза смещается на величину значения углового 
экранного параллакса оказывается в положе-
нии, показанном на рис. 2 линией 3, и происхо-
дит «захват» световой границы. Однако для это-
го затрачивается больше усилий и времени, чем 
в предыдущем случае, когда изображение не сте-
реоскопическое, и тем больше, чем больше экран-
ный параллакс. Вследствие этого у зрителя воз-
никает ощущение дискомфорта, возрастающее 
с увеличением экранного параллакса. 

При захвате световой границы продолжения 
оптических осей глаз сходятся в точке М пере-
сечения осей зрения, соответствующей располо-
жению световой границы мнимого изображения 
объекта (см. рис. 2). При этом угловой параллакс  
передается в зрительную кору, и по нему опре-
деляется расстояние до световой границы этого 
мнимого изображения объекта. В случае, пока-
занном на рис. 2, объект кажется расположен-

ным дальше, чем плоскость экрана, при этом 
стереоскопическое изображение воспринимается 
зрителем как объемное. 

Если значения экранного параллакса превы-
шают некоторое критическое значение pкр, требу-
емая корректировка оказывается чрезмерно боль-
шой, и захвата световой границы не происходит; 
в результате этого возникает эффект так называ-
емого двоения, стереоскопическое изображение 
распадается на два взаимно смещенных, наложен-
ных друг на друга плоских изображения.

Из изложенного следуют два вывода. 
Во-первых, поскольку зоны ясного видения 

не имеют четко выраженных границ, то крити-
ческие значения экранных параллаксов pкр, при 
которых возникает эффект двоения, также будут 
иметь существенный разброс. 

Во-вторых, при расстояниях наблюдения, пре-
вышающих 5 м, когда глубина резкости уже прак-
тически не зависит от расстояния до экрана, кри-
тические значения экранных параллаксов будут 
прямо пропорциональны расстоянию между зри-
телем и экраном dэ, а их угловые значения практи-
чески не будут зависеть от расстояния до экрана.

Экспериментальное исследование 
зависимости критического значения 
экранного параллакса 
от условий наблюдения 
стереоскопического изображения

Выдвинутая нами гипотеза, предназначенная 
для объяснения механизма формирования коор-
динаты глубины световой границы мнимого изо-
бражения объекта при рассматривании стерео-
скопического изображения, была проверена экс-
периментально. Проверка включала в себя три 
серии экспериментов. 

В первой серии экспериментов исследования 
выполнялись с использованием специальных те-
стовых стереоскопических изображений, на кото-
рых были представлены отрезки линий, различ-
ным образом ориентированные в пространстве. 
Цель экспериментов заключалась в определении 
зависимости критического значения экранного 
параллакса Pкр от толщины линий и расстояния 
от наблюдателя до экрана dэ. 

В этих исследованиях в качестве отобража-
ющего устройства использовался 3D-телевизор 
Samsung VE40F6650AB и светоклапанные оч-
ки, так как в этом типе телевизоров применен 
эклипсный метод разделения ракурсов. На экран 
телевизора в формате MPO выводились стерео-
скопические тестовые изображения отрезков ли-
ний толщиной 1, 2, 4, 8 и 14 пикселей, верхние 
части которых были расположены в плоскости 
экрана, а нижние — либо перед экраном, либо 
за ним в зависимости от используемого тестового 

Экран

Левый глаз Правый глаз
b

d

d

pЛ П

о

э

1 2 3

М

  Рис. 2. Схема наблюдения стереоскопического изо-
бражения: точки Л и П — места на экране, 
через которые проходят вертикальные све-
товые границы левого и правого компонен-
тов стереоскопического изображения; точ-
ка М — место расположения мнимого изо-
бражения объекта; b — расстояние между 
зрачками глаз (база); dэ — расстояние до 
экрана; dо — расстояние до объекта;  — 
угловой параллакс; — угловое значение 
экранного параллакса
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изображения. Отрезки линий были расположены 
в вертикальных плоскостях, перпендикулярных 
плоскости экрана телевизора. Как выглядит на 
экране телевизора одно из использованных в экс-
перименте тестовых изображений с отрезками 
линий толщиной 1 пиксель, если смотреть на не-
го непосредственно без светоклапанных очков, 
показано на рис. 3. Обращаем внимание на то, 
что благодаря отсутствию светоклапанных очков 
на экране одновременно видны оба компонента 
стереоскопического изображения, предназначен-
ные для наблюдения и левым, и правым глазом, 
в виде расходящихся вследствие экранного па-
раллакса отрезков прямых линий. 

В процессе экспериментальных исследований 
зрителю, который смотрел на экран через све-
токлапанные очки с заданного расстояния dэ, 
предъявлялось одно из тестовых изображений. 
Зритель по шкале, имеющейся на левой сторо-
не тестового изображения, определял, на каком 
уровне (при каком значении N) исчезает стерео-
скопический эффект и возникает эффект двоения 
линии. Величина критического значения экран-
ного параллакса pкр, при котором происходило 
раздвоение наблюдаемой линии, вычислялась по 
формуле 

êð 10.p wN  

В экспериментах приняли участие 11 чел. 
Всего было выполнено более 1500 измерений.

В процессе выполнения экспериментов все ис-
пытуемые отмечали трудность фиксации и неко-
торую неопределенность уровня N, при котором 
возникает эффект «двоения». Этот эффект то появ-

лялся, то исчезал. В итоге даже при усредне-
нии по всем испытуемым результатов измере-
ния pкр получился значительный разброс дан-
ных, о величине которого можно судить по гра-
фикам (рис. 4), построенным для случая, когда 
нижние части отрезков линий теста были рас-
положены за экраном. Графики убеждают, что 
какая-либо явно выраженная зависимость pкр 
от толщины отрезков линий теста отсутствует, 
поэтому наблюдаемый разброс следует отнести 
к неопределенности установления уровня N, на 
которую ссылались испытуемые.

На рис. 5 представлены графики зависимо-
сти абсолютных величин критических значений 
экранных параллаксов от расстояния наблюде-
ния, усредненные по всем испытуемым, приняв-
шим участие в эксперименте, отдельно для тесто-

  Рис. 3. Пример тестового стереоскопического изо-
бражения, если смотреть на него без свето-
клапанных очков, с линиями толщиной 
1 пиксель: w — расстояние между линиями

N

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

1             2              3              4

430 м

w=6,08 мм  w=11,7 мм  w=22,9 мм  w=35 мм   Рис. 5. Зависимости абсолютных величин крити-
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  Рис. 4. Зависимости 1–5 критического значения 
экранного параллакса pкр от расстояния на-
блюдения dэ для линий тестового изобра-
жения толщиной 1, 2, 4, 8 и 14 пикселей 
соответственно, усредненные по всем наблю-
дателям
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вых изображений, в которых концы отрезков ли-
ний были расположены перед и за экраном. 

По данным, приведенным на рис. 5, для раз-
личных расстояний наблюдения были рассчи-
таны угловые размеры критических значений 
экранных параллаксов по формуле 

 
 êð êð ýarctg ,p d 

 

которые в виде зависимостей от расстояния до 
экрана представлены на рис. 6. 

Обратим внимание на то, что измеренные угло-
вые размеры критических значений экранных 
параллаксов в описанных экспериментах ока-
зались существенно меньше диаметра фовеолы, 
величина которой по различным литературным 
источникам находится в пределах 35–50 мин. 
Кроме того, как и было предсказано предложен-
ной гипотезой, при расстояниях наблюдения, 
превышающих 5 м, критические значения экран-
ных параллаксов изменяются прямо пропорцио-
нально расстоянию между зрителем и экраном dэ, 
а их угловые значения практически от него не за-
висят.

Во второй серии экспериментов исследования 
выполнялись с использованием сюжетных сте-
реоскопических изображений, существенной осо-
бенностью которых, в отличие от тестовых изо-
бражений с отрезками линий, являлся элемент 
неопределенности в положении световых границ, 
создаваемых изображениями реальных объектов 
на сложном неравномерном фоне. Цель экспери-
ментов заключалась в определении зависимости 
критического значения экранного параллакса pкр 
от расстояния наблюдения dэ. 

Для этих исследований было специально раз-
работано приложение, создававшее из исходного 
2D-изображения левый и правый компоненты 
стереопары путем простого смещения красного 
и голубого компонентов исходного изображения 
влево и вправо относительно друг друга на задан-

ное количество пикселей. При наблюдении соз-
данного таким образом стереоизображения зри-
тель с использованием анаглифных очков видел 
на экране монитора компьютера по-прежнему 
исходное, плоское изображение, но смещенное по 
глубине. Приложение позволяло зрителю в про-
цессе наблюдения простым изменением положе-
ния движка полосы прокрутки изменять значе-
ние параллакса и, как следствие, изменять ве-
личину смещения по глубине наблюдаемого изо-
бражения. При выполнении эксперимента в зада-
чу зрителя входило определение такого углового 
значения экранного параллакса кр, при котором 
возникает эффект двоения изображения. Так же, 
как и в описанных выше экспериментах, зрители 
отмечали трудность четкого определения порога, 
когда возникал эффект двоения изображения, 
но этот порог был существенно выше, чем при 
экспериментах с линиями. И положительные, 
и отрицательные угловые критические значения 
экранного параллакса, полученные в результате 
этих измерений, во всем интервале дальностей 
наблюдения приближались к одному градусу, 
а в некоторых случаях и превышали его. Однако 
еще задолго до того, как возникал эффект двое-
ния изображения, у зрителя появлялось ощуще-
ние дискомфорта. Зрители отмечали, что эффект 
двоения даже после возникновения присутство-
вал не постоянно, а то возникал, то исчезал. 
Объяснить это можно тем, что при наблюдении 
сюжетных изображений задача зрителя услож-
няется неопределенностью положения световых 
границ в поле его зрения. Интересно отметить, что 
в статье [4] со ссылкой на работу [5] приводится 
угловое значение критического параллакса кр, 
равное 60–70 мин. Тем не менее мы полагаем, 
что при создании 3D-фильмов следует ориен-
тироваться на угловые критические значения 
экранных параллаксов не более 17 мин, посколь-
ку при бо �льших значениях возникает ощущение 
дискомфорта и, как следствие, зрители быстрее 
утомляются. 

Третья серия экспериментов заключалась 
в измерении максимальных значений угловых 
параллаксов, которые имеют место в реальных 
3D-фильмах. Для выполнения экспериментов бы-
ли выбраны четыре 3D-фильма: «Сталинград», 
«Титаник», «Хранитель времени» и «Шрек», — 
которые различались как технологией изготов-
ления, так и жанром. Фильмы «Сталинград» 
и «Хранитель времени» были сняты в версии 3D 
стереокамерой; версия 3D фильма «Титаник» 
была получена путем конвертации из 2D-форма-
та, особенностью фильма «Шрек» является то, 
что он анимационный [6–8]. Из этих фильмов 
были отобраны 60 кадров для измерения в каж-
дом из них одного максимального положительно-
го и одного отрицательного параллакса, которое 

  Рис. 6. Зависимости угловых критических значе-
ний экранных параллаксов кр от расстоя-
ния наблюдения dэ: 1 — отклонение ниж-
ней части тестовой линии от зрителя; 2 — 
отклонение нижней части тестовой линии 
в сторону зрителя
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проводилось с помощью специального приложе-
ния, разработанного для этой цели. Измерения 
параллаксов заключались в совмещении свето-
вых границ левого и правого компонентов изо-
бражений посредством регулировки движка по-
лосы прокрутки. Полученные при измерениях 
значения параллаксов в пикселях записывались, 
а затем использовались для расчета угловых зна-
чений параллаксов. Угловые значения параллак-
сов зависят также от размера изображения и рас-
стояния, с которого производится наблюдение. 
Эти данные мы взяли для кинотеатра «Аврора», по-
лагая их типичными для 3D-кинотеатров: размер 
экрана 147 м, расстояние наблюдения из среднего 
ряда э = 6,45 м. По результатам измерений была 
рассчитана гистограмма распределения угловых 
значений экранных параллаксов  (рис. 7).

В результате проведенных исследований бы-
ло определено, что в этих фильмах в основном 
преобладали положительные параллаксы, со-
ставляющие 2/3 от всех просмотренных. Кроме 
того, среди измеренных значений максималь-
ное значение положительного параллакса со-
ставляло 105 мин, а отрицательного — 202 мин, 
хотя в основном преобладали, как это видно из 
гистограммы, значения меньше одного градуса. 
В связи с этим уместно сослаться на статью [1], 
в которой рассматриваются проблемы, связан-
ные с отрицательными артефактами при про-
смотре 3D-фильмов, и в частности говорится, что 
комфортным для кинотеатров считается среднее 
значение параллакса порядка 0,5 % от ширины 
экрана. Пересчет приведенной величины в угло-
вое значение экранного параллакса для киноте-
атра «Аврора» при просмотре из среднего ряда 
дает значение кр = 15 мин. 

Заключение

Предложенная нами гипотеза, объясняющая 
механизм содружественного саккадического 
движения оптических осей глаз, не только по-

зволяет просто рассчитать критическое значение 
экранного параллакса, гарантирующее отсут-
ствие дискомфорта и тем более двоения изображе-
ния, исходя из рекомендуемого углового размера 
критического значения экранного параллакса 
и расстояния наблюдения стереоскопического 
изображения. Эта гипотеза с большой долей уве-
ренности указывает на причину дискомфорта, 
возникающего у части зрителей при просмотре 
стереоскопических изображений с большим зна-
чением экранного параллакса, которая заклю-
чается в том, что процесс содружественности 
саккадических движений глаз в данном случае 
осложнен этапом коррекции оптической оси ве-
домого глаза. 

Как известно, в 3D-кинематографе не воз-
никает ограничений на воспроизведение доста-
точно больших интервалов глубины благодаря 
тому, что стереоскопический фильм смотрится 
со сравнительно больших расстояний, в то вре-
мя как в 3D-телевидении вследствие того, что 
наблюдение стереоскопических изображений 
осуществляется с небольших расстояний (часто 
с двух-трех метров), воспроизведение больших 
интервалов глубины невозможно [1]. Выходом 
из ситуации может служить индивидуальный 
просмотр телевизионных передач не на экранах 
3D-телевизоров, а с использованием сравнитель-
но недорогих приборов, аналогичных тем, кото-
рые в настоящее время широко рекламируются, 
так называемых 3D-очков виртуальной реально-
сти [9]. Применение таких приборов для индиви-
дуального просмотра 3D-телевизионных передач 
позволяет также решить еще одну проблему — 
проблему дискомфорта, головокружения и даже 
головной боли, возникающую у некоторых людей 
при просмотре 3D-фильмов, путем индивидуаль-
ной настройки параметров демонстрируемого 
изображения.

Отметим, что технологии получения и демон-
страции стереоскопических изображений поми-
мо традиционного применения в кино, телевиде-
нии и всевозможных аттракционах могут быть 
эффективно использованы для релаксации лю-
дей, долго находящихся в замкнутом простран-
стве, например на борту космического корабля, 
подводной лодки и т. п., где из-за клаустрофобии 
ограничивается допустимое время работы. В от-
личие от ставшего уже традиционным метода 
создания виртуальных миров, в котором при-
меняются 3D-изображения, в рассматриваемом 
случае используются стереоскопические изо-
бражения. Данный метод позволяет при срав-
нительно небольших вычислительных затратах 
получать высококачественные объемные изобра-
жения представляемой сцены с возможностью ее 
кругового обзора и ограниченного перемещения. 

  Рис. 7. Гистограмма H распределения угловых 
значений экранных параллаксов 

120 80 40 0 40 80 , угл. 
мин

H
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Purpose: Studying how the critical value of on-screen parallax depends on the observation conditions for stereoscopic images is 
important to reduce the negative phenomena accompanying the viewing of 3D content and to develop evidence-based recommendations 
for its production. Results: We have proposed a hypothesis which explains the functioning of the visual mechanism providing mutual 
saccadic movements of the optical axes of human eyes when observing real objects and images. This mechanism regulates the maximum 
value of the screen parallax. From the hypothesis it follows that the complication of mutual saccadic eye movement at the stage 
of correcting the optical axis of the slave eye which some people experience when viewing stereoscopic images is the cause of their 
discomfort. It is shown that the critical value of screen parallax at which the effect of ghosting in stereoscopic images occurs depends 
on the image structure, size and observation distance, and can vary within wide limits. When the observation distance is greater than 
5 m, the critical values of screen parallaxes are directly proportional to the distance between the viewer and the screen. Developers of 
3D films should be oriented to the critical values of angle screen parallaxes no more than 17 minutes. Based on the fact that 3D cinema 
has no restrictions on reproducing sufficiently large depth intervals (because a film is watched at a relatively large distance, and in 
3D TV such restrictions take place due to small observation distances), to solve the problem in television we propose using virtual 
glasses on the base of a smartphone as a display device. Practical relevance: The obtained results allow us, when creating 3D content, to 
choose the values of screen parallax, ensuring the absence of discomfort, ghosting effect and other unwanted artifacts. Technologies of 
demonstrating stereoscopic images can be used for the relaxation of people staying in confined spaces, such as spaceships, submarines, 
etc., where claustrophobia is one of the factors limiting the allowable time.
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Постановка проблемы: проектирование отказоустойчивых вычислительных систем, работающих в условиях повы-
шенной радиации, требует оценки влияния сбоев, заключающихся в искажении информации при попадании заряжен-
ной частицы. Средства анализа надежности таких систем должны учитывать возникновение таких сбоев, а также мо-
делировать влияние средств периодического восстановления искаженной информации, применяемых для повышения 
характеристик надежности. Цель: определение границ применимости методов анализа надежности, основанных на ис-
пользовании аналитических и имитационных моделей, для оценки надежности систем с периодическим восстановле-
нием; сравнение результатов анализа показателей надежности восстанавливаемой системы, полученных с помощью 
аналитической и имитационной моделей. Результаты: с помощью аналитической и имитационной моделей произведен 
расчет и анализ времени наработки восстанавливаемой системы до отказа. Выявлено, что наличие детерминирован-
ных процессов восстановления ограничивает применимость традиционных методов оценки надежности, таких как по-
строение марковской модели и логико-вероятностные методы. Определена необходимость учета влияния программно-
го обеспечения при проектировании систем с периодическим восстановлением. Практическая значимость: благодаря 
проведенным исследованиям определены области применения моделей надежности разного вида на различных этапах 
проектирования отказоустойчивых восстанавливаемых вычислительных систем.

Ключевые слова — имитационное моделирование, надежность восстанавливаемых систем, радиационно-стой-
кая вычислительная система, марковская модель, структурное резервирование, информационная избыточность.

Введение

Из работ, посвященных исследованию влия-
ния радиации на полупроводниковые структу-
ры [1–3], известно, что попадание заряженных 
частиц наиболее часто приводит к появлению 
ложных импульсов на выходах логических эле-
ментов и сохранению искаженной информации 
в триггерах, иными словами, к возникновению 
«мягких» (информационных) отказов. При этом 
аппаратура продолжает находиться в работоспо-
собном состоянии, а это значит, что за счет име-
ющейся временной избыточности и специальной 
организации вычислительного процесса можно 
обеспечить периодическое восстановление по-
врежденной информации и возвратить уровень 
работоспособности устройства к начальному со-
стоянию.

Статистические исследования [4] показывают, 
что полное разрушение структуры полупровод-
ника, которое влечет окончательный выход эле-
ментов вычислительной системы (ВС) из строя, 
происходит в сотни раз реже «мягких» отказов. 
Это меняет взгляд на организацию проектиро-
вания отказоустойчивых систем, поскольку рас-
пространенные в традиционных подходах мето-
ды структурного резервирования, используемые 

при борьбе с невосстанавливаемыми отказами, 
должны быть дополнены средствами периодиче-
ского восстановления поврежденной информа-
ции, что существенно повысит надежность систе-
мы. Такой подход приводит к новым архитектур-
ным решениям.

В работах [5, 6] предложен подход к проекти-
рованию ВС, основанный на представлении си-
стемы в виде сети функциональных блоков (ко-
нечного автомата с памятью или модуля памяти), 
внутри которых реализуются средства защиты 
от «мягких» отказов путем периодического вос-
становления информации с помощью структур-
ного резервирования для конечных автоматов 
и использования корректирующих кодов с ис-
правлением ошибок для блоков памяти.

Организация восстановления влечет за собой 
новые требования к анализу надежности и к мо-
делям надежности. Аналитические модели, осно-
ванные на вероятностной оценке возникновения 
отказов, применимы для случаев, когда среднее 
время между двумя «мягкими» отказами значи-
тельно меньше периода восстановления инфор-
мации. При недостаточной временной избыточ-
ности в системе эти ограничения могут не выпол-
няться. В такой ситуации требуются модели на-
дежности, учитывающие регулярные процессы 
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восстановления и влияние логики программного 
обеспечения на процессы в системе. Этим обо-
сновано применение метода оценки, базирующе-
гося на программной имитации процессов, про-
текающих в системе (таких как возникновение 
отказов, восстановление информации, действие 
вычислительного процесса и т. д.), т. е. имитаци-
онных моделей.

В настоящей работе предлагается реализация 
имитационной модели надежности, позволяю-
щей учитывать влияние процессов восстановле-
ния на работоспособность системы. С помощью 
данной имитационной модели производится оцен-
ка системы со структурной избыточностью и вос-
становлением. 

Объект исследования

Для иллюстрации использования аналитиче-
ских и имитационной моделей оценим структур-
ную надежность фрагмента структуры (рис. 1).

Представленная структура является частным 
случаем обобщенной структуры (см. рис. 2), ис-
пользуемой при проектировании отказоустой-
чивых ВС, основанном на разбиении системы на 
независимые блоки с периодическим восстанов-
лением работоспособного состояния блока [7]. 
Такое построение структуры обосновано для не-
восстанавливаемых систем и соответствует «до-
менной» организации, допускающей масшта-
бирование уровня резервирования. Структура 
обеспечивает блокирование распространения от-
казов за пределы блока как для невосстанавлива-
емых, так и для «мягких» отказов. 

Выбор этой структуры обусловлен также тем, 
что именно для нее в работе [8] получена анали-
тическая модель расчета показателей надеж-
ности с учетом периодического восстановления 
«мягких» отказов. С этой аналитической моде-

лью будем сравнивать расчеты на имитационной 
модели. Вопрос о целесообразности модифика-
ции структуры применительно к случаю прева-
лирования мягких отказов требует отдельного 
рассмотрения.

Если в каком-либо блоке произошел один от-
каз за период восстановления, он никак не ска-
жется на функционировании других, связанных 
с его выходами, блоков благодаря мажоритарам, 
расположенным на их входах. 

Система считается работоспособной, если на 
каждом из выходов O1, O2, O3 выставлены кор-
ректные данные. Это условие выполняется, если 
на выходе каждого блока присутствует не более 
одного искаженного сигнала из трех.

На примере из рис. 1 продемонстрируем расчет 
интенсивности потока отказов на выходах О1, О2, 
О3 в зависимости от интенсивности восстановле-
ния информации в блоках AN  rn при заданных 
значениях:

— интенсивность собственных отказов каждо-
го экземпляра в тройке блоков AN n;

— интенсивность собственных отказов каждо-
го мажоритара в тройке VN  n.

Подходы 
к аналитическому расчету

Аналитическая оценка данной системы может 
быть произведена одним из следующих методов:

— комбинаторной оценкой возникновения 
различных комбинаций отказов в блоках и полу-
чением аналитической формулы для расчета об-
щей вероятности отказа системы [8];

— построением марковской модели и ее реше-
нием [9];

— построением логической функции работо-
способного состояния и ее решением логико-ве-
роятностными методами [10, 11].

Комбинаторная оценка
В работе [8] выводится обобщенная форму-

ла, оценивающая надежность отказоустойчивой 
структуры (рис. 2), состоящей из троированных 
мажоритаров Vi на входе и подключенных к ним 
троированных периодически восстанавливаемых 
блоков Ak. Данная структура является обобщени-
ем исследуемой (см. рис. 1) с соответствующими 
наименованиями элементов.

Зависимость интенсивности потока отказов 
на выходе блока от параметров восстановления 
определяется по формуле
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  Рис. 1. Исследуемый фрагмент структуры: I1, I2, 
I3 — входные данные; V1, V2, V3 — группы 
троированных мажоритаров; A1, A2, A3 — 
группы троированных блоков типа «конеч-
ный автомат с памятью» с периодическим 
восстановлением (каждая тройка блоков 
имеет свой собственный период восстанов-
ления T1, T2, T3); O1, O2, O3 — выходы тро-
ированных блоков
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В формуле (1) использованы следующие обо-
значения:

s — интенсивность отказов на выходах струк-
туры (см. рис. 2);

Nm — количество троированных блоков;
Nv — количество троированных мажоритаров;
K — коэффициент кратности периодов обнов-

ления в блоках (1  K  2). При кратных периодах 
обновления K  1;

out:V  2M — функция, определяющая мно-
жество троек узлов, подключенных к выходам 
заданной тройки мажоритаров;

j — интенсивность собственных отказов эк-
земпляров блока j;

j — интенсивность отказов мажоритара j. 
Стоит отметить, что эта величина отражает толь-
ко отказы мажоритаров, оказавшие непосред-
ственное влияние на подключенный к ним блок, 
т. е. повлекшие изменение состояния памяти 
блока. При рассмотрении «мягких» отказов необ-
ходимо учитывать, что не каждое попадание за-
ряженной частицы в область мажоритара влечет 
за собой сбой в работе подключенного автомата. 
Наведенные импульсы, не сохранившиеся в те-
чение всего времени удержания запоминающего 
элемента, не вызовут запоминания искаженного 
бита. Также при оценке влияния мажоритаров 
необходимо учитывать особенности их структу-
ры — как минимум тот факт, что вероятность 
попадания частицы прямо пропорциональна 
площади, занимаемой элементом на кристалле, 
которая для мажоритаров относительно мала. 

Вышеперечисленные причины уменьшают ве-
роятность отказа системы из-за сбоев в мажори-
тарах и уменьшают их структурную значимость 
с точки зрения надежности;

tRj — период восстановления блока j;
tR_max(j, k) — максимальный из периодов вос-

становления блоков j и k.
При получении формулы (1) принимались сле-

дующие допущения: 
— в элементе в течение периода восстановле-

ния возникает не более двух отказов (предполо-
жение о наличии достаточного резерва времени 
для обеспечения нужной интенсивности регуляр-
ного восстановления);

— отсутствуют невосстанавливаемые отказы.
Один из основных выводов, полученных из 

формулы (1): интенсивность отказов на выходе 
троированных блоков находится в прямой ли-
нейной зависимости от периода восстановления 
блоков.

Марковская модель
При проведении комбинаторной оценки при-

ходится ограничивать количество рассматрива-
емых событий, возникающих за период восста-
новления, чтобы сократить количество анали-
зируемых комбинаций и упростить тем самым 
итоговое выражение. Этого ограничения можно 
избежать, если выделить все возможные состо-
яния системы (полностью работоспособное и со-
стояния с частичной деградацией в результате 
отказов экземпляров блоков и мажоритаров) и 
представить систему в виде марковской модели. 
В этом случае можно получить точный результат 
путем решения системы алгебраических уравне-
ний Чепмена — Колмогорова [9].

Однако марковская модель накладывает огра-
ничения следующего рода:

— величины интервалов времени между от-
казами и периодов между восстановлениями под-
чиняются экспоненциальному закону распреде-
ления случайной величины;

— рост сложности системы ведет к резкому 
увеличению числа состояний, что приводит к ус-
ложнению системы уравнений и ее решения.

Первое ограничение значительно затрудняет 
анализ систем с детерминированным восстанов-
лением. К примеру, рассмотрим поведение неко-
торого элемента системы, устойчивого к появле-
нию однократного сбоя за детерминированный 
период восстановления Tвосст 1/r. Поток отка-
зов пуассоновский с интенсивностью.

Для построения марковской модели такой си-
стемы необходимо принять допущение об экспо-
ненциальном законе распределения интервалов 
между событиями как потока восстановления, 
так и потока отказов. Модель будет иметь вид, 
представленный на рис. 3.

V1

V2

VNv

A1

A2

ANm

  Рис. 2.  Обобщенная структура соединений отказо-
устойчивых блоков
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Пусть r  1,0,   0,2. Тогда оценка среднего 
времени T до перехода в неработоспособное со-
стояние X из полностью работоспособного состо-
яния OK и состояния с частичной деградацией 
ERR (error) на основании марковской модели да-
ет результат T  33,78 (некорректная оценка).

При использовании комбинаторного метода 
(корректной оценки) необходимо оценить вероят-
ность возникновения двух и более отказов за пе-
риод восстановления 1,0. Так как поток отказов 
пуассоновский, эта вероятность приближенно
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Расхождение в результатах оценки среднего 
времени наработки двумя методами иллюстриру-
ет некорректность допущения об экспоненциаль-
ном законе распределения периода восстановле-
ния, использованного при построении марковской 
модели (при переходе из состояния в состояние 
марковская модель «забывает» предысторию пере-
хода и, следовательно, информацию о том, сколь-
ко времени осталось до наступления следующего 
момента восстановления).

Логико-вероятностные методы
Рассмотрение использования логико-вероят-

ностных методов [10, 11] выходит за рамки данной 
статьи. Лишь отметим, что применение этих ме-
тодов по сравнению с марковскими моделями за-
частую избавляет от трудоемкого построения мо-
дели состояний системы, но сохраняет ограни-
чения на закон распределения интенсивностей 
отказов и восстановлений, характерные для при-
менения марковской модели, а также добавляет 
требование независимости событий отказов, воз-
никающих в элементах системы.

Применение имитационной модели

Цель применения имитационной модели — 
получение характеристик надежности для си-
стем, не укладывающихся в ограничения тради-
ционных аналитических моделей.

Для этого на ЭВМ производится моделиро-
вание последовательности возникших в систе-
ме событий и ее реакций на них (эксперимент). 
Эксперимент заканчивается при наступлении 
определенного условия (например, при переходе 
системы в неработоспособное состояние или по 
истечении времени моделирования).

В качестве имитационных моделей надежно-
сти в различных работах предлагаются либо мо-
дели общего назначения (к примеру, сети Петри), 
либо специализированные, ориентированные на 
оценку надежности специфических систем [12].

Имитационная модель, предложенная в дан-
ной работе, имеет сходства с марковской:

— для ее построения задаются состояния си-
стемы, определяемые последовательностью воз-
никших в системе сбоев (состояния частичной 
деградации);

— между состояниями задаются переходы, 
главные причины которых — возникновение от-
казов и событий восстановления. Вес перехода 
задает интенсивность возникновения данного со-
бытия.

С другой стороны, имитационная модель рас-
ширяет возможности марковских моделей:

1. Интервалы времени между переходами не 
обязательно подчинены экспоненциальному за-
кону распределения случайной величины. В об-
щем случае имеется возможность выбора закона 
распределения и параметров функции распреде-
ления для данного закона. В частности, может 
быть задан детерминированный интервал време-
ни, через который осуществляется переход, что 
полезно для моделирования процессов восстанов-
ления.

2. Многие события, возникающие в системе, 
не зависят от ее текущего состояния. Например, 
восстановление происходит через фиксирован-
ные моменты времени, в каком бы состоянии 
система не находилась. Такие явления можно за-
дать с помощью генератора глобальных событий 
(Global Events Generator). Также в модели опреде-
ляется реакция системы на эти события, которая 
в общем случае зависит от текущего состояния.

3. Марковская модель требует определения 
всех возможных состояний системы и переходов 
между ними. Для системы из рис. 1 требовалось 
бы выделить отдельное состояние для каждой 
возможной комбинации отказавших элемен-
тов — мажоритаров и блоков. Модель в этом слу-
чае содержала бы 22 состояния. При возрастании 
сложности системы количество ее состояний воз-
растало бы еще значительнее. Для устранения 
упомянутого ограничения предлагается пред-
ставить имитационную модель в виде сети неза-
висимых графов состояний, взаимосвязь между 
которыми обеспечивается путем передачи сиг-
налов (именованных событий) от одного графа 

OK ERR Xr

r

  Рис. 3. Модель состояний элемента, устойчивого 
к однократному сбою
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к другому. Такого рода событие порождается гра-
фом при возникновении в нем перехода из состо-
яния в состояние. Данное событие может стать 
причиной перехода между состояниями в других 
графах. Такой подход позволяет перейти от моде-
лирования сложной системы к моделированию 
нескольких простых со значительно меньшим 
количеством состояний. 

4. Следствием из п. 3 является то, что рабо-
тоспособность сети графов задается в виде логи-
ческой функции (Health Function), зависящей 
от текущего состояния заданного подмножества 
графов (непосредственно определяющего работо-
способность системы), входящих в состав сети.

Результатом расчета модели является:
— вероятностная функция работоспособности;
— среднее время наработки до отказа;
— оценка погрешности рассчитанных харак-

теристик.

Пример расчета

При расчете системы (см. рис. 1) используются 
следующие допущения и относительные значе-
ния:

— поток отказов в блоках и мажоритарах яв-
ляется пуассоновским;

— отсутствуют невосстанавливаемые отказы 
в элементах;

— интенсивности отказов всех экземпляров 
блоков A1, A2, A3 равны   1  2  3  1,0;

— интенсивности отказов всех экземпляров 
мажоритаров V1, V2, V3 равны   1  2  3  0,01;

— период восстановления блоков A1, A2, A3 де-
терминирован и равен tr  1/r.

Аналитическая оценка комбинаторным ме-
тодом.

Для аналитической оценки применим форму-
лу (1), которая для данной структуры имеет вид
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(2)

Формула (2) определяет интенсивность потока 
отказов исследуемой структуры.

Оценка имитационным моделированием.
Имитационная модель для структуры, пред-

ставленной на рис. 1, может быть реализована 
сетью из следующих графов с независимыми со-
стояниями:

V1, V2, V3 — примитивные графы, моделирую-
щие события отказов в соответствующих мажо-
ритарах;

A1[1], A1[2], A1[3] — графы состояний экзем-
пляров троированного блока A1;

A2[1], A2[2], A2[3] — аналогично для блока A2;
A3[1], A3[2], A3[3] — аналогично для блока A3;
A1Out, A2Out, A3Out — графы, моделирующие 

состояние выходных линий блоков O1, O2, O3. 
Графическая интерпретация имитационной 

модели представлена на рис. 4.
Пунктирными линиями на рис. 4 обозначе-

ны независимые графы, входящие в состав сети 
(двойными пунктирными — тройки однотипных 
графов). Состояния, выделенные тонким конту-
ром, являются работоспособными, жирным — не-
работоспособными. Если над переходом между со-
стояниями нет названия, он обозначает внутрен-
нее событие в графе. Если переход именованный, 
он обозначает внешнее событие, передаваемое 
между графами (стрелка, входящая во внутрен-
ний переход, символизирует порождение внутрен-
него перехода внешним событием). Стрелки, ис-
ходящие из перехода, иллюстрируют генерацию 
внешнего события при возникновении данного пе-
рехода. Если стрелка выходит из состояния, зна-
чит внутреннего перехода в исходном графе при 
возникновении события нет. Утолщенные стрелки 
обозначают воздействие глобального события, по-
рождаемого генератором Global Event Generator 
независимо от переходов в каком-либо графе 
(в данном случае — событие восстановления REC 
(recovery) с постоянным периодом).

Система находится в работоспособном со-
стоянии, если все троированные модули А1, А2, 
А3 исправны, т. е. на их выходах выставлены 
корректные сигналы. Другими словами, логи-
ческая функция работоспособности системы 
HealthFunction  A1Out & A2Out & A3Out.

Рассмотрим принцип функционирования мо-
дели на примере блока А1. Примитивные графы 
V1[1], V1[2], V1[3] моделируют работу подключен-
ных к модулю мажоритаров, которые являются 
источниками отказов V1Fault[k], где k  1..3. Как 
видно из рис. 4, данные отказы влияют на соответ-
ствующий граф А1[k], что переводит его в нерабо-
тоспособное состояние ERR. Этот переход в свою 
очередь порождает событие A1Fault. При этом 
в графе А1Out, моделирующем состояние вы-
ходной линии тройки модулей А1, происходит 
переход в состояние DIST (distortion), свидетель-
ствующее о том, что одна из выходных линий 
блока А1 искажена. Отметим, что после этого 
граф A1[k], в котором произошел отказ, продол-
жает хранить неработоспособное состояние ERR 
и не может быть источником отказов для A1Out. 
Возникновение события восстановления REC, 
воздействующего на все блоки, переводит в состо-
яние ОK как A1[k], так и A1Out. Отказ A1Out про-
изойдет в том случае, если событие A1Fault воз-
никнет дважды за период восстановления, дру-
гими словами, если два различных экземпляра 
блока А1 перейдут в неработоспособное состояние 
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  Рис. 4. Графическая интерпретация имитационной модели исследуемой системы
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в течение периода восстановления. Модель собы-
тий для блоков А2 и А3 строится аналогичным об-
разом.

Более подробно связи между событиями и со-
стояниями в графах описаны в таблице.

При расчете для каждого фиксированного 
значения tr в диапазоне от 0,0 до 1,0 производит-
ся заданное число экспериментов (50 000), каж-
дый из которых продолжается до перехода си-
стемы в неработоспособное состояние. Во время 
каждого эксперимента моделируются возникно-
вение случайных и детерминированных событий 
и реакции системы, заключающиеся в переходах 
графов между состояниями, и производится из-
мерение времени наработки до отказа. Итоговые 
результаты получаются путем статистической 
оценки произведенного набора экспериментов.

Полученные результаты.
Расчет исследуемой структуры (рис. 5, а) про-

веден с помощью комбинаторной оценки и рас-
считанной имитационной модели. Начальный 
участок данных кривых показан на рис. 5, б.

Ось абсцисс: период восстановления блоков А1, 
А2, А3 (Tвосст  1/r).

Ось ординат: интенсивность потока отказов 
на выходах О1, О2, О3. Относительная единица 
измерения 1,0 обозначает интенсивность сбоя 
в любом из троированных элементов А1, А2, А3. 
Интенсивность сбоев в любом из троированных 
мажоритаров равна 0,01.

Заключение

Полученные результаты позволяют сделать 
следующие выводы.

1. Аналитическая формула дает достаточ-
но точную оценку надежности анализируемой 
структуры для малых периодов восстановления. 
Из рис. 5, б видно, что при периоде восстановле-
ния меньше 0,1 (в десять раз меньшем приблизи-
тельного периода между сбоями в каждом блоке) 
обе характеристики имеют линейную зависи-
мость с одинаковым коэффициентом наклона.

2. Если обеспечение достаточно малого пери-
ода восстановления блоков невозможно из-за не-
достаточного резерва времени, зависимость ин-
тенсивности отказов от периода восстановления 
выходит на нелинейный участок, что приводит 
к необходимости применять имитационную мо-
дель для корректного расчета.

3. Расчет с помощью имитационной модели 
позволяет оценить эффективность применения 
механизмов повышения отказоустойчивости:

— если бы в системе не было реализовано ни 
восстановление, ни структурное резервирование, 
то отказ в любом из модулей А1, А2, А3 приводил 
бы к выходу из строя всей системы. С учетом то-
го, что периоды между отказами являются слу-
чайной величиной, подчиненной экспоненциаль-
ному закону распределения, а интенсивность воз-
никновения отказов в каждом блоке равна 1,0, 

  Рис. 5.  Зависимость интенсивности потока отказов системы от периода восстановления блоков А1, А2, А3: а — 
общий результат; б — начальный участок

10,0

8,0

6,0

4,0

2,0

0,0

10,0

8,0

6,0

4,0

2,0

0,0
0,0      0,2      0,4      0,6      0,8      1,0      1,2 0,0     0,02    0,04   0,06    0,08    0,1      0,12

— аналитическая модель — имитационная модель

а) б)

Граф Состояния Переходы

AnOut

n  1..3 — номер 

блока

OK (работоспособное) — троированный 

блок исправен 

DIST (работоспособное) — один из 

экземпляров блока неисправен

ERR (неработоспособное) — два или 

более экземпляра блока n неисправны, 

что приводит к возникновению невосста-

навливаемого отказа и выходу системы 

из строя

OK –> DIST

Возникает при наступлении события AnFault

DIST –> OK

Возникает при генерации глобального события REC

DIST –> ERR

Возникает при наступлении события AnFault

  Окончание табл.
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среднее время наработки до отказа может быть

оценено как èñõ
1 2 3

1 1
0 333

3 1 0
, ;

,
T   

     
— если применяется троирование блоков и 

мажоритаров (что соответствует результатам рас-
чета имитационной модели на больших периодах 
восстановления), то при интенсивности отказов 
каждого мажоритара, равной 0,01, интенсив-
ность отказов системы стремится приблизитель-
но к 2,5, а время средней наработки до отказа —

к ðåç
1

0 4
2 5

,
,

T    (эти величины соответствуют 

результату расчета марковской модели при отсут-
ствии переходов по событию восстановления). Та-
ким образом, по сравнению с нерезервированной 
системой время наработки до отказа было увели-

чено на 
ðåç èñõ

èñõ
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0 333
, ,
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— обеспечение регулярного восстановления 
искаженных данных с периодом 0,05 (в 20 раз 
чаще возникновения сбоев в модулях) приводит 
к увеличению периода наработки до отказа до 
Tвосст  1/0,43  2,33, т. е. приблизительно в 5 раз 
относительно резервированной, но не восстанав-
ливаемой структуры, что доказывает эффектив-

ность применения восстановления для борьбы 
с «мягкими» отказами.

4. Большое влияние периода восстановления 
на надежность системы подтверждает необхо-
димость учета программного обеспечения при 
проектировании системы, так как оно опреде-
ляет допустимый резерв времени, отводимый на 
периодическое восстановление блоков. Так как 
имитационная модель пригодна для анализа при 
любых величинах периода восстановления, она 
помогает оценить, достаточен ли имеющийся ре-
зерв времени для обеспечения требуемых харак-
теристик надежности.

5. Имитационная модель также необходима 
для сравнительного анализа возможных органи-
заций восстанавливаемых блоков на этапе син-
теза с учетом таких показателей, как сложность 
реализации и быстродействие.

6. После того как в процессе проектирования 
были определены параметры восстановления для 
каждого блока и с помощью имитационной модели 
вычислена интенсивность потока отказов на вы-
ходе блоков, надежность сети блоков может быть 
оценена с помощью традиционных аналитических 
моделей или логико-вероятностными методами.
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Introduction: When designing fault-tolerant computing systems which must work under radiation, you have to estimate the 
influence of information distortion caused by charged particles. Software tools developed to analyze the reliability of such systems 
should take into account these particle-caused failures and simulate the features of periodic recovery of the distorted information 
which are used to increase the reliability. Purpose: The goal of this study is to determine the bounds within which you can apply the 
reliability analysis methods based on using analytical and imitational models in order to evaluate the reliability of systems with periodic 
recovery. Another goal is to compare the results of analyzing the reliability characteristics obtained by the analytical and imitational 
models. Results: The analytical and imitating models helped to calculate and analyze the time for which a recoverable system works 
until a failure happens. It has been found out that determined recovery processes restrict the applicability of the traditional reliability 
estimation approaches such as Markov models or logical-probabilistic methods. The necessity to take into account the software influence 
when designing systems with periodic recovery has been substantiated. Practical relevance: The conducted research helped to specify 
the application areas for certain reliability models at various stages of designing fault-tolerant recoverable computing systems.

Keywords — Imitational Modeling, Reliability of Recoverable Systems, Radiation Resistant Computing System, Markov Model, 
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Постановка проблемы: тормозные антиблокировочные системы используются в современных автомобилях для 
предотвращения юза колес при торможении. Модель транспортного средства имеет нелинейную форму. Регулятор дол-
жен обеспечивать контролируемый вращающий момент, необходимый для поддержания оптимального значения коэф-
фициента проскальзывания колеса. Цель: построение генетически настраиваемого нечеткого регулятора ПИД-типа для 
повышения качества работы антиблокировочной системы по сравнению с линейными ПИД-регуляторами. Результаты: 
разработана антиблокировочная система с использованием модели колеса автомобиля и тормозного привода при дви-
жении транспортного средства в продольном направлении. Для управления торможением предложены три типа кон-
троллера: релейный регулятор, генетически настраиваемые линейный ПИД и нечеткий регулятор ПИД-типа. Качество 
работы антиблокировочной системы оценивается в системе MatLab по тормозному пути и коэффициенту продольного 
скольжения автомобиля. Нечеткий регулятор показал лучшие характеристики для модели антиблокировочной системы, 
уменьшая тормозной путь до 10 % по сравнению с обычным ПИД и более чем на 30 % по сравнению с релейным 
контроллером. Практическая значимость: предложенный алгоритм управления перспективен для реализации в анти-
блокировочной системе в режиме реального времени.

Ключевые слова — антиблокировочная система, нечеткий логический регулятор, ПИД-регулятор, генетический 
алгоритм. 

Введение

В последние годы при разработке систем 
управления сложными техническими объекта-
ми все более широко используется нечеткое ло-
гическое управление. Одной из трудных прак-
тических задач, где использование нечетких ло-
гических регуляторов (НЛР) показало хорошую 
эффективность, является задача конструирова-
ния автомобильных антиблокировочных систем 
(АБС).

Разработка эффективных АБС является од-
ним из основных условий повышения безопас-
ности эксплуатации автомобильного транспор-
та. Экстренное задействование тормозов с целью 
остановить автомобиль либо снизить его ско-
рость может приводить к противоположному 
результату — колеса блокируются и теряют сце-
пление с дорожным покрытием, а автомобиль 
сохраняет скорость и перестает слушаться руля. 
Первые АБС, которые появились в автомобиль-
ной промышленности в 60-е гг. XX в., постро-
енные на аналоговых процессорах, были дорого-
стоящими и ненадежными [1, 2]. Современные 
встроенные автомобильные микропроцессорные 
системы позволяют реализовывать сложные ал-
горитмы управления, в том числе на базе нечет-
кой логики.

Основу НЛР составляют нечеткие правила; 
они связывают наблюдаемое состояние объекта 
и управление, которое должно в этом состоянии 

использоваться. Таким образом, можно рассма-
тривать НЛР как разновидность экспертных 
систем, в которых знания имеют явное пред-
ставление в виде правил. При проектировании 
АБС также используется такой подход. Набор 
нечетких правил позволяет описать нелиней-
ный закон управления и повысить качество ра-
боты АБС ([3–5] и др.). Однако более широкие 
возможности обеспечивает поисковая оптими-
зация НЛР, поскольку человек, в силу своих 
ограниченных психофизических возможностей, 
является ненадежным источником информации 
при анализе быстропротекающих процессов в 
момент торможения автомобиля.

Сложность задачи оптимизации НЛР тре-
бует применения методов глобального поиска, 
таких как генетический алгоритм или метод 
роя частиц [6–8]. Эти методы используют це-
левую функцию как невязку между заданным 
эталонным процессом и выходом имитацион-
ной модели при конкретном наборе параметров. 
В процессе оптимизации меняются параметры 
регулятора, а параметры модели остаются не-
изменными. Таким образом, чем меньше на-
страиваемых параметров имеет НЛР, тем проще 
задача оптимизации. В данной работе при кон-
струировании АБС рассматривается генетиче-
ская оптимизация нечеткого регулятора ПИД-
типа, который представляет собой 3-канальную 
структуру с кусочно-линейной аппроксимацией 
нелинейной функции каждого канала [9–11].
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Математическое описание 
процесса торможения

При построении описания АБС автомобиля 
обычно используют следующие допущения [2]:

— динамика колес автомобиля идентична;
— масса автомобиля равномерно распределя-

ется по всем четырем колесам;
— влияние трансмиссии и подвески автомоби-

ля не учитывается.
Таким образом, может быть рассмотрена одно-

колесная модель автомобиля в процессе торможе-
ния (рис. 1). На рисунке приняты обозначения: 
Mт — тормозной момент, Нм; Fx — продольная 
составляющая контактной силы колеса, Н; v — 
абсолютная скорость автомобиля, м/c;  — угло-
вая скорость колеса, рад/с; FN — сила реакции 
опоры (нормальная сила), Н.

Уравнения движения автомобиля имеют вид

 

ò
d
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( ) ( )
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J F t r M t
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где J — момент инерции колеса, кгм2; r — радиус 
колеса, м.

Продольная составляющая контактной силы 
определяется выражением

 Fx = μ(s(t))FN,  (2)

где μ — коэффициент дорожного трения; s — про-
дольное проскальзывание.

Нормальная сила получается по формуле

 FN = mg,  (3)

где m — приведенная на одно колесо масса ав-
томобиля (m = M/4, где M — масса автомобиля); 
g — ускорение свободного падения.

Проскальзывание колеса определяется фор-
мулой
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Таким образом: 
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При s = 0 наблюдается идеальное сцепление 
с дорогой, полное отсутствие скольжения. При 
s = 1 колесо заблокировано, происходит неуправ-
ляемое скольжение.

На величину μ(s) влияют многие факторы: 
состояние дороги, погодные условия, состояние 
шины, скорость автомобиля. Примерные зависи-
мости μ(s) для различных состояний дорожного 
покрытия приведены на рис. 2.

Может быть использовано аналитическое опи-
сание коэффициента дорожного трения с помо-
щью формулы [12]

 
 1( ) ,bss a e cs      (5)

где a, b и c — коэффициенты, зависящие от состо-
яния дорожного покрытия.

Например, для сухого асфальта значения ко-
эффициентов: a = 1,28, b = 23,99 и c = 0,52. 

Для вычисления значения проскальзывания 
нужно иметь информацию об угловой и линейной 
скорости колеса. Измерение угловой скорости ко-
леса с помощью датчиков является достаточно 
простой задачей. Однако точно измерить абсо-
лютную скорость автомобиля в реальном време-
ни сложно, что приводит к необходимости ис-
пользовать оценки проскальзывания.

В работе [13] для описания коэффициента до-
рожного трения использована формула, учиты-
вающая скорость движения автомобиля:

 
  2 4

1 3 1( , ) .Ñ s C svs v Ñ e Ñ s e       (6)

  Рис. 1. Модель тормозящего колеса
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  Рис. 2. Зависимость коэффициента дорожного тре-
ния от продольного проскальзывания; до-
рожное покрытие: 1 — сухое, 2 — мокрое, 
3 — скользкое (обледенелое)
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Параметры, входящие в (6), приведены в таб-
лице.

Рассмотрим производную продольного про-
скальзывания:
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Из (1)–(3) следует
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Подставляя (8) в (7), можно записать систему 
уравнений, описывающих динамику колеса при 
торможении:
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Тормозной момент может быть описан упро-
щенно:
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где k — константа торможения; P — давление, 
создаваемое тормозной системой при прижатии 
колодки к тормозному диску: Mmax — макси-
мальное давление в тормозной системе.

Более реалистично тормозной момент можно 
описать передаточной функцией с запаздывани-
ем [14]:
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  (11)

Уравнения (5), (6) и (9)–(11) представляют со-
бой модель динамики автомобиля при торможе-
нии. При проведении вычислительных экспери-
ментов будем рассматривать легковой автомо-

биль со следующими параметрами: начальная 
скорость v0 = 100 км/ч; масса (приведенная на 
одно колесо) m = 375 кг; радиус колеса r = 0,32 м; 
момент инерции колеса J = 1,7 кгм2; максималь-
ный тормозной момент 2500 Нм.

Модель антиблокировочной системы

Типичная АБС состоит из центрального мик-
ропроцессора, четырех датчиков скорости вра-
щения колес (по одному на каждое колесо) и двух 
или четырех гидравлических или пневматиче-
ских клапанов в цепи управления тормозами. 

В основу работы колесных датчиков положен 
принцип электромагнитной индукции. При вра-
щении колеса мимо датчика проходят зубцы и 
впадины специального ротора и наводят в обмот-
ке датчика электрический сигнал, частота кото-
рого пропорциональна угловой скорости колеса и 
количеству зубцов на роторе.

Для сохранения прямолинейного движения 
автомобиля после начала торможения микро-
процессор анализирует скорость вращения каж-
дого колеса. Если какое-то колесо вращается на-
много медленнее других, то происходит умень-
шение давления в соответствующем тормозном 
цилиндре. 

Для управления клапанами может быть исполь-
зована широтно-импульсная модуляция (ШИМ), 
вырабатывающая с периодом T пилообразный сиг-
нал (рис. 3), с которым сравнивается текущее зна-
чение сигнала управления uс. В результате срав-
нения клапан тормозной системы переключается 
в режим торможения (ON) или в режим расторма-
живания (OFF).

Гидравлическая тормозная система, а также 
микропроцессор создают некоторую временную 
задержку, поэтому для вычисления ошибки не-
верно использовать значение коэффициента сколь-
жения, получаемое на выходе системы. Необ-
ходимо в реальном времени предсказывать буду-
щее значение коэффициента скольжения и имен-
но его использовать для контроля ошибки [15]. 

  Параметры для расчета коэффициента дорожного 
трения

Дорожное полотно С1 С2 С3 С4

Сухой асфальт 1,029 17,16 0,523 0,03

Сухой бетон 1,1973 25,168 0,5373 0,03

Снег 0,1946 94,129 0,0646 0,03

Лед 0,05 306,39 0 0,03

uc

T

ON OFF

ud

t

t

uc

  Рис. 3. Использование ШИМ
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Модель наблюдателя коэффициента скольжения 
можно построить, записав (4) в виде
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где k — момент времени; t — интервал дискре-
тизации.

Тогда выражение (13) преобразуется в формулу 
для предсказания коэффициента скольжения:
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Модель АБС приобретает вид, показанный на 
рис. 4.

При моделировании сравнивались три вари-
анта закона управления.

1. Релейное управление:
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3. НЛР с насыщением:
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Здесь kp, kd, ki — настраиваемые коэффициен-
ты ПИД-регулятора; Fp, Fd, Fi — настраиваемые 
нелинейные функции, аппроксимирующие не-
четкий закон управления [9–11].

Для настройки ПИД-регулятора и НЛР ПИД-
типа использовался генетический алгоритм. 
Алгоритм генетической настройки НЛР описан 
в работе [11].

Результаты 
моделирования

Блок-схема эксперимента в MatLabSimulink 
представлена на рис. 5. Исследовались три ва-
рианта управления: релейный регулятор, ПИД-
регулятор и НЛР ПИД-типа. 

Переходные процессы изменения скорости ав-
томобиля при торможении для различных регу-
ляторов показаны на рис. 6, а–в.

Структура НЛР ПИД-типа после обучения 
представлена на рис. 7. Фильтр низких частот на 
выходе регулятора служит для сглаживания рез-
ких скачков сигнала управления.

  Рис. 4. Модель АБС с наблюдателем коэффициента 
скольжения

  Рис. 5. Исследование различных законов управле-
ния в АБС
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  Рис. 6. Переходный процесс при релейном законе управления (а); под управлением ПИД-регулятора (б); 
под управлением НЛР (в)

  Рис. 7. Нечеткий регулятор ПИД-типа после обучения

  Рис. 8. Сигналы управления: 1 — ПИД-регулятор; 
2 — НЛР ПИД-типа

  Рис. 9. Тормозной путь: 1 — релейный регулятор; 
2 — ПИД-регулятор; 3 — НЛР ПИД-типа

Сравнение сигналов управления, вырабатывае-
мых ПИД-регулятором и НЛР во время переходных 
процессов, показано на рис. 8, а на рис. 9 — тормоз-
ной путь при различных законах управления.

Таким образом, результаты моделирования де-
монстрируют значительное преимущество нели-
нейного НЛР ПИД-типа по сравнению с альтерна-
тивными вариантами регуляторов.
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Заключение

При моделировании работы АБС рассматри-
валась одноколесная модель автомобиля, ос-
новными параметрами которой являются масса 
автомобиля, радиус и момент инерции коле-
са, а также максимальный тормозной момент. 
Условия движения автомобиля по конкретному 
дорожному покрытию задаются зависимостью 
коэффициента дорожного трения (коэффициен-
та скольжения) от проскальзывания колеса μ(s). 
Эта зависимость может быть задана аналитиче-
ски для разных типовых состояний дорожного 
покрытия. Для более точного описания коэффи-
циента скольжения необходимо учитывать ско-
рость движения автомобиля. 

Поскольку гидравлическая тормозная систе-
ма и микропроцессор создают некоторую времен-
ную задержку, для вычисления ошибки неверно 

использовать текущее значение коэффициента 
скольжения. Необходимо в реальном времени 
предсказывать будущее значение коэффициента 
скольжения с помощью наблюдателя коэффици-
ента скольжения. 

Исследовались три варианта управления: ре-
лейный регулятор, а также генетически настраи-
ваемый линейный ПИД-регулятор и нелинейный 
НЛР ПИД-типа. Результаты вычислительных 
экспериментов показали, что регулятор релей-
ного типа значительно уступает НЛР и ПИД-
регуляторам по длине тормозного пути. НЛР обе-
спечивает сокращение тормозного пути по срав-
нению с линейным ПИД-регулятором примерно 
на 10 % и более чем на 30 % по сравнению с ре-
лейным контроллером.

Предложенный алгоритм нечеткого управле-
ния перспективен для реализации в системе АБС 
в режиме реального времени.
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Introduction: Anti-lock braking systems are used in modern cars to prevent the wheels from locking after brakes were applied. 
A vehicle model has a nonlinear form. The controller should provide a controlled torque necessary to maintain the optimum value 
of the wheel slip ratio. Purpose: The goal of this study is building genetically adjusted fuzzy PID controllers to improve the control 
performance of anti-lock braking systems compared to the conventional PID controllers. Results: An anti-lock braking system has 
been developed which uses a quarter vehicle model and a brake actuator. The vehicle model is derived and simulated in the longitudinal 
direction. Three types of controller are proposed for building of anti-lock braking systems: a bang-bang controller, a linear PID and 
a fuzzy PID-type controller (the two latter ones are genetically adjusted). The system performance is evaluated with MatLab by the 
stopping distance and longitudinal slip of the vehicle. The fuzzy logic controller has shown the best performance for the anti-lock 
braking system model, reducing the stopping distance up to 10% compared to the conventional PID and over 30% compared to the 
bang-bang controller. Practical relevance: The control algorithm proposed in this paper has great potentials for its implementaion in 
real-time anti-lock braking systems.
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Введение: системы передачи информации, основанные на режиме обобщенной хаотической синхронизации меж-
ду передатчиком и приемником, традиционно используют два идентичных генератора в приемнике, создание кото-
рых зачастую является технически сложной задачей. Цель: разработка и исследование схемы передачи информации 
на основе обобщенной хаотической синхронизации, приемник которой содержит лишь один генератор, что снимает 
вопрос об обеспечении идентичности двух генераторов в приемнике. Результаты: предложена система передачи ин-
формации, основанная на использовании режима обобщенной хаотической синхронизации, которая содержит лишь 
одну ведомую автоколебательную систему в приемнике. Для диагностики режима обобщенной синхронизации между 
ведущей системой (передатчиком) и ведомой системой (приемником) предложено подавать на единственную ведо-
мую систему поочередно сигнал ведущей системы и его задержанную копию и проверять, будет ли ведомая систе-
ма демонстрировать одинаковую динамику. В отсутствие обобщенной синхронизации динамика ведомой системы 
оказывается разной при воздействии на нее два раза одним и тем же сигналом, а при наличии обобщенной син-
хронизации ведомая система демонстрирует после переходного процесса одинаковые колебания в обоих случаях. 
Работоспособность предложенной системы передачи информации продемонстрирована для случая, когда в каче-
стве ведущей и ведомой систем использованы генераторы с запаздывающей обратной связью. Проведены числен-
ные исследования предложенной схемы связи. Выявлено, что она обладает высокой устойчивостью к шумам в ка-
нале связи. Разработанная система передачи информации реализована в радиофизическом эксперименте. Показа-
на ее эффективность при передаче бинарного информационного сигнала. Практическая значимость: предложенная 
схема связи позволяет избежать технических трудностей создания систем передачи информации на основе обоб-
щенной синхронизации, связанных с необходимостью обеспечить в эксперименте идентичность двух генераторов 
в приемнике.

Ключевые слова — система передачи информации, обобщенная синхронизация, системы с запаздыванием.

Введение

Системы связи, принцип действия которых 
базируется на использовании такого нелинейно-
го явления, как синхронизация однонаправлен-
но связанных хаотических систем, уже давно 
активно разрабатываются многими авторами [1–
10]. В большинстве предложенных схем передачи 
информации, построенных на хаотической син-
хронизации, используется режим полной синхро-
низации между генераторами передатчика и при-
емника, представляющими собой ведущую и ве-
домую системы соответственно. Известны также 
системы передачи информации, основанные на 
фазовой синхронизации хаотических генерато-
ров [11]. Следует отметить, что для систем связи 
как с полной, так и с фазовой синхронизацией 
очень важна высокая степень идентичности пара-
метров приемника и передатчика, которую труд-
но обеспечить в реальных экспериментальных 
системах. Кроме того, такие информационно-
коммуникационные системы критичны к шумам 
в канале связи и, как правило, теряют работоспо-
собность уже при сравнительно небольших уров-

нях шума, при которых отношение сигнал/шум 
оказывается менее 30 дБ [12].

Существенно повысить устойчивость к шуму и 
флуктуациям в канале связи удается в системах 
передачи информации, основанных на явлении 
обобщенной хаотической синхронизации [13–15]. 
Для диагностики режима обобщенной синхрони-
зации между ведущей системой (передатчиком) 
и ведомой системой, находящейся в приемнике, 
традиционно используется метод, при котором 
в приемник дополнительно вводится вспомога-
тельная система [16], являющаяся точной копи-
ей ведомой системы. Хотя при этом не требуется 
идентичность генераторов в приемнике и пере-
датчике, возникает задача построения двух иден-
тичных генераторов в приемнике. Ее решение за-
частую является технически сложным, особенно 
при работе на высоких частотах.

В данной работе мы предлагаем систему переда-
чи информации, основанную на обобщенной хао-
тической синхронизации, в которой не требует-
ся вспомогательная система в приемнике, за счет 
чего снимается вопрос об обеспечении идентич-
ности используемых генераторов. Предложенная 
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схема связи исследована численно и реализова-
на в радиофизическом эксперименте. Показано, 
что схема демонстрирует высокую устойчивость 
к шуму.

Схема передачи информации

Блок-схема предложенной нами системы свя-
зи на основе обобщенной синхронизации пред-
ставлена на рис. 1.

Передатчик содержит хаотическую ведущую 
систему x(t), на которую действует бинарный ин-
формационный сигнал m(t), модулируя один из ее 
параметров. Сигнал с выхода передатчика пере-
дается в канал связи. В состав приемника входят 
автоколебательная ведомая система y(t), две оди-
наковые линии задержки со временем запазды-
вания , коммутатор, генератор прямоугольных 
импульсов и разностный усилитель. Параметры 
схемы выбраны так, чтобы при передаче бинар-
ного нуля между ведущей и ведомой системами 
существовал режим обобщенной синхронизации, 
а при передаче бинарной единицы обобщенной 
синхронизации не было.

Для диагностики существования обобщен-
ной синхронизации между ведущей и ведомой 
системами мы не используем в приемнике вспо-
могательную систему, как это обычно делается 
в системах связи, основанных на обобщенной 
синхронизации [13–15]. Вместо этого мы подаем 
на единственную ведомую систему поочередно 
сигнал ведущей системы и его задержанную ко-
пию. Если обобщенная синхронизация между 
ведущей и ведомой системами существует, то 
после переходного процесса ведомая система бу-
дет демонстрировать идентичные колебания при 
воздействии на нее одинаковым сигналом. Если 
же обобщенная синхронизация между ведущей 
и ведомой системами отсутствует, то колебания 
ведомой системы будут разными, несмотря на то, 
что на нее действует один и тот же сигнал. 

Для того чтобы два раза подействовать на ведо-
мую систему одинаковым сигналом, мы исполь-

зуем линию задержки № 1 (см. рис. 1). Переключе-
ния сигнала воздействия на ведомую систему 
осуществляет коммутирующее устройство, ко-
торое управляется сигналом генератора прямо-
угольных импульсов z(t), имеющим период T. 
Половину периода сигнала z(t) ведомая система 
находится под действием сигнала x(t), а другую 
половину периода на ведомую систему действу-
ет сигнал x(t – ). Для работоспособности схемы 
длительность переходного процесса, предшеству-
ющего возникновению режима обобщенной син-
хронизации, должна быть меньше T/2. Время за-
держки следует выбрать равным   T/2.

Чтобы сравнить колебания ведомой системы 
при воздействии на нее сигналов x(t) и x(t – ), мы 
использовали в приемнике линию задержки № 2 
со временем запаздывания  и разностный усили-
тель. При наличии обобщенной синхронизации 
между ведущей и ведомой системами разность 
сигналов (t)  y(t) – y(t – ) на выходе разностного 
усилителя будет равна нулю во второй половине 
периода z(t) после окончания переходного процес-
са. При отсутствии обобщенной синхронизации 
разность (t) будет отлична от нуля в течение всей 
второй половины периода сигнала z(t).

На протяжении всей первой половины пери-
ода z(t) наблюдаются незатухающие колебания 
сигнала (t), которые внешне похожи на колеба-
ния этого сигнала во второй половине периода z(t) 
в отсутствие обобщенной синхронизации между 
ведущей и ведомой системами. Таким образом, 
в течение этого интервала времени разность (t) 
не несет полезной информации для диагностики 
режима обобщенной синхронизации.

Численное исследование 
системы передачи информации

В качестве ведущей и ведомой систем в предло-
женной схеме передачи информации могут быть 
использованы различные генераторы хаотиче-
ских колебаний. Мы рассмотрим случай, когда 

  Рис. 1.  Блок-схема системы передачи информации
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в качестве хаотических генераторов в передатчи-
ке и приемнике используются генераторы с за-
паздывающей обратной связью. 

Ведущая система состоит из двух линий за-
держки (№ 3 со временем запаздывания 1 и № 4 со 
временем запаздывания 2), коммутатора, нели-
нейного элемента № 1 и линейного фильтра ниж-
них частот № 1 (рис. 2, a). Коммутатор управля-
ется бинарным информационным сигналом m(t) 
и переключает время запаздывания в системе 
так, что при передаче бинарного нуля оно рав-
но 1, а при передаче бинарной единицы равно 
1 + 2. Такая система описывается дифференци-
альным уравнением с запаздыванием

 
   1 1 1 2( ) ( ) ( ) ,x t x t f x t m t         (1)

где 1 — параметр инерционности, а f1 — нели-
нейная функция.

Ведомая система состоит из линии задержки 
№ 5 со временем запаздывания 3, нелинейного 
элемента № 2, сумматора и линейного фильтра 
нижних частот № 2 (рис. 2, б). На нее поочередно 
действуют сигналы x(t) и x(t – ). Ведомая систе-
ма описывается уравнением

 

 
 

2 2 3( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ,

y t y t f y t

k z t x t z t x t

      

   


 

(2)

где 2 — параметр инерционности; f2 — нелиней-
ная функция; k — коэффициент связи; ( )z t  — ин-
версия сигнала z(t). При воздействии на ведомую 
систему сигналом x(t) имеем z(t)  1 и 0( ) ,z t   
а при воздействии сигналом x(t – ) имеем z(t) 0 
и 1( ) .z t 

Пусть нелинейные элементы № 1 и № 2 име-
ют квадратичную нелинейность (f1(x)  1 – x2 
и f2(y)  2 – y2 соответственно, где 1 и 2 — па-
раметры нелинейности), а фильтры № 1 и № 2 

являются фильтрами Баттерворта первого поряд-
ка и имеют частоту среза 1  1/1 и 2  1/2 со-
ответственно. Параметры системы передачи ин-
формации выберем следующими: 1  110, 2  10, 
3  100, 1  1,7, 2  1,3, 1  20, 2  25, k  0,08, 
  20 000. При этом передатчик генерирует хао-
тический сигнал (рис. 3), а в приемнике при k  0 
наблюдаются периодические колебания. В систе-
мах связи, основанных на обобщенной синхрони-
зации, использование генератора периодических 
колебаний в приемнике имеет преимущества 
перед использованием генератора хаотических 
колебаний [17]. Обратим внимание, что передат-
чик и приемник имеют также расстройку по вре-
мени запаздывания и параметру инерционности, 
чтобы исключить возникновение режима полной 
синхронизации между ними.

Мы исследовали устойчивость предложенной 
схемы передачи информации к шуму, добавляя 
к временному ряду хаотического сигнала x(t), 
передаваемого в канал связи, шум (t) различ-
ной интенсивности, имеющий нормальное рас-
пределение, нулевое среднее и отфильтрованный 
таким же фильтром, как фильтр № 1 ведущей 
системы. Временная реализация зашумленного 
сигнала для случая, когда отношение сигнал/
шум составляло –6 дБ, приведена на рис. 3.

На рис. 4 показаны временные реализации 
информационного сигнала m(t), управляющего 
сигнала z(t) и сигнала (t)  y(t) – y(t – ) на вы-
ходе разностного усилителя при отношении сиг-
нал/шум, равном –6 дБ. При m(t)  0 разность 
(t) демонстрирует незатухающие колебания при 
z(t)  1 и стремится к нулю при z(t)  0, что ука-
зывает на существование обобщенной синхрони-
зации между x(t) и y(t). При передаче бинарной 
единицы (m(t)  1) сигнал (t) отличен от нуля 
при любом значении z(t), что свидетельствует 

  Рис. 2.  Блок-схемы ведущей (а) и ведомой (б) си-
стем
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  Рис. 3. Фрагменты временных реализаций хаоти-
ческого сигнала x(t) в отсутствие шума 
(черная кривая) и при наличии интенсив-
ного аддитивного шума (серая кривая)
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об отсутствии обобщенной синхронизации меж-
ду ведущей и ведомой системами. Несмотря на 
очень высокий уровень шума, предложенная 
система связи позволяет выделить бинарный ин-
формационный сигнал.

Экспериментальное исследование 
системы передачи информации

Предложенная система связи на основе обоб-
щенной синхронизации реализована нами в радио-
физическом эксперименте. Ведущая и ведомая 
системы в экспериментальной схеме представля-
ли собой гибридные генераторы с запаздываю-
щей обратной связью, состоящие из цифровых и 
аналоговых элементов. Линии задержки и нели-
нейные элементы были реализованы в цифровом 
виде на базе программируемых микроконтролле-
ров, а фильтры представляли собой аналоговые 
низкочастотные RC-фильтры первого порядка. 
Вспомогательные линии задержки № 1 и № 2 
в приемнике (см. рис. 1) тоже были реализованы 
в цифровом виде с помощью микроконтроллера.

Параметры ведущей системы, описываемой 
уравнением (1), имели следующие значения: 
1  1,244 мс, 2  113 мкс, 1  R1C1  113 мкс, 
f1(x)  1 – x2, где 1  1,7, — соответствующие 
хаотическому режиму колебаний. Параметры 
ведомой системы, описываемой уравнением (2), 
были выбраны следующими: 3  1,13 мс, 2 
 R2C2  287 мкс, f2(y)  2 – y2, где 2  1,3, 
k  0,138,   185 мс. При таких параметрах ведо-

мая система в отсутствие связи находилась в ре-
жиме периодических колебаний. 

Фрагменты экспериментальных временных ре-
ализаций разностного сигнала (t)  y(t) – y(t – ), 
информационного сигнала m(t) и управляющего 
сигнала z(t) показаны на рис. 5. Для лучшей ви-
зуализации режима обобщенной синхронизации 
сигнал (t) отфильтрован фильтром нижних ча-
стот с частотой среза   200 Гц. Временной мас-
штаб по горизонтальной оси равен 500 мс/дел, 
а масштаб по вертикальной оси равен 200 мВ/дел 
для (t) и 5 В/дел для m(t) и z(t). 

Как видно из рис. 5, при передаче бинарной 
единицы амплитуда колебаний сигнала (t), 
так же как и в рассмотренном выше численном 
примере, практически не зависит от амплитуды 
сигнала z(t), что свидетельствует об отсутствии 
обобщенной синхронизации между ведущей и 
ведомой системами. При передаче бинарного ну-
ля амплитуда колебаний сигнала (t), хотя и не 
падает до нуля, оказывается заметно меньше при 
более низких значениях z(t). Такое резкое умень-
шение амплитуды (t) при изменении z(t) являет-
ся признаком того, что обобщенная синхрониза-
ция между ведущей и ведомой системами суще-
ствует.

Заключение

Нами предложена система передачи информа-
ции, основанная на использовании режима обоб-
щенной синхронизации между передатчиком и 
приемником. В отличие от других систем связи 
на основе обобщенной синхронизации, предло-
женная схема содержит лишь одну ведомую авто-
колебательную систему в приемнике. Отсутствие 
вспомогательной системы в приемнике позволяет 
избежать технических трудностей, характерных 
для основанных на обобщенной синхронизации 
систем связи и обусловленных необходимостью 

  Рис. 5.  Осциллограммы временных реализаций 
фильтрованного разностного сигнала (t), 
информационного сигнала m(t) и сигнала z(t) 
генератора прямоугольных импульсов
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  Рис. 4.  Фрагменты временных реализаций сигна-
лов (t), m(t) и z(t)
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обеспечить в эксперименте идентичность двух ге-
нераторов в приемнике.

Для диагностики режима обобщенной синхро-
низации между ведущей и ведомой системами 
предложено поочередно воздействовать на ведо-
мую систему сигналом ведущей системы и задер-
жанной копией этого сигнала. Работоспособность 
рассмотренной системы передачи информации 

продемонстрирована для случая, когда в каче-
стве ведущей и ведомой систем использованы ге-
нераторы с запаздывающей обратной связью.

Предложенная схема связи исследована числен-
но и реализована экспериментально. Показана ее 
высокая устойчивость к шуму в канале связи.

Работа выполнена при поддержке РФФИ, 
грант № 16-02-00091.
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Introduction: Communication systems based on the regime of generalized chaotic synchronization between transmitter and receiver 
conventionally use two identical generators in the receiver. Their development is often a technically difficult problem. Purpose: 
The goal is the development and research of a communication scheme based on generalized chaotic synchronization when the receiver 
contains only one generator. This would eliminate the problem of ensuring the identity of two generators in the receiver. Results: 
A data transmission scheme is proposed, based on the regime of generalized chaotic synchronization, which has only one self-oscillating 
response system in the receiver. To detect the regime of generalized synchronization between the drive system (transmitter) and 
response system (receiver), a single response system is affected in turn by the drive system signal and its delayed copy. After that, it 
is checked whether the response system exhibits similar dynamics. In the absence of generalized synchronization, the response system 
shows different oscillations under the driving by the same signal, but in the presence of generalized synchronization, the response 
system dynamics is identical in both cases after the transient process is over. The efficacy of the proposed communication system is 
shown for the case when time-delay generators are used as the drive and response systems. Numerical investigation of the scheme have 
been carried out. The scheme has shown a high resistance to noise in the transmission channel. The developed communication system 
is experimentally implemented. Its efficacy has been demonstrated for the case of binary information signal transmission. Practical 
relevance: The proposed system of information transmission allows one to avoid the technical difficulties common in communication 
systems based on generalized synchronization caused by the necessity to create two identical generators in the receiver.
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Постановка проблемы: буферные накопители сетевых узлов являются важнейшим ресурсом управления трафиком. 
Исследования последних полутора десятков лет доказывают, что сетевой трафик по своей природе является самоподоб-
ным, и поэтому традиционный анализ очередей, основанный на предположении о пуассоновском потоке, не позволяет 
точно предсказать производительность узла и сети в целом. Отсутствие общих аналитических результатов исследования 
очередей при самоподобном трафике диктует необходимость искать пути его адекватного описания и моделирования. 
Цель: разработка модели поступлений в самоподобном трафике, позволяющей оценить и сопоставить в первом при-
ближении характеристики очередей классических и фрактальных систем массового обслуживания. Результаты: пред-
ложена модель поступлений в самоподобном трафике, отличающаяся присутствием долговременных зависимостей 
в трассах трафика и наличием пульсирующей структуры на многих масштабах времени, что позволяет адекватно отра-
зить свойства сетевого трафика. Предложены модели расчета буферных накопителей сетевых узлов, являющихся более 
реалистичными в условиях самоподобного трафика. Практическая значимость: модель поступлений в самоподобном 
трафике и модели расчета буферных накопителей могут найти применение при решении задач управления сетевым 
трафиком и планировании ресурсов сети.

Ключевые слова — самоподобный трафик, пульсирующая структура трафика, ON/ОFF-модель, долговременная 
зависимость, распределения с тяжелыми «хвостами», распределение Парето, системы с очередями, буферный нако-
питель, вероятность потерь, формула Полячека — Хинчина, конечная очередь, бесконечная очередь, управление сете-
вым трафиком.

Введение

Буферные накопители сетевых узлов явля-
ются важнейшим ресурсом управления сетевым 
трафиком. Исследования последних полутора 
десятков лет доказывают, что сетевой трафик 
по своей природе является самоподобным (self-
similar) или фрактальным (fractal) [1, 2]. К фрак-
тальным свойствам, характеризующим трафик, 
обычно относят такие понятия, как «медленно 
затухающие дисперсии», «долговременная зави-
симость» [3].

Особенностью самоподобного трафика явля-
ется устойчивость кластеризации [4]. Традици-
онные модели пакетного трафика являются крат-
ковременно зависимыми, т. е. имеют экспонен-
циально затухающие корреляции. Данные само-
подобного трафика проявляют долговременную 
зависимость и имеют гиперболически затухаю-
щие корреляции. Самоподобность в математиче-
ском смысле является геометрическим понятием. 
Оно подчеркивает то, что модели, описывающие 
разные типы трафика, могут иметь одинаковую 
структуру, задаваемую разномасштабными пуль-
сациями. Понятие пульсирующей структуры 
трафика часто используется именно в этом кон-
тексте [4, 5].

Самоподобность трафика оказывает сущест-
венное влияние на качество связи. Исследования 
в большинстве случаев концентрируются вокруг 
статистических характеристик очередей, по-
скольку буферизация является ведущей обеспе-
чивающей ресурсами стратегией. Оказывается, 
что традиционный анализ очередей, базирую-
щийся на предположении о пуассоновском по-
токе, не может точно предсказать производи-
тельность системы в условиях самоподобного 
трафика: «…практическое следствие фракталь-
ной структуры трафика: буферы коммутаторов 
и мультиплексоров должны иметь значительно 
больший объем, чем это предписывалось резуль-
татами традиционного анализа и моделирования 
процессов обработки очередей» [4].

Адекватное описание самоподобного трафика 
определяется распределениями вероятностей с тя-
желыми «хвостами». В настоящее время не су-
ществует общих аналитических результатов ис-
следования очередей при самоподобном трафике 
и влияния самоподобности на качество его обслу-
живания [6]. 

Ограниченные возможности применения точ-
ных и приближенных аналитических методов 
приводят к необходимости проводить имитаци-
онное моделирование, которое, однако, сопря-
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жено с рядом специфических вычислительных 
проблем, обусловленных стохастическим характе-
ром отклика имитационных моделей и необходи-
мостью корректной обработки этого отклика [7, 8].

Тем не менее представляется целесообразным 
в первом приближении оценить и сопоставить 
характеристики очередей классических и фрак-
тальных систем массового обслуживания (СМО). 

Модель поступлений 
в самоподобном трафике

При моделировании самоподобного трафика не-
обходимо отразить присутствие долговременных 
зависимостей в трассах трафика и его пульсирую-
щую (самоподобную) структуру на многих масшта-
бах времени. Оба эти эффекта могут моделировать-
ся пиковым процессом. Пик подразумевает дли-
тельный поток блоков данных, например пакетов 
или ячеек, которые вбрасываются в сеть отдельным 
пользователем, допустим, при передаче данных по 
FТР-протоколу. Длина пика при этом описывается 
распределениями с тяжелыми «хвостами» [9].

Для описания компьютерного сетевого тра-
фика широко используется чередующийся фрак-
тальный возобновляющийся процесс, известный 
как ON/ОFF-модель, или модель серии пакетов 
(рис. 1, а и б).

Известно, что любой источник поступлений 
определяется двумя состояниями: активным пе-
риодом (ON-периодом), когда источник передает 
пакеты, и пассивным — когда источник ниче-
го не передает (OFF-периодом). Каждый переход 
от состояния OFF к состоянию ON соответству-
ет поступающему пакету или серии пакетов. 
Продолжительности того или иного состояния 
являются независимыми одинаково распреде-
ленными и не обязательно одинаковыми для 
периодов ON и OFF. На практике при моделиро-
вании источников распределение OFF-периодов 
часто полагают экспоненциальным, а для ON-
периодов наиболее часто используется распреде-
ление Парето [2, 5].

Распределение Парето определяется функци-
ей распределения в виде
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K

F x x K
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где K — граничный параметр, задающий мини-
мальное значение случайной величины x, явля-
ется, по сути, масштабным коэффициентом;  — 
параметр формы.

Математическое ожидание и дисперсия слу-
чайной величины, распределенной по Парето, 
определяются, соответственно, следующими вы-
ражениями:
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Если  > 1, то математическое ожидание ко-
нечно, дисперсия конечна только при  > 2.

Распределение Парето имеет «хвост» P(x > t) 
 1 – F(t):

1 1 1  ( ) .
K K

F t t
t t

 


             
     

Как видно, при любых значениях K и  ско-
рость убывания «хвоста» распределения Парето 
степенная. Далее распределение Парето будем 
обозначать в виде Ра(K, ).

Кроме математического ожидания и диспер-
сии, полезной характеристикой случайной ве-
личины x при моделировании очередей являет-
ся квадрат ее коэффициента вариации Cx. Для 
x Î Pa(K, ) из (2) и (3) находим

2 2
2

2 2 2
1 1
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Коэффициенты вариации (точнее, их квадра-
ты) являются мерой разброса значений для ин-
тервалов поступления заявок и интервалов их об-
служивания. Чем эти коэффициенты больше, тем 
большего значения средней длины очереди L() 
следует ожидать при фиксированной нагрузке .

Для Парето-распределения в диапазоне значе-
ний параметра 1 <  £ 2 оба квадрата коэффици-
ентов вариации (интервалов между поступления-
ми и продолжительностей поступлений), по сути, 
стремятся к бесконечности, из чего следует, что 
и значения средней длины очереди L() следует 
ожидать существенно (многократно) большего, 
чем для M|M|1.

Узел в сети как СМО

Для задач проектирования сетевых устройств 
одними из наиболее подходящих математиче-
ских моделей являются системы с очередями (си-
стемы массового обслуживания) [10, 11].

В общем случае узел телекоммуникацион-
ной сети рассматриваем как СМО класса G|G|1|m 

  Рис. 1. Cтандартный фрактальный возобновляю-
щийся процесс (a) и фрактальный ON/ОFF-
процесс (б)

а)

б)
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при стационарном режиме функционирования. 
Основную задачу проектирования буферов как 
систем класса G|G|1|m поставим в виде нахожде-
ния зависимости вероятности потери заявки P от 
размера буфера m (m  0, 1, 2, …):

 P  (m).  (4)

Это позволит для любой наперед заданной до-
пустимой вероятности потерь P* определять соот-
ветствующий наименьший допустимый размер 
буфера m* по формуле, следуемой из (4):

 m*  –1(P*),   (5)

где –1 — функция, обратная функции ; x — 
ближайшее целое не меньшее x.

Полагая, что функция  монотонно убываю-
щая, можно утверждать, что –1 существует. 

Следовательно, решив основную задачу (4), 
для любой максимально допустимой вероятно-
сти потерь P* можно по формуле (5) определять 
наименьший размер буфера m*, обеспечиваю-
щий требуемый уровень качества сетевого сер-
виса.

Очевидно, модели с конечным буфером (КБ), 
m < , ближе к реальным узлам телекоммуни-
кационной сети, чем модели с неограниченным 
(бесконечным) буфером (ББ), m  . Тем не менее 
модели с ББ также нередко используются для ре-
шения основной задачи (4). При этом предполага-
ется, что СМО с КБ отличается от СМО с ББ лишь 
конечной емкостью буфера, а по всем остальным 
параметрам эти СМО идентичны. Однако в общем 
случае это не так. В СМО с КБ каждая заявка, 
приходящая в заполненную очередь длиной m, 
теряется и тем самым исключается из потока, 
что изменяет коэффициент загрузки СМО. В со-
ответствующей СМО с ББ все заявки, приходя-
щие в очередь, в которой m мест занято, остаются 
в ней, и еще некоторое время, пока не освободит-
ся обслуживающий прибор, длина очереди со-
хранится большей, чем m. Таким образом, длина 
очереди может достаточно долго превосходить m, 
что приводит к завышению искомой вероятно-
сти P [12].

Расчет буферной емкости 
классических СМО

В системе М|М|1|m стационарная вероятность 
потери заявки P(m) определяется выражением
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где  — загрузка системы,  < 1; m — величина 
допустимой очереди [10].

Выражение (6) получено из модели СМО с ББ. 
Задаваясь соответствующими значениями веро-

ятности P(m) и разрешая (6) относительно требуе-
мого значения m, получаем выражение
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  (7)

где m — ближайшее целое не меньшее m.
Потери в КБ являются функцией от макси-

мальной длины очереди в ББ на периоде регенера-
ции [12]. Соответственно, вероятность потерь в КБ 
может быть рассчитана с использованием «хво-
ста» распределения вероятностей значений мак-
симальной длины очереди в ББ. Распределение 
значений максимальной длины очереди зависит 
от характеристик сетевого трафика.

В работе [12] приведено выражение для оце-
нивания вероятности превышения значения ем-
кости m конечного буфера для системы М|М|1|m, 
полученное с использованием элементов теории 
максимальных статистик:
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где R — нормирующий коэффициент дискрет-
ного распределения при использовании метода 
экстремальных статистик; n — число выбороч-
ных значений в последовательностях, на которые 
разбивается выборочная последовательность, со-
ставленная из максимальных значений очереди 
на интервалах регенерации; K  — среднее число 
заявок, поступающих на вход СМО за период ре-
генерации; an и bn — коэффициенты, вычисляе-
мые по выборочным данным.

Преобразуем выражение (8), разрешая его 
относительно значения m, для которого вероят-
ность потери P(m) не превышает допустимого зна-
чения Pдоп(m). Получим
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     (9)

В табл. 1 представлены значения m, рассчи-
танные по формуле (7) для модели СМО типа 
М|М|1| с ББ и по формуле (9) для модели СМО 
типа М|М|1 с КБ. При расчетах по формуле (9) 

   Таблица 1

Pm

М|М|1 с КБ М|М|1 с ББ



0,5 0,7 0,9 0,5 0,7 0,9

10–5 14 23 82 16 29 92

10–7 21 34 123 23 42 161

10–8 25 39 144 26 48 184

10–9 28 44 165 30 57 207

10–11 35 55 206 36 67 230
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использованы значения выборочных статистик 

  , , , , n nK n R a b  [12]. 
Результаты табл. 1 подтверждают ранее рас-

пространенное мнение о том, что расчет экспо-
ненциальных СМО задает верхние границы оце-
нок. Поэтому классические модели СМО широко 
использовались при расчете сетевых ресурсов. 

Однако результаты нового взгляда на природу 
сетевого трафика послужили причиной прове-
рить выводы, сделанные на основе расчетов с ис-
пользованием традиционных моделей трафика.

Сопоставление очередей СМО М|Ра|1 
и СМО М|М|1

У классических СМО зависимость P(m) явля-
ется асимптотически-экспоненциальной [13], т. е. 
с ростом размера буфера m вероятность потерь за-
явок P быстро падет и становится пренебрежимо 
малой. У фрактальных СМО с ростом m сниже-
ние P происходит очень медленно, и чтобы до-
биться требуемого малого ее значения, нужно 
предусматривать гораздо большие затраты обо-
рудования на буферизацию, чем в случае клас-
сических СМО. Покажем это на примере сопо-
ставления очередей у СМО типа М|М|1 и М|Ра|1, 
поскольку такое сопоставление можно провести 
как теоретически, используя формулу Поляче-
ка — Хинчина [14], так и экспериментально.

Для прямой процедуры обслуживания полу-
чено [15] отношение средних длин очередей Lс.п  
и Lс.э при Парето- и экспоненциальном распре-
делении времени обслуживания соответственно 
и входящем пуассоновском потоке в виде
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Производная выражения (10) отрицательна, 
т. е. с увеличением  значение отношения (10) 
устойчиво уменьшается и при 1 2    стано-
вится равным 1. Следовательно, 1 2    явля-
ется пороговым значением, при превышении ко-
торого для экспоненциальной СМО М|М|1 сред-
няя длина очереди оказывается большей, чем 
для СМО с пуассоновским входным потоком и 
распределенным по Парето временем обслужива-
ния при одинаковой входящей нагрузке.

Пример значений отношения (10) при > 2 при-
веден в табл. 2 в сопоставлении с результатами 
численного эксперимента на имитационной моде-
ли одноканальной СМО. Также в табл. 2 приведе-
ны отношения Lм.п/Lм.э максимальных значений 
очередей при распределении времени обслужи-
вания по Парето- и экспоненциальном распреде-
лении, полученные экспериментальным путем. 
Объем выборки N 106.

Результаты эксперимента показывают, что 
при фрактальном трафике, длительности посту-
плений которого описываются распределением 
Парето со значениями параметра  1 2 ,    
средняя и максимальная длина очереди для экс-
поненциальной СМО М|М|1 превышают анало-
гичные характеристики очереди для СМО M|Pa|1 
при одинаковой нагрузке для обеих СМО. 

Следует отметить, что при анализе узлов теле-
коммуникационной сети в условиях фракталь-
ного трафика наиболее актуален диапазон значе-
ний параметра Î [1, 2] [2]. При этих условиях 
формула Полячека — Хинчина не работает, соот-
ветственно, не работает и соотношение (10).

Оценивание влияния самоподобия на харак-
теристики очереди при значениях 1 <  £ 2 вы-
полнено с применением численного эксперимен-
та на имитационной модели соответствующей 
СМО [14]. Результаты эксперимента представле-
ны в табл. 3.

Однако обратимся к выборкам из Парето- и 
экспоненциально распределенных значений слу-
чайных величин. Выборки выполнены без огра-
ничения значений random (рис. 2).

Обращает на себя внимание тот факт, что мак-
симальные значения ординат длительностей по-
ступлений, распределенных по Парето, почти 
в 1000 раз превышают аналогичные значения 
при экспоненциальном распределении, хотя раз-
меры поступлений отображают возможные дли-
тельности сообщений одного и того же трафи-
ка. Очевидно, что такой значительной разницы 

  Таблица 2

Отношение

очередей


 Теоретический 

результат0,25 0,5 0,7 0,9

ñ.ï

ñ.ý

L

L

3 0,63 0,63 0,62 0,62 0,66

5 0,52 0,54 0,53 0,55 0,53

ì.ï

ì.ý

L

L

3 0,90 0,89 0,71 0,61 –

5 0,58 0,61 0,56 0,54 –

  Таблица 3

Отношение 

очередей




0,25 0,5 0,7 0,9

ñ.ï

ñ.ý

L

L

1,1 16 820,8 5708,0 1959,1 808,3

1,5 12,7 12,9 14,6 24,1

2,41 0,95 0,96 0,94 0,97

ì.ï

ì.ý

L

L

1,1 1384,9 1373,1 730,9 278,4

1,5 51,5 44,5 35,0 22,9

2,41 7,0 8,5 6,2 3,9
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в отображении максимальных значений дли-
тельностей сообщений быть не должно.

Это различие изначально заложено в генера-
ции реализаций случайной величины рассматри-
ваемых распределений. Выборочные значения 
(длительностей сообщений) экспоненциально и 
Парето-распределенных случайных величин по-
лучаются преобразованием значений одного и 
того же датчика random. Однако максимальные 
выборочные значения этих распределений ý

maxy  
и ï

maxy существенно разнятся.
Так, при randommin  10–4 для распре-

деления Парето при m  10 и   1,1 имеем
ï

1 1 4

1 618
17 000 3

10
max ,

,
, ;y


   при ï2 505max .y    

Для экспоненциального распределения yэ
max  

410 92 2ln , .m 
При увеличении диапазона дискретности эта 

разница в возможных выборочных максималь-
ных значениях еще возрастает.

Получается, что такое прямое сопоставление 
значений очередей в СМО M|M|1 и M|Pa|1 некор-
ректно. 

 Максимальные значения сообщений одного 
и того же реального трафика априори отобража-
ются разными значениями при распределении 
Парето и при экспоненциальном распределении 
длительности поступлений: при одном и том же 
датчике случайных чисел заведомо ï ý

max max.y y
В табл. 4 представлены статистические характе-

ристики Парето- (  1,1, k  5) и экспоненциально 
распределенных длительностей поступлений при 
ограничении, учитывающем возможный диапа-
зон [lmin, lmax] размеров поступающих сообщений. 
Такой подход имеет смысл из-за существования 
верхнего предела на размеры передаваемых кадров.

Приведенные в табл. 4 данные получены в ре-
зультате численного эксперимента (рис. 3) с ими-
тационными моделями СМО М/Ра/1 и М/М/1. 

Численный эксперимент проводился при сле-
дующих объемах выборочных данных: N1  106 — 
для диапазона [lmin, lmax], N2 — для диапазона 
[ymin, ymax] (графа 2 при распределении Парето, 
графа 6 при экспоненциальном распределении). 
В графах 3 и 7 представлены отношения оце-
ночных дисперсий к квадратам средних значе-
ний размеров поступлений при распределении 
Парето и экспоненциальном распределении со-
ответственно без ограничения значений random, 
в графах 4 и 8 — те же отношения при ограниче-
нии минимального значения random (10–4).

а)

б)

1       164 570   391 188   617 807   844 425 995 504  
 t

X
150

100

50

0

0        200 202     453 722      707 243      960 764   

X  103

150 

100 

50 

0
t

  Рис. 2. Выборки поступлений: а — выборка при 
экспоненциальном распределении значе-
ний поступлений:   0,1; б — выборка при 
Парето-распределении значений поступле-
ний:   1,1, m  10

  Таблица 4

№ 

п/п

М|Ра|1 M|M|1

 
ï

 min max

max

,l l

y
N2

2
2
2

D

m
  

1
2
1

D

m

 
ý

min max

max

,l l

y
N2

2
2
2

D

m

1
2
1

D

m

1 2 3 4 5 6 7 8

1
[5, 50]

1 855 032
1 086 696 3317,5 0,53

[5, 50]

603
1 703 447 1,001 0,29

2
[5, 100]

2 803 142
1 038 484 5680,1 1,01

[5, 100]

567
1 262 604 0,995 0,45

3
[5, 1000]

2 438 309
1 002 970 4668,8 5,97

[5, 1000]

527
1 126 757 1,001 0,80

4
[5, 2,5104]

14 438 902
1 000 086 7039,5 63,76

[5, 2,5104]

809
1 095 587 1,003 0,84

5
[5, 5104]

900 547,5
1 000 044 1864,9 105,95

[5, 5104]

572
1 130 892 1,001 0,79

  Рис. 3.  Схема эксперимента

Длительность
поступлений

lmin lmaxymin

ymax

N1, m1, D1

N2, m2, D2
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Среднее значение m2 размера поступлений при 
экспоненциальном распределении длительностей 
поступлений взято равным статистической оценке 
m2 распределения Парето длительностей поступле-
ний с тем, чтобы сохранить одинаковую нагрузку 
при обслуживании поступающих требований.

Соотношения средних значений очередей Lс.п 
(M|Pa|1) и Lс.э (М|М|1), вычисленные с использо-
ванием формулы Полячека — Хинчина и стати-
стик (графы 3 и 7 соответственно) без учета кали-
бровки моделей потоков к диапазону [lmin, lmax], 
дали следующие результаты:

вариант 1 — 1659,0;
вариант 2 — 2913,4;
вариант 3 — 2334,9;
вариант 4 — 3467,9;
вариант 5 — 1426,6.
В табл. 5 представлены соотношения сред-

них и максимальных значений очередей тех же 
СМО, соответствующие выборочным данным при 

ï
maxmax ly  и ý

maxmax ly   (табл. 4, № п/п 1 и 2) и 
ï

maxmax ly   и ý
maxmax ly  (табл. 4, № п/п 3, 4 и 5) 

диапазона [lmin, lmax].
При перекрытии диапазонов как при экспо-

ненциальном распределении, так и при Парето 
отличие характеристик очередей процентное 
(графы 1 и 2 табл. 5), при перекрытии диапазо-
нов при Парето-распределении и неперекрытии 
при экспоненциальном (графы 3, 4 и 5 табл. 5) от-
личие возрастает по мере увеличения различия 
в выборочных максимальных значениях.

Анализ представленных в табл. 5 результатов 
позволяет сделать следующие выводы, связан-
ные с особенностью моделирования и сопоставле-
ния очередей М|М|1 и М|Pa|1.

Различие в характеристиках очереди между 
экспоненциальным обслуживанием и обслужива-
нием по Парето возрастает с увеличением нагруз-
ки при   1,1. При   1,5 различие от нагрузки 
значительно менее заметно и существенно снижа-
ется при увеличении значения  (см. табл. 3).

Еще в большей степени выравнивание назван-
ных характеристик очередей заметно при при-
ведении выборочных значений экспоненциально 
и Парето-распределенных случайных величин 
к возможному диапазону размеров сообщений ре-
ального трафика. 

Однако калибровка распределения Парето 
к диапазону длительностей протокольных еди-
ниц трафика есть не что иное, как «обрубание 
хвостов» распределения Парето. Распределение 
Парето с «хвостами», обрубленными по максиму-
мам выборок ограниченного объема, отличается 
от неусеченного распределения Парето принци-
пиально (особенно при бесконечных дисперсиях). 

В физическом смысле такое усечение распре-
деления Парето оправдано. Но насколько такое 
усечение корректно, и является ли «усеченное» 
Парето распределением с тяжелыми «хвостами»? 

Итак, общих аналитических результатов ис-
следования очередей или влияния самоподобности 
трафика на качество обслуживания пользователей 
телекоммуникационной сети в настоящее время 
не существует [9]. Привычные методы имитацион-
ного моделирования классических СМО при моде-
лировании фрактальных СМО могут становиться 
несостоятельными. Причиной этого является про-
блематичность корректной реализации распреде-
ления с тяжелыми «хвостами», в частности, это 
продемонстрировано на распределении Парето [15].

Заключение

Открытие фрактальных свойств у трафика 
инфокоммуникационных сетей привело к ради-
кальной корректировке математических моделей 
трафика и методов его обслуживания. При описа-
нии и анализе фрактального трафика стали широ-
ко применяться такие математические понятия, 
как самоподобный случайный процесс, долговре-
менная зависимость, распределения с тяжелыми 
«хвостами». Фрактальные свойства сетевого тра-
фика диктуют необходимость коренным образом 
пересмотреть модели расчета буферных накопи-
телей.

Общих результатов аналитического анали-
за фрактальных СМО не существует. Известны 
лишь отдельные результаты для частных случа-
ев. Исследование свойств распределений с тяже-
лыми «хвостами» посредством имитационного 
моделирования показывает, что такие распреде-
ления реализуются в общем случае со значитель-
ными искажениями. Это может приводить к су-
щественным ошибкам в результатах моделирова-
ния фрактальных систем с очередями. Причиной 
искажения распределений с тяжелыми «хвоста-
ми» является дискретность используемых гене-
раторов стандартных случайных чисел.

При сопоставлении результатов численных 
экспериментов, полученных на имитационной 
модели фрактальной и классической СМО при ис-
пользовании одного и того же датчика случайных 
чисел, сопоставлять значения очередей, видимо, 
нельзя. И фрактальная, и экспоненциальная слу-
чайные величины распределены до бесконечных 

  Таблица 5

Отношение 

очередей

№ варианта

1 2 3 4 5

ñ.ï

ñ.ý

L

L
1,25 1,34 3,83 35,2 56,0

ì.ï

ì.ý

L

L
1,04 1,43 3,48 38,4 46,1
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значений. Но один и тот же датчик случайных 
чисел выдает максимальное значение для Парето-
распределенной величины во много раз большее, 
чем для экспоненциальной (по значению, не по ча-
стости). Это максимальное значение приходится 
либо нормировать по отношению к возможному 
диапазону значений передаваемых сообщений, 
либо калибровать. Однако это утверждение требу-
ет дополнительного исследования.

Перспективным представляется исследование 
многоканальных фрактальных СМО как моделей 
буферных накопителей сетевых узлов совместно 
с протоколом транспортного уровня SCTP (Stream 
Control Transmission Protocol — протокол пере-

дачи с управлением потоком). Этот протокол ре-
ализует многопоточность. Термин «многопоточ-
ность» (multi-streaming) обозначает способность 
протокола SCTP параллельно передавать данные 
по нескольким независимым потокам сообще-
ний. Представляется, что многопоточность очень 
сильно коррелирует с параллельной обработкой 
фрактального потока. Другими словами, посту-
пающий на узел фрактальный поток можно па-
раллельно обрабатывать и в виде отдельных со-
общений (отдельных потоков сообщений) переда-
вать по нескольким исходящим каналам. Такое 
решение представляется эффективным, но также 
требует существенного исследования.

Литература

1. Шелухин О. И., Осин А. В., Смольский С. М. Само-

подобие и фракталы. Телекоммуникационные при-

ложения. — М.: Физматлит, 2008. — 368 с.

2. Костромицкий А. И., Волотка В. С. Подходы к мо-

делированию самоподобного трафика // Восточно-

Европейский журнал передовых технологий. 2010. 

№ 46. C. 46–49.

3. Петров В. В. То, что вы хотели знать о самоподоб-

ных процессах, но стеснялись спросить. — М.: Ра-

диотехника, 2003. — 112 с.

4. William Stallings. Data and Computer Communica-

tions. — Prentice Hall, 1997. — 798 p.

5. Tanenbaum A. Computer Networks. 4th Edition. — 

Prentice Hall, 2002. — 912 p. 

6. Кутузов О. И., Марфин С. А. Сравнительный ана-

лиз очереди при самоподобной нагрузке // Изв. 

СПбГЭТУ «ЛЭТИ». 2014. № 3. C. 20–23.

7. Кутузов О. И., Сергеев В. Г., Татарникова Т. М. Ком-

мутаторы в корпоративных сетях. Моделирование 

и расчет. — СПб.: Судостроение, 2003. — 170 с.

8. Кутузов О. И., Татарникова Т. М. Моделирова-

ние систем и сетей телекоммуникаций. — СПб.: 

РГГМУ, 2012. — 134 с.

9. Шелухин О. И., Тенякшев А. М., Осин А. В. Фрак-

тальные процессы в телекоммуникациях. — М.: 

Радиотехника, 2003. — 480 с.

10. Кутузов О. И., Татарникова Т. М. Математические 

схемы и алгоритмы моделирования инфокоммуни-

кационных систем. — СПб.: ГУАП, 2013. — 148 с.

11. Кутузов О. И., Татарникова Т. М. Инфокоммуни-

кационные сети. Моделирование и оценка вероят-

ностно-временных характеристик. — СПб.: ГУАП, 

2015. — 382 с.

12. Кутузов О. И., Хаддад М. Аналитико-статистиче-

ский метод расчета малых вероятностей потерь 

в буфере конечной емкости // Телекоммуникацион-

ные технологии. 1994. Вып. 1. С. 36–48.

13. Задорожный В. Н., Кутузов О. И. Методы имита-

ционного моделирования фрактальных систем с 

очередями // Материалы 6-й Всерос. НПК. Омск: 

ОмГТУ, 2015. С. 9–26.

14. Zwart A. P. Queueing Systems with Heavy Tails. — 

Eindhoven Uneversity of Technology, 2001. — 227 p.
15. Тонг Минь Дык, Кутузов О. И. Оценка влияния 

самоподобной нагрузки на характеристики очере-

ди // Изв. СПбГЭТУ «ЛЭТИ». Сер. Информатика, 

управление и компьютерные технологии. 2006. 

Вып. 3. С. 35–38.

UDC 004.7

doi:10.15217/issn1684-8853.2016.2.48

Evaluation and Comparison of Queues in Classical and Fractal Queuing Systems

Kutuzov O. I.a, Dr. Sc., Tech., Professor, kutuzov-oleg@mail.ru

Tatarnikova T. M.b, Dr. Sc., Tech., Associate Professor, tm-tatarn@yandex.ru
aSaint Petersburg Electrotechnical University «LETI», 5, Professora Popova St., 197376, Saint-Petersburg, 

Russian Federation
bSaint-Petersburg State University of Aerospace Instrumentation, 67, B. Morskaia St., 190000, Saint-Petersburg, 

Russian Federation 

Introduction: Buffer storages of network nodes are the most important traffic management resource. Research over the past decade 
and a half showed that network traffic is inherently self-similar and therefore the traditional queue analysis based on the Poisson flow 
assumption cannot accurately predict the performance of a node and the network in general. The lack of general analytical results 
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in studying queues with self-similar traffic poses the necessity to find a way of its correct description and modeling. Purpose: The goal is 
to develop a revenue model in self-similar traffic which would allow you to evaluate the queueing characteristics of classical and fractal 
queuing systems, and to compare them in the first approximation. Results: A model of revenues in self-similar traffic is proposed, 
characterized by the presence of long-term dependencies in the traffic routes and the presence of a pulsating structure on many time 
scales. This can adequately reflect the characteristics of the network traffic. Models are proposed for calculating the buffer storages of 
network nodes which are more realistic for self-similar traffic. Practical relevance: The revenue model for self-similar traffic and the 
model of calculating buffer storages can be applied in network traffic management and resource planning.

Keywords — Self-Similar Traffic, Bursty Traffic Pattern, ON/OFF-model, Long-Term Relationship, Distribution with Heavy 
“Tails”, Pareto Distribution, System Queues, Buffer Memory, Probability of Losses, Pollaczek–Khinchine formula, Limited Queue, 
Unlimited Queue, Network Traffic Management.

References
1. Shelukhin O. I., Osin A. V., Smol’skij S. M. Samopodobie i 

fraktaly. Telekommunikacionnye prilozhenija. [Self-simi-
larity and Fractals. Telecommunication Applications]. Mos-
cow, Fizmatlit Publ., 2008. 368 p. (In Russian).

2. Kostromickij A. I., Volotka V. S. Approaches to Modeling 
Self-similar Traffic. Vostochno-Evropeiskii zhurnal pere-
dovykh tekhnologii [Eastern-European Journal of Enter-
prise Technologies], 2010, no. 46, pp. 46–49 (In Russian).

3. Petrov V. V. Chto vy hoteli znat’ o samopodobnyh processah, 
no stesnjalis’ sprosit’ [What You Wanted to Know about 
Self-similar Processes, but Hesitated to Ask]. Moscow, Ra-
diotehnika Publ., 2003. 112 p. (In Russian).

4. William Stallings. Data and Computer Communications. 
Prentice Hall, 1997. 798 p.

5. Tanenbaum A. Computer Networks. 4th Edition. Prentice 
Hall, 2002. 912 p. 

6. Kutuzov O. I., Marfin S. A. Comparative Analysis of the 
Queue when Self-Similar Load. Izvestiia GETU “LETI”, 
2014, no. 3, pp. 20–23 (In Russian).

7. Kutuzov O. I., Sergeev V. G., Tatarnikova T. M. Kommuta-
tory v korporativnykh setyakh. Modelirovanie i raschet 
[Switches in Corporate Networks. Modeling and Calcula-
tion]. Saint-Petersburg, Sudostroenie Publ., 2003. 170 p. (In 
Russian).

8. Kutuzov O. I., Tatarnikova T. M. Modelirovanie sistem i 
setey telekommunikatsiy [Simulation of Systems and Tele-
communications Networks]. Saint-Petersburg, RGGMU 
Publ., 2012. 134 p. (In Russian).

9. Shelukhin O. I., Osin A. V., Smol’skij S. M. Fraktal’nye pro-
cessy v telekommunikacijah [Fractal Processes in Telecom-
munications]. Moscow, Radiotekhnika Publ., 2003. 408 p. 
(In Russian).

10. Kutuzov O. I., Tatarnikova T. M. Matematicheskie shemy i 
algoritmy modelirovanija infokommunikacionnyh sistem 
[Mathematical Schemes and Communication Systems Simu-
lation Algorithms]. Saint-Petersburg, GUAP Publ., 2013. 
148 p. (In Russian).

11. Kutuzov O. I., Tatarnikova T. M. Infokommunikacionnye 
seti. Modelirovanie i ocenka verojatnostno-vremennyh hara-
kteristik [Infocommunication Network. Simulation and 
Evaluation of Probability-time Characteristics]. Saint-Pe-
tersburg, GUAP Publ., 2013. 148 p. (In Russian).

12. Kutuzov O. I., Haddad M. Analytical and Statistical Method 
for Calculating the Probability of Small Losses in the Buf-
fer of Limited Capacity. Telekommunikacionnye tehnologii, 
1994, no. 1, pp. 36–48 (In Russian).

13. Zadorozhnyj V. N., Kutuzov O. I. Simulation Methods of 
Fractal Systems with Queues. Materialy 6-j Vserossijskoj 
NPK [Materials of the 6th All-Russian SPC]. Omsk, 2015, 
OmGTU Publ., pp. 9–26 (In Russian).

14. Zwart A. P. Queueing Systems with Heavy Tails. Eindhoven 
University of Technology, 2001. 227 p.

15. Tong Min Dyk, Kutuzov O. I. Assessing the Impact of Self-
Similar Load on the Line Characteristics. Izvestiia GETU 
“LETI”. Ser. Informatika, upravlenie i komp’iuternye tekh-
nologii, 2006, no. 3, pp. 35–38 (In Russian).

ПАМЯТКА ДЛЯ АВТОРОВ

Поступающие в редакцию статьи проходят обязательное рецензирование.
При наличии положительной рецензии статья рассматривается редакционной коллегией. 

Принятая в печать статья направляется автору для согласования редакторских правок. По-
сле согласования автор представляет в редакцию окончательный вариант текста статьи.

Процедуры согласования текста статьи могут осуществляться как непосредственно в ре-
дакции, так и по е-mail (ius.spb@gmail.com). 

При отклонении статьи редакция представляет автору мотивированное заключение и ре-
цензию, при необходимости доработать статью — рецензию. Рукописи не возвращаются.

Редакция журнала напоминает, что ответственность 
за достоверность и точность рекламных материалов несут рекламодатели.



ИНФОРМАЦИОННО
УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ № 2, 201656

КОДИРОВАНИЕ И ПЕРЕДАЧА ИНФОРМАЦИИ

УДК 621.391

doi:10.15217/issn1684-8853.2016.2.56

ТЕОРЕТИКО-ИНФОРМАЦИОННЫЙ АНАЛИЗ 
МНОГОУРОВНЕВОЙ FLASH-ПАМЯТИ
Часть 1: Модель канала и границы случайного кодирования
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Введение: flash-память представляет собой один из наиболее быстро растущих сегментов глобальной полупровод-
никовой индустрии. Благодаря неуклонно возрастающей плотности записи, высокой скорости записи/считывания, низ-
кому энергопотреблению и продолжительному сроку службы, flash-память используется для хранения данных в весь-
ма обширной сфере приложений. Повышение плотности записи, достигаемое за счет уменьшающегося физического 
размера ячейки наряду с возрастающим количеством используемых состояний, приводит к снижению надежности 
хранения данных, что требует использования помехоустойчивого кодирования. Цель: исследование теоретически до-
стижимых значений основных параметров помехоустойчивого кодирования для модели многоуровневой NAND flash-
памяти в зависимости от условий записи и хранения данных. Результаты: получены теоретически допустимые пределы 
скорости кодирования, для которых возможно построение надежных систем хранения данных для одной из возможных 
моделей flash-памяти, которая описывает страницу чипа памяти как систему с независимыми многоуровневыми ячей-
ками. Для этой модели находятся границы случайного кодирования в форме, допускающей получение численных резуль-
татов. С использованием полученных границ устанавливаются обменные соотношения между предельно возможной 
скоростью кодирования и такими ключевыми параметрами, как число циклов перезаписи и время хранения данных. 
Рассмотрена возможность гауссовой аппроксимации канала записи/считывания. Эта аппроксимация оказывается
в ряде случаев достаточно точной, что позволило получить точные оценки вычислительной скорости R*

0  в явном виде как 
функций от параметров гауссовых аппроксимаций. Показано, что во многих случаях величины пропускной способности 
и вычислительной скорости оказываются близкими — разница между ними составляет величину от долей процента до 
нескольких процентов. Практическая значимость: благодаря полученным результатам можно достаточно точно оценить 
степень снижения предельно достижимой плотности записи в многоуровневой NAND flash-памяти, связанную с ростом 
числа циклов перезаписи и увеличением длительности хранения данных. Это дает возможность, в частности, указать 
такие граничные значения числа циклов перезаписи и длительности хранения данных, при которых обеспечивается 
требуемая предельно достижимая плотность записи.

Ключевые слова — многоуровневая NAND flash-память, канал записи, теорема кодирования, пропускная способ-
ность, граница случайного кодирования.

Введение

Исследования и разработки, направленные 
на совершенствование flash-памяти — домини-
рующей технологии организации энергонезави-
симых устройств хранения данных, — образуют 
в настоящее время один из наиболее быстро ра-
стущих сегментов глобальной полупроводнико-
вой индустрии. Благодаря неуклонно возраста-
ющей плотности записи, высокой скорости за-
писи/считывания, низкому энергопотреблению и 
продолжительному сроку службы, flash-память 
используется для хранения данных в весьма об-
ширной сфере приложений — от потребитель-
ской электроники до корпоративных информа-
ционных систем [1, 2].

Основным элементом хранения данных во 
flash-памяти является ячейка, представляющая 
собой транзистор с плавающим затвором. Ячейка 
может находиться в одном из q ранжированных 
по уровню состояний: 0, 1, ..., q – 1, — определя-
емых величиной заряда плавающего затвора и 
представляющих фактически некоторые порого-

вые уровни напряжения, которые могут быть из-
мерены. Операция измерения порогового уровня 
напряжения в ячейке называется чтением (cell 
reading). Перевод ячейки из нулевого состояния 
в заданное ненулевое состояние (или из некоторо-
го ненулевого состояния в более высокое состоя-
ние) осуществляется вводом в плавающий затвор 
(туннелированием) соответствующего заряда; эта 
операция называется записью, или программи-
рованием (cell writing or programming). Ячейка 
переводится в нулевое состояние путем удаления 
заряда из плавающего затвора; эта операция на-
зывается стиранием (cell erasing). Отметим, что 
для перевода ячейки из некоторого ненулевого 
состояния в более низкое ненулевое состояние 
необходимо вначале выполнить операцию сти-
рания, после чего ввести в плавающий затвор 
заряд соответствующей величины. Flash-память 
с q > 2 называется многоуровневой (в отличие 
от одноуровневой памяти, где возможен лишь 
один ненулевой уровень). В силу более высокой 
плотности записи многоуровневая flash-память 
оказывается, очевидно, более предпочтительной 
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по сравнению с одноуровневой. В настоящее вре-
мя стандартом де-факто является flash-память 
с q  4. Вместе с тем все большее распростра-
нение получает восьмиуровневая flash-память 
[3, 4]; при этом в литературе сообщается о даль-
нейшем прогрессе технологии производства flash-
памяти, позволяющем использовать 16 уров-
ней [5].

Оборотной стороной повышения плотности 
записи, достигаемого за счет неуклонно умень-
шающегося физического размера ячейки в сово-
купности с возрастающим количеством исполь-
зуемых состояний, является снижение надеж-
ности хранения данных. К основным факторам, 
определяющим снижение надежности, обычно 
относят следующие эффекты, характерные для 
flash-памяти. Во-первых, это случайные изме-
нения величины заряда, вводимого в плаваю-
щий затвор транзистора в процессе записи (pro-
gram disturbance), что проявляется в отклоне-
нии реального порогового уровня напряжения 
от целевого уровня. Во-вторых, повторяющиеся 
в процессе эксплуатации циклы записи/стира-
ния (program/erasure, P/E cycling), каждый из 
которых приводит к небольшому физическому 
разрушению ячейки; эти разрушения проявля-
ются, в частности, в появлении ловушек вводи-
мого/выводимого заряда (charge traps). Следую-
щий фактор — паразитная емкостная связь меж-
ду соседними транзисторами, вызывающая вза-
имную интерференцию ячеек (cell-to-cell inter-
ference). Наконец, четвертым фактором является 
утечка заряда плавающего затвора с течением 
времени (retention problem), что снижает исход-
ный пороговый уровень. Совокупность указан-
ных факторов приводит к случайному отклоне-
нию реального порогового уровня напряжения 
от целевого уровня (target value) напряжения 
в ячейке.

В результате в процессе считывания содер-
жимого flash-памяти возникают ошибки. Экспе-
риментальные исследования [6, 7] показывают, 
что в многоуровневой памяти доминирующим 
является распределение ошибок, близкое к рав-
номерному на множестве ячеек, при этом не на-
блюдается заметной тенденции к пакетирова-
нию. Последнее обстоятельство может служить 
аргументом для формального описания рассма-
триваемого канала записи как канала без памя-
ти. Учитывая, что вероятность ошибки (raw bit 
error rate) в многоуровневой flash-памяти ока-
зывается неприемлемо высокой — порядка 10–4 
и более, тогда как требуемая вероятность ошиб-
ки лежит в диапазоне 10–12…10–16, введение по-
мехоустойчивого кодирования становится неиз-
бежным. Одна из существенных особенностей 
использования помехоустойчивого кодирования 
во flash-памяти состоит в необходимости согласо-

вывать рассматриваемый вариант кодирования 
с архитектурой чипа flash-памяти.

Существуют два основных типа flash-памя-
ти — NOR flash-память и NAND flash-память. 
В NOR flash-памяти возможен доступ в произволь-
ном порядке к любой ячейке для выполнения опе-
раций записи и (или) чтения, тогда как в NAND 
flash-памяти эти операции могут выполняться 
лишь одновременно со всеми ячейками, входя-
щими в некоторую группу, называемую страни-
цей. Другими словами, для NAND flash-памяти 
характерны определенные ограничения при орга-
низации процедуры записи, однако это с избыт-
ком компенсируется более высокой (по сравнению 
с NOR flash-памятью) достижимой плотностью за-
писи. В дальнейшем рассмотрении ограничимся 
исследованием модели NAND flash-памяти.

Конструктивно чип NAND flash-памяти со-
стоит, как правило, из нескольких десятков рас-
положенных друг над другом слоев двумерных 
массивов ячеек, называемых блоками. Блок есть 
своего рода неделимая единица при выполнении 
операции стирания (block granularity), т. е. в ну-
левое состояние переводятся одновременно все 
ячейки блока. Каждый блок делится на страни-
цы, которые являются минимальными (по раз-
меру) адресуемыми элементами при выполнении 
операций записи и (или) чтения (page granular-
ity). В большинстве случаев типичная страница 
включает от 2 K до 64 K ячеек и делится на две 
области: в первой области хранятся собственно 
данные, а вторая, резервная область (spar area), 
предназначена, в частности, для проверочных 
символов помехоустойчивого кода. Как прави-
ло, доля резервной области составляет 3–7 %. 
При сравнительном анализе различных вариан-
тов помехоустойчивого кодирования для flash-
памяти важным с прикладной точки зрения 
представляется использование теоретико-инфор-
мационного инструментария. Наличие такого 
инструментария позволяет, например, оценить, 
насколько близка реализуемая скорость кодиро-
вания (эта величина, очевидно, напрямую связа-
на с реальной плотностью записи) в том или ином 
случае к предельно возможным значениям. Один 
из подходов к оцениванию теоретико-информа-
ционных границ для предельно возможной ско-
рости кодирования представлен в работах [8, 9]. 
В данной работе на основе (одной из принятых 
в литературе) формализованной модели канала 
записи-считывания находятся границы случай-
ного кодирования в форме, допускающей полу-
чение численных результатов. С использованием 
построенных границ устанавливаются обменные 
соотношения между предельно возможной ско-
ростью кодирования и такими ключевыми пара-
метрами, как число циклов перезаписи и время 
хранения данных.
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Модель канала 
многоуровневой flash-памяти

Как отмечалось во введении, минимальными 
(по объему памяти) адресуемыми элементами 
при выполнении операций записи и (или) чтения 
являются страницы чипа. Это означает, что все 
ячейки страницы находятся в одинаковых ус-
ловиях (с точки зрения влияния числа циклов 
записи/стирания и времени хранения), поэтому 
физическая среда, соответствующая странице, 
может рассматриваться как стационарный ка-
нал. С учетом отсутствия заметной тенденции 
к пакетированию ошибок [6] будем полагать, что 
рассматриваемый канал представляет собой ка-
нал без памяти. В результате модель канала пол-
ностью определяется моделью одиночной ячейки 
flash-памяти. Опишем кратко упрощенную ма-
тематическую модель одиночной ячейки flash-
памяти в соответствии с имеющимися публика-
циями [8, 9] .

Ячейка многоуровневой flash-памяти харак-
теризуется q уровнями входного сигнала (напря-
жения).

Пример. Распространенным примером, ис-
пользуемым далее в качестве основного, служит 
значение q  4 [8, 9, 10]. 

 Каждый из уровней выходного значения со-
ответствует записи одной из m-разрядных двоич-
ных комбинаций, где m  log2q. Уровни представ-
ляют собой выходные величины, изменяющиеся 
от ячейки к ячейке, и поэтому могут рассматри-
ваться как случайные величины, определенные 
на множестве ячеек, образующих блок flash-
памяти.

Как указывалось во введении, имеются сле-
дующие факторы, влияющие на распределение 
значений q выходных уровней одиночных ячеек: 
а) начальное распределение пороговых значений; 
б) влияние циклов записи/стирания; в) взаим-
ная интерференция ячеек; г) влияние времени 
хранения.

Оставляя в стороне описание физических про-
цессов, влияющих на распределение выходных 
уровней одиночной ячейки flash-памяти, дадим 
ее описание на уровне сравнительно простой ма-
тематической модели.

Пусть x0, x1, …, xq–1 — некоторым образом 
нормализованные значения номинальных, или 
начальных, уровней выходного сигнала ячейки.

Пример (продолжение). В рассматриваемом 
примере значения номинальных, или началь-
ных, уровней x0, x1, …, x3 равны x0  1,4, x1  2,6, 
x2  3,2, x3  3,93 [8, 9]. 

Значения выходных уровней ячейки пред-
ставляют собой случайные величины, распре-
деления которых параметризованы значениями 
x0, x1, …, xq–1, т. е. они описываются условными 

функциями плотности вероятности py|x(y|x), где 
– < y < , x  x0, x1, …, xq–1. Условные функции 
плотности вероятности py|x(y|x) задаются следую-
щим образом:
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Здесь p0(·|·) — функции плотности вероятности, 
задающие распределения номинальных выход-
ных значений; pr(·), pc(·), pd(·) — функции плот-
ности вероятности, определяющие соответствен-
но влияние записи/стирания, взаимную интер-
ференцию ячеек и влияние времени хранения; 
знак * обозначает операцию свертки. Как сле-
дует из выражения (1), имеется один уровень 
выходного сигнала x0, который не подвержен 
влиянию иных мешающих факторов. Остальные 
выходные уровни x1, …, xq–1 подвергаются допол-
нительным искажениям, которые описывают-
ся как аддитивные независимые случайные сла-
гаемые.

Функции плотности вероятности p0(·|·), задаю-
щие распределения начальных уровней, опреде-
лены как гауссова плотность для x  x0:
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и как равномерные плотности для x  x1, …, 
xq–1, т. е.

 

0

1
 åñëè 

2
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

, ;
( | )

i
i

ii
y x

p y x
   


  

(3)

где i  1, 2, …, q – 1.
Пример (продолжение). В рассматриваемом 

примере [7, 8] значения параметров распределе-
ний начальных уровней задаются как   0,35, 
1  2  3  0,2. 

Рассмотрим теперь влияние остальных меша-
ющих факторов. Функция плотности вероятно-
сти pr(·), определяющая влияние циклов записи/
стирания, задается как двусторонняя симме-
тричная экспоненциальная плотность:
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(4)

где параметр r связан с числом циклов записи/
стирания N зависимостью ,r K N   K — по-
стоянный коэффициент.

Пример (продолжение). В основном примере 
K  0,00025. 

Функция плотности вероятности pc(·), опреде-
ляющая взаимную интерференцию ячеек, в рас-
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сматриваемой модели задана как усеченная гаус-
сова плотность, т. е. она имеет вид
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где c — нормирующий коэффициент, обеспечива-

ющий выполнения равенства d 1( ) .cp y y





Пример (продолжение). В основном примере 
значения параметров распределения (5) указаны 
как wc  0,1μc и c  0,4μc. Значение величины μc 
примем равным μc  0,2 исходя из условия согла-
сования окончательных плотностей вероятности 
(1) с данными, приведенными в работах [8, 9]. 

Функция плотности вероятности pd(·), описы-
вающая влияние времени хранения записанных 
данных (retention), задается как нормальная 
плотность вероятности
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где величины μd иd определяются как

 
0 5

0 01,( ) ln( / );d s dK x x K N T T      (7)

 
0 6

0 01,( ) ln( / ).d s mK x x K N T T     (8)

В выражениях (7) и (8) N, как и ранее, обозна-
чает число циклов перезаписи; T — время хране-
ния; T0 — интервал времени, соответствующий 
одному часу; Ks, Kd и Km — постоянные коэффи-
циенты. Заметим, что в работах [8, 9], по всей ви-
димости, выражение для величины μd приведено 
с опечаткой — пропущен знак минус. При таком 
определении величина μd не убывает, а увеличи-
вается с ростом числа циклов перезаписи. При 
этом выходит, что со временем характеристики 
канала улучшаются, а не ухудшаются, что не со-
ответствует практике.

Пример (окончание). В основном примере по-
стоянные коэффициенты Ks, Kd и Km определе-
ны следующим образом: Ks  0,38, Kd  4·10–4 
и Km  4·10–6. 

Графики функций плотностей вероятности 
py|x(y|x) для некоторых типичных примеров по-
казаны на рис. 1. Эти графики получены путем 
численного нахождения сверток в формуле (1); 
они хорошо согласуются с аналогичными графи-
ками из работ [8, 9], полученными в результате 
статистического моделирования (методом Монте-
Карло).

Исходя из внешнего вида графиков (см. рис. 1) 
можно предположить, что приближение их гаус-
совыми плотностями с соответствующим образом 
подобранными параметрами будет приемлемым. 

Эти приближения также показаны на рис. 1. 
Заметим, что модели канала flash-памяти, ис-
пользующие гауссовы аппроксимации, также 
встречаются в публикациях [10].

Рассмотренная модель, определяемая функци-
ями плотности вероятности py|x(y|x) или их гауссо-
выми аппроксимациями, называемая также мо-
делью с гауссовым шумом, стандартное отклоне-
ние которого зависит от входного значения (input-
dependent additive Gaussian noise) [10], допускает 
обобщение на большее число входных уровней, 
в частности на шесть, восемь и двенадцать уровней 
[11]. Такое обобщение не представляется сложным 
и может быть при необходимости выполнено.

Пределы скорости кодирования 
для канала многоуровневой flash-памяти

В предыдущем разделе рассмотрена модель ка-
нала многоуровневой записи на flash-носитель. 
Модель канала определяется набором одномер-
ных функций плотности вероятности выходного 
значения элемента flash-памяти py|x(y|x), x  x0, 
x1, …, xq–1, q — число уровней записи. Далее огра-
ничимся представленным в предыдущем разделе 
основным примером с q  4 и остальными параме-
трами, указанными там же. Канал, таким обра-
зом, задается четырьмя функциями плотности ве-
роятности py|x(y|x0), py|x(y|x1), py|x(y|x2) и py|x(y|x3), 
а значения номинальных (начальных) уровней 
записи x0, x1, x2, x3 соответствуют парам запи-
санных бит 00, 01, 10, 11. Взаимно-однозначное 
соответствие {00, 01, 10, 11}  {x0, x1, x2, x3} 

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5
0

2

4

6

N = 100, T = 1 мес.

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5
0
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4

6

N = 1000, T = 12 мес.

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5
0

2

4

N = 10 000, T = 120 мес.

— истинная ф.п.в.
— гауссова аппроксимация

  Рис. 1.  Функции плотности вероятности py|x(y|x), 
x  x0, …, x3, и их гауссовы приближения 
для различных значений параметров N и T
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определяется модуляционным отображением. 
Распространенным примером такого отображе-
ния может служить код Грея, при котором бли-
жайшим сигналам (уровням записи) соответ-
ствуют двоичные комбинации, отличающиеся 
в одном разряде.

Каждая функция плотности вероятности 
py|x(y|x) описывает распределение выходного зна-
чения одного элемента flash-памяти, и величи-

ну d| ( | )
u

y xp y x y
  можно интерпретировать как 

среднюю долю числа элементов flash-памяти, 
имеющих выходное значение, не превышающее u 
при условии записи в них значения x.

В этом разделе сначала приводятся общие со-
отношения, позволяющие вычислить теоретико-
информационные пределы для произвольного 
канала без памяти, а потом этот известный под-
ход применяется к модели канала, представлен-
ной в предыдущем разделе.

Граница случайного кодирования (граница 
Галлагера) [12] определяет предельные характе-
ристики надежной передачи данных или надеж-
ного хранения данных при использовании поме-
хоустойчивого кодирования. Эта граница может 
быть построена как для блоковых, так и для ре-
шетчатых, в частности сверточных, кодов [13]. 
Далее будет рассматриваться случай блокового 
кодирования как наиболее подходящий для при-
менения в канале записи данных.

Определим входной и выходной ансамбли ка-
нала X и Y. В рассматриваемом случае X  {{x0, x1, 
…, xq–1}, px(·)}, где px(·) — распределение, заданное 
на множестве {x0, x1, …, xq–1}; Y  { ,  py(·)}, где 
 — множество вещественных чисел и py(·) — 
функция плотности вероятности, заданная на .  
Здесь рассматривается вариант канала с непре-
рывным выходом. Этот вариант позволяет обе-
спечить наибольшую достижимую надежность 
передачи (хранения) данных. Случай дискретного 
(квантованного) выхода канала также может быть 
рассмотрен. Квантование выхода канала неизбеж-
но приводит к потерям, и оценка этих потерь мо-
жет быть предметом отдельного исследования.

Очевидно, что

|( ) ( ) ( | ).y x y x
x

p y p x p y x

Граница случайного кодирования формули-
руется для принятой модели как теорема коди-
рования для канала без памяти с непрерывным 
выходом.

Теорема кодирования [12]. Существует блоко-
вый код длины n со скоростью R  log2M/n [бит/
символ канала]; M — число слов кода, для ко-
торого вероятность ошибки декодирования Pe 
кодового блока (слова) по максимуму правдопо-
добия удовлетворяет неравенству Pe < 2–nE(R), 

где E(R) — экспонента случайного кодирования, 
определенная как
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— функция Галлагера; px(·) — распределение, за-
данное на множестве входных символов канала 
(значений номинальных записанных уровней), 
определяющее ансамбль случайных кодов. 

Максимальная допустимая скорость кода, при 
которой возможна надежная передача (хранение) 
данных, называется пропускной способностью 
канала и определяется как
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— средняя взаимная информация ансамблей X 
и Y.

Известно [12], что E(R) > 0 для R < C. Кроме 
того, важное следствие из теоремы кодирования 
состоит в том, что пропускная способность кана-
ла (11) и функция Галлагера (10) связаны соотно-
шением
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Важной характеристикой канала является так 
называемая вычислительная скорость канала
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(13)

Эта величина может рассматриваться как 
предельное значение практически достижимой 
скорости кода.

Известно [12], что для каналов без памяти 
справедливо неравенство C/2 < R0 < C, и во мно-
гих практически важных случаях вычислитель-
ная скорость R0 незначительно меньше пропуск-
ной способности C. Поэтому величина R0 в этих 
случаях может служить адекватным прибли-
жением к пропускной способности, кроме того, 
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ее положительным свойством является и то, что 
она значительно проще вычисляется.

Наряду с максимально достижимыми вели-
чинами E(R), R0 и C рассматриваются также 
приближения к ним, которые получаются, если 
в формулах (9)–(13) исключить оптимизацию по 
распределению на множестве входных значений 
канала px(·) и положить его равным некоторому 
фиксированному распределению, например рав-
номерному. В этом случае возникают величины 
E*(R)  E(R), 0 0

* ,R R C*  C, вычисляемые по фор-
мулам
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Выражения для R0 и 0
*R  (13) и (16) могут быть 

преобразованы к более удобному виду с использо-
ванием следующего обозначения. Пусть
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    (18)

— коэффициент Бхаттачария [13] для распре-
делений, определяемых плотностями py|x(y|x) 
и py|x(y|x). Очевидно, что D(x, x)  D(x, x) и 
D(x, x)  1.

Тогда из (13) следует, что
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(19)

и если положить в (19) px(x)  1/q для всех x, то
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Оптимизация по распределению px(·) в пра-
вой части (19) может быть выполнена в явном 
виде [14] с использованием метода множителей 

Лагранжа. Задача оптимизации в этом случае 
формулируется как
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Решение для нее можно выразить следующим 
образом:

 

( , ) ( ) ,x
x
D x x p x


   

 

(21)

где  — множитель Лагранжа, значение которо-
го находится из условия xp(x)  1. При решении 
системы линейных уравнений (21) нужно также 
учесть требование px(x)  0 для всех x. Из условия 
(21) получаем, что

( ) ( ) ( , ) ( ) ,x x x
x x x

p x p x D x x p x


      

и, следовательно, с учетом первого равенства в вы-
ражении (19) оптимизированное значение вычис-
лительной скорости

 0 2log .R     (22)

Оптимизация по распределению px(·) в выра-
жении (11) для пропускной способности выполня-
ется сложнее. Здесь можно применить алгоритм 
Блейхута — Аримото (см., например, [13]), где он 
сформулирован для канала с дискретным входом 
и дискретным выходом. Если представить канал 
с непрерывным выходом как дискретный канал 
с достаточно большим числом выходов, т. е. пред-
ставить непрерывные по аргументу y плотности 
py|x(y|x) как дискретные распределения с боль-
шим числом исходов, то указанный алгоритм мо-
жет быть применен. Пусть | ( | )y xp y x   — дискрет-
ное распределение, соответствующее плотности 
py|x(y|x), где y

 
— дискретное (квантованное) зна-

чение величины y. Строго говоря, при вычисле-
ниях по формуле (1) в результате и получаются 
распределения | ( | ),y xp y x   а не функции плотно-
сти вероятности py|x(y|x). Тогда можно записать, 
что приближением к C будет величина
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— средняя взаимная информация ансамблей X 
и |{{ }, ( | )}.y xY y p y x     Приближение C  к истинно-
му значению C будет тем точнее, чем больше бу-
дет число уровней дискретного представления y  
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непрерывного выхода канала y. Алгоритм опре-
деления оптимального распределения px(·), мак-
симизирующего правую часть (23), выглядит сле-
дующим образом [13]. Пусть
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Тогда, начав с произвольного, например с рав-
номерного, распределения 0( ) ( )xp x  и выполняя 
вычисления (24) для k  0, 1, 2, ..., можно полу-
чить последовательность значений 1( ),C  2( ),C  …, 

( ),kC  …, сходящуюся после очевидной замены 
единиц измерения с нат/символ канала на бит/
символ канала к величине в правой части равен-
ства (23).

Графики экспоненты случайного кодирования 
E(R) и приближения к ней E*(R) имеют харак-
терный вид линии, состоящей из двух частей, — 
криволинейной и прямолинейной, при этом кри-
волинейная часть тем меньше, чем ближе значе-
ния R0 и С, соответственно — 0

*R  и С*.
Примеры экспонент случайного кодирования 

E(R), вычисленные согласно выражениям (9), 
(10), (12), (13) для некоторых вариантов   канала 
записи/хранения данных, характеризуемых па-
раметрами N и T, показаны на рис. 2, а–в.

Графики имеют вид прямых почти для всех 
значений скорости кода R, и значения R0 почти 
совпадают с C. Кроме того, из результатов вычис-
лений следует, что распределение px(·), максими-
зирующее величину R0, оказывается для рассмо-
тренных примеров практически равномерным. 
То же самое относится и к распределениям px(·), 
максимизирующим значение средней взаимной 
информации в равенствах (11) и (23). Это зна-
чит, что значения 0

*R  и C* оказываются близки-
ми к значениям R0 и C соответственно. Поэтому 
в ряде случаев хорошей оценкой пропускной спо-
собности канала C может служить величина R0, 
а для нее хорошим оказывается приближение 

0
*,R  вычисляемое с использованием гауссовых 

аппроксимаций плотностей py|x(y|x).
При использовании гауссовых приближений 

к функциям плотности вероятности py|x(y|x) при 

вычислении величин R0 и 0
*R  по формулам (19) 

и (20) полезным оказывается следующее утверж-
дение.

Утверждение. Пусть 

    1 22 2 2
0 0 0 02 2

/
( ) exp ( )w u u m


    

 
и 

   1 22 2 2
1 1 1 12 2

/
( ) exp ( ) /w u u m


    

 

— две гауссовы плотности вероятности с параме-
трами 2

0 0( , )m   и 
2

1 1( , )m   соответственно. Тогда 
коэффициент Бхаттачария для этих плотностей 
равен

2
0 1 0 1

0 1 2 2 2 2
0 1 0 1

2
d
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  Рис. 2.  Экспонента случайного кодирования E(R): 
а — для N  100, T  1 мес.; б — для N  1000, 
T  12 мес.; в — для N  10 000, T  120 мес. 
(слева — полный график, справа — часть 
графика для больших значений скорости 
кода R)
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Равенство (25) доказывается непосредствен-
ным интегрированием.

По равенству (25) можно вычислять величины 
D(x, x) в правых частях равенств (19) и (20) непо-
средственно с использованием значения параме-
тров гауссовых аппроксимаций плотностей py|x(·|·).

Результаты вычислений значений R0, C, а так-
же R*

0 и C*, полученные с использованием истин-
ных распределений с одной стороны и с исполь-
зованием их гауссовых аппроксимаций с другой, 
оказываются очень близкими, разница имеется 
в третьем-четвертом знаке после точки. Это мо-
жет служить аргументом в пользу использова-
ния гауссовых приближений к плотностям py|x(·|·)
в расчетах параметров практических систем ко-
дирования для каналов flash-памяти и предполо-
жения о равномерности распределения px(·).

Изменение значений пропускной способности C
и вычислительной скорости R0 при увеличении 
числа циклов перезаписи N при различных зна-
чениях времени хранения данных T показано на 
рис. 3, а и б. Там же показаны зависимости от N 
значений C и R0, полученные при использовании 
гауссовых приближений плотностей py|x(·|·).

Как и следовало ожидать, значения C и R0 
уменьшаются с ростом N, поскольку при этом 
происходит ухудшение характеристик канала, 
которое выражается в «сближении» плотностей 
вероятности py|x(·|·) (см. рис. 1). Это ухудшение, 
однако, оказывается практически незаметным 
при увеличении числа циклов перезаписи N до 
значений порядка (6…7)·103. При дальнейшем 
увеличении N значения C и R0 убывают гораздо 

быстрее. Такой характер изменения наблюдается 
при всех рассмотренных значениях времени хра-
нения данных T. Отметим, что величины C и R0, 
вычисленные для «истинных» плотностей py|x(·|·) 
и для их гауссовых приближений, оказываются 
очень близкими.

На рис. 4 представлены распределения px(·), 
задающие ансамбль случайных кодов, в зависи-
мости от числа циклов перезаписи N. Эти рас-
пределения доставляют максимум величине R0, 
графики которой указаны на рис. 3, б.

Из рассмотрения рис. 4 следует, что оптималь-
ное распределение px(·) остается практически 
равномерным (px(·)1/4 для всех x) до значений 
N порядка 104. При дальнейшем увеличении N 
распределения меняются и становятся заметно 
отличающимися от равномерного. При этом су-
щественно уменьшается вероятность px(x2), что 
косвенно означает, что входной символ канала 
(уровень записи) x2 становится очень ненадеж-
ным, и его следует исключить. Подчеркнем, что 
это явление наблюдается при очень большом чис-
ле циклов перезаписи N, когда характеристики 
канала заметно ухудшаются.

Рисунок 5, а и б представляет зависимость ве-
личин C и R0 от времени хранения данных T при 
различных значениях числа циклов перезаписи 
N, выполненных за это время. При увеличении 
времени хранения T параметры канала записи 
ухудшаются, и величины C и R0, характеризую-
щие потенциально достижимую скорость кодиро-
вания, уменьшаются. Это уменьшение оказыва-
ется крайне небольшим при N  103. При N  104 

  Рис. 3.  Зависимости пропускной способности C (а) и вычислительной скорости R0 (б) от числа циклов перезаписи N
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и увеличении времени хранения данных T до го-
да и более снижение становится значительнее, 
хотя и остается в пределах 5…8 %. Как и ранее, 
характеристики, полученные исходя из истин-
ных плотностей вероятности py|x(·|·), задающих 
канал, и гауссовых приближений к этим плотно-
стям, оказываются очень близкими.

Заключение

В работе были рассмотрены теоретически до-
пустимые пределы скорости кодирования, для 
которых возможно построение надежных систем 
хранения данных для одной из имеющихся моде-
лей flash-памяти. Эта модель описывает систему 
с независимыми многоуровневыми ячейками. 

Выходное значение представляет собой случай-
ную величину, определенную на множестве оди-
ночных элементов памяти, распределение кото-
рой существенно зависит от ряда мешающих фак-
торов, включающих влияние циклов записи/сти-
рания, взаимную интерференцию ячеек и влия-
ние времени хранения данных. В рассматривае-
мой модели предполагается отсутствие группи-
рования искажений, поэтому канал хранения 
данных описывается моделью без памяти с не-
прерывным выходом. Такая модель задает наи-
лучшее использование выхода канала. Для этих 
условий были построены границы случайного ко-
дирования в форме, которая допускает получение 
численных результатов. Наряду с «истинными» 
функциями плотности вероятности были рассмо-

  Рис. 4. Оптимальные распределения px (·) в зависимости от числа циклов перезаписи N

  Рис. 5. Зависимости величин C (а) и R0 (б) от времени хранения данных T
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трены гауссовы приближения к ним. Эти прибли-
жения оказались в ряде случаев достаточно точ-
ными, что позволило получить точные оценки вы-
числительной скорости R*

0 в явном виде как функ-
ции от параметров гауссовых аппроксимаций.

На основе представленных результатов можно 
сформулировать следующие выводы:

— для многих практически важных случаев 
значения пропускной способности и вычисли-
тельной скорости оказываются близкими (их 
разница составляет величину от долей процента 
до нескольких процентов);

— пропускная способность и вычислительная 
скорость принимают значения, немного уступа-
ющие максимальной для этой модели величине 
2 бит (для ряда случаев, представляющих инте-
рес, разница лежит в пределах 5–10 %);

— в большинстве рассмотренных случаев оп-
тимальное распределение на входе канала, до-
ставляющее максимум величинам R0 и C, ока-
зывается очень близким к равномерному распре-
делению, что может быть аргументом в пользу 
рассмотрения корректирующих кодов без огра-
ничений на использование различных символов 
входного алфавита;

— пропускная способность канала записи убы-
вает сравнительно медленно с ростом числа ци-
клов перезаписи до величины порядка несколь-
ких тысяч; после значения порядка 104 убывание 
становится более заметным;

— длительность хранения данных снижает 
достижимую скорость кодирования, но при не-
большом числе циклов перезаписи (N  103) это 
уменьшение оказывается незначительным; при 
N  104 и увеличении времени хранения дан-
ных T до года и более снижение становится 
более значительным, хотя и остается в преде-
лах 5–8 %;

— на основании полученных границ случай-
ного кодирования можно указать ориентировоч-
ные пределы изменения основных параметров 
блоковых кодов, которые оказываются полезны-
ми для поиска значений параметров реальных 
систем кодирования для каналов записи/считы-
вания данных.

Работа выполнена при поддержке Минобрнау-
ки РФ при проведении научно-исследователь-
ской работы в рамках проектной части государ-
ственного задания в сфере научной деятельности 
по заданию № 2.2716.2014/К от 17.07.2014.
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Introduction: Flash memory is one of the fastest growing segments in the global semiconductor industry. Due to the steadily in-

creasing recording density, high read/write speed, low power consumption and long service life, flash memory is used to store data in 
a very wide field of applications. Increasing the recording density achieved by decreasing the physical size of the memory cell, and the 
increasing number of states of a memory cell lead to a decrease in data storage reliability, which requires the use of error-correcting cod-
ing. Purpose: We study theoretically achievable values for the main parameters of error-correcting coding in a multilevel NAND flash 
memory model, depending on the recording/storage conditions. Results: Theoretically achievable coding rate limits have been obtained 
within which it is possible to build reliable memory for one of possible flash memory models treating a memory page as a system with 
independent multilevel cells. Random coding bounds have been derived for this model, and some numerical results presented. Using 
these bounds, we establish certain trade-off relationships between the achievable coding rate and the key memory parameters such as 
the number of program/erase cycles and the data retention time. Gaussian approximation for the channel model has also been consid-
ered. This approximation in some cases is sufficiently accurate to get an exact expression for the bound on the channel cutoff rate R*

0 as 
a function of the Gaussian approximation parameters. It is shown that in many cases the channel capacity and the channel cutoff rate are 
very close. The difference between them is less or about several percent. Practical relevance: The obtained results allow us to accurately 
estimate the reduction of the achievable recording rate (bit/cell) in a multilevel NAND flash memory caused by the growing number of 
the program/erase cycles and the longer data retention time. This gives us the possibility to specify the bounds for the program/erase 
cycles and data retention time which would ensure the required recording rate. 

Keywords — Multilevel NAND Flash Memory, Recording Channel, Coding Theorem, Channel Capacity, Random Coding Bound.
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Постановка проблемы: имеющиеся предпосылки для отказа от традиционных принципов разделения передаваемой 
информации на услуги связи и возможность реализации полимодальных инфокоммуникационных систем обусловливают 
необходимость разработки теоретических основ построения последних. Цель: формализация моделей кодирования поли-
модальной информации, а также обоснование методов ее передачи на основе результатов моделирования. Методы: для 
оценки качества кодирования многомодальной информации при заданных ресурсах сети передачи данных предложена 
модификация теоретико-множественной модели. Результаты: представлены аналитические выражения, описывающие 
зависимости качества кодирования полимодальной информации и объема, требуемого для передачи максимального чис-
ла сообщений различных модальностей, от параметров модифицированной модели. На основе анализа существующих 
и перспективных методов передачи сделан вывод о том, что современные средства телекоммуникаций способны обеспе-
чить доставку полимодальной информации с требуемым качеством к абонентскому терминалу корреспондента. Перспек-
тивной в этом смысле является реализация сети передачи данных, инвариантной к применяемой технологии передачи.

Ключевые слова — полимодальная инфокоммуникационная система, модальность, абонентский терминал, сеть 
передачи данных, теоретико-множественная модель.

Введение

В процессе совершенствования национальные 
информационные инфраструктуры развитых 
стран эволюционировали [1] от узкоспециализи-
рованных сетей связи (телеграфных, телефонных 
и др.) сначала в телекоммуникационные сети, а 
затем в инфокоммуникационные системы. В на-
стоящее время уже имеются предпосылки для 
отказа от традиционных принципов разделения 
передаваемой информации на услуги связи и воз-
можность реализации полимодальных инфоком-
муникационных систем (ПИКС) [2–7]. Под ПИКС 
следует понимать взаимоувязанную совокуп-
ность систем обработки и хранения информации 
и их объединяющих телекоммуникационных се-
тей. Целью ее функционирования является сбор, 
обработка, хранение, защита, передача и распре-
деление, отображение и использование много-
модальной информации, учитывающей смысл 
передаваемых сообщений, личность абонентов 
(пользователей), их настроение, физиологическое 
и психоэмоциональное состояния [8–10].

Очевидно, что новые возможности инфоком-
муникационного обслуживания пользователей 
ПИКС должны быть заложены на этапе проекти-
рования. При синтезе (моделировании, проекти-
ровании, оптимизации) ПИКС ее удобно предста-
вить в виде двух условно автономных подсистем: 
совокупности абонентских терминалов и сети 
передачи данных (СПД) [11]. Общее модельное 
понятие «сеть передачи данных» используется 
для составных физических или логических кана-

лов связи и формирующих их узлов коммутации 
транспортной сети и сетей доступа. При ориента-
ции на предоставление ПИКС единственной услу-
ги в виде «соединение с сетью» практически важ-
ными являются две основные задачи синтеза.

Прямая. Имеются сведения об объемах со-
общений (наборе модальностей), которые необхо-
димо передать. Требуется определить объем ре-
сурсов СПД, чтобы обеспечить заданное качество 
приема переданной полимодальной информации.

Двойственная. Имеются заданные ресурсы 
СПД. Требуется передать максимальный объем 
сообщений заданного качества (в том числе с оп-
тимальным выбором модальностей, методов их 
обработки: объединения/разделения, синхрони-
зации, кодирования).

Решение прямой и двойственной задач синте-
за ПИКС требует разработки теоретических кон-
струкций (моделей) для оценки качества кодиро-
вания многомодальной информации при задан-
ных ресурсах СПД и объема указанного ресурса, 
необходимого для передачи максимального числа 
сообщений различных модальностей с заданным 
качеством, а также обоснования выбора методов 
передачи таких сообщений на основе результатов 
моделирования.

Математические модели кодирования 
сообщений различных модальностей

Практика математического описания систем 
кодирования, использующих процедуры параме-
трического анализа и синтеза, скалярного и век-
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торного квантования, свидетельствует о целесо-
образности применения для этих целей аппарата 
теории множеств и теории вероятностей [12–15]. 

С учетом существующей модели адаптивной 
системы кодирования речевого сигнала [16, 17] 
теоретико-множественная модель подсистемы 
кодирования сообщений различных модально-
стей может быть представлена следующим обра-
зом (рисунок).

Модель основана на предположении, что ком-
муникативный акт абонентов происходит с обя-
зательным использованием вербального речевого 
канала. При этом используется известное пред-
ставление сигналов на входе подсистемы кодиро-
вания в виде сообщений дискретного источника, 
рассматриваемых как точки в P-мерном простран-
стве [12, 18]. Каждую точку этого пространства 
удобно представить в виде вектора { }.P

P A R  
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Индекс P, показывающий размерность вектора 
сообщения, для сокращения записи в дальней-
ших рассуждениях опущен. Пространство, об-
разуемое множеством точек ,A  рассматривает-
ся как пространство сообщений { }.A  При этом 
в дальнейшем рассматривается параметрическое 
кодирование избыточных сообщений [16].

Входом подсистемы кодирования (см. рисунок) 
являются множества  ,wA 1,w W  реализаций 
сообщений источников различных модально-
стей. К ее внутренним параметрам относятся:

1) число W источников (модальностей);
2) количество Kw, 1,w W  значений случай-

ной величины, описывающей w-й источник со-
общений на интервале анализа Ta;

3) вид отображений параметрического анали-
за п.а, определяемый вариантом формирования, 
комбинирования и отображения множества па-
раметров wX  анализируемых сообщений wA ;

4) число 1, ,wp w W  и вид представления ко-
дируемых параметров 1, , ,w j wj pX  источников 
многомодальной информации;

5) вид отображений Гк w,j, 1, ,w W 1, ,wj p  
определяющих процедуры квантования наблю-
даемых параметров источников многомодальной 
информации;

6) число уровней квантования oj каждого 

11( , ... )Wj p p    наблюдаемого параметра ис-
точников информации, определяющих мощ-
ности подмножеств кодированных параметров 

 jÑ на входе СПД;
7) вид отображения статистического анализа 

Гс.а, определяющего процедуру классификации 
исходных сообщений W источников;

8) число H состояний абонентского терминала 
 ,M  определяющих множество вариантов рас-
пределения информационной емкости канала 
связи по множествам кодируемых параметров W 
источников:
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где NoГк w,j — номер возможного отображения 

Гк w,j, 1, ,w W 11, ... .Wj p p  
 
Значения oj  1 

обеспечивают возможность исключения j-х под-
пространств из структуры пространства кодиру-
емых параметров. В частном случае однозначно-
го соответствия значений oj и отображений Гк w,j 
множество 
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Для высокоадаптивной системы [10] число 
возможных состояний абонентского терминала 
может быть бесконечно большим:   .H   M

С учетом искажений, получаемых при коди-
ровании, и влияния канала связи, задаваемого 
отображением Гкан, при известном отображении 
Гдк, однозначно определяющем процедуру деко-
дирования, математическое описание всей под-
системы кодирования относительно внешнего 
параметра, характеризующего качество кодиро-
вания сообщений различных модальностей, мо-
жет быть представлено в следующем виде:
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(1)

где    ˆ, ,wD  
 A A  1,w W  — среднеквадрати-

ческая ошибка между множествами исходных и 
восстановленных сообщений или энергия шума 
при восстановлении сообщений w-го источника; 
 — эмпирический коэффициент, определяющий

степень влияния штрафа; T

1
w

U

wi wi
i

P


 C A A  — 

энергия сообщений w-го источника.
Представленный выше перечень внутренних 

параметров подсистемы кодирования сообщений 
различных модальностей позволяет сформули-
ровать математическую модель такой системы 
относительно внешнего параметра — скорости 
передачи (выдачи информации):
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  — число проверочных 

разрядов, а tи — исправляющая способность по-
мехоустойчивого кода; i

nÑ  — число сочетаний 
из n по i; d  |{}| — мощность подпространства 

   ,  D  характеризующего множество вариан-
тов помехоустойчивого кодирования. 

Для подсистемы кодирования с одним источ-
ником информации (речевым сообщением) [16] 
скорость передачи
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В соответствии с теорией информации [18, 19] 
наибольший выигрыш относительно суммарной 
скорости передачи может быть достигнут при со-
вместном кодировании зависимых источников, 
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т. е. источников, между которыми имеются кор-
реляционные взаимосвязи. При этом величина 
выигрыша совместного кодирования по сравне-
нию с раздельным определяется степенью корре-
ляции источников.

В работе [12] теоретически обоснованы усло-
вия, при которых возникают корреляционные 
зависимости между сообщениями независимых 
избыточных источников речевых и видеосообще-
ний на ограниченных интервалах наблюдения. 
Наличие данных зависимостей подтверждено 
экспериментально путем постановки и решения 
задачи поиска коэффициентов линейного преоб-
разования сообщений независимых дискретных 
источников. Наличие корреляционных зависи-
мостей между другими модальностями требу-
ет проведения соответствующих исследований. 
Показано, что выигрыш по величине (1) при со-
вместном кодировании по сравнению с раздель-
ным увеличивается при уменьшении скорости 
передачи сообщений одного источника. При 
одинаковом количестве данных, затрачиваемых 
на кодирование каждого сообщения W источни-
ков, величина ошибки при их восстановлении 
в точке приема при совместном кодировании 
существенно меньше, чем при раздельном, при-
чем выигрыш систем совместного кодирования 
по ошибке аппроксимации каждого сообщения 
в сравнении с системами раздельного кодирова-
ния растет при увеличении числа кодируемых 
источников (модальностей). В указанном случае 
в большей степени расширяется номенклатура 
скоростей Bj. 

Возможность реализации последней в суще-
ствующих и перспективных СПД обсуждается 
[7], основные выводы представлены ниже.

Методы передачи 
многомодальной информации 
через сеть передачи данных

Самой доступной сегодня для ПИКС является 
электрически инвариантная СПД с коммутацией 
пакетов. В таких системах единица канального 
ресурса составит значение порядка 64 Кбит/с, что 
обеспечит достаточную чувствительность всей 
системы к изменению числа активных модально-
стей. Для моделирования таких СПД ПИКС име-
ется возможность использовать существующий 
инструментарий анализа современных мульти-
протокольных телекоммуникационных сетей, 
в качестве источников нагрузки которых будут 
выступать многомодальные абонентские терми-
налы. Для построения теоретической модели СПД 
с коммутацией пакетов необходимо выделить, 
определить и формально описать ее структурные 
элементы, охарактеризовать их основное назначе-
ние и специфику процессов функционирования.

Основными элементами сетей связи с нако-
плением являются абонентские терминалы, узлы 
коммутации и связывающие их каналы связи. 
Существенное влияние на качество синхрониза-
ции модальностей при их автономной обработке 
и передаче соответствующих блоков данных че-
рез СПД с коммутацией пакетов будет оказывать 
сетевая задержка. Под сетевой задержкой пони-
мается интервал времени между моментом, когда 
первый бит базы данных поступает в сеть с ком-
мутацией пакетов, и моментом, когда последний 
бит этого блока покидает сеть. 

Наличие сетевой задержки и ее случайный ха-
рактер свидетельствуют о том, что в СПД с ком-
мутацией пакетов целесообразно реализовать со-
вместную обработку модальностей в абонентском 
терминале, а соответствующие базы данных пере-
давать с использованием механизмов обеспечения 
гарантированного качества обслуживания в СПД.

Перспективным для ПИКС является реали-
зация в СПД принципов построения оптических 
транспортных сетей, инвариантных к техноло-
гии передачи. Метод передачи в таких СПД будет 
определяться текущим множеством активных 
пользователей и составом используемых модаль-
ностей в их абонентских терминалах.

В настоящее время вместо традиционных го-
могенных волоконно-оптических линий связи на 
практике все чаще реализуются гетерогенные 
волоконно-оптические линии связи, использую-
щие в различных спектральных каналах опти-
ческого волокна разные сетевые технологии. При 
наличии средств согласования режимов функ-
ционирования многомодальных абонентских 
терминалов и сети передачи данных появляется 
возможность организации в последней каналов 
и трактов, адаптивно «подбирающих» наиболее 
эффективную сетевую технологию (SyTDM или 
StTDM) под текущее распределение объемов и 
типов модальностей в сообщениях. 

Изложенное выше подтверждает необходи-
мость редукции объекта исследования (ПИКС) на 
две условно-автономные подсистемы: множества 
многомодальных абонентских терминалов и СПД, 
способную с заданным качеством обеспечить об-
служивание поступающей нагрузки. Естественно, 
такой подход обусловливает необходимость опти-
мизации в дальнейшем целого ряда функциональ-
ных характеристик элементов СПД для обслужи-
вания многомодальных сообщений от абонентско-
го терминала, что потребует новых теоретических 
исследований в предметной области.

Заключение 

Возможность обслуживания сообщений от 
многомодальных абонентских терминалов узла-
ми коммутации и каналами связи осложняется 
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расширившейся номенклатурой скоростей пере-
дачи. Анализ существующих и перспективных 
методов передачи блоков данных в СПД позволил 
сделать вывод о том, что современные средства 
телекоммуникаций способны обеспечить достав-
ку объектов учета с требуемым качеством к або-
нентскому терминалу корреспондента. В СПД 
с SyTDM потребуется значительный расход ре-
сурса пропускной способности, однако в такой 
инфраструктуре проще обеспечить синхрониза-
цию модальностей. В СПД с StTDM потребует-
ся использовать более сложные алгоритмы обе-
спечения гарантированного качества доставки 

блоков данных. Из-за наличия стохастических 
задержек блоков данных в таких СПД сложнее 
обеспечить синхронизацию модальностей при их 
автономной обработке. В настоящее время име-
ются объективные предпосылки для реализации 
СПД, инвариантной к применяемой технологии 
передачи. Эта возможность определяется широ-
ким (от абонента к абоненту) применением опти-
ческих технологий в транспортной инфраструк-
туре ПИКС. 

Исследование выполнено при частичной под-
держке бюджетной темы № 0073-2014-0005 и 
грантов РФФИ № 15-07-06744 и 16-19-00044.
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Постановка проблемы: использование гиперспектральной съемки одновременно в сотнях спектральных каналов 
является устойчивой тенденцией развития космических систем дистанционного зондирования Земли. Оно приводит 
к опережающему росту информативности бортовых оптико-электронных систем наблюдения по отношению к пропуск-
ной способности радиоканалов передачи информации с космических аппаратов. В результате возникает проблемная 
ситуация, состоящая в том, что современные радиотехнические системы передачи информации с ограниченной про-
пускной способностью не позволяют передавать полные объемы зарегистрированных гиперспектральных видеоданных 
как при непосредственной оперативной передаче, так и при воспрозведении из бортового запоминающего устройства. 
Отсюда следует необходимость разработки технологий сокращения (сжатия) потока гиперспектральных видеоданных 
для их передачи на наземные пункты приема информации с использованием спутниковых радиотехнических систем 
передачи информации с ограниченной пропускной способностью. Результаты: анализ информационной производитель-
ности существующих бортовых гиперспектральных оптико-электронных систем показал, что она достигает единиц гига-
бит в секунду и в перспективе будет увеличиваться, при этом пропускная способность радиоканалов передачи видео-
данных с космических аппаратов с учетом возможностей используемых диапазонов частот и ограничений технической 
реализации не превышает нескольких сотен мегабит в секунду. Для сокращения объемов передаваемой информации 
обосновано совместное использование программных алгоритмов сжатия видеоданных в каждом спектральном канале 
и выбора для передачи ограниченного числа наиболее информативных спектральных каналов из всех зарегистрирован-
ных гиперспектральных видеоданных. Это обеспечивает сокращение объема передаваемой информации в несколько 
десятков раз и согласование информационной производительности оптико-электронных систем наблюдения с пропуск-
ной способностью радиоканалов передачи видеоданных. Определены достижимые коэффициенты сжатия гиперспек-
тральных видеоданных при совместном использовании различных программных методов сжатия и методов выбора 
наиболее информативных спектральных каналов. Практическая значимость: полученные результаты могут быть ис-
пользованы при проектировании и применении космических систем дистанционного зондирования Земли с гипер-
спектральной съемкой для выбора технологий и режимов передачи с космических аппаратов данных наблюдения по 
радиоканалам с ограниченной пропускной способностью.

Ключевые слова — дистанционное зондирование Земли, гиперспектрометр, спектральный канал, скорость пере-
дачи информации, сокращение избыточности, сжатие видеоданных.

Введение

Современные космические системы дистан-
ционного зондирования Земли (ДЗЗ) характе-
ризуются большим разнообразием, в их соста-
ве используются космические аппараты (КА), 
которые ведут съемку в различных диапазонах 
электромагнитного спектра с разрешением от 
нескольких километров до нескольких десят-
ков сантиметров [1–5]. В настоящее время одной 
из ведущих тенденций развития космических 
систем ДЗЗ является переход к широкому ис-
пользованию бортовых многоспектральных и 
гиперспектральных оптико-электронных систем 
(ОЭС), работающих в видимом и ИК-диапазонах 
и осуществляющих съемку в сотнях спектраль-
ных каналов [4–7]. Гиперспектральные ОЭС на-
блюдения являются результатом эволюционного 
развития многоспектральных систем. Принятое 
деление ОЭС наблюдения на многоспектральные 
и гиперспектральные основывается на числе ка-

налов регистрации видеоданных: у многоспек-
тральных систем — десятки, у гиперспектраль-
ных систем — сотни спектральных каналов. 

Гиперспектральная аппаратура наблюде-
ния — гиперспектрометры; они представляют 
собой инновационный тип приборов ДЗЗ для ис-
следования природных ресурсов, охраны окру-
жающей среды, предупреждения и ликвидации 
последствий природных катастроф и техноген-
ных аварий, решения задач метеорологии, кли-
матологии и многих других областей [4, 5]. При 
этом создание гиперспектральных ОЭС отражает 
одну из тенденций развития информационных 
систем и технологий, связанную с опережаю-
щим увеличением производительности систем 
сбора информации по сравнению с увеличени-
ем пропускной способности систем передачи 
информации. Несмотря на то что в многоспек-
тральных и гиперспектральных ОЭС возможен 
«обмен» пространственного разрешения на спек-
тральное, объемы данных наблюдения, которые 
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необходимо передавать с КА, ведущих многоспек-
тральную и гиперспектральную съемку, резко 
возрастают, и остро встает проблема оперативной 
передачи гиперспектральных данных по радио-
каналам с ограниченной пропускной способно-
стью. В настоящей статье приводятся результаты 
оценки информационной производительности 
КА ДЗЗ с бортовыми гиперспектральными ОЭС 
и рассматриваются возможности уменьшения 
объемов передаваемых гиперспектральных ви-
деоданных за счет сжатия и выбора для передачи 
ограниченного числа наиболее информативных 
спектральных каналов.

Анализ информативности 
гиперспектральных данных 
космических систем ДЗЗ

Широкие возможности ДЗЗ с использованием 
гиперспектральных ОЭС открываются благодаря 
совместному анализу пространственных (тополо-
гических) и спектральных характеристик наблю-
даемых объектов, процессов и явлений. При этом 
используется «гиперкуб» данных, определяю-
щий трехмерную матрицу пространственного (по 
двум координатам) и спектрального (по третьей 
координате) распределения яркостей регистри-
руемого излучения. Это создает условия для об-
наружения и распознавания по топологическим 
и спектральным признакам различных объектов 
атмосферы, океана, суши, геологической среды, 
оценки их физико-химических свойств и опреде-
ления других значимых характеристик. Однако 
данные наблюдения необходимо передавать на 
наземные пункты приема информации (ППИ), 
в ряде случаев — оперативно, в масштабе време-
ни, близком к реальному, и существенную роль 
приобретает соотношение между информацион-
ной поизводительностью аппаратуры ДЗЗ и про-
пускной способностью используемых радиокана-
лов передачи информации.

При рассмотрении информационных харак-
теристик бортовых гиперспектральных ОЭС и 
систем передачи с КА видеоданных будем пони-
мать под ДЗЗ наблюдение из космоса как земной 
поверхности и находящихся на ней объектов, так 
и состояния атмосферы, хотя с точки зрения при-
кладных задач и типа космической системы эти 
задачи соответствуют космическим системам ДЗЗ 
(в их обычном понимании) и метеорологии [1, 3]. 
Современными тенденциями в разработке борто-
вых гиперспектральных ОЭС являются возрас-
тание детальности космических снимков, увели-
чение полос обзора и захвата, увеличение числа 
спектральных каналов гиперспектрометров [2–4]. 
Все это приводит к увеличению объема «гиперку-
ба» и информационной производительности КА 
ДЗЗ с бортовыми гиперспектральными ОЭС, ко-

торая начинает существенно превышать пропуск-
ную способность существующих спутниковых 
радиотехнических систем передачи информации 
с КА. Поэтому при проектировании и создании 
перспективных космических систем ДЗЗ с гипер-
спектральной съемкой необходимо уделять се-
рьезное внимание вопросам передачи данных на-
блюдения с КА и выбору соответствующей техно-
логии передачи видеоданных, учитывающей соот-
ношение между производительностью источника 
передаваемой информации (гиперспектрометра) 
и достижимыми в имеющихся системах передачи 
информации скоростями передачи.

Рассмотрим характеристики информацион-
ной производительности гиперспектральных 
систем ДЗЗ. При кадровой съемке количество 
информации в одном кадре видеоданных (сцене), 
регистрируемых бортовой гиперспектральной 
ОЭС, определяется выражением [8]

 
2

1 2 ,I L L gb l    (1)

где L1, L2 — размеры сцены вдоль и поперек трас-
сы; g — число разрядов для цифровой записи за-
регистрированной яркости в элементе матрич-
ного фотоприемника (радиометрическое разре-
шение); b — число регистрируемых спектраль-
ных каналов; l — линейное разрешение на мест-
ности, соответствующее элементу (пикселю) ма-
тричного фотоприемника. 

Расчеты по формуле (1) объемов регистрируе-
мых видеоданных для современных гиперспек-
тральных аэрокосмических систем ДЗЗ, приве-
денных в табл. 1, показывают, что объем инфор-

  Таблица 1. Объемы видеоданных, регистрируе-
мых современными бортовыми гипер-
спектрометрами

Аппаратура / 

носитель

L1, 

км

L2, 

км
l, м

g, 

бит
b

I, 

Гбит

MODIS Terra / 

Aqua
2500 2330

250; 

500; 

1000

12 36 5,3

Hiperion / 

ЕО-1
100 7800 30 16 220 2,84

Artemis / 

TacSAT-3
100 7800 30 16 400 5,17

AIRS / Aqua 1650 1650 13500 12 2378 0,4

CHRIS /

Proba-1
14 14 18; 36 18

19; 

63
0,36

ГС / МКА-

ФКИ
35 35 52 12 150 0,76

ГСА / 

«Ресурс-П»
25 25 25 14

96–

255

1,07–

2

«Лептон» / 

Авиационный
175 175 0,35 12 156 0,436
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мации, формируемой при гиперспектральной 
съемке в пределах одного кадра, может состав-
лять от 0,5 до 5 Гбайт. А суммарный суточный по-
ток данных ДЗЗ, формируемых при комплексном 
аэрокосмическом мониторинге с использованием 
многоспектральных и гиперспектральных ОЭС 
различного назначения, оценивается величиной 
до 0,5 Тбайт и более [4, 8].

Наиболее жесткие требования к пропускной 
способности радиоканалов передачи информа-
ции предъявляются в режиме непосредственной 
передачи — при передаче данных ДЗЗ в масшта-
бе времени, близком к реальному. В этом случае 
скорость передачи информации в радиоканале 
должна соответствовать информационной про-
изводительности аппаратуры наблюдения. Для 
получающего наиболее широкое распростране-
ние в бортовых ОЭС КА ДЗЗ метода маршрутной 
съемки с автоматической разверткой в направле-
нии полета КА (метод «заметания» — push broom) 
[2, 4] скорость передачи информации, требуемая 
для цифровой передачи видеоданных от бортовой 
гиперспектральной ОЭС в реальном масштабе 
времени, определяется выражением [9]

 
2

ÊÀ ,v V Sgb l    (2)

где VКА — скорость КА для заданной высоты по-
лета НКА; S — ширина полосы захвата; g — чис-
ло разрядов при цифровой передаче зарегистри-
рованной яркости в элементе матричного фото-
приемника. Полагается, что размер элемента ма-
тричного фотоприемника согласован с линейным 
разрешением на местности.

При использовании метода push broom реги-
страция видеоданных выполняется при строч-
ном сканировании линейки матричного фото-
приемника, а развертка в направлении полета 
КА осуществляется за счет его собственного дви-
жения. Отношение N  S/l дает число элементов 
разрешения бортовой ОЭС в полосе обзора. Если 
полагать, что скорость КА VКА соответствует пер-
вой космической скорости для круговой орби-
ты высотой НКА, то выражение (2) для скорости 
цифрового потока видеоданных, поступающих 
от бортовой ОЭС наблюдения, может быть преоб-
разовано к виду

 Ç ÊÀ
,

Ngb
v

l R Í



 

  (3)

где μ  3,986 105 км3 с–2 — гравитационная по-
стоянная; RЗ  6387 км — радиус Земли.

Выполнены расчеты по формуле (3) скоро-
сти потока видеоданных v от бортовой гипер-
спектральной ОЭС наблюдения в зависимости 
от линейного разрешения на местности l для 
НКА  600 км, b  220 при различных значени-

ях числа элементов разрешения бортовой ОЭС N 
в полосе обзора S (рис. 1, а) и числа разрядов при 
цифровой передаче видеоданных g (рис. 1, б). 

Расчеты по формуле (3) скорости потока видео-
данных v от бортовой гиперспектральной ОЭС на-
блюдения в зависимости от числа спектральных 
каналов b для НКА  600 км, g  12 произведены 
при различных значениях линейного разреше-
ния на местности l (рис. 2, а) и различных значе-
ниях числа элементов разрешения бортовой ОЭС 
N в полосе обзора S (рис. 2, б).

При анализе информационных возможностей 
космических гиперспектральных систем ДЗЗ 
практический интерес представляет диапазон 
значений параметров l от десятков до сотен мет-
ров, b — до нескольких сотен и N — до десятка 
тысяч, что соответствует системам среднего про-
странственного разрешения с широкой полосой 
обзора и числу каналов существующих гипер-
спектрометров, разработанных для использова-
ния на КА ДЗЗ. Приведенные результаты расче-
тов показывают, что при таких характеристиках 
бортовой ОЭС наблюдения в режиме непосред-
ственной передачи потока гиперспектральных 
видеоданных необходимо обеспечить скорости 
передачи информации в сотни мегабит в секун-
ду. С уменьшением l и увеличением b требуемая 
скорость передачи данных в реальном масштабе 
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  Рис. 1. Скорость поступления потока видеоданных v 
в зависимости от линейного разрешения на 
местности l при различных значениях 
числа элементов разрешения в полосе обзо-
ра N (а) и числа разрядов при цифровой пе-
редаче видеоданных g (б)
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времени будет составлять единицы гигабит в се-
кунду. Так, например, чтобы передать в режиме 
реального времени с КА, находящегося на орбите 
высотой НКА  600 км, гиперспектральные видео-
данные с параметрами b  500, l  20 м, g  16 и 
при N  4000 потребуется обеспечить скорость 
передачи не менее 12 Гбит/с. 

Расчетные характеристики информационной 
производительности современных КА ДЗЗ с ги-
перспектральной съемкой приведены в табл. 2. 
Анализ оценок информационной производитель-
ности показывает, что для представленных в таб-
лице КА ДЗЗ передача видеоданных с КА на на-
земные ППИ в масштабе времени, близком к ре-
альному, требует обеспечения скорости передачи 
информации в сотни мегабит–единицы гигабит 
в секунду. Только при таких скоростях переда-
чи информации происходит согласование скоро-
сти поступления информации от бортовой аппа-
ратуры наблюдения со скоростью ее цифровой 
передачи по каналу связи. Высокие требования 
к скорости передачи информации могут также 
иметь место и при воспроизведении из бортового 
запоминающего устройства больших объемов за-
писанных видеоданных при ограниченном вре-
мени прохождения КА в зоне видимости назем-
ного ППИ. 
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  Таблица 2. Информационная производительность 
современных КА ДЗЗ с гиперспек-
тральной съемкой
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MightySat II.1. 
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0,4710,05

30–250;

26–51
20 430

Earth 

Observing-1

(EO-1) / США

220 /

0,42,5
30 7,7 240

EOS AM-1 

(Terra) /

США

14 /

0,5211,6

15; 30; 

90
60 85

EOS PM-1 

(Aqua) /

США

36 /

0,4114,39

250; 

500;

1000

2300 10

Proba / США
150 /

0,410,5

5; 18; 

36
14 1000

OFEC-7 / 

Израиль

200 /

0,353
10–15 11 2000

«Ресурс-П» /

Россия

255 /

0,41,1
25–30
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30
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«Кондор-Э» /

Россия (проект)
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0,50,8
20 1512 725

«Астрогон-

Вулкан» /

Россия (проект)

700 /

0,21,4
5 1512 7000

Анализ характеристик радиотехнических 
систем передачи данных ДЗЗ

Рассмотрим возможности существующих 
спутниковых радиотехнических систем пере-
дачи информации по передаче видеоданных ги-
перспектрального ДЗЗ на наземные ППИ. В на-
стоящее время для передачи данных с КА ДЗЗ 
используются радиотехнические системы пере-
дачи информации, работающие в различных диа-
пазонах частот — от ОВЧ/УВЧ-диапазонов (135–
150 МГц, 400–470 МГц) до Х-диапазона (7450–
8400 МГц) [10, 11]. Практический интерес пред-
ставляет анализ возможностей высокоскорост-
ной передачи гиперспектральных видеоданных 
в Х-диапазоне, который является в настоящее 
время основным для цифровой передачи с КА ДЗЗ 
больших объемов видеоданных со скоростью до 
320 Мбит/с в одном радиоканале. Для сравнения: 
в S-диапазоне, также широко используемом для 
передачи с КА данных ДЗЗ, скорость передачи не 
выше 15 Мбит/с в одном радиоканале. В табл. 3 

  Рис. 2. Скорость поступления потока видеоданных v 
в зависимости от числа спектральных кана-
лов b при различных значениях линейного 
разрешения на местности l (а) и числа эле-
ментов разрешения в полосе обзора N (б)
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представлены значения скоростей передачи ин-
формации в некоторых современных спутнико-
вых радиотехнических системах передачи видео-
данных с КА ДЗЗ, работающих в Х-диапазоне, и 
используемых в них методов модуляции (струк-
тур сигналов) [10].

В перспективе для высокоскоростной передачи 
с КА данных ДЗЗ планируется использование Ka-
диапазона (23–28 ГГц), однако в настоящее время 
спутниковые радиотехнические системы передачи 
информации, работающие в этом диапазоне, нахо-
дятся в стадии разработки [11]. При этом от пере-
хода в Ka-диапазон не следует ожидать значитель-
ного увеличения скоростей передачи информации 
свыше сотен мегабит в секунду. В перспективных 
лазерных высокоскоростных системах передачи 
информации с КА на первом этапе их развития 
также рассматривается возможность реализации 
скоростей передачи информации в сотни мегабит 
в секунду (до 600 Мбит/с) [12]. Это обусловлено 
тем, что реализуемые скорости передачи инфор-
мации определяются не только потенциальными 
возможностями диапазона частот по увеличению 
ширины полосы радиоканала, но и быстродей-
ствием электронных устройств формирования 
сигналов, кодирования и декодирования инфор-
мации. Существенную роль играют также ограни-
чения технической реализации, связанные, в том 
числе, с используемыми структурами сигналов и 
методами кодирования при обеспечении требуе-
мого энергетического потенциала высокоскорост-
ной радиолинии передачи с КА видеоданных. 

Обеспечение высокой скорости передачи ин-
формации в радиолинии «борт–земля» также 
зависит от характеристик приемной аппратуры 
наземного ППИ, поскольку именно ее характери-
стиками в большинстве случаев обеспечивается 
требуемый энергетический потенциал радиоли-
нии передачи информации с КА. Требуемые ха-
рактеристики радиолинии передачи с КА дан-
ных ДЗЗ при скоростях передачи информации 
5–15 Мбит/с обеспечиваются при выходной мощ-
ности бортового радиопередатчика до 10 Вт с ис-
пользованием слабонаправленной бортовой пере-
дающей спиральной антенны размером 50–60 см 
и наземной приемной зеркальной антенны диаме-
тром 0,6–2,0 м, а для обеспечения скоростей пере-
дачи информации 150–300 Мбит/с при тех же ха-
рактеристиках бортовых передатчиков и антенн 
необходимы наземные приемные антенны диа-
метром 5–9 м. В первом случае наземный ППИ 
может быть реализован как в мобильном испол-
нении, так и в стационарном варианте, во втором 
случае — только в стационарном варианте. При 
этом дальнейшее увеличение скорости передачи 
информации осуществляется за счет передачи 
данных одновременно по нескольким высокоско-
ростным каналам. Использование в качестве на-
земных ППИ малогабаритных мобильных при-
емных станций с малыми диаметрами приемной 
зеркальной антенны приводит к необходимости 
увеличения размеров и направленности борто-
вых антенн и, как следствие, усложнения аппа-
ратуры их наведения. В противном случае обе-
спечить высокую скорость передачи с КА данных 
ДЗЗ невозможно.

Современные отечественные комплексы 
приема информации с КА ДЗЗ обеспечивают 
в X-диапазоне скорость приема информации до 
150 Мбит/с при диаметре наземной антенны 2,4 м, 
скорость приема информации до 320 Мбит/с — 
при диаметре наземной антенны 5–9 м [11, 13], 
при этом в ряде систем для достижения более вы-
соких скоростей передачи информации исполь-
зуется параллельная передача по нескольким 
радиоканалам.

Таким образом, в существующих и перспектив-
ных спутниковых системах передачи видеодан-
ных с КА ДЗЗ скорости передачи информации со-
ставляют сотни мегабит в секунду. Практически 
следует ориентироваться на типовую скорость пе-
редачи информации 300 Мбит/с для Х-диапазона 
с возможностью ее увеличения в перспективе до 
600 Мбит/с–1,2 Гбит/с при параллельной много-
канальной передаче, переходе в Ka-диапазон и 
использовании лазерных систем. Однако эти воз-
можности систем передачи информации уже сей-
час не согласуются с информационными возмож-
ностями многих гиперспектральных систем ДЗЗ, 
и в перспективе это рассогласование будет только 

  Таблица 3. Характеристики радиолиний переда-
чи видеоданных с КА ДЗЗ

КА

Частотный 

диапазон 

радиолинии, 

МГц

Скорость 

передачи 

информа-

ции, 

Мбит/с

Метод 

модуляции

Terra, Aqua 81608212,5 13; 150
QPSK, 

SQPSK

EO-1, 

Cartosat-1 

(IRS-P5)

81258300 52,5 QPSK

«Ресурс-П», 

QuickBird-2, 

Ikonos, 

Orbview-3,5

80258400

75; 150; 

320; 370 

(2 канала)

BPSK, 

QPSK, 

OQPSK, 

SQPSK

«Метеор-3М», 

«Аркон 2», 

БелKA

80258400
15; 30; 61; 

123

BPSK, 

QPSK

Pleiades 74508400
600 

(2 канала)
8PSK

Eros C (A, B) 74508400
70; 280; 

455
QPSK

Landsat-7, 

ALOS
81058342,5

150; 

138,76

QPSK, 

AQPSK
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усиливаться. Поэтому необходим поиск путей со-
гласования информационной производительно-
сти аппаратуры ДЗЗ с пропускной способностью 
радиоканалов передачи данных. Это становится 
возможным при сокращении избыточности за-
регистрированных гиперспектральных данных 
наблюдения и снижении на этой основе объемов 
передавемых с КА ДЗЗ видеоданных.

Современные подходы к сокращению 
избыточности гиперспектральных 
видеоданных 

Проблему сокращения избыточности гипер-
спектральных видеоданных при их передаче 
с КА ДЗЗ следует решать по двум направлениям. 
Первое направление соответствует традицион-
ному подходу к сокращению избыточности ви-
деоинформации — их сжатию с использованием 
различных алгоритмов сжатия видеоданных [14, 
15]. Второе направление является характерным 
для обработки данных многоспектральных и 
гиперспектральных ОЭС наблюдения и связано 
с выбором для оперативной передачи и обработки 
наиболее информативных спектральных кана-
лов [16, 17].

Применение различных алгоритмов сжатия 
видеоданных получило в настоящее время ши-
рокое распространение как для передачи изо-
бражений, так и, даже в большей степени, для 
их хранения. Уменьшение требуемой скорости 
передачи информации при использовании алго-
ритмов сжатия видеоданных определяется ко-
эффициентом сжатия используемого алгоритма. 
Существуют алгоритмы сжатия с потерями и 
без потерь. Наиболее известными и универсаль-
ными алгоритмами сжатия изображений без по-
терь являются программные алгоритмы WinRar, 
WinZip, алгоритм Lossless JPEG на основе стан-
дарта сжатия JPEG. Известны и находят при-
менение также другие программные алгоритмы 
сжатия видеоданных, такие как Adaptive Binary 
Optimization (ABO), GIF, Progressive Graphics File 
(PGF), PNG, Qbit Lossless Codec, TIFF, WMPhoto, 
RunLengthEncoding (RLE), LZW [14, 15]. 

Учитывая необходимость последующей тема-
тической обработки данных наблюдения и рас-
познавания наблюдаемых объектов, необходимо 
использовать алгоритмы сжатия видеоданных 
ДЗЗ без потерь, не допускающие искажений ста-
тистических яркостных характеристик восста-
новления данных. Однако коэффициент сжатия 
для алгоритмов сжатия без потерь ниже, чем для 
алгоритмов сжатия с потерями. При сжатии от-
дельных изображений, что в случае гиперспек-
тральных видеоданных соответствует сжатию 
каждого изображения зарегистрированного «ги-
перкуба» в отдельности, коэффициент сжатия 

составляет единицы. При совместном сжатии 
нескольких изображений, зарегистрированных 
в нескольких спектральных каналах, коэффици-
ент сжатия может быть увеличен в 1,5–2 раза при 
учете межканальной корреляции [4, 15]. 

Для обеспечения высоких значений коэффи-
циентов сжатия видеоданных необходимо ис-
пользовать алгоритмы сжатия с потерями ин-
формации, способные обеспечить коэффициен-
ты сжатия порядка десятков и более. В основе 
методов сжатия изображений с потерями лежат 
алгоритмы фрактального и вейвлет-сжатия, 
агоритмы Low JPEG2000 и High JPEG2000 на 
основе стандарта сжатия JPEG, методы сжатия 
на основе дифференциального анализа и др. [14]. 
В случае их использования для сокращения из-
быточности видеоданных ДЗЗ необходимо сле-
дить, чтобы потери информации не приводили 
к ухудшению качества решения задач тематиче-
ской обработки данных наблюдения.

Оценки коэффициента сжатия Kсж для 10 раз-
личных программных алгоритмов сжатия гипер-
спектральных данных представлены на рис. 3. 
В качестве тестового изображения использовался 
тестовый гиперспектральный снимок размером 
12004000 элементов, с числом спектральных 
каналов b  500, радиометрическим разрешением 
g  16, объемом 4,8 Гбайт. Такой объем видеодан-
ных без сжатия может быть передан по радиока-
налу со скоростью передачи информации 100–
150 Мбит/с за 4–5 мин, что соизмеримо с длитель-
ностью сеанса связи с низкоорбитальным КА ДЗЗ 
при его прохождении в зоне радиовидимости на-
земного ППИ. Алгоритмы сжатия без потерь 1–8 
обеспечивают уменьшение объема передаваемых 
видеоданных до 2,5 раза, а алгоритмы сжатия 
с потерями 9–10 — уменьшение объема передава-
емых видеоданных до 5,5 раза. 

Недостатком расссмотренных алгоритмов 
сжатия изображений, не позволяющим достичь
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  Рис. 3. Оценки коэффициента сжатия Kсж для раз-
личных алгоритмов сжатия видеоданных: 
1 — WinRar; 2 — WinZip; 3 — TIFF; 
4 — PNG; 5 — RLE; 6 — LZW; 7 — JPEG; 
8 — JPEG2000 LS; 9 — JPEG2000 Low; 
10 — JPEG2000 High
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высоких коэффициентов сжатия многоспект-
ральных и гиперспектральных данных, является 
то, что в них для сжатия используются различ-
ные переходы в цветоразностном пространстве, 
что плохо работает в случае совместного сжатия 
изображений, зарегистрированных в различных 
спектральных каналах. Кроме того, в большин-
стве алгоритмов сжатия изображений, адапти-
рованных для сжатия многоспектральных и ги-
перспектральных видеоданных, многомерные 
спектральные данные рассматриваются как на-
бор независимых двумерных изображений в про-
странственных координатах, а взаимосвязь дан-
ных по третьей — спектральной — координате не 
учитывается. 

Учет корреляции и взаимосвязи гиперспек-
тральных данных по спектральной координате 
учитывается при выборе для передачи и обра-
ботки наиболее информативных спектральных 
каналов. Анализ показывает, что имеет место 
значительная корреляция спектральных харак-
теристик большинства природных и техноген-
ных объектов и типов подстилающей поверх-
ности в оптическом и ИК-диапазонах по длине 
волны. Это позволяет существенным образом со-
кратить объем анализируемых гиперспектраль-
ных данных за счет сокращения числа передава-
емых и поступающих в обработку видеоданных 
различных спектральных каналов. Данные, 
зарегистрированные в соседних спектральных 
каналах, сильно коррелированы между собой, 
и для решения большинства прикладных задач 
ДЗЗ полный объем многоспектральных и гипер-
спектральных данных избыточен и может быть 
сокращен. При этом число спектральных кана-
лов, поступающих в обработку, может быть со-
кращено до 6–20, что соответствует величине 
существенной спектральной размерности (числу 
значимых спектральных составляющих) много-
спектральных данных оптических наблюдений 
[16, 18].

Будем называть наиболее информативными 
спектральные каналы, которые при корреляци-
онном распознавании объектов по спектральным 
образам позволяют обеспечить вероятность рас-
познавания, близкую к вероятности распознава-
ния по полному объему многоспектральных дан-
ных. С учетом спектральной размерности много-
спектральных данных оптических наблюдений 
выбор наиболее информативных спектральных 
каналов эквивалентен сжатию исходных видео-
данных в десятки раз, хотя, строго говоря, это 
является сжатием с потерями — информация, 
содержащаяся в отброшенных спектральных ка-
налах, теряется, по крайней мере, для обработ-
ки, которая осуществляется только с использо-
ванием видеоданных переданных спектральных 
каналов. Кроме того, наибольшие возможности 

сжатия гиперспектральных данных за счет выбо-
ра для передачи наиболее информативных спек-
тральных каналов открываются при наличии 
априорной информации о наблюдаемых объектах 
и используемом алгоритме их распознавания. 
Для различных объектов и алгоритмов распо-
знавания наиболее информативные спектраль-
ные каналы будут различными.

В общем случае выбор наиболее информатив-
ных спектральных каналов осуществляется пу-
тем оценивания возможного вклада видеодан-
ных каждого спектрального канала в решение 
конкретной задачи ДЗЗ и поиска такой комбина-
ции спектральных каналов, которые в совокуп-
ности дают наилучший результат в смысле вы-
бранного критерия. Простейшим методом сокра-
щения числа передаваемых спектральных ка-
налов является их равномерное прореживание, 
практически не требующее априорной информа-
ции о наблюдаемых объектах. Если же известны 
спектральные образы объектов, предполагаемых 
к распознаванию по спектральным признакам, 
то могут быть реализованы оптимальные и ква-
зиоптимальные алгоритмы выбора наиболее ин-
формативных спектральных каналов. 

Математическая постановка задачи выбора 
наиболее информативных спектральных каналов 
при корреляционном распознавании объектов по 
спектральным признакам формулируется как 
задача обнаружения координат существенного 
изменения свойств зарегистрированных спек-
тральных характеристик. Участки существенно-
го изменения свойств (скачков) анализируемых 
спектральных характеристик ищутся с исполь-
зованием методов статистического оценивания 
в виде решающей статистики для обнаружения 
и оценки максимального правдоподобия коорди-
наты (спектрального канала) изменения свойств 
(скачков) анализируемого процесса [17, 19]. 
Известны также квазиоптимальные и эвристи-
ческие алгоритмы выбора наиболее информатив-
ных спектральных каналов: с использованием 
вейвлет-анализа, по приращениям и по максиму-
му контраста спектральных образов [20].

Представлены оценки коэффициента сжатия 
Kсж для четырех различных вариантов выбора 
наиболее информативных спектральных кана-
лов гиперспектральных данных (рис. 4). В каче-
стве тестового изображения использовался тот 
же тестовый гиперспектральный снимок, для ко-
торого на рис. 3 приведены коэффициенты сжа-
тия при использовании программных алгорит-
мов сжатия видеоданных. Коэффициент сжатия 
определялся из условия снижения не более чем на 
5 % вероятности корреляционного распознава-
ния наблюдаемого объекта по ограниченному 
числу спектральных каналов по сравнению с рас-
познаванием по полному объему гиперспектраль-
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ных данных. Оптимальный алгоритм 1 обеспе-
чивает уменьшение объема передаваемых видео-
данных до 12,5 раза, квазиоптимальные алгорит-
мы 2 и 3 — уменьшение до 10 раз, простейший 
алгоритм 4 — до шести раз.

Уменьшение требуемой скорости передачи ин-
формации при использовании алгоритмов сжа-
тия видеоданных определяется результирующим 
коэффициентом сжатия. При совместном исполь-
зовании программных алгоритмов сжатия видео-
данных в каждом спектральном канале и выбора 
наиболее информативных спектральных каналов 
из всего «гиперкуба» зарегистрированных гипер-
спектральных видеоданных возможно их сжатие 
в несколько десятков раз. Так, применение оп-
тимального алгоритма выбора наиболее инфор-
мативных спектральных каналов к тестовому 
гиперспектральному снимку объемом 4,8 Гбайт 
с числом спектральных каналов b  500, для кото-
рого определялись коэффициенты сжатия, при-
веденные на рис. 3 и 4, позволило сократить чис-
ло спектральных каналов до b  40. Последующее 
применение к видеоданным этих спектральных 
каналов процедуры сжатия с использованием ал-
горитмов сжатия без потерь, таких как WinRar 
или WinZip, позволило дополнительно сжать 
данные еще в 1,5 раза. Результирующий коэффи-
циент сжатия составляет 18,75, при этом практи-
чески отсутствуют потери в качестве решения за-
дач тематической обработки видеоданных, а для 
их передачи при том же времени передачи, что 
при передаче со скоростью 100–150 Мбит/с всего 
объема гиперспектральных данных, может быть 
использован радиоканал со скоростью передачи 
информации 5–15 Мбит/с.

Заключение

В статье рассмотрены вопросы, связанные 
с согласованием информационной производи-
тельности бортовых гиперспектральных ОЭС 

космических систем ДЗЗ с пропускной способ-
ностью спутниковых радиоканалов передачи 
данных на наземные ППИ. Полученные оценки 
информационной производительности суще-
ствующих гиперспектрометров показывают, что 
суммарные объемы регистрируемых гиперспек-
тральных видеоданных уже сейчас достигают 
доли терабайт, и в ближайшей перспективе не-
избежно их увеличение. Для передачи с КА ДЗЗ 
на наземные ППИ полного потока зарегистри-
рованных гиперспектральных данных необхо-
димо достижение в спутниковых радиотехниче-
ских системах передачи информации скоростей 
передачи в единицы гигабит в секунду и выше, 
что превосходит возможности как существую-
щих, так и перспективных высокоскоростных 
систем передачи информации, включая лазер-
ные. Использование же параллельной много-
канальной передачи означает, по сути, одно-
временную загрузку нескольких радиолиний и 
не всегда может быть технически реализовано. 
Отсюда следует вывод о необходимости сжатия 
регистрируемых гиперспектральных видеодан-
ных для согласования информационной произ-
водительности гиперспектральных ОЭС КА ДЗЗ 
с характеристиками имеющих ограниченную 
пропускную способность радиоканалов переда-
чи информации на наземные ППИ. 

В статье показано, что перспективным спо-
собом выхода из сложившейся ситуации явля-
ется совместное использование программных 
алгоритмов сжатия видеоданных в каждом спек-
тральном канале и выбора для оперативной пере-
дачи из всего «гиперкуба» зарегистрированных 
гиперспектральных видеоданных ограниченного 
числа наиболее информативных спектральных 
каналов. При этом возможно сжатие исходных 
гиперспектральных данных в несколько десят-
ков раз с соответствующим уменьшением тре-
буемой скорости передачи информации в радио-
канале. В результате при предельной скорости 
передачи в существующих и перспективных 
спутниковых высокоскоростных системах пере-
дачи информации 300–600 Мбит/с возможно 
использование среднескоростных систем пере-
дачи информации со скоростью передачи 10–
30 Мбит/с. При этом выбор спектральных каналов 
для оперативной передачи может осуществлять-
ся на этапе планирования съемки на основании 
априорной информации об объектах, предпола-
гаемых к распознаванию по спектральным при-
знакам. Ограничениями для уменьшения числа 
передаваемых каналов является спектральная 
размерность гиперспектральных данных, до-
пустимые потери в качестве решения задач ДЗЗ 
при их тематической обработке и необходимость 
использования априорной информации об объек-
тах наблюдения.
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  Рис. 4. Оценки коэффициента сжатия Kсж для ал-
горитмов выбора спектральных каналов: 
1 — оптимальный алгоритм; 2 — алгоритм 
анализа приращений; 3 — алгоритм на ос-
нове вейвлет-анализа; 4 — алгоритм равно-
мерного прореживания
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Introduction: Simultaneous use of hyperspectral imagery in hundreds of spectral channels is a steady tendency in the develop-
ment of space systems for Earth remote sensing. It leads to anticipating growth of the informativeness of onboard optical-electronic 
observation systems in relation to the capacity of radio channels of information transfer from the spacecrafts. The problem is that the 
modern radio engineering information transmission systems with limited throughput cannot transfer complete volumes of registered 
hyperspectral video data either by direct operational transmission or by reproduction from an onboard storage device. It is necessary 
to develop technologies for the abbreviation (compression) of a hyperspectral video data flow for its transmission to ground stations 
of information reception, using satellite radio engineering information transmission systems with limited throughput. Results: The 
analysis of information productivity of the existing onboard hyperspectral optical-electronic systems showed that it reaches gigabits 
per second and will increase in the long term. At the same time, the throughput of radio channels of video data transmission from 
spacecrafts, taking into account the opportunities of the used frequency ranges and technical restrictions, does not exceed several 
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hundred megabits per second. To reduce the transmitted data amount, we suggest to share the algorithms of video data shrinking in 
each spectral channel and choose only several most informative spectral channels out of all the registered hyperspectral video data. 
This will reduce the transmitted data amount in several tens times and coordinate the information productivity of optical-electronic 
observation systems with the throughput of the radio channels. Achievable compression ratios are defined for hyperspectral video data 
when sharing different compression methods and methods of choosing the most informative spectral channels. Practical relevance: The 
obtained results can be applied in the design and use of space systems of Earth remote sensing with hyperspectral shooting for choosing 
technologies and modes to transmit the spacecraft observation data via radio channels of limited capacity.

Keywords — Remote Sensing of Earth, Hyper Spectrometer, Spectral Channel, Information Transfer Speed, Redundancy Reduc-
tion, Video Data Compression.
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Постановка проблемы: монокристаллы для акустооптических и акустоэлектронных устройств должны обладать свой-
ствами, обеспечивающими практическое применение распространяющихся в них оптических и акустических волн для 
обработки сигналов. Для исследования свойств и измерения различных параметров монокристаллов используются 
методы, многие из которых требуют применения специального оборудования и дополнительных средств отображения 
результатов. Цель: показать эффективность и наглядность использования акустооптического метода для исследования 
структуры акустических полей, акустического затухания и измерения нелинейных параметров кристаллов. Методы: 
оригинальность подхода состоит в использовании акустооптического взаимодействия как для комплексного исследо-
вания свойств монокристаллов, так и для визуализации с помощью «теневых картин» (Schlierens images). Результаты: 
оценена дифракционная расходимость и измерено отклонение направления переноса энергии от волновой нормали. 
Одновременная визуализация продольной и сдвиговой акустических мод позволила сравнить их дифракционную рас-
ходимость и измерить углы отклонения направления переноса энергии от волновой нормали для каждой из мод. По-
лучена картина пространственного распределения мощности акустической волны, позволяющая выявить ростовую
неоднородность кристалла. Выполнены измерения параметров упругой нелинейности. Показано, что уровень затухания 
в упруго-нелинейной среде зависит от амплитуды волны. Практическая значимость: акустооптический подход позволя-
ет выполнять визуальную оценку качества исследуемых кристаллов и их пригодности для построения устройств, а также 
оценивать затухание акустических волн и степень проявления упругой нелинейности.

Ключевые слова — акустооптика, акустическая волна, кристалл, «теневые картины», затухание, упругая нели-
нейность.

Введение

Акустоэлектронные и акустооптические уст-
ройства широко используются в аппаратуре со-
временных информационно-измерительных си-
стем. Одним из перспективных и востребованных 
применений таких устройств служат датчики
в составе различных систем мониторинга — от 
технического состояния промышленных объек-
тов до состояния здоровья человека. Особенно-
стью устройств акустоэлектроники и акусто-
оптики является необходимость применения 
специальных материалов — монокристаллов. 
Используемые монокристаллы должны удов-
летворять ряду требований [1, 2], поэтому не-
обходимо детальное исследование их свойств. 
Интересно, что инструментом исследований 
монокристаллов, применяемых в акустооптиче-
ских и акустоэлектронных устройствах, может 
служить также акустооптическое устройство.

В дополнение к широким возможностям по об-
работке информации акустооптические методы 
являются эффективным средством различных 
физических измерений [3, 4], в частности сред-
ством исследования свойств материалов. С по-
мощью акустооптики возможны измерения па-
раметров и качественные исследования акусти-

ческих полей (скорости, затухания, структуры 
акустических мод), оптических полей (например, 
оптической однородности образцов многокомпо-
нентных кристаллов [5]) и характеристик самой 
среды взаимодействия — кристаллов. Для среды 
возможно исследовать анизотропные свойства, 
дифракционные и нелинейные эффекты, выяв-
лять коллимирующие направления. В данной 
статье продемонстрировано применение акусто-
оптического метода для исследования структуры 
акустических полей, акустического затухания и 
измерения нелинейных параметров кристаллов, 
используемых в акустооптических и акустоэлек-
тронных устройствах.

Оптическая визуализация структуры 
акустических полей

Акустооптическое взаимодействие можно ис-
пользовать для визуализации особенностей рас-
пространения и структуры акустических волн 
в кристаллах. На рис. 1 представлена схема визу-
ализации. В системе с помощью диафрагмы 5 вы-
деляется (фильтруется) оптический дифракцион-
ный порядок, затем изображение этого порядка 
восстанавливается. ССД-камера и компьютер-
ный дисплей регистрируют изображение. Метод 



ИНФОРМАЦИОННО
УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ№ 2, 2016 85

ИНФОРМАЦИОННО-ИЗМЕРИТЕЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ

«теневых картин» (Schlieren image) является 
очень чувствительным, позволяя накапливать 
оптический сигнал и осуществлять последетек-
торную обработку. Этот метод можно использо-
вать для наглядной и численной оценки акусти-
ческого затухания, эффектов дифракционной 
расходимости (меры энергетической расходимо-
сти), условий отражения, преломления и транс-
формации акустических мод.

Структура акустической сдвиговой волны, 
распространяющейся в плоскости (001) кристал-
ла двуокиси теллура (TeO2), показана на рис. 2, 
причем волновая нормаль здесь была смещена 
на 1,18 относительно направления [110] (верти-
кальное направление на рис. 5), а угол отклоне-
ния направления переноса энергии от волновой 
нормали достигал ~44.

В представленной картине очевидны проявле-
ния дифракционной расходимости и затухания 
этой моды.

Уникальные возможности акустооптического 
метода визуализации структуры акустических 
полей особенно важны для анизотропных мате-

риалов. В качестве иллюстрации на рис. 3 «те-
невая картина» изображает структуру и особен-
ности распространения двух акустических волн 
в кристалле фосфида галлия (GaP). И продоль-
ная, и сдвиговая волны излучаются одним пье-
зопреобразователем с волновой нормалью, ориен-
тированной вдоль горизонтальной оси рисунка. 
Для обеих акустических мод наблюдается откло-
нение направления переноса энергии от волновой 
нормали с разными знаками. Кроме того, выде-
ляются различия в энергетической расходимости 
этих волн, что связано с разными мерой и каче-
ством упругой анизотропии для разных акусти-
ческих мод.

Измерения затухания акустических волн

Для идеальных пространственно однородных 
сред коэффициент затухания  определяет про-
странственную зависимость амплитуды акусти-
ческой волны в форме

0( ) exp( ),s x s x 

где s0 — начальное значение амплитуды, а х — ко-
ордината, вдоль которой распространяется аку-
стическая волна. Реальные материалы (в том 
числе упорядоченные среды, кристаллы) облада-
ют пространственными неоднородностями, воз-
никновение которых определяется различными 
технологическими факторами. Эти неоднород-
ности нарушают периодичность микростроения 
среды и могут быть вызваны различными приме-
сями, включениями, дислокациями и т. д. Если 
задать функцию распределения неоднородностей 
вдоль координаты х (для упрощения рассмотрим 
одномерный вариант) N(x), то коэффициент зату-
хания (x) будет связан с этим распределением 
в простейшей форме

0( ) ( ),x N x   

  Рис. 1. Схема визуализации акустических полей: 
1 — источник оптического излучения 
(0,63 мкм); 2 — коллимирующая систе-
ма; 3 — акустооптическая ячейка; 4 — оп-
тическая линза; 5 — диафрагма; 6 — линза 
изображения; 7 — ССД-камера; 8 — генера-
тор акустического сигнала

8 

2 
3 

4 5 7  6

1 2

  Рис. 2. Структура сдвиговой волны в плоскости 
(001) кристалла TeO2

  Рис. 3. Визуализация продольной и сдвиговой волн 
одновременно в кристалле GaP
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а пространственное распределение амплитуды 
акустической волны в логарифмическом масшта-
бе имеет вид

0
d

( )
ln ( ) .

s x
x x

s
 

В акустооптических измерениях уровень оп-
тического сигнала пропорционален мощности 
акустической волны, поэтому удобнее пользо-
ваться модифицированным коэффициентом за-
тухания *(х), определенным в форме

20* ( ) lg ( ),ex x  

где e — основание натурального логарифма.
В общем случае для реальных сред распреде-

ление неоднородностей N(x) является случайной 
функцией, причем вероятностный закон распре-
деления величины N вследствие центральной 
предельной теоремы можно считать нормаль-
ным:

2

2
1

2 2

*( )
( ) exp ,

N N
p N

  
  
    

где N* — среднее значение концентрации неод-
нородностей среды, а  — дисперсия концентра-
ции, величина которой связана со средним значе-
нием, причем степень связи определяется услови-
ями синтеза материала. В этом случае коэффици-
ент затухания состоит из двух компонент:

0( ) ( ),x x    

где 0 — коэффициент затухания идеальной сре-
ды, не содержащей неоднородностей, а (х) — на-
веденная неоднородностями часть затухания. Ве-
роятностный закон распределения логарифмиче-
ской меры нормированных значений амплитуды 
акустической волны определяется аналогичным 
образом, причем модульные значения моментов 
этого распределения увеличиваются с ростом ко-
ординаты х. Истинные логарифмические значе-
ния моментов являются отрицательными вели-
чинами.

В неоднородных средах потенциальная ми-
нимальная погрешность измерения затухания 
ограничена соотношением

0
*N


 

 

и не может быть уменьшена какими-либо инстру-
ментальными методами. Поэтому в реальных 
средах минимальный уровень затухания, кото-
рый может быть измерен, всегда ограничен.

Осциллограмма сигнала фотоприемника 
(рис. 4) иллюстрирует особенности измерения за-
тухания в неоднородных средах. Здесь использо-
вался кристалл GaP с явно выраженной ростовой 
неоднородностью в центральной части.

Практически наибольшее влияние на зату-
хание оказывают структурные неоднородности 
реальных сред и нелинейные эффекты, прису-
щие всем материалам. Наличие микронеодно-
родностей материала может привести к заметной 
деформации пространственных распределений 
амплитуды акустической волны и существенно 
усложнить процесс определения коэффициента 
затухания. Случайный характер распределения 
неоднородностей в объеме среды ограничивает 
потенциальную точность определения затуха-
ния, а также минимальный уровень коэффици-
ента затухания, который может быть измерен.

Значительное влияние на характеристики за-
тухания оказывает упругая нелинейность мате-
риала. В общем случае нелинейность не только 
увеличивает коэффициент затухания в зависимо-
сти от условий измерения, но и меняет форму про-
странственных распределений амплитуды вол-
ны. Степень влияния упругой нелинейности на 
затухание зависит от уровня мощности акустиче-
ской волны, поэтому для минимизации влияния 
нелинейности необходимо проводить измерения 
при минимально возможной амплитуде.

Измерение параметров 
упругой нелинейности материалов

Явление упругой нелинейности является од-
ним из важнейших физических факторов, ограни-
чивающим и искажающим характеристики и па-
раметры акустооптических устройств. Вследствие 
нелинейности среды увеличивается коэффициент 
затухания акустической волны, причем в некоторых 
материалах это увеличение по эксперименталь-
ным данным может быть значительным (в 5–7 раз, 
например, в кристаллах LiNbO3 и NaBi(MoO4)2). 
Характерно, что величина затухания в реальных 
кристаллах зависит от уровня плотности акусти-
ческой мощности, скорости изменения сигнала во 
времени (частоты сигнала) и нелинейных характе-
ристик материала.

  Рис. 4. Пространственное распределение мощности 
акустической волны в неоднородном образце
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На рис. 5 представлены логарифмические про-
странственные распределения амплитуды (мощ-
ности) основной моды (продольной акустической 
волны), распространяющейся вдоль направления 
[001] в кристалле NaBi(MoO4)2 при разных уров-
нях плотности мощности на грани возбуждения. 
Здесь наглядно представлено влияние упругой 
нелинейности, проявление которой тем больше, 
чем выше плотность мощности акустического 
сигнала. Если при малой мощности коэффици-
ент затухания составляет 0,32 дБ/см при частоте 
гармоники f  270 МГц, то при большой мощно-
сти коэффициент затухания возрастает почти на 
порядок.

На рис. 6 представлены совместно с экспери-
ментальными данными расчетные зависимости, 
иллюстрирующие логарифмические простран-
ственные распределения мощности второй гармо-
ники в кристалле NaBi(MoO4)2 при разных значе-
ниях начальной плотности мощности основной 
моды на границе возбуждения волны.

Акустооптическим методом эксперименталь-
но исследовались характеристики упругой нели-

нейности кристаллов LiNbO3, TeO2, KRS-5, 
NaBi(MoO4)2, Bi12GeO20, PbMoO4 и других мате-
риалов. В средах с небольшим коэффициентом 
затухания в номинальных условиях и при после-
довательной подстройке угла Брэгга оказалось 
возможным наблюдать ряд высших гармоник 
вплоть до 15–20 включительно, что в определен-
ных условиях соответствовало частотам гармо-
ник 7–12 ГГц.

Уровень затухания акустической волны в уп-
руго-нелинейной среде зависит от амплитуды 
волны и в этой зависимости может меняться в не-
сколько раз. Поэтому при оценке естественного 
затухания необходимо производить измерения 
при минимально возможной мощности возбуж-
даемой волны.

В общем случае пространственные распреде-
ления волны, измеряемые экспериментально, 
отклоняются от экспоненциальной зависимо-
сти вследствие влияния нелинейных эффектов. 
Поэтому оценка коэффициента затухания оказы-
вается приблизительной.

Заключение

Показано, что акустооптический метод слу-
жит эффективным и наглядным средством как 
качественных исследований, так и количествен-
ных измерений характеристик кристаллов. 
Наблюдаемые структурные изменения и иска-
жения акустических мод в кристаллах могут 
иметь значительное влияние на характеристики 
реализуемых акустооптических и акустоэлек-
тронных устройств. Метод позволяет определять 
частотный характер затухания при использова-
нии возбуждения пьезопреобразователя на выс-
ших гармониках. С помощью акустооптического 
взаимодействия выявляются характеристики и 
параметры упругой нелинейности среды взаимо-
действия — монокристаллов. Наличие упругой 
нелинейности приводит к искажению гармони-
ческой формы акустической волны и, соответ-
ственно, к генерации высших гармоник.
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Introduction: Monocrystals for acousto-optic and acousto-electronic devices should have properties which provide practical 
application of their acoustic and optical waves for signal processing. To study the properties and measurement of various parameters 
of monocrystals, various methods are used, many of which require special equipment and additional effort to display the results. 
Purpose: The goal of this paper is to show the efficiency and easy visualization of using the acousto-optic method for studying the 
structure of acoustic fields, acoustic attenuation and measurement of nonlinear parameters of crystals. Methods: The originality of 
the approach is using acousto-optic interaction both for a complex study of the properties of monocrystals and for the visualization 
through “Schlierens images”. Results: The degree of diffraction was evaluated, and the power flow angle was measured. Simultaneous 
visualization of longitudinal and shear acoustic modes provided the opportunity to compare their diffraction divergence and to measure 
the power flow angle for each mode. A picture was obtained for the spatial distribution of the power of acoustic waves in crystals, and 
the parameters of the elastic nonlinearity were measured. It was shown that the level of elastic damping in nonlinear medium depends on 
the wave amplitude. Practical relevance: The acousto-optic method provides a visual assessment of the quality of the crystals and their 
suitability for constructing devices. Moreover, the acousto-optic approach allows you to estimate the attenuation of acoustic waves and 
the intensity of the elastic nonlinearity.

Keywords — Acousto-Optics, Acoustic Wave, Crystal, Schlierens Images, Attenuation, Nonlinearity Parameters.
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АНАЛИЗ АЛГОРИТМА КОМПЛЕКСНОЙ ОБРАБОТКИ 
УГЛОМЕРНОЙ ИНФОРМАЦИИ В НАВИГАЦИОННОЙ СИСТЕМЕ 
ПОДВИЖНОГО ОБЪЕКТА
А. Ю. Каплина, канд. техн. наук
М. Г. Степанова, доктор техн. наук, профессор
аОАО «Радиоавионика», Санкт-Петербург, РФ

Постановка проблемы: при комплексировании инерциальных датчиков, входящих в состав системы навигации 
подвижного объекта, с навигационными датчиками других типов: цифровым магнитным компасом, модулем спутни-
ковой навигации, другими приборами, — последние используются в качестве внешнего дополнительного источника ин-
формации для выделения и оценки по алгоритму калмановской фильтрации систематических (медленно меняющихся) 
ошибок инерциальных датчиков с их последующей коррекцией по разомкнутой или замкнутой схеме. В результате точ-
ность навигационной системы объекта определяется точностью оценок указанных ошибок и слабо зависит от информа-
ционного вклада измерений других датчиков. Цель: разработать и проанализировать алгоритм комплексной обработки 
угломерной информации в навигационной системе подвижного объекта. Результаты: применительно к угломерному 
каналу навигационной системы подвижного объекта предложен и проанализирован алгоритм комплексной обработки 
полного объема измерительной информации, построенный на основе фильтра Калмана. Рассмотрен и обоснован вклад 
отдельных компонентов алгоритма в общий процесс обработки. Продемонстрирована работа механизма весового сум-
мирования, реализуемая калмановским алгоритмом фильтрации угломерных данных. Описаны варианты практиче-
ского задания начальных условий для фильтра. Практическая значимость: сформулированный алгоритм комплексной 
обработки может использоваться как основа специального программного обеспечения навигационной системы под-
вижных наземных и околоземных объектов. С методической точки зрения полученные результаты полезны молодым 
специалистам для понимания и освоения прикладных аспектов калмановской фильтрации. 

Ключевые слова — комплексная обработка, фильтр Калмана, угломерный канал, навигационная система, под-
вижный объект. 

Введение

Статья опирается на принципы и алгоритмы, 
изложенные в основополагающих работах [1–4], 
а также прикладных статьях [5–8]. По замыслу 
и содержанию статья является обобщением ре-
зультатов работы [9]. В доступной форме в ней 
применительно к конкретной прикладной задаче 
анализируется механизм комплексной весовой 
обработки данных различных угломерных дат-
чиков, реализуемый алгоритмом калмановской 
фильтрации.

Объектом рассмотрения является угломер-
ный канал навигационной системы подвижно-
го наземного (околоземного) объекта, распро-
страненный состав датчиков которого включает 
трехосевой цифровой магнитный компас (ЦМК), 
трехосевой датчик угловых скоростей (ДУС) и 
модуль спутниковой навигации (МСН) [5, 10]. 
Датчики обеспечивают измерение углов ориен-
тации объекта — азимута 

MÊ,k  тангажа MÊ
k  и 

крена MÊ,k  соответствующих угловых скоростей 
ÄÓÑ,zkw  

ÄÓÑ,ykw  
ÄÓÑ
xkw  и путевого угла CH.k  В со-

став канала обычно также входит трехосевой ак-
селерометрический инклинометр (АИ), опреде-
ляющий значения начальных (статических) уг-
лов ориентации объекта 0, 0, 0, в отсчете от ко-
торых проводятся дальнейшие угловые измере-
ния в ходе его движения. Функциональная схема 

комплексной обработки приведена на рисунке 
(обозначения 0,̂  ˆ k  раскрываются далее).

Предполагается, что перед комплексной обра-
боткой текущие измерения проходят предвари-
тельную обработку, обеспечивающую ввод систе-
матических поправок (в частности, на магнитное 
склонение), независимое по измеряемым пара-
метрам сглаживание и сжатие результатов и их 
привязку к единой шкале времени с одинаковым 
шагом Tk  tk – tk–1. Считается также, что предва-
рительно проводится высокоточная калибровка 
ДУС, ЦМК и АИ [10, 11], позволяющая при обра-
ботке компенсировать смещения и асимметрию 
коэффициентов передачи чувствительных осей 
датчиков.

  Функциональная схема комплексной обработки
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Обоснование алгоритма 
комплексной обработки

В соответствии с положениями теории опти-
мальной линейной фильтрации в процессе об-
работки измерений оценке подлежит текущий 
вектор состояния kx  линейной динамической си-
стемы, описываемой уравнением (динамической 
моделью) вида 

1 1 1,k k k k    x Ôx Dw Ãn  

 н. у. 0 0( ),xx  1 2, ,...,k    (1)

где nk–1 — стандартный векторный гауссов белый 
шум с нулевым средним  и единичной интенсив-
ностью, nk–1 ~ N(0, I); wk–1 — известный вектор 
управления; Ф, D — переходные матрицы состо-
яния; Г — матрица интенсивности шума Гnk–1.

Измерения описываются уравнением

 
,k k y k y Hx Ã v  (2)

где vk ~ N(0, I) — стандартный векторный шум из-
мерения; Гy — матрица интенсивности шума Гy k; 
H — матрица измерения.

В этих условиях оптимальной по минимуму 
среднего квадрата ошибки оценивания  (миниму-
му ковариационной матрицы ошибок) является 
рекуррентная процедура (фильтр Калмана)
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где Pk — ковариационная матрица ошибок оце-
нивания; Pk/k–1 — экстраполированное на шаг 
значение этой матрицы.

Применительно к рассматриваемой приклад-
ной проблеме алгоритм комплексной обработки 
угломерной информации решает задачу форми-
рования по данным ЦМК, ДУС и МСН текущей 
калмановской оценки углов ориентации подвиж-
ного объекта.

В основу комплексирования положены следу-
ющие соображения (рассмотрение начнем с не-
прерывного времени t c последующим возвратом 
к дискретному времени tk).

Между текущими значениями углов и угло-
вых скоростей существует очевидная аналитиче-
ская зависимость
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При известных функциях времени wz(t), wy(t), 
wx(t) (известном управлении) эти соотношения 
могли бы быть исходными для составления ис-
черпывающей динамической модели изменения 
углов (t), (t), (t). Однако, поскольку на прак-
тике истинные значения угловых скоростей wz(t), 
wy(t), wx(t) не известны, в соответствии с фундамен-
тальной теоремой разделения и принципом рас-
пределения информации они заменяются на изме-
ренные ДУС значения ÄÓÑ ( ),zw t  ÄÓÑ ( ),yw t  

ÄÓÑ( )x tw  
с последующим корректным учетом присущих 
им ошибок измерений.

Измеренные значения угловых скоростей 
представим в виде сумм

ÄÓÑ ( ) ( ) ( );z z wzw t w t t  

 
ÄÓÑ ( ) ( ) ( );y ó wyw t w t t     (5)

ÄÓÑ ( ) ( ) ( )x õ wxw t w t t  

неизвестных истинных значений wz, wy, wx и 
ошибок измерений wz, wy, wx. В свою очередь, 
ошибки измерений запишем в виде

 

( ) ( ), ( ) ( ),

( ) ( ),
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(6)

где nwz, nwy, nwx — стандартные независимые бе-
лые гауссовы шумы, nw ~ N(0, I); wx  wy  wz 
 w — среднеквадратические ошибки измере-
ния угловых скоростей (полагаются равными для 
всех трех каналов ДУС).

Соотношения (4) с учетом (5) и (6) можно пере-
писать в виде 
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t

w t n t
t


 

Переходя в (7) к конечным разностям, полу-
чим

ÄÓÑ
1 11 ,, ;k k w wz kz kTw T n      

 

ÄÓÑ
1 11 ,, ;k k w wy ky kTw T n        (8)

ÄÓÑ
1 11 ,, ,k k w wx kx kTw T n      

где T  tk – tk–1.
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Сравнивая (1) и (8), убеждаемся, что они со-
впадают при введении следующих обозначений:

ÄÓÑ
1

ÄÓÑ
1 1

ÄÓÑ
1

1 0 0
0 1 0
0 0 1

0 0
0 0
0 0

,

,

,

, ,

, ,

k

k k

k

z k

k y k

x k

w T

w T

Tw



 



   
        
      
 

  
      
      

x Ô

w D

1

1 1

1

0 0
0 0
0 0

,

,

,

, .
wz k w

k wy k w

wwx k

n T

n T

Tn



 



    
         
      

n Ã

Обозначая 

MÊÌÊ

MÊÌÊ

ÌÊ MÊ

ÑÍ ÑÍ

ÌÊ

ÌÊ

ÌÊ

ÑÍ

1 0 0
0 1 0
0 0 1
1 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

,

,

,

,

, , ,

,

kk

kk
k k

k k

k k

ó

v

v

v

v

















                                     
 
 
 

  
 
 

  

y Í v

Ã

где MÊ CH
, ,, ...,k kv v   — стандартные независимые 

белые гауссовы шумы угломерных каналов ЦМК 
и азимутального канала МСН соответственно; 

ÌÊ CH...,    — среднеквадратическая ошибка из-
мерений в каналах, и приходим к уравнению из-
мерения (2).

С учетом принятых обозначений соотношения 
(3) перепишутся в виде

 

 T 1
1 1

1
1 1 0í.ó. /

ˆ ˆ ˆ

ˆ, ,

k k k k k

k k k k


 


 

   



x x P H R y Hx

P P Dw x
 

(9)

1 1/ ;k k k  P P Q
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1

1T T
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P
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2 2

Ò 2 2

2 2

0 0

0 0

0 0

Ò

Ò

Ò







 
 
   
 
  

Q ÃÃ

— ковариационная матрица (матрица диспер-
сий) возмущающего шума;

2ÌÊ

2ÌÊ
Ò

2ÌÊ

2ÑÍ

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

ó ó









 
 
 

   
 
 

  

R Ã Ã

— ковариационная матрица измерительного 
шума.

После простых промежуточных преобразо-
ваний

2ÌÊ 2ÑÍ

Ò 1 2ÌÊ

2ÌÊ

01 0 1
0 1 0 0
0 00 1

;
 






   
   

 
  

À Í R

 
Ò 1
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0 1 0

0 0 1



 





  

    
   
 
  

B Í R H AH

соотношения (9) принимают окончательный вид

 

 1 1
1

1 1 0í. ó. /
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k k k k k
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x x P A y Hx
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(10)

 1 1/ ;k k k  P P Q  (11)
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P P B

P P H HP H R HP

P

 

(12)

Выражения (10)–(12) могут служить основой 
моделирования и практической реализации ал-
горитма комплексной обработки информации 
угломерного канала навигационной системы под-
вижного объекта.

Отметим, что здесь симметрическая матрица

ó

2

2

2

ˆ ˆ ˆ ˆ, ,ˆ ,

ˆ ˆ ˆˆ ˆ, , ,

ˆ ˆ ˆ ˆ, ,ˆ ,

k kk

k k k k

k kk

P P

P P

P P

 

  

 

  
 

  
 
   

P

есть текущая ковариационная матрица оши-
бок оценивания, диагональные элементы кото-

рой 2 2 2
ˆ ˆ ˆ, ,,

, ,k kk 
    — дисперсии ошибок оце-

нок ˆ, , ˆ ,ˆ k k k   а ˆ ˆˆ ˆ, , ,k kp p   ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,k kp p   

ˆ ˆˆ ˆ, ,k kp p   — моменты взаимной корреляции 

(ковариации) ошибок.
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Анализ компонентов алгоритма

1. Рассмотрим второе слагаемое в (10). После несложных преобразований получим 

MÊ CH
1 1

2MÊ 2CHMÊ
1

MÊ MÊ
1 1

1 MÊ 2MÊ
1

CH MÊ
1 1

2MÊ

( )

ˆ ˆ

ˆ
ˆ ˆ

ˆ
ˆ

ˆ ˆ

k k k k

k k

k k k k
k k k k k

k k

k k k k

 

 

 


 

 



                  
                  
          

  

P A y Hx P A P

 

MÊ CH MÊ MÊ
2 1 1 1 1

2MÊ 2CH 2MÊ 2MÊ

MÊ CH MÊ MÊ
21 1 1 1

2MÊ 2CH 2MÊ 2MÊ

MÊ
1

ˆ ˆ ˆ ˆ, ,ˆ ,

ˆ ˆ ˆˆ ˆ, , ,

ˆ ˆ,

ˆˆ ˆ ˆ

ˆˆ ˆ ˆ

ˆ

k k k k k k k k
k kk

k k k k k k k k
k k k

k k
k

P P

P P

P

   
 

   

   
  

   




         
         

         
          

  CH MÊ MÊ
21 1 1

2MÊ 2CH 2MÊ 2MÊˆ ˆ,ˆ ,

.

ˆˆ ˆk k k k k k
kk

P  


   

 
 
 
 
 
 
 
                    

                                (13)

Очевидно, что этим слагаемым обеспечивает-
ся весовая обработка невязок (разностей измерен-
ных и оценочных значений углов), при этом веса 
определяются как дисперсиями ошибок измере-

ний 2MÊ 2CH,..., ,    так и текущими дисперсиями

2 2 2
ˆ ˆ ˆ, ,,

, ,k kk     и ковариациями ˆ ˆ ˆ ˆ,ˆ ˆ, ,, ,kk kp p p   

ошибок оценивания (последнее говорит о стати-
ческой взаимосвязи оценок ˆ ˆ, , ).ˆ k k k 

Важно подчеркнуть, что в расчете дисперсий 
и ковариаций ошибок оценок участвует ковариа-
ционная матрица Q измерительных ошибок ДУС 
[см. соотношение (11)]. Тем самым обеспечивает-
ся их корректный учет.

2. Анализ первых слагаемых элементов векто-
ра (13) показывает, что при наличии двух измере-
ний азимута MÊ CH,k k   больший вес в результи-
рующей оценке придается измерению с меньшей

погрешностью. Так, при 2CH 2MÊ
    в оценке 

превалирует измерение CH.k  При 2CH 2MÊ
     

вклад 
CH
k  является определяющим (измере-

ние ÌÊ
k  в результате практически не участву-

ет). И наоборот, при низкой точности (потере дан-
ных) азимутального канала МСН 2CH 2MÊ( )    
основной вклад в результирующую оценку дает 
азимутальный канал ЦМК (в пределе азимуталь-
ный канал модуля при обработке просто отсе-
кается).

3. Особо рассмотрим  третье слагаемое в (10).

Наличие члена ÄÓÑ
1 1

ÄÓÑ
1, ,, ,k z k y k  

 D Tw Tww  
TÄÓÑ

1, ,x k

Tw  представляющего собой вектор пар-

циальных приращений углов на k-м шаге, вы-

звано необходимостью восполнить в текущей 
оценке углов 1ˆkx  вычитаемый из yk вектор при-
ращений Dwk–2, содержащийся в оценке 1ˆkx  
[см. (10) при k – 1]. 

В этом состоит реализуемый в статье меха-
низм комплексирования ДУС с другими датчика-
ми углов. Множитель 1

1k k

P P  служит  здесь для 

пересчета слагаемого Dwk–1, обеспечивающего 
оптимальность предсказанного значения 1ˆ ,kx  
в соответствующее слагаемое для оптимальной 
оценки ˆ .kx  (Заметим, что в большинстве работ 
по комплексной фильтрации этот момент неза-
служенно опускается.)

Задание начальных условий

На практике возможны различные варианты 
задания начальных условий в уравнениях (10) 
и (12), связанные с тем или иным набором изме-
рительных данных, привлекаемых для их фор-
мирования на первом (нескольких первых) шаге 
поступления и обработки измерений. Простыми 
и наглядными являются следующие варианты.

Вариант 1. В качестве н. у. 0x̂  выбира-
ется первый отсчет показаний ЦМК, т. е.

T1 ÌÊ ÌÊ ÌÊ
1 1 10

( )ˆ , , .     x  Дальнейший счет индек-

са k проводится со второго измерительного шага. 
Очевидно, что в этом случае

2ÌÊ

(1) 2ÌÊ
0

2ÌÊ

0 0

0 0

0 0

.






 
 

  
 

  

P
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Вариант 2. Этот вариант отличается от преды-
дущего тем, что вместо MÊ

1  используется отсчет 
CH
1  (объект движется), т. е.

T2 CH ÌÊ ÌÊ
1 1 10

( )ˆ , , ;     x  

2CH

(2) 2ÌÊ
0

2ÌÊ

0 0

0 0

0 0

.






 
 
  
 
  

P

Вариант 3. Для формирования н. у. использу-
ются данные ДУС. Моментом времени t0 полага-
ется время начала очередного маневра поворота 
объекта относительно углов, соответствующих 
времени tок окончания предыдущего маневра. 
Будем считать, что к моменту tок обработка угло-
вых измерений в ходе закончившегося маневра 
поворота обеспечивает высокую точность оценки 
начальных углов îê îê îê

ˆˆ ˆ, , .    В этом случае 

T(3) ÄÓÑ ÄÓÑ ÄÓÑ
îê îê îê0 1 1 1, , ,

ˆˆ ˆˆ , , ;z y xTw Tw Tw        x

 

2 2

(3) 2 2
0

2 2

0 0

0 0

0 0

.

Ò

Ò

Ò







 
 
   
 
  

P Q

Возможны другие, более сложные сочетания 
начальных измерений при формировании 0ˆ ,x  P0.

Заключение

Данная работа выполнена в предположении 
постоянства априори известных значений сред-
неквадратической ошибки погрешностей изме-
рений w, MÊ CH,..., .    На практике требуется 
более детальное описание погрешностей и рас-
чет текущих значений их среднеквадратических 
ошибок. Вместе с тем известные результаты те-
ории и практики прецизионных измерений по-
казывают, что возникающие при этом трудности 
в значительной мере устраняются применением 
к погрешностям так называемого «гарантирую-
щего подхода» [12]. 
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Analysis of Algorithm for Complex Processing of Goniometric Information in a Moving Object Navigation System

Kaplin A. Y.a, PhD, Tech., a.kaplin@list.ru

Stepanov M. G.a, Dr. Sc., Tech., Professor, smg099@mail.ru
aOAO «Radioavionika», 4 B, Troitskii Pr., 190005, Saint-Petersburg, Russian Federation

Introduction: For complex inertial sensors combined in mobile unit navigation systems with navigation sensors of other types 
(digital magnetic compass, satellite navigation module and other devices), the latter are used as an external auxiliary source of 
information for the selection and evaluation (using the Kalman filtering algorithm) of systematic (slowly varying) errors of inertial 
sensors, and their subsequent correction for an open or closed circuit. As a result, the accuracy of the navigation system of the object 
is determined by the accuracy of the estimates of these errors and weakly depends on the contribution of the measurements from other 
sensors. Purpose: The goal is to develop and analyze an algorithm for complex processing of goniometric information in the navigation 
system of a movable object. Results: For the azimuth channel of a movable object navigation system, an algorithm built on the basis of 
the Kalman filter is proposed which performs complex processing of the total volume of the measurement information. The contribution 
of individual components into the processing is discussed and substantiated. We have demonstrated the functioning of the weight 
summation mechanism implemented by the Kalman filtering algorithm for goniometric data. Options have been described for defining 
the filter initial conditions. Practical relevance: The formulated comprehensive treatment algorithm can be used as a basis for a specific 
software navigation system of ground-based and near-Earth mobile objects. From the methodological point of view, the results can be 
useful for young professionals who want to understand and master the applied aspects of Kalman filtering.

Keywords — Complex Processing, Kalman Filter, Azimuth Channel, Navigation System, Moving Object.
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СТРУКТУРИРОВАНИЕ КОНТЕНТА ПРЕДМЕТНОЙ ОБЛАСТИ 
ДЛЯ ДАЛЬНЕЙШЕГО ИНТЕЛЛЕКТУАЛЬНОГО АНАЛИЗА. 
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Постановка проблемы: при разработке современных предметно-ориентированных информационно-управляющих 
систем возникает проблема формализации и структурирования контента для учета прослеживаемости и идентификации 
в течение жизненного цикла процессов, связанных между собой в рассматриваемой предметной области. Цель: повы-
шение эффективности учебно-производственных процессов путем возможной интеллектуальной распределенной об-
работки данных в рассматриваемой предметной области за счет формализации и структурирования контента, образую-
щегося при взаимодействии вуза и предприятия в ходе подготовки обучающихся. Результаты: разработана формальная 
структурно-параметрическая модель интеллектуальной распределенной обработки данных, которая основана на базо-
вых положениях цикла Деминга, теории множеств и теории категорий множеств. Модель позволяет идентифицировать и 
прослеживать вертикальные и горизонтальные процессы, связанные между собой в явной форме, что дает возможность 
получить формализованное описание системы, отвечающее требованиям алгоритмизации. Практическая значимость: 
разработанная модель детализирована до процессных моделей в нотации BPMN, которые в дальнейшем реализуются 
в виде интерактивных сценариев в автоматизированных web-портальных приложениях и позволяют непрерывно об-
рабатывать, анализировать данные и совершенствовать учебный процесс в образовательно-производственной среде. 

Ключевые слова — контент предметной области, структурирование, системная модель, программа, образователь-
но-производственная среда, информационная система, теория категорий, теория множеств, web-портальные прило-
жения, PDCA, BPMN, Moodle.

Введение

В соответствии с законодательством Россий-
ской Федерации [1] образовательные организа-
ции должны сформировать информационно-об-
разовательную среду, в том числе с использова-
нием web-портальных и дистанционных обра-
зовательных технологий, которая позволит обе-
спечивать взаимодействие всех участников обра-
зовательного процесса, включая работодателей. 
Активное участие предприятий-работодателей 
предусматривает прямое воздействие на учеб-
ный процесс и позволяет будущим выпускни-
кам еще в процессе обучения находить работу по 
специальности благодаря системе стажировок и 
грантов. Университеты в свою очередь регулярно 
организуют и проводят курсы повышения квали-
фикации, переподготовку сотрудников предпри-
ятий по востребованным направлениям. 

Формирование образовательно-производствен-
ной среды (ОПС) позволяет осуществлять распре-
деленную обработку данных для непрерывного 
совершенствования учебного процесса на всех 
этапах жизненного цикла (ЖЦ) подготовки об-
учаемого за счет автоматизации с применением 
web-портальных технологий как со стороны вуза, 
так и со стороны работодателей. Исследования 

в этой области проводятся уже довольно долгое 
время разными авторами [2–5 и др.]. Однако в по-
следнее время наблюдается бурное развитие web-
портальных технологий.

Существующие средства автоматизации учеб-
но-методических процессов web-портальных тех-
нологий, включая платформы для дистанционно-
го обучения (Blackboard, Moodle, Openmeetings 
и др.), представляют, прежде всего, инструмен-
тарий для создания интерактивных приложений 
типа Workflow. Для реализации таких приложе-
ний требуется формализовать и структурировать 
контент исследуемой предметной области, вклю-
чая модели баз данных и баз знаний, модели биз-
нес-процессов и т. п. 

Построение семантической модели 
совершенствования учебного процесса 
с учетом внешнего контура качества 

Для управления и повышения качества бизнес-
процессов стандартом ГОСТ Р ИСО 9001:2008 [6] 
рекомендовано применение цикла PDCA (Plan–
Do–Check–Act), который иначе называют циклом 
Деминга (циклом Шухарта — Деминга).

В работе [7] описана семантическая модель не-
прерывного совершенствования учебного процесса 
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на уровне выпускающей кафедры, отражающая 
реализацию типовых учебно-методических про-
цессов в едином информационном пространстве. 
Данная модель позволяет формально описать 
структуру этого пространства в терминах объ-
ектов и их характеристик, а также при помощи 
функций показать правила взаимодействия биз-
нес-процессов. Все функции, введенные в модель, 
реализуются в виде конкретных сценариев в ин-
терактивном режиме. 

Однако эта модель [7] в недостаточной степе-
ни учитывает так называемый внешний контур 
качества образовательного процесса в части взаи-
модействия вуза с предприятиями-работодателя-
ми. Исправим указанные недостатки. 

Введем следующие обозначения:
 Ф(St) — функция, характеризующая уровень 

знаний, умений и владений обучаемого St;
R — множество целей учебного процесса, за-

фиксированных в соответствующих регламенти-
рующих документах (основных профессиональ-
ных образовательных программах, учебных пла-
нах, программах практик и итоговой аттестации, 
рабочих программах и др.): R  r1, …, rd};

Z(R) — функция получения регламентирую-
щей документации (учебных планов, программ 
практик, рабочих программ дисциплин, фондов 
оценочных средств и др.) на основе множества 
целей;

Y(R) — функция стандартизации полученного 
опыта, на основе которого может быть сформиро-
вано множество уточненных целей;

11{ ,..., }iF f f Q 
 

— функция, описывающая 
требования к уровню знаний, умений, владений 
(ЗУВ) у обучаемых со стороны государства;

21{ ,..., } M      — функция, описываю-
щая требования к уровню обучаемых со стороны 
предприятий-работодателей; 

31{ ,..., }iH h h M   — функция, описывающая 
требования учебного управления вуза к уровню 
обучаемых по направлениям подготовки;

M — множество требований работодателей 
к специалисту;

Q — множество (совокупность) ЗУВ, удовлет-
воряющих требованиям государства, т. е. эталон-
ная модель обучаемого.

Отметим, что в идеальном случае H  F , но 
в реальной ситуации происходит корректировка 
требований вуза под изменяющиеся требования 
работодателей, поэтому в некоторые моменты 
времени это соотношение может не выполняться.

Из множества требований работодателей 
к специалисту можем выделить подмножество 
V  {V1, ..., Vm}, которое используется в основных 
критериях оценок и удовлетворяет непротиворе-
чивости вышестоящим функциям. 

Аналогично из множества Q можем также 
выделить подмножество X  {X1,  ..., Xn}, кото-

рое используется в основных критериях оценок 
учебным управлением университета, и подмно-
жество L  {L1, ..., Lk}, которое используется в ос-
новных критериях оценок органами в сфере об-
разования РФ. Можем ввести следующие обозна-
чения:

GCu(X) — подмножество критериев оценки 
качества ЗУВ на стадиях ЖЦ подготовки обуча-
емого с точки зрения учебного управления уни-
верситета;

GCr(V) — подмножество критериев оценки ка-
чества ЗУВ на стадиях ЖЦ подготовки обучаемо-
го с точки зрения предприятия-работодателя;

GCra(L) — подмножество критериев оценки 
качества ЗУВ на стадиях ЖЦ подготовки обучае-
мого с точки зрения органов в сфере образования.

Графическое представление модели совершен-
ствования учебного процесса с учетом внешне-
го контура качества приведено на рис. 1. Сле-
довательно, Ф(St) ³  — критерий соответствия 
ЗУВ обучаемого требованиям работодателей. 
В процессе планирования учебного процесса по-
являются документы, которые и определяют про-
ведение процесса подготовки обучаемых с учетом 
требований предприятия-работодателя к буду-
щему выпускнику. На данном этапе определя-
ются порядок и график проведения учебных за-
нятий на базе промышленного предприятия; не-
обходимое оборудование, информационные тех-
нологии и документы представлены в виде Z(R). 
Последующий этап — процесс обучения — регла-
ментирован документами, сформированными на 
предыдущем этапе. 

В процессе обучения имеющиеся у объекта St 
ЗУВ пополняются новыми значениями (St), ко-
торые определены функцией целей учебного  про-
цесса Z(R). Речь идет о некотором полилинейном 
отображении f: (St) ´ Z(R)  (St), которое мо-
жет быть рассмотрено в виде объектов некоторой 
категории. То есть если f: (St) ´ Z(R)  1(St) 
и g: (St) ´ Z(R)  2(St), то морфизм f  g 
может быть определен как гомоморфизм h: 
1(St)  2(St), для которого коммутативна ди-

аграмма 

1

2

Ô

Ô
Ô

( )

( )( ) ( ) ;
r St
h

g St
St Z R







  универсальный

объект этой диаграммы есть тензорное произве-
дение (St) и Z(R), т. е. имеем формулу

 (St)  (St) Ä Z(R), (1)

где знак Ä — тензорное произведение, которое от-
ражает взаимодействие объектов по какому-либо 
правилу [8]. При некотором выборе базиса можем 
перейти к матричному исчислению. 

Значение величины (St) определяется по ре-
зультатам текущей, промежуточной, итоговой 
аттестации. Проверка ограничения (St)  F осу-
ществляется, например, в форме федерального 
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интернет-экзамена в сфере профессионального 
образования, федерального интернет-экзамена 
для выпускников бакалавров и иных формах не-
зависимой оценки качества подготовки обучаю-
щихся на соответствие знаний требованиям фе-
деральных образовательных стандартов высше-
го образования. Соответствие обучаемых в вузе 
требованиям предприятий-работодателей опреде-
ляется в ходе прохождения ими учебных, произ-
водственных, преддипломных практик, выпол-
нения курсовых, дипломных проектов по тема-
тике работодателя, совместное проведение НИР, 
НИОКР и т. д. Учебное управление университета 
в соответствии с требованиями предприятий-ра-
ботодателей к уровню ЗУВ обучаемых, отражен-
ных в профессиональных стандартах и прочих 
регламентирующих документах, вводит измене-
ния в ООП, учебные планы, рабочие программы 
дисциплин и т. п.

Вердикт о достижении или недостижении це-
лей учебного процесса может быть сформирован 
на базе системы

 

( )
.

( )
St

St F

 
 

 (2)

В результате формируется множество Y(R) 
  (St), на основе которого может быть сформи-

ровано множество уточненных целей R, пред-
ставленных формулой

 R  R Ä Y(R). (3)

Учитывая приведенные рассуждения, форми-
рование новых регламентирующих документов мо-
жет быть представлено формулой Z(R)  Z(R) Ä R.

Изменения, поступающие с внешнего конту-
ра качества, например, изменение конкурентной 
среды предприятия-работодателя, изменение до-
кументов, регламентирующих процесс государ-
ственной аккредитации, отражаются на характе-
ристиках учебного процесса: корректируются и 
совершенствуются учебные планы, рабочие про-
граммы, фонды оценочных средств, нормативно-
распорядительные документы университета и т. п.

Между объектами выбранных подмножеств 
критериев каждого ведомства (GCu, GCr, GCra) мо-
гут быть установлены соответствия, реализую-
щие сопоставление (отображение) критерия опре-
деленному критерию другого ведомства. То есть 
существуют Xi, Vj, Le, при которых эти значения 
либо равны GCu(Xi)  GCr(Vj)  GCra(Le), где i Î 1, n], 
j Î 1, m], e Î 1, k], либо существуют их отобра-
жения между собой. Данные подмножества обра-
зуют категории, для каждой пары объектов кото-
рых задано множество морфизмов. Связь между 
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  Рис. 1. Модель распределенной обработки данных совершенствования учебного процесса с учетом внешнего кон-
тура качества: УМК — учебно-методический комплекс; ООП — основная образовательная программа; 
ГИА — государственная итоговая аттестация; ВКР — выпускная квалификационная работа
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объектами категорий реализуют отображения, 
сохраняющие  структуру — функторы. Объекта-
ми в этой категории являются множества, мор-
физмами — отображения множеств. Можем сде-
лать следующие выводы: приведенное подмноже-
ство критериев оценки образует класс объектов. 
Для любых двух объектов из данного класса (обо-
значим GCu(X1) и GCu(X2)) установлено множе-
ство морфизмов Hom(GCu(X1), GCu(X2)), для кото-
рых определена их композиция, например: 

 1 2Hom ( ), ( ) ;
uGC u ug GC X GC X

 2 3Hom ( ), ( ) ;
uGC u uf GC X GC X

 1 3Hom ( ), ( ) .
u uGC GC u ug f GC X GC X 

При этом подмножество критериев оценки на 
стадиях ЖЦ учебного управления университета 
образуют категорию множеств. Проводя анало-
гичные рассуждения для GCr(V) и GCra(L), при-
ходим к тем же результатам. Отсюда в качестве 
объектов учета можем принять множество ха-
рактеристик обучающихся — Stq, определив им 
в качестве параметров подмножества X, V и L, по 
значениям которых может определяться степень 
соответствия приведенным выше критериям, т. е.

 Stq  X, V, L>.  (4)

Функциональная связь с внешним контуром 
качества, где объекты представлены в виде мно-
гомерных матриц приведенных выше критериев: 
для предприятий-работодателей — GCr(V), орга-
нов в сфере образования РФ — GCra(L), учебного 
управления университета — GCu(X) — показана 
на рис. 2. В результате внешний контур качества 
образует вертикальные связи в виде совокупно-

сти взаимосвязанных задач, направленных на 
достижение критериев, описанных выше, т. е. 
бизнес-процессов, при выполнении следующих 
условий (возможности совместимости ведом-
ственных критериев):

 

1( ) ( ) ;
( ) ( ) .

u ra

u r

GC Stq GC Stq

GC Stq GC Stq




 
(5)

Таким образом, может быть учтена семанти-
ческая составляющая взаимодействия объектов 
в ОПС в течение стадий ЖЦ и применена модель 
единого хранилища данных для систематизации 
процессов сбора и обработки данных об учебном 
процессе.

Учитывая наличие рекуррентных соотноше-
ний внутри модели совершенствования учебного 
процесса и наличие описанной выше связи между 
объектами категорий, реализующих отображе-
ния, с сохранением структур (функторов), пред-
ставляется возможным для совмещенного про-
цесса применить принцип организации цикла 
Деминга, а также детализировать данные и мета-
данные бизнес-процессов ОПС в виде процессных 
моделей в нотации BPMN, которые в дальнейшем 
реализуются в виде интерактивных сценариев 
в автоматизированных web-портальных прило-
жениях и позволяют непрерывно обрабатывать, 
анализировать данные и совершенствовать учеб-
ный процесс в ОПС. Наличие математического 
описания и формул (1)–(5) позволяет сформиро-
вать структуру web-портальных приложений рас-
сматриваемой предметной области в виде модели 
математической категории множеств. Сочетание 
теоретико-множественного представления при-
веденных положений и принципа организации 
цикла Деминга дает возможность применить 

  Рис. 2. Графическое представление взаимодействия внешнего контура качества с учебным процессом
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инкрементную модель, а также использовать 
для правильного отображения основных свойств 
данного процесса как системы математические 
модели реальных объектов и язык теории кате-
горий множеств. Разработанная модель позво-
ляет применить для анализа и прогнозирования 
состояний системы математический аппарат, 
а выделенная при этом рекурсивная зависимость 
(3) — организовать процесс адаптации модели на 
каждой стадии ЖЦ учебного процесса. 

Заключение

В работе предложена модель распределенного 
сбора и обработки данных для интерактивного 
управления и совершенствования учебного про-

цесса с учетом требований внешнего контура ка-
чества. Модель построена на основе положений 
теории категорий множеств и в соответствии 
с методологией BPMN (в форме интерактивных 
сценариев в ОПС), а также детализирована до 
комплексной модели бизнес-процессов, реализуе-
мой в web-портальных приложениях. В качестве 
примера web-портальных приложений использо-
вана система электронного обучения. 

Работа выполнена при поддержке гранта Рос-
сийского фонда фундаментальных исследований 
инициативных научных проектов за 2016 г., вы-
полняемых молодыми учеными, № 16-37-00064 
«Программное обеспечение для многоуровневого 
структурирования контента информационного 
пространства по системной модели».
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Intriduction: Developing modern object-oriented information management systems often has the problem of formalizing and 
structuring the content in order to take into account the lifecycle traceability and identification of interlinked processes from the subject 
area. Purpose: The effectiveness of training and production processes should be improved by the intellectual potential of distributed 
data processing in the subject area through the formalization and structuring of the content generated during the interaction between 
the University and enterprises in the process of education. Results: A formal structural-parametric model of intelligent distributed 
data processing has been developed which allows you to identify and trace the vertical and horizontal processes associated with each 
other in an explicit form. The model is based on the basic provisions of the set theory, the category theory and the Deming cycle. 
It provides a formalized description of the system that meets the algorithmization requirements. Practical relevance: The developed 
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model is detailed down to process models in BPMN notation which are realized further in the form of interactive scenarios in automated 
web-portal applications, allowing you to continuously process and analyze the data, improving the educational process in the education-
and-production environment.

Keywords — Domain Content, Structuring, System Model, Program, Education-and-Production Environment, Information 
System, Category Theory, Set Theory, Web-Portal Applications, PDCA, BPMN, Moodle.
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МАТРИЦЫ ПРОПУС 92 И 116
Н. А. Балонина, доктор техн. наук, профессор 
М. Б. Сергеева, доктор техн. наук, профессор
aСанкт-Петербургский государственный университет аэрокосмического приборостроения, 
Санкт-Петербург, РФ

Цель: привести результаты численного поиска симметричных матриц семейства Адамара высокой размерности 
в форме Пропус — специализированных массивов Вильямсона или Гетхальса — Зейделя с двумя равными друг другу 
блоками. Методы: поиск матриц глобального и локального максимумов детерминанта итерационной вычислительной 
процедурой, ориентированной на минимизацию максимального абсолютного значения элементов ортогональной ма-
трицы. Результаты: найдены новые симметричные матрица Адамара порядка 92 и взвешенная матрица W(116,114) 
в форме Пропус. Приведены подтверждения существования симметричных конструкций на указанных поря дках с при-
ведением конкретных реализаций. Теория матриц Адамара дополнена конструкцией Пропус. Практическая значи-
мость: матрицы Адамара ортогональны по строкам и столбцам и имеют непосредственное практическое значение для 
задач помехоустойчивого кодирования, сжатия и маскирования видеоинформации. 

Ключевые слова — симметричные матрицы, матрицы Адамара, матрицы Вильямсона, массив Гетхальса — Зейделя, 
массив Вайтмана — Себерри, матрицы Пропус, критские матрицы.

В задачах обработки информации матрич-
ные конструкции находят широкое применение. 
Наиболее часто используются матрицы Адамара 
(Н) порядка n c элементами {1, –1}, для которых 
характерно [1] HTHnI, где I — единичные ма-
трицы, получаемые разными способами и име-
ющие различные конструктивные особенности. 
Наибольший интерес представляют симметрич-
ные матрицы Адамара [2], методы их получения 
[3, 4] и обобщения на нечетные порядки [5, 6] 
(критские матрицы). 

В настоящей работе в рассмотрение вводится 
матрица Пропус (P), являющаяся разновидно-
стью массива Вильямсона (H) и получаемая из 
него при равенстве пары блоков BC перестанов-
ками таким образом:

 
      
    

A B C D
B A D C

H
C D A B
D C B A

  

.

  
       
    

A B C C B D
C D A B

P
B A D C
D C B A

Здесь A, B, C, D — матрицы Вильямсона [7]. 
Содержательная сторона предложения выделять 
матрицы Пропус состоит в том, что это — симме-
тричные матрицы, стоящие между бицикличе-
скими формами (матрицами из двух блоков A, B) 
[2, 4] и более крупными четырехблочными масси-
вами [1, 7], которые не всегда существуют [8]. 

Симметрируя три последние циклические 
клетки с помощью реверсивной единичной ма-
трицы R, можно найти больше симметричных 
решений с единственным симметричным бло-
ком A. Обобщенная матрица Пропус (P*) насле-
дует черты массива Гетхальса — Зейделя [1] и 
имеет вид

T T

T T

T T

* .

 
 

  
  

  
 

  

A BR CR DR

CR D R A B R
P

BR A D R C R

DR C R B R A

Конструкции, подчеркивающие кососимме-
трию, называются массивами Вильямсона — 
Себерри [9, 10], симметричная матрица Пропус — 
симметричным массивом Балонина — Себерри 
[11, 12]. Название Пропус впервые возникло на 
страницах каталога [3] при изучении симметрии 
квазиортогональных матриц [5, 6]. 

Семейство симметричных матриц Пропус 
распадается, в свою очередь, на парные матри-
цы Пропус с AD порядков Сильвестра 2k (тип 
GOOD), где k — натуральное число, и почти пар-
ные матрицы Пропус (тип GOODD), когда равен-
ство AD нарушается только противоположны-
ми знаками элементов диагонали. Таковы почти 
все матрицы Пропус порядков не выше первой 
сотни, но есть и исключения (табл. 1).

Приведенные параметры показывают, что ма-
трица Пропус — это почти бициклическая ма-
трица, так как матрицы A и D мало отличаются 
друг от друга, что существенно упрощает их по-
иск. Взвешенные матрицы W(n, n – 2) [1] сосуще-
ствуют с симметричными матрицами Адамара 
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и заменяют их на порядках, для которых сим-
метричных форм с BC и элементами 1, –1 нет. 
Цель короткого сообщения — представить две 
найденные редкие матрицы Пропус поряд-
ков 92, 116.

Для нахождения Пропус необходимо вычис-
лить три циклические матрицы, а не четыре. 
Этот выигрыш позволил с помощью высокопро-
изводительных компьютеров в 2015 г. доказать 
существование симметричных матриц Адамара 
порядков 116 и 172 [12], в справочнике [1] 2007 г. 
они отмечены как неизученные на предмет сим-
метрии.

Опубликованный нами ранее оригинальный 
алгоритм [6, 13] позволил найти независимую 
версию симметричной матрицы Адамара — ма-
трицу Пропус порядка 92, а на порядке 116 до-
полнил результат работы [12] взвешенной матри-
цей Пропус W(116, 114). Алгоритм реализован на 
обычном компьютере, что характеризует его по-

исковые качества. Параметры вычисленных ма-
триц приведены в табл. 2. 

Для сравнения приведем найденные матрицы 
Пропус — Адамара 92 (рисунок, a) и взвешенную 
W(116, 114) (рисунок, б) симметричные матрицы. 

В заключение отметим, что конструкция ма-
трицы Пропус позволяет найти близкие аппрок-
симации неизвестных пока матриц Адамара по-
рядков 668, 716, 892 и т. п. [5, 6]. Кроме ценности 
самого по себе данного результата, очевидно, что 
матрицы Пропус с их тремя клетками представ-
ляют собой необходимый элемент теории бици-
клических и тетрациклических форм, являясь 
переходным и удобным для вычислений звеном 
между ними, — трициклом.

  Таблица 1. Параметры циклических матриц A, 
BC, D

Порядок n Тип Последовательности

4 GOOD a[–1]; b[1]; d[–1]; 

8 GOOD a[1,–1]; b[1,1]; d[1,–1];

12 GOODD
a[1,1,1]; b[–1,1,1]; 

d[–1,1,1];

16 GOOD
a[–1,1,1,1]; b[–1,1,1,1]; 

d[–1,1,1,1];

20 GOODD
a[1,1,–1,–1,1]; b[–1,1,1,1,1]; 

d[–1,1,–1,–1,1]; 

24
GOODD 

W(24,22)

a[1,1,1,–1,1,1]; 

b[0,–1,1,1,1,–1]; 

d[–1,1,1,–1,1,1];

28 GOODD

a[1,–1,1,–1,–1,1,–1]; 

b[1,1,1,–1,–1,1,1]; 

d[–1,–1,1,–1,–1,1,–1];

32 GOOD

a[1,–1,1,1,1,1,1,–1]; 

b[–1,–1,1,1,–1,1,1,–1]; 

d[1,–1,1,1,1,1,1,–1];

a)

 

б)
 

  Таблица 2. Параметры новых циклических ма-
триц A, BC, D

Порядок n Последовательности

92

a = [1,1,1,1,1,1,–1,–1,1,–1,–1,1,1,–1,–1,1,–1,

–1,1,1,1,1,1]; b = [1,–1,1,1,–1,1,–1,–1,1,–1,1,

1,1,–1,1,1,–1,–1,–1,1,1,1,–1];

d = [–1,–1,1,1,1,1,1,1,–1,1,1,1,–1,–1,–1,1,–1,

1,–1,1,1,1,–1];

116

a = [1,–1,1,1,–1,1,1,1,–1,–1,1,1,1,1,–1,–1,1,

1,1,1,–1,–1,1,1,1,–1,1,1,–1]; 

b = [0,1,1,–1,–1,1,1,–1,1,–1,–1,–1,–1,–1,1,–1,

1,1,–1,–1,–1,1,–1,–1,–1,–1,1,1,1];

d = [–1,1,–1,1,1,1,–1,1,–1,–1,–1,–1,–1,–1,1,–1,

1,–1,1,1,–1,1,1,–1,1,1,1,–1,1];

   Матрицы Пропус: матрица Н92 (a) и взвешенная 
матрица W(116, 114) (б)
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Purpose: The paper presents our results in numerical search for symmetric high-order propus-Hadamard matrices: special 
Williamson or Goethal–Seidel arrays with two equal blocks. Methods: Search for global or local maximum determinant matrices is 
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W(116,114) in Propus construction. A confirmation is given for the existence of symmetric constructions on these orders with specific 
implementations. The theory of Hadamard matrices is supplemented by the Propus construction. Practical relevance: Hadamard 
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Введение: переход от непрерывных линейных систем к дискретным с использованием отсчетов импульсных ха-
рактеристик непрерывных линейных систем-аналогов приводит к ошибкам в формировании переходных процессов. 
Вместе с тем динамические свойства линейных систем в полном объеме определяются их переходными характери-
стиками. Синтез дискретных линейных систем на базе переходных характеристик позволяет обеспечить динамические 
свойства дискретных линейных систем, совпадающие с динамическими свойствами непрерывных линейных систем. 
Цель: разработка методики исследования линейных систем с использованием переходных характеристик. Методы: 
представление входного сигнала в виде суммы сдвинутых относительно друг друга ступенчатых воздействий и нахож-
дение с использованием переходной характеристики выходного сигнала линейной системы в виде суммы реакций 
системы на каждое ступенчатое воздействие. Результаты: получена новая форма интеграла наложения, позволяющая 
при заданном входном сигнале и известной переходной характеристике линейной системы найти ее выходной сигнал. 
Выдвинутые теоретические положения подтверждены конкретными примерами. Практическая значимость: получен-
ная методика позволяет синтезировать дискретные линейные системы, динамические свойства которых совпадают 
с динамическими свойствами непрерывных линейных систем-аналогов.

Ключевые слова — линейная система, переходная характеристика, интеграл наложения.

Введение

В настоящее время теория исследования про-
хождения сигнала через линейную систему до-
статочно хорошо разработана [1–3].

Исчерпывающей характеристикой линейной
системы является ее частотно-передаточная 
функция. Для анализа линейных систем исполь-
зуются два основных метода — частотный и вре-
менной. В случае частотного метода исследова-
ния линейной системы с частотной передаточной 
функцией W(j) выходной сигнал y(t) при извест-
ной спектральной плотности x(j) входного сиг-
нала x(t) определяется на основании обратного 
преобразования Фурье [2]:

1
d .

2
( ) ( ) ( ) j ty t W j x j e






   
 

При использовании временного метода ана-
лиза линейной системы с импульсной характе-
ристикой h(t) используется интеграл наложения 
(интеграл Дюамеля) [1]

  

0

d .( ) ( ) ( )y t x t h


       (1)

Некоторые линейные системы могут описы-
ваться дифференциальными уравнениями ви-
да [2]
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Дифференциальные модели не выше второго 
порядка соответствуют многим реальным дина-
мическим звеньям. Достоинство дифференци-
альных моделей заключается в простоте пере-
хода описания систем из пространства времени 
к описанию в пространстве частоты. 

Однако не всякая линейная система описы-
вается дифференциальным уравнением. Вместе 
с тем в работе [1] показано, что при переходе от 
непрерывных линейных систем к дискретным 
системам существующая методика расчетов ко-
эффициентов разностных уравнений на основе 
отсчетов импульсных характеристик не обе-
спечивает правильной реализации переходных 
процессов. При этом методика расчетов коэффи-
циентов с использованием отсчетов переходных 
характеристик позволяет получить динамиче-
ские свойства дискретных линейных систем, со-
впадающие с динамическими свойствами непре-
рывных линейных систем как в переходном, так 
и в установившемся режимах.

В этих условиях встает актуальная задача раз-
работки методики анализа линейных систем на 
основе их переходных характеристик. Решение 
данной задачи составляет основное содержание 
настоящей работы.

Интеграл наложения с использованием 
переходных характеристик

Для решения поставленной задачи входной 
сигнал x(t) линейной системы, показанный на ри-
сунке, представим в виде суммы последовательно-
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сти ступенчатых функций, начинающихся в мо-
менты времени t1, t2, …, tn: 

   
 

1 0 2 1
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где x(ti)  x(t – ti) – x(t – ti–1) — элементарная сту-
пенчатая функция, возникающая в момент вре-
мени t  ti.

При этом выходной сигнал линейной системы 
будет определяться соотношением
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(2)

где g(t) — переходная характеристика, являюща-
яся реакцией линейной системы на ступенчатое 
входное воздействие x(t). 

Пусть отсчеты входного сигнала при формиро-
вании ступенчатых функций берутся через оди-
наковые отрезки времени, т. е. ti  iT, где T — 
период следования отсчетов x(ti). 

Помножив и поделив (2) на T, получим

1
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x t
y t T g t t

T






  



В предельном переходе при T  0 можно за-
писать, что 

 0

d
 d

d
( )

( ) ( ) .
t x

y t g t


   
   (3)

Полученное выражение (3) для выходного 
сигнала линейной системы является интегралом 
наложения, связывающим производную входно-

го сигнала 
d

d
( )x t
t

 и переходную характеристику 

линейной системы g(t).

Известно [2], что импульсная характеристика 
линейной системы является производной от пере-

ходной характеристики 
d

d
( )

( ) .
g t

h t
t

  Тогда выра-

жение для выходного сигнала линейной систе-
мы (1) принимает вид

 0

d
 d

d
( )

( ) ( ) .
t g

y t x t


   
   (4)

Таким образом, пара равноценных преобразо-
ваний (3) и (4) позволяет найти выходной сигнал 
линейной системы при известных входном сигна-
ле x(t) и переходной характеристике g(t). 

Для проверки правильности полученных ре-
зультатов рассмотрим конкретные примеры.

Пример 1. Пусть входной сигнал линейной си-
стемы является единичным ступенчатым воздей-
ствием x(t)  1(t).

Для данного сигнала 
d

d
( )

[.]
x t
t

   — дельта-

функция, после подстановки которой в (3) по-
лучим 

0

 0 d( ) [ ] ( ) ( ).
t

y t g t g t     

В результате при единичном ступенчатом вход-
ном воздействии выходной сигнал линейной систе-
мы представляет ее переходную характеристику.

Пример 2. Рассмотрим линейную систему 
в виде фильтра верхних частот (ФВЧ) первого по-
рядка, на входе которого действует гармониче-
ское колебание вида x(t)  sin(t), где  — частота 
входного сигнала.

Для рассматриваемого ФВЧ переходная харак-
теристика записывается следующим образом [2]:

ñð( ) ,tg t e

где ср — частота среза фильтра.
При этом производная входного сигнала опре-

деляется выражением

d ( )
 cos(

d
).

x t
t

t
  

После подстановки производной входного сиг-
нала в (3) получим 

ñð

0

cos( d( )( ) ) .ty t e


    
Интеграл в данной формуле является таблич-

ным. В окончательном виде для установившегося 
режима можно записать следующее выражение 
для выходного сигнала ФВЧ:

ñð ñð
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  Представление сигнала в виде суммы сдвинутых 

ступенчатых функций
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Данное соотношение строго определяет вы-
ходной сигнал ФВЧ первого порядка при гармо-
ническом входном сигнале.

Полученные в работе соотношения (3) и (4) для 
интеграла наложения дополняют известную ме-
тодику анализа линейных систем.

Заключение

В результате проведенных исследований по-
лучила дополнительное развитие теория линей-
ных систем. Представлена новая форма интегра-
ла наложения, позволяющая либо при задан-
ной производной входного сигнала и известной 
переходной характеристике линейной системы, 
либо при заданном входном сигнале и известной 
производной переходной характеристике най-
ти выходной сигнал линейной системы. Разрабо-

танная методика может быть использована при 
синтезе по заданной переходной характеристи-
ке дискретных линейных систем, динамиче-
ские свойства которых совпадают с динамически-
ми свойствами непрерывных линейных систем-
аналогов. 
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Introduction: The transition from continuous linear systems to discrete systems using the readings of impulsive characteristics 
of similar continuous linear systems leads to mistakes in forming the transient processes. At the same time, the dynamic properties of 
linear systems are fully determined by their transient characteristics. The synthesis of discrete linear systems on the base of transient 
characteristics provides the dynamic properties of a discrete linear system which coincide with the dynamic properties of the continuous 
linear systems. Purpose: The goal is to develop a technique for studying linear systems with the use of transient characteristics. Methods: 
The input signal is represented as a sum of step influences shifted one against another. Using the transient characteristic, the output 
signal of a linear system is found as a sum of the system reactions to each step influence. Results: A new form of imposition integral 
is obtained which allows you, when the input signal and transient characteristic of a linear system are known, to calculate its output 
signal. The theoretical results are corroborated by examples. Practical relevance: The obtained technique allows you to synthesize 
discrete linear systems whose dynamic properties coincide with the dynamic properties of similar continuous linear systems.
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изобретения.
Область научных интересов — 
математическое моделирование 
в естественных науках, искус-
ственный интеллект и принятие 
решений, математические про-
блемы теории управления и др.
Эл. адрес: 
radiotelescope@yandex.ru

МАЛЬЦЕВ 
Георгий 
Николаевич

Профессор кафедры космиче-
ских радиотехнических систем 
Военно-космической академии 
им. А. Ф. Можайского, Санкт-
Петербург, заслуженный дея-
тель науки РФ, действительный 
член Академии космонавтики 
им. К. Э. Циолковского.
В 1980 году окончил Военный 
инженерный Краснознаменный 
институт им. А. Ф. Можайского.
В 1994 году защитил диссерта-
цию на соискание ученой степе-
ни доктора технических наук.
Является автором более 300 на-
учных публикаций и 27 патентов 
на изобретения. 
Область научных интересов — 
обработка сигналов в радиотех-
нических и оптико-электронных 
информационных системах и др. 
Эл. адрес: 
georgy_maltsev@mail.ru

МЕЛЕХИН 
Виктор 
Федорович

Профессор кафедры компьютер-
ных систем и программных тех-
нологий Санкт-Петербургского 
политехнического университета 
Петра Великого, заслуженный 
работник высшей школы РФ.
В 1960 году окончил Ленинград-
ский политехнический институт 
им. М. И. Калинина по специаль-
ности «Автоматика и телемеха-
ника». 
В 1984 году защитил диссерта-
цию на соискание ученой степе-
ни доктора технических наук. 
Является автором 230 научных 
публикаций, 52 изобретений, 
23 патентов, четырех моногра-
фий, шести учебников и 14 учеб-
ных пособий.
Область научных интересов — 
теория и технология проектиро-
вания вычислительных систем 
и устройств.
Эл. адрес: 
melekhin@kspt.icc.spbstu.ru

ПОНОМАРЕНКО 
Владимир 
Иванович

Доцент, ведущий научный со-
трудник Саратовского филиала 
Института радиотехники и элек-
троники им. В. А. Котельникова 
РАН. 
В 1982 году окончил Саратов-
ский государственный универси-
тет им. Н. Г. Чернышевского по 
специальности «Радиофизика».
В 2008 году защитил диссерта-
цию на соискание ученой степе-
ни доктора физико-математиче-
ских наук. 
Является автором более 200 на-
учных публикаций.
Область научных интересов — 
стохастическая динамика и хаос, 
нелинейные колебания и волны, 
радиофизика, кодирование и пе-
редача информации, анализ вре-
менных рядов.
Эл. адрес: 
ponomarenkovi@gmail.com

ПРОСКУРИН
Александр 
Викторович

Аспирант кафедры информати-
ки и вычислительной техники 
Сибирского государственного 
аэрокосмического университета 
им. академика М. Ф. Решетнёва, 
Красноярск.
В 2013 году окончил магистрату-
ру Сибирского государственного 
аэрокосмического университета 
им. академика М. Ф. Решетнёва 
по специальности «Информати-
ка и вычислительная техника».
Является автором 20 научных 
публикаций.
Область научных интересов — 
цифровая обработка изображе-
ний, распознавание образов, ав-
томатическое аннотирование 
изображений.
Эл. адрес: 
Proskurin.AV.WOF@gmail.com
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ПРОХОРОВ 
Михаил 
Дмитриевич

Доцент, заведующий лаборато-
рией моделирования в нелиней-
ной динамике Саратовского фи-
лиала Института радиотехники 
и электроники им. В. А. Котель-
никова РАН. 
В 1992 году окончил Саратов-
ский государственный универси-
тет им. Н. Г. Чернышевского по 
специальности «Радиофизика». 
В 2008 году защитил диссерта-
цию на соискание ученой степе-
ни доктора физико-математиче-
ских наук. 
Является автором более 200 на-
учных публикаций. 
Область научных интересов — 
нелинейные колебания и волны, 
математическое моделирование, 
стохастическая динамика и хаос, 
анализ временных рядов.
Эл. адрес: 
mdprokhorov@yandex.ru

САВЕЛЬЕВ 
Антон 
Игоревич

Соискатель, научный сотрудник 
лаборатории речевых и многомо-
дальных интерфейсов Санкт-
Петербургского института ин-
форматики и автоматизации 
РАН.
В 2012 году окончил Санкт-
Петербургский государственный 
университет аэрокосмического 
приборостроения по специально-
сти «Роботы и робототехниче-
ские системы».
Является автором 13 научных 
публикаций и одного патента на 
изобретения и полезные модели.
Область научных интересов — 
человеко-машинное взаимодей-
ствие, робототехника, инфоком-
муникационные системы.
Эл. адрес: saveliev@iias.spb.su

САИТОВ 
Игорь 
Акрамович

Доктор технических наук, профес-
сор, начальник факультета Акаде-
мии Федеральной службы охраны 
Российской Федерации, Орел.
В 1988 году окончил Орловское 
высшее военное командное учили-
ще связи по специальности «Экс-
плуатация средств электропровод-
ной связи», в 1998 году — Военную 
академию связи по специальности 
«Управление техническим обеспе-
чением систем военной связи».
В 2011 году защитил диссерта-
цию на соискание ученой степени 
доктора технических наук. 
Является автором 200 научных 
публикаций и 15 патентов на изо-
бретения и полезные модели.
Область научных интересов — 
методология синтеза (оптимиза-
ции характеристик) и обеспече-
ния эффективного функциониро-
вания инфокоммуникационных 
систем специального назначения.
Эл. адрес: soul1308@yandex.ru

СЕРГЕЕВ 
Михаил 
Борисович

Профессор, заведующий кафед-
рой вычислительных систем и 
сетей Санкт-Петербургского го-
сударственного университета 
аэрокосмического приборостро-
ения, директор НИИ информа-
ционно-управляющих систем 
Санкт-Петербургского нацио-
нального исследовательского 
университета информационных 
технологий, механики и оптики.
В 1980 году окончил «ЛЭТИ».
В 2001 году защитил диссерта-
цию на соискание ученой степе-
ни доктора технических наук.
Является автором более 100 на-
учных публикаций и 14 патентов 
на изобретения.
Область научных интересов — 
теория разрядных вычислений, 
методы проектирования спец-
процессоров для систем контро-
ля и управления и др.
Эл. адрес: mbse@mail.ru

СТЕПАНОВ 
Михаил 
Георгиевич

Профессор, заместитель гене-
рального конструктора по науч-
ной работе ОАО «Радиоавиони-
ка», Санкт-Петербург.
В 1971 году окончил Ленин-
градскую военную инженерную 
Краснознаменную академию 
им. А. Ф. Можайского по специ-
альности «Радиотехнические си-
стемы».
В 1995 году защитил диссерта-
цию на соискание ученой степе-
ни доктора технических наук.
Является автором 150 научных 
публикаций, 11 авторских сви-
детельств и одного патента на 
изобретение.
Область научных интересов — 
теория статистического оценива-
ния и обработки информации, 
космическая радионавигация и 
радиолокация, системы управле-
ния и связи специального назна-
чения.
Эл. адрес: smg099@mail.ru

ТАТАРНИКОВА 
Татьяна 
Михайловна

Профессор кафедры безопасно-
сти информационных систем 
Санкт-Петербургского государ-
ственного университета аэрокос-
мического приборостроения.
В 1993 году окончила Восточно-
Сибирский технологический ин-
ститут по специальности «Элек-
тронно-вычислительные маши-
ны, комплексы, системы и сети».
В 2007 году защитила диссерта-
цию на соискание ученой степе-
ни доктора технических наук. 
Является автором более 100 на-
учных публикаций.
Область научных интересов — 
инфокоммуникации, взаимодей-
ствие неоднородных сетей.
Эл. адрес: tm-tatarn@yandex.ru
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ТАУБИН 
Феликс 
Александрович 

Профессор кафедры информаци-
онных систем Санкт-Петербург-
ского государственного универ-
ситета аэрокосмического прибо-
ростроения. 
В 1968 году окончил Ленинград-
ский институт авиационного 
приборостроения по специально-
сти «Радиоэлектронные устрой-
ства систем управления». 
В 1992 году защитил диссерта-
цию на соискание ученой степе-
ни доктора технических наук. 
Является автором более 80 науч-
ных публикаций, девяти патен-
тов и двух изобретений. 
Область научных интересов — 
цифровые системы связи, мето-
ды помехоустойчивого кодирова-
ния, широкополосные системы, 
беспроводные сети. 
Эл. адрес: ftaubin@yahoo.com

ТРОФИМОВ
Андрей 
Николаевич 

Доцент кафедры инфокоммуни-
кационных систем Санкт-
Петербургского государственно-
го университета аэрокосмиче-
ского приборостроения.
В 1976 году окончил Ленинград-
ский институт авиационного 
приборостроения по специально-
сти «Автоматизированные систе-
мы управления».
В 1982 году защитил диссерта-
цию на соискание ученой степе-
ни кандидата технических наук. 
Является автором 40 научных 
публикаций и шести патентов на 
изобретения.
Область научных интересов — 
теория передачи дискретных со-
общений, теория информации, 
теория кодирования.
Эл. адрес: 
andrei.trofimov@vu.spb.ru

ФАВОРСКАЯ 
Маргарит а 
Николаевна

Профессор, заведующая кафед-
рой информатики и вычисли-
тельной техники Сибирского го-
сударственного аэрокосмическо-
го университета им. академика 
М. Ф. Решетнёва, Красноярск. 
Почетный работник высшего про-
фессионального образования РФ.
В 1980 году окончила Рыбин-
ский авиационный технологиче-
ский институт по специальности 
«Конструирование и производ-
ство электронно-вычислитель-
ной аппаратуры».
В 2011 году защитила диссерта-
цию на соискание ученой степе-
ни доктора технических наук.
Является автором около 160 на-
учных публикаций.
Область научных интересов — 
распознавание образов, цифровая 
обработка изображений, кластер-
ный анализ, интеллектуальные 
технологии обработки данных.
Эл. адрес: favorskaya@sibsau.ru

ФАХРУЛЛИНА 
Альмира 
Раисовна

Старший преподаватель кафед-
ры автоматизированных систем 
управления Уфимского государ-
ственного авиационного техни-
ческого университета.
В 2004 году окончила фили-
ал Уфимского государственного 
авиационного технического уни-
верситета в г. Кумертау по специ-
альности «Информационные си-
стемы (в экономике)».
Является автором 22 научных 
публикаций.
Область научных интересов — 
математическое и программное 
обеспечение вычислительных 
машин, автоматизация процес-
сов управления, методы и техно-
логии обработки данных.
Эл. адрес: almirafax@mail.ru

ШИЛИНА 
Мария 
Анатольевна

Доцент кафедры автоматизиро-
ванных систем управления 
Уфимского государственного 
авиационного технического уни-
верситета.
В 2006 году окончила Уфимский 
государственный авиационный 
технический университет по спе-
циальности «Прикладная ин-
форматика в экономике».
В 2012 году защитила диссерта-
цию на соискание ученой степе-
ни кандидата технических наук.
Является автором 35 научных 
публикаций.
Область научных интересов — 
автоматизация процессов управ-
ления, методы и технологии об-
работки данных.
Эл. адрес: 
maria.shilina@gmail.com




