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Введение: идентификация эффективных расписаний выполнения вǡконвейерных системах наборов однотипных заданий 
предусматривает поиск лучших решений по включению заданий из этих наборов вǡпакеты и по порядкам пакетов для осущест-
вления операций сǡними на приборах указанных систем. При незначительном размере задач решить их возможно путем постро-
ения математических моделей смешанного целочисленного линейного программирования. Цель: разработать математические 
модели смешанного целочисленного линейного программирования, позволяющие определять лучшие решения по включению 
однотипных заданий из наборов вǡпакеты и по порядкам пакетов для проведения операций сǡними вǡконвейерных системах. 
Результаты: вǡконцепцию разработки математических моделей указанного вида положен подход, связанный сǡтипизацией за-
даний. Вǡсоответствии сǡним кǡодному типу относятся задания сǡравными значениями длительностей их выполнения на при-
борах конвейерных систем и сǡравными значениями длительностей переналадок приборов на осуществление операций сǡними. 
На основе этого подхода разработаны математические модели смешанного целочисленного нелинейного программирования, 
позволяющие включить задания из наборов вǡпакеты и осуществить оптимизацию их порядков для реализации операций сǡни-
ми вǡконвейерных системах. Условиями оптимизации являются: минимизация общего времени выполнения пакетов заданий на 
приборах конвейерных систем; минимизация суммарного запаздывания сǡокончанием выполнения наборов заданий по срав-
нению сǡзаданными для них директивными сроками. Полученные модели линеаризованы путем введения дополнительных 
переменных и соответствующих им ограничений. Предложен способ линеаризации операции определения максимума из двух 
значений, предусматривающий введение индикаторных переменных и позволивший повысить производительность вычисле-
ний. Вǡцелях верификации представленных моделей разработано приложение вǡ среде IBM ILOG CPLEX. Сǡ его применением 
проведены исследования по оптимизации составов пакетов заданий и расписаний их выполнения для различных наборов 
значений параметров задач поиска эффективных решений. Практическая значимость: полученные результаты показали эф-
фективность разработанных моделей при решении задач оптимизации вǡрассматриваемой постановке. Предложенные мате-
матические модели позволяют повысить степень использования ресурсов конвейерных систем разного вида при реализации 
вǡних производственных или вычислительных процессов. 
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Введение

В многостадийных системах потокового типа 
(конвейерных системах, КС; системах FlowShop) 
требуется осуществить операции с заданиями, 
включенными в наборы, в порядке, соответству-
ющем порядку приборов в системах. Типизация 
заданий предусматривает использование сле-
дующих временных характеристик: времени 
проведения операций с заданиями на приборах, 
времени переналадок приборов на реализацию 
операций с заданиями. Условием эффективной 
реализации процессов выполнения заданий из 
их наборов является формирование пакетов и 
определение расписаний их выполнения в КС. 

При значительной размерности указанной за-
дачи ее решение не может быть получено за 
ограниченное время, определяемое полиномом, 
включающим ее (этой задачи) параметры (зада-
ча является NP-трудной). Для задач рассматри-
ваемого вида, имеющих большую размерность, 
автором предложен метод иерархической опти-
мизации [1], позволяющий осуществлять поиск 
эффективных решений по включению однотип-
ных заданий в пакеты и по порядкам проведе-
ния операций с ними на приборах КС. Также для 
определения эффективных решений по включе-
нию заданий в пакеты использован метод ветвей 
и границ [2]. Он же применен для определения 
эффективных порядков пакетов заданных со-
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ставов для проведения операций с ними в КС [3]. 
При малых размерах задач возможно использо-
вать аппарат смешанного целочисленного ли-
нейного программирования (mixed-integer linear 
programming, MILP) и искать решения в соот-
ветствующих пакетах — решателях задач дис-
кретной оптимизации. Это позволяет значитель-
но сократить время на разработку программ по-
иска эффективных решений и уменьшить время 
получения результатов оптимизации.
При построении моделей MILP необходимо 

различать: 1) задачу определения лучших реше-
ний по включению однотипных заданий в па-
кеты (оптимизации количества заданий в паке-
тах); 2) задачу оптимизации распределения еди-
ничных заданий по пакетам. В настоящее время 
более развит подход, связанный с разработкой 
моделей для задач второго вида.
Современное состояние по решению рассма-

триваемых задач отражено в работах [4–20]. 
Модель MILP [4] используется для оптимизации 
распределения заданий по пакетам в целях по-
следовательной их обработки на одном устрой-
стве. Модели, рассматриваемые в [5, 6], позволя-
ют осуществить распределение заданий по па-
кетам для параллельной их обработки на одном 
устройстве. Новизной модели [7] является введе-
ние заказов клиентов на обработку комплектов 
заданий. Идентификация эффективных реше-
ний по распределению заданий в пакеты реа-
лизуется с учетом сроков формирования заказов 
из комплектов, полученных в результате их об-
работки. 
Исследования по построению моделей MILP, 

позволяющих определить лучший способ прове-
дения операций с заданиями из пакетов, выпол-
няемых на единственной машине, развиваются 
путем разработки полиномиальных алгоритмов 
поиска решений. Работа [8] посвящена разра-
ботке полиномиального алгоритма оптимиза-
ции составов пакетов заданий (ПЗ) и порядка 
их выполнения на одном приборе с учетом эф-
фекта обучения. Эффект обучения предполага-
ет увеличение времени выполнения заданий и 
времени переналадки прибора по мере реализа-
ции процесса их обработки. В пакеты задания 
объединяют, чтобы уменьшить общее время на-
ладок прибора. Рассматриваемый в статье [9] 
полиномиальный алгоритм предусматривает 
оптимизацию решений путем: 1) формирования 
последовательности заданий с учетом директив-
ных сроков; 2) разделения последовательности 
заданий по пакетам при анализе времени нала-
док прибора. Авторы [10] предлагают полиноми-
альный алгоритм включения заданий двух аген-
тов в пакеты, для которых задается необходимое 
к выполнению их (заданий) количество. Составы 
пакетов формируются при условии совместимо-

сти и несовместимости заданий. Сформирован 
векторный критерий с компонентами: 1) дли-
тельностью процесса выполнения заданий 
первого агента; 2) суммарным запаздыванием 
с окончанием выполнения заданий второго аген-
та относительно директивных сроков. 
В [11] рассматривается математическая мо-

дель MILP для совместного решения задач 
оптимизации распределения заданий, посту-
пивших от разных заказчиков, по пакетам для 
их обработки и доставки в директивные сроки. 
Рассматривается двухприборная система. 
В работе [12] модель MILP позволяет сфор-

мировать эффективные решения по объедине-
нию отдельных заданий в пакеты, которые вы-
полняются на параллельных приборах в маши-
нах для пакетной обработки (Batch Processing 
Machine, BPM). Время обработки заданий раз-
лично, наборы заданий не рассматриваются, 
переналадка приборов на выполнение заданий 
в пакетах не учитывается. Наряду с решением 
задачи параллельного пакетирования предло-
женная в [12] модель позволяет оптимизиро-
вать назначение заданий из пакетов на парал-
лельные приборы BPM. При построении модели 
в [13] задания типизированы, в пакет включа-
ются задания одного типа. Время наладки BPM 
постоянно и не зависит от последовательности, 
составы пакетов также постоянны. Порядок вы-
полнения пакетов на BPM также не меняется. 
В модели использован подход с обратным пла-
нированием, который предусматривает форми-
рование последовательности выполнения паке-
тов, начиная с последнего, окончание которого 
совпадает со сроком завершения действий со 
всеми заданиями. В результате сформирована 
нелинейная математическая модель распреде-
ления заданий по пакетам, которая не линеа-
ризована. В силу значительного времени, за-
трачиваемого на получение результатов, задача 
имеет ограниченный размер. 
Модель процесса осуществления операций 

с пакетами в потоковой системе, в которую вклю-
чены BPM, при учете моментов времени посту-
пления заданий получена в статье [14]. Авторы  
анализируют особенности процессов c одина-
ковыми значениями времени их выполнения на 
приборах, формулируют и доказывают предполо-
жения, на основе которых формулируют полино-
миальный алгоритм оптимизации составов ПЗ. 
Работа [15] является продолжением работы 

[13]. В ней также формируется нелинейная мо-
дель процесса выполнения ПЗ в системах с BPM. 
Линеаризация модели не выполняется. 
Для идентификации лучших решений по 

распределению заданий по пакетам в системах 
смешанного типа разработаны модели MILP, 
рассмотренные в [16, 17]. Модели обеспечивают 
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идентификацию порядков проведения операций 
на машинах последовательной обработки, рас-
пределение заданий по пакетам для действий 
с ними на параллельных приборах в BPM.
Предложенная в [18] модель MILP позволяет 

оптимизировать составы пакетов, назначать ПЗ 
на определенные приборы не связанных машин, 
оптимизировать порядок выполнения пакетов 
на приборах. 
Работа [19] также посвящена построению 

математической модели MILP оптимизации со-
ставов ПЗ, выполняемых в системах Flexible 
FlowShop, их назначению на приборы не связан-
ных машин. Особенностями модели MILP явля-
ется то, что: 

1) задается количество частей, на которые 
должен быть разделен каждый набор заданий; 

2) в каждой части набора количество заданий 
оптимизируется, и она назначается в пакет на 
определенный прибор в соответствующей пози-
ции выполнения; 

3) ПЗ могут быть назначены на разные при-
боры. 
Модель MILP, предложенная в [20], оптими-

зирует отдельно пакеты на первой и второй ста-
диях с машинами последовательной обработки 
заданий (Job Processing Machine, JPM), а так-
же размеры пакетов на третьей стадии с BPM. 
Размеры ПЗ на JPM одинаковы, а в пакеты на 
BPM входят задания разных типов. 
Из проведенного анализа моделей и методов 

идентификации решений по объединению за-
даний в пакеты и по порядкам осуществления 
операций с ними в одномашинных и многома-
шинных системах может быть сделан вывод, 
что эти модели и алгоритмы реализуют рас-
пределение единичных заданий по пакетам. 
В этих моделях типизация заданий с точки 
зрения равных значений их временных харак-
теристик не осуществляется. Это обусловлива-
ет значительное количество ограничений в мо-
делях, значительное время поиска эффектив-
ных решений, малый размер решаемых задач. 
Требуется реализация альтернативного под-
хода к разработке моделей MILP, предусматри-
вающего типизацию заданий в соответствии 
с указанными временными параметрами зада-
ний. При его реализации возможно значитель-
но сократить количество ограничений в моде-
лях MILP, упростить их вид, уменьшить время 
получения результатов. 
Для классификации решаемой задачи по-

строения расписаний выполнения ПЗ в КС в со-
ответствии с [21, 22] она может быть представ-
лена в виде ||, где  — тип обрабатывающей 
системы;  — тип решаемой задачи (характери-
зует ее особенности);  — вид критерия оптими-
зации для определения эффективных решений. 

Рассматриваемая обрабатывающая система яв-
ляется конвейерной и с точки зрения общеприня-
той классификации — системой FlowShop. Тогда 
в качестве  указывается F. Изучаемая в работе 
задача предусматривает определение эффектив-
ных решений по составам пакетов заданий (в об-
щепринятой классификации — партий), а также 
расписаний их выполнения в КС. В этом случае 
в соответствии с [22] в качестве характеристики 
решаемой задачи указывается batch. Критерием, 
в соответствии с которым определяются эффек-
тивные решения по составам ПЗ и их последо-
вательностям для проведения операций с ними 
на приборах КС, является момент времени окон-
чания указанного процесса, обозначенный как 
Cmax. Тогда рассматриваемая задача с точки зре-
ния [21, 22] может быть охарактеризована следу-
ющим образом: F|batch| Cmax.
Для построения моделей использованы сле-

дующие обозначения для индексов [1]: i — тип 
заданий; l — номер прибора; j — позиция па-
кета в последовательностях проведения опера-
ций с ними на приборах. Параметры, характе-
ризующие систему и выполняемые задания [1]: 
I — количество типов заданий; L — количество 
приборов; J — количество позиций (соответству-
ет количеству пакетов в последовательностях); 
tli — длительности проведения на l-х приборах 
операций с заданиями i-х типов;  l

ikt  — длитель-
ности проведения переналадок l-х приборов на 
осуществление операций с заданиями k-х ти-
пов; ni — количество заданий i-го типа ( )1  , .i I  
Последовательности проведения операций на 
приборах с пакетами обозначены как 1  ( , )l l L   
(R — большое число). Также при построении мо-
делей применены следующие характеристики 
процессов и соответствующие им обозначения: 

1) для пакетов, находящихся в последова-
тельностях l в j-х позициях 1  ( , ),j J  введены 
обозначения моментов времени начала проведе-
ния операций с ними qli; 

2) для задаваемых сроков окончания прове-
дения операций с заданиями i-х типов в системе 
введены обозначения di; 

3) для окончания выполнения заданий i-х ти-
пов введены обозначения моментов времени gi; 

4) для заданий i-х типов введены запаздыва-
ния с окончанием их выполнения относительно 
директивных сроков, обозначенные pi.
В качестве решений выступают:
1) количество заданий, включаемых в пакеты 

в j-х позициях в последовательностях  1  ( , )l l L   
(обозначено как  1  ( , ));jm j J

2) типы заданий, включаемых в пакеты, за-
нимающие j-е позиции в последовательностях 

 1  ( , )l l L   (обозначены как хij: хij = 1, если за-
дания в пакете в j-й позиции принадлежат i-му 
типу; хij = 0 в противном случае).
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Математические модели MILP 
идентификации лучших решений 
по включению заданий в пакеты 
и по порядкам пакетов для проведения 
операций с ними в КС

Разработка моделей MILP указанного вида 
осуществляется с точки зрения двух целей функ-
ционирования системы: 1) внутренней цели, 
предполагающей эффективное использование 
ресурсов; 2) внешней цели, предполагающей 
удовлетворение потребностей заказчиков, ис-
пользующих результаты выполнения заданий. 
Достижение внутренней цели функционирова-
ния системы предусматривает минимизацию 
времени окончания процесса выполнения ПЗ 
в КС. Достижение внешней цели предусматри-
вает минимизацию суммарного запаздывания 
окончания выполнения заданий в КС относи-
тельно директивных сроков. В соответствии 
с этим в качестве критериев оптимизации реше-
ний в моделях выступают: 1) время окончания 
процесса выполнения заданий в КС в составе 
пакетов; 2) общее запаздывание с окончанием 
обработки заданий относительно заданных для 
них сроков. Поэтому для первой модели в каче-
стве критерия использовано время окончания 
процесса проведения операций с заданиями 
в КС Сmax.
Математическая модель, позволяющая иден-

тифицировать эффективные решения по 
включению однотипных заданий в пакеты и 
по порядкам пакетов для проведения операций 
с ними на приборах КС, представляет собой 
совокупность выражений, интерпретируемых 
как критерий оптимизации и ограничения на 
множество решений. 
Если пакет занимает ( j = 1)-ю позицию в по-

следовательности 1 их выполнения на (l = 1)-м 
приборе, то значение q11 определяется выраже-
нием

 
1

11 1 1, , ,ii iq t х i I    (1)

где 1
iit  — время первоначальной наладки (l = 1)-го 

прибора на осуществление операций с задани-
ями i-го типа, которые включены в пакет, за-
нимающий ( j = 1)-ю позицию в последователь-
ностях  1  ( , )l l L   их выполнения на приборах 
КС. 
Если пакет занимает j-ю позицию в последо-

вательности 1 их выполнения на (l = 1)-м при-
боре, то значение q1j вычисляется с использова-
нием выражения 

1
1 1 1 1 1 1 1, ,j j i j k j ik k j ijq q t m х t х х     

 
 при 2   1   1   , , , , , , .j J i I k I i k     (2)

Если пакет занимает ( j = 1)-ю позицию в по-
следовательности l их выполнения на l-м при-
боре 2  ( , ),l L  то значение ql1 определяется вы-
ражением

 

1 1 1 1 1 1 1  

при 1   2  

, ,max( , )

, , , .

l
l ii i l l i iq t х q t m х
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(3)

Если пакет занимает j-ю позицию в после-
довательности l их выполнения на l-м приборе

2  ( , ),l L  то значение qlj вычисляется следую-
щим образом:

1 1

1 1 1 1

, ,

, , ,

max( ;

),
lj l j l i j ij

l
l j lk j k j ki k j ij

q q t m х
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 2  1  1  2  , , , , , , , , .j J i I k I i k l L       (4)

Идентификация лучших решений по вклю-
чению заданий одного типа в пакеты и по по-
рядкам проведения операций с ними на прибо-
рах КС осуществляется при условии снижения 
времени окончания действий с пакетами на по-
следнем L-м приборе. Для определения оконча-
ния выполнения разных пакетов в КС (на ее по-
следнем L-м приборе) используется выражение 

 1   1  ( , , , ).Lj Li j ijq t m x i I j J  
 
Чтобы идентифи-

цировать время окончания проведения опера-
ций со всеми пакетами в системе, использовано 
выражение

 1 1
max , ,

, , ,
max ( ).L j L i j ij

i I j J
С q t m х

 
    (5)

Определение составов пакетов осуществляет-
ся в соответствии со следующими предположе-
ниям: 

1) количество заданий в пакете не может быть 
менее двух; 

2) последовательности  1  ( , )l l L   пакетов 
для осуществления операций с ними на прибо-
рах КС являются одинаковыми. 
В дополнение к введенным выражениям (1)–(5) 

сформированы выражения, ограничивающие 
множество допустимых решений задачи:

1) условия, определяющие возможность раз-
мещения в каждой j-й позиции 1  ( , )j J  ПЗ 
только одного i-го типа 1  ( , ) :i I

 1
1 1  , , ;

I

ij
i

x j J


    (6)

2) условия, определяющие необходимость от-
личия типов заданий, включенных в пакеты 
в ( j – 1)-й и j-й позициях в последовательностях 

 1  ( , ):l l L 

 1 1 2  1  , , , , , , ;i j i jx x j J i I       (7)
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3) условия, определяющие необходимость рас-
пределения всех заданий по пакетам: 

 1
1, , ;

J
i

j ij
j

m x n i I


    (8)

4) условия, определяющие значения qlj: 

 
0 1  1  , , , , ;ljq j J l L  

 
 (9)

5) условия, определяющие, что при включе-
нии однотипных заданий в пакет их количество 
не может быть менее двух:

 
2 1  , , ;jm j J 

 
 (10)

6) условия, определяющие значения перемен-
ных xij и mj: 

 
0  1  целые 1  1  { , }, , , , , .ij jx m i I j J      (11)

Идентификация лучших решений по включе-
нию однотипных заданий в пакеты и по поряд-
кам проведения операций с ними на приборах КС 
осуществляется с учетом требования минимиза-
ции времени окончания процессов выполнения 
заданий. Тогда математическая модель оптими-
зации решений имеет следующий итоговый вид: 

1) критерий оптимизации min Cmax, где

 1 1
max , ,

, , ,
max ( );L j L i j ij

i I j J
С q t m х

 
    (12)

2) выражения, ограничивающие множество 
решений: 
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l ii i l l i iq t х q t m х i I      (18)
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0 1  1  0  1 1  

1  2 целое 1  

, , , , ; { , }, , ,

, ; , , , .
lj ij

j j

q j J l L x j J

l L m m j J

    

     (20)

Модель (12)–(20) является нелинейной. С це-
лью уменьшить длительности интервалов време-
ни получения решений выполнена ее линеари-
зация. В первую очередь нелинейным является 
критерий (12). Общий вид задачи определения 
эффективных решений по включению однотип-
ных заданий в пакеты и по порядкам пакетов 
для проведения операций с ними на приборах 
КС следующий: 

1 1
, ,

, , ,
min max ( ).L j L i j ij

i I j J
q t m х

 


Переменная Cmax используется для линеари-
зации выражения (12). Это выражение интер-
претируется как целевая функция. Для интер-
претации введенного выражения с точки зрения 
использования в нем переменной Cmax введена 
система ограничений вида [23]

1  1  max , , , , , , .L j L i j ijС q t m х i I j J   

В полученной модели выражения (15), (17)–(19) 
являются нелинейными. Устранение нелинейно-
сти этих выражений обеспечивается введением 
дополнительных переменных и ограничений, 
определяющих корректность замены ими произ-
ведений. Введение дополнительных переменных 
реализуется при условии, что для mj выполняет-
ся условие вида 2  mj  uj, где uj — максимальное 
число заданий в пакете. В соответствии с усло-
вием, определяющим, что количество заданий 
каждого i-го типа 1  ( , )i I  в их наборах является 
одинаковым (n1 = n2 = ... = nI = n), значения uj 
вычисляются с использованием выражения вида 
uj = n – 2 (при учете требования к минимально-
му количеству заданий в пакетах, равному двум).
В целях линеаризации (18) введены перемен-

ные 1 1 1 1 1  ( , ) : ,i i ir i I r m x   корректность их при-
менения обеспечивается заданием ограничений 
вида [23]

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

1

0  2 1  

; ; ( );
; ( ), , .

i i i i i

i

r m r u x r m u x

r u n i I

    

   

Для линеаризации (15), (17), (19) введены пе-
ременные  2  1  ( , , , ) : ,ji ji j ijr j J i I r m x  

 
кор-

ректность их применения обеспечивается огра-
ничениями [23]

  1 0  

2  2  1  

; ; ( ); ;

( ), , , , .
ji j ji j ij ji j j ij ji

j

r m r u x r m u x r

u n j J i I

     

   

Также в целях линеаризации (17), (19) в рассмо-
трение введены переменные 1 1, , , , , ,:k j i j k j i jy y    

1  2  1  1  , ( , , , , , , ).k j ijx x j J i I k I i k      Для кор-
ректной замены произведений xk, j–1xij на пере-
менные yk, j–1,i,j введены ограничения вида [23]
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В то же время нелинейность выражений (18), 
(19) является следствием использования в них 
операции max. Применение для их линеаризации 
способа, предложенного в [23, 24], не позволило 
значительно увеличить производительность вы-
числений при поиске оптимального решения по 
сравнению с моделью (12)–(20). Для линеаризации 
выражения (18) в рассмотрение введены бинар-
ные переменные 1 1 2  1( , ) : ,l lv l L v   если пере-
наладка l-го прибора на осуществление операций 
с заданиями i-го типа в пакете в ( j = 1)-й позиции 
в l на этом приборе завершилась раньше, чем 
операции с ним на (l – 1)-м приборе; vl1 = 0 в про-
тивном случае. Тогда линеаризация ограниче-
ний (18) проводится путем введения выражений

1 1 1 1 1 1 1 0
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(23)

 1 0  1 2  { , }, , .lv l L    (24)

Для линеаризации ограничений (19) в рассмо-
трение введены переменные  2  2  ( , , , ),ljw l L j J 

 для которых wlj = 1 в случае, если выполнение 
ПЗ в j-й позиции на (l – 1)-м приборе в l–1 за-
вершилось ранее, чем выполнение ПЗ в ( j – 1)-й 
позиции в l на l-м приборе; wlj = 0 в противном 
случае. Линеаризация ограничений (19) реали-
зуется путем введения в рассмотрение следую-
щих выражений:

 

1 1 1 1

1 1 0

2   1  1  2  

, , ,

, ,

( )

( ) ,

, , , , , , , , ;

l
l j lk j k j ki k j ij

l j l i j ij lj

q t m х t х х

q t m х Rw

j J i I k I i k l L

   

 

   
   

    

 

 (25)

 

1 1 1 1

1 1 1 0

2  1  1  2  

, , ,

, ,

( )

( ) ( ) ,

, , , , , , , , ;

l
l j lk j k j ki k j ij

l j l i j ij lj

q t m х t х х

q t m х R w

j J i I k I i k l L

   

 

   
    

       (26)

 

1 1

2  1  2  

, , ,( ) ,

, , , , , ;
l j l j l i j ij ljq q t m х Rw

j J i I l L

   

  
 
 (27)

 

1 1 1 1

1

2  1  1  2  

, , ,( )
( ),

, , , , , , , , ;

l
lj l j lk j k j ki k j ij

lj

q q t m х t х х

R w

j J i I k I i k l L

      

 

    
  

(28)

 
0  1 2  2  { , }, , , , .ljw l L j J     (29)

С учетом переменных 1  2   ( , ), (l ljv l L w l   
2  2  , , , ),L j J   ограничений (21)–(29), перемен-

ных 1 1  1   2  1  , , ,( , , , ), ( , , , ,ji k j i jr j J i I y j J i I     
1  , , ),k I i k   соответствующих им ограничений 

получен итоговый вид модели MILP: 
1) критерий оптимизации 

 min Cmax;  (30)

2) выражения, ограничивающие множество 
решений: 

 1 1
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I J
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0  1  1  , , , , ;ljq j J l L     (47)

 
2  целое  1  , , , ;j jm m j J     (48)

 
0  1 1  1  { , }, , , , .ijх i I j J     (49)

Математическая модель смешанного цело-
численного программирования второго вида 
сформирована в предположении, что для набо-
ров заданий заданы сроки окончания их выпол-
нения. Тогда типизация заданий осуществля-
ется с учетом дополнительного параметра, ха-
рактеризующего сроки окончания проведения 
операций с ними в КС. В качестве критерия оп-
тимизации решений во второй модели исполь-
зовано суммарное запаздывание G. Для опре-
деления запаздываний окончания выполнения 
заданий i-х типов относительно директивных 
сроков введены переменные  1  1( , ) : ,i iz i I z   
если моменты времени gi окончания выполне-
ния заданий i-го типа превышают заданные 
сроки di (gi – di > 0); zi = 0 в противном слу-
чае.
Моменты gi времени окончания проведения 

в системе операций со всеми заданиями i-х ти-
пов, включенными в различные пакеты, опре-
деляются с использованием выражений вида 

1  1  ( ) ( , , , ),i Lj Li j ijg q t m x i I j J     которые 
с учетом переменных rji преобразованы следую-
щим образом: 1  1  ( ) ( , , , ).i Lj Li jig q t r i I j J   
Для определения запаздываний pi с окончанием 
выполнения наборов заданий i-х типов относи-
тельно сроков di введены индикаторные пере-

менные  1  ( , )iz i I , с учетом которых значения pi 
определяются выражениями

0 1 0

1 0  1

( ) , ( ) ( ) ,
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Выражение для вычисления значений крите-

рия G получено в виде 
1

.
I

i
i

G p


 
 
Модель (30)–(49) 

модифицирована и получена в виде: 
1) критерий оптимизации 

 min G;  (50)

2) выражения, ограничивающие множество 
решений задачи: 
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Исследование применения моделей 
MILP для идентификации эффективных 
решений по включению однотипных 
заданий в пакеты и по порядкам пакетов 
для проведения операций с ними 
на приборах КС

Исследование моделей проводится с целью 
удостовериться в том, что рассматриваемый под-
ход, предусматривающий типизацию заданий 
в соответствии со значениями их временных 
параметров, позволяет получить решения, явля-
ющиеся более эффективными, чем фиксирован-
ные пакеты, а также идентифицировать степень 
увеличения эффективности получаемых реше-
ний. Применимость моделей MILP исследована 
путем решения ряда рассматриваемых задач 
с различными значениями параметров tli и .l

iit   
Значения этих параметров такие, что max(tli)/
/min(tli) {4, 8} и 2  4  8max( ) / min( ) { , , }.l l

ii iit t  
 Указанные отношения являются одинаковыми 

для всех приборов. Для других параметров задач 
заданы следующие значения: n = 5, ni {8, 12, 
16}, L = 5. Результатами исследований первой 
модели является функциональная связь отноше-
ния фикс о.с.п фикс

с.в.в.п max max max( ) /С С С С   с параметра-
ми задачи (Сс.в.в.п — степень снижения значений 
моментов времени окончания выполнения дей-
ствий с пакетами — повышение эффективности 
решений при оптимизации; фикс

maxС  — значение 
критерия для фиксированных пакетов; о.с.п

maxС  — 
значение критерия при оптимизации составов 
пакетов с использованием первой из предложен-
ных моделей). Фиксированными являются па-
кеты, содержащие все задания i-го типа (n фик-

сированных пакетов). Полученные зависимости 
Cс.в.в.п от параметров задачи представлены на 
рис. 1. 
Для второй моде ли результатом исследова-

ний является функциональная связь отношения 
Gс.о.з = (Gфикс – Gо.с.п)/Gфикс от параметров зада-
чи (Gс.о.з — степень снижения общего запазды-
вания — повышение эффективности решений 
при оптимизации; Gфикс — значение критерия G 
для фиксированных пакетов; Gо.с.п — значение 
критерия G при оптимизации составов пакетов). 
При исследовании модели MILP второго вида 
для задач с определенными выше значениями 
параметров заданы сроки di окончания проведе-
ния операций с наборами, которые представле-
ны в таблице. Полученные зависимости Gс.о.з от 
параметров задачи показаны на рис. 2.
В соответствии с представленными на рис. 1 

зависимостями степени роста эффективности 
решений по включению однотипных заданий 
в пакеты в сравнении с фиксированными паке-
тами сделаны следующие выводы, касающиеся 
процесса проведения операций с ними в КС:

1) при росте неоднородности времени прове-
дения операций на приборах с заданиями раз-
ных типов фиксируется повышение эффектив-
ности решений (при существенных значениях 
отношения max(tli)/min(tli) оптимизация соста-
вов ПЗ обусловливает большую эффективность 
проведения операций с пакетами на приборах); 
при увеличении неоднородности времени выпол-
нения заданий оптимизация составов пакетов 
обеспечивает большую эффективность процесса 
осуществления операций с ними на приборах; 

2) при неизменных значениях степени не-
однородности времени выполнения заданий 
разных типов увеличение неоднородности вре-

  Значения директивных сроков окончания выполнения 
наборов заданий для задач оптимизации составов пакетов 
и расписаний

  The values of the directive deadlines for completing task 
sets for optimization tasks of package compositions and 
schedules

ni max(tli)/
/min(tli)

max( ) / min( )l l
ii iit t   1  5( , )id i 

8 4 2, 4 40, 80, 80, 120, 160 

8 80, 80, 120, 160, 200

8 2, 4 80, 120, 160, 200, 240

8 120, 160, 200, 240, 280

12 4 2, 4 40, 80, 80, 120, 160 

8 80, 80, 120, 160, 200

8 2, 4 80, 120, 160, 200, 240

8 120, 160, 200, 240, 280
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 Рис. 1. Уменьшение времени выполнения ПЗ при оптимизации их составов: а — ni = 8, max(tli)/min(tli) = 4; б — 
ni = 8, max(tli)/min(tli) = 8; в — ni = 12, max(tli)/min(tli) = 4; г — ni = 12, max(tli)/min(tli) = 8
 Fig. 1. Reducing the execution time of packages while optimizing their compositions: а — ni = 8, max(tli)/min(tli) = 4; 
б — ni = 8, max(tli)/min(tli) = 8; в — ni = 12, max(tli)/min(tli) = 4; г — ni = 12, max(tli)/min(tli) = 8

 Рис. 2. Уменьшение запаздывания окончания выполнения ПЗ при оптимизации составов: а — ni = 8, max(tli)/
min(tli) = 4; б — ni = 8, max(tli)/min(tli) = 8; в — ni = 12, max(tli)/min(tli) = 4; г — ni = 12, max(tli)/min(tli) = 8
 Fig. 2. Reducing the delay in the completion of packages when optimizing compositions: а — ni = 8, max(tli)/
min(tli) = 4; б — ni = 8, max(tli)/min(tli) = 8; в — ni = 12, max(tli)/min(tli) = 4; г — ni = 12, max(tli)/min(tli) = 8
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мени переналадок приборов приводит к сни-
жению эффективности оптимизации процес-
сов выполнения ПЗ в КС; это обусловливается 
большими простоями, являющимися следстви-
ем длительных переналадок отдельных прибо-
ров; однако даже при больших значениях не-
однородностей времени переналадок приборов 
оптимизация составов пакетов обеспечивает 
бóльшую эффективность процессов выполне-
ния пакетов в КС. 
Зависимости степени роста эффективности 

решений по включению однотипных заданий 
в пакеты в сравнении с фиксированными паке-
тами, представленные на рис. 2, позволили сде-
лать выводы, касающиеся процесса проведения 
операций с ними в КС (с учетом директивных 
сроков):

1) при росте неоднородности времени прове-
дения операций на приборах с заданиями раз-
ных типов фиксируется повышение эффектив-
ности решений по включению заданий в пакеты 
в большей степени по сравнению с первой зада-
чей;

2) увеличение количества заданий каждого 
типа обусловливает более значительный рост 
эффективности процессов их выполнения в КС 
по сравнению с первой задачей (рост от 0,23 до 
0,4 для второй задачи по сравнению с ростом от 
0,2 до 0,27 для первой задачи). 

Заключение

Современные математические модели MILP и 
полиномиальные алгоритмы оптимизации рас-
писаний выполнения заданий, входящих в на-
боры, предусматривают реализацию их распре-

деления по пакетам, а не оптимизацию составов 
пакетов однотипных заданий. Это обусловлива-
ет сложный вид моделей и ограниченный раз-
мер задач. Разработаны две модели смешанного 
целочисленного нелинейного программирова-
ния, позволяющие идентифицировать лучшие 
решения по включению заданий в пакеты (по 
определению количества однотипных заданий 
в пакетах) при учете времени завершения про-
цесса проведения операций с пакетами и за-
паздывания с окончанием выполнения пакетов. 
Полученные модели линеаризованы введени-
ем дополнительных переменных и выражений, 
ограничивающих множества решений, обуслов-
ливающих возможность их использования в мо-
делях. Предложен способ исключения операции 
max в сформированных нелинейных моделях 
путем введения дополнительных переменных и 
соответствующих им ограничений. Также пред-
ложен способ определения запаздываний с окон-
чанием проведения операций с пакетами в си-
стеме по сравнению со сроками, которые заданы 
для каждого типа заданий. Способ определения 
запаздываний также предполагает введение 
бинарных переменных и соответствующих им 
ограничений. Итогом линеаризирующих преоб-
разований являются две математические модели 
MILP, позволяющие определять эффективные 
решения по включению однотипных заданий 
в пакеты. Для исследований задач оптимизации 
с использованием предложенных моделей разра-
ботано приложение в пакете IBM ILOG CPLEX. 
Реализация подхода, связанного с типизацией 
заданий при разработке моделей MILP, позволи-
ла увеличить их количество и сократить время 
получения результатов.
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Introduction: The identification of effective execution schedules in pipeline systems for sets of the same type of tasks provides for 
the search for the best solutions for including tasks from these sets in packages and the best solutions according to the order of packages 
for performing operations with them on the devices of these systems. With a small size of the tasks, it is possible to solve them by 
constructing mathematical models of mixed integer linear programming. Purpose: To develop mathematical models of mixed integer 
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linear programming that allow determining the best solutions for including the same type of tasks from sets into packages and in the order 
of packages for performing operations with them in pipeline systems. Results: The development of mathematical models of this type is 
based on an approach related to the typing of tasks. In accordance with this approach, tasks with equal duration values for their execution 
on the devices of conveyor systems and with equal duration values for the changeover of devices for operations with them belong to one 
type. Based on this approach, mathematical models of mixed integer nonlinear programming have been developed, which make it possible 
to include tasks from sets into packages and optimize their orders for the implementation of operations with them in pipeline systems. 
The optimization conditions are: minimization of the total time for completing task packages on pipeline system devices; minimization 
of the total delay with the completion of task sets compared to the specified time limits for them. The resulting models are linearized by 
introducing additional variables and corresponding constraints. A method for linearization of the operation of determining the maximum 
of two values is proposed, which provides for the introduction of indicator variables and allowed to increase computing performance. In 
order to verify the presented models, an application has been developed in the IBM ILOG CPLEX environment. With its application, 
studies have been conducted to optimize the composition of task packages and schedules for their execution for various sets of parameter 
values for the tasks of finding effective solutions. Practical relevance: The obtained results showed the effectiveness of the developed 
models in solving optimization problems in the considered formulation. The use of the proposed mathematical models makes it possible to 
increase the degree of use of the resources of various types of computer systems when implementing production or computing processes 
in them.

Keywords — pipeline systems, task packages, schedules, models of mixed integer linear programming.
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