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Постановка проблемы: существуют разные формулы для восстановления диаграмм направленности исследуемых 
антенн по результатам измерения амплитудно-фазового распределения излучаемого ими поля на поверхности сканиро-
вания в ближней зоне, причем область восстанавливаемой диаграммы направленности, для которой справедливы эти 
формулы, оговаривается недостаточно строго. Цель исследования — оценка области справедливости традиционно исполь-
зуемых формул и вывод новых формул, обеспечивающих более широкую область восстановления диаграмм направлен-
ности исследуемых антенн. Результаты: анализ ограничений, используемых при выводе формул для восстановления диа-
граммы направленности исследуемых антенн по измеренным значениям амплитуды и фазы поля на плоской поверхности 
сканирования, показал, что эти формулы имеют внутренние противоречия, ограничивающие область восстанавливае-
мой с их помощью диаграммы направленности узконаправленных антенн только главным лепестком этой диаграммы 
направленности. В приближении Кирхгофа произведен вывод формул, не имеющих таких противоречий и позволяющих 
расширить область восстанавливаемой диаграммы направленности, а также включить в нее, кроме главного, первый бо-
ковой лепесток. На основе спектрального метода решения волнового уравнения Гельмгольца получены формулы, дающие 
возможность еще больше расширить область восстанавливаемой с их помощью диаграммы направленности и включить 
в нее, кроме главного, несколько ближних боковых лепестков. Оценка размеров области достоверного восстановления ди-
аграммы направленности исследуемых антенн по формулам, полученным различными методами, проводилась на основе 
исследования эталона в виде математической модели эквидистантной плоской антенной решетки, состоящей из 225 эле-
ментарных электрических диполей (15×15). Для этой решетки по известным аналитическим формулам были рассчитаны 
диаграммы направленности в дальней зоне и распределение касательной составляющей вектора напряженности электри-
ческого поля на плоскости, расположенной в ближней зоне решетки параллельно ее раскрыву. Полученное распределение 
касательной составляющей использовалось в качестве исходных данных для восстановления диаграммы направленности 
по сравниваемым формулам. В свою очередь восстановленные диаграммы направленности сравнивались с эталонной 
диаграммой направленности, рассчитанной по аналитическим формулам. Практическая значимость: полученные фор-
мулы позволяют восстанавливать не только главный, но и ближние боковые лепестки диаграмм направленности узкона-
правленных антенн. Результаты работы могут найти практическое применение в алгоритмах восстановления диаграммы 
направленности исследуемых антенн на стендах ближнего поля с плоской поверхностью сканирования.

Ключевые слова — приближение Кирхгофа, касательная составляющая вектора напряженности электрического 
поля, поверхность сканирования, амплитудно-фазовое распределение поля, уравнение Гельмгольца, диаграмма на-
правленности.

Введение

В настоящее время разработчики антенных 
систем предпочитают проводить эксперимен-
тальное определение радиотехнических харак-
теристик исследуемых антенн методами ближ-
него поля, которые имеют ряд существенных 
преимуществ по сравнению с традиционными 
методами дальней зоны [1–3]. Методы ближнего 
поля являются косвенными методами измерения 
радиотехнических характеристик антенн, так 
как искомые параметры определяются расчет-
ным путем по измеренным значениям модуля и 
фазы касательной составляющей комплексного 
вектора напряженности электрического поля 
на поверхности, расположенной вблизи иссле-
дуемой антенны (плоскости, боковой поверхно-
сти цилиндра или сфере). Точность результатов 
определения радиотехнических характеристик 
антенн методами ближнего поля во многом зави-
сит от ограничений, принятых при выводе фор-

мул, по которым производятся вышеупомянутые 
расчеты. В литературе [4, 5] приводятся разные 
формулы для расчета диаграмм направленности 
(ДН) антенн по результатам измерения ампли-
туд и фаз излучаемого поля на плоскости, рас-
положенной вблизи их раскрыва. Некоторые из 
этих формул содержат внутренние противоречия 
и справедливы лишь для очень узких ДН. В на-
стоящей работе проведен анализ ограничений, 
использованных при выводе расчетных формул, 
и предложены другие формулы, не содержащие 
внутренних противоречий и имеющие более ши-
рокую область применения.

Вывод расчетных формул на основе 
приближения Кирхгофа 

В приближении Кирхгофа связь между на-
пряженностью электрического поля в дальней 
зоне излучающего раскрыва (Eд.з) и касательны-
ми составляющими напряженностей электриче-
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ского и магнитного полей на этом раскрыве (E и 
Н) определяется следующим образом [5–8]:
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где k = 2/ — волновое число;— рабочая длина 
волны; R = RiR — радиус-вектор «текущей» точ-
ки в дальней зоне; iR — орт в направлении ради-
ус-вектора R; n — единичная нормаль к раскры-
ву в направлении, противоположном направле-
нию излучения из раскрыва; Z0 = 120 — волно-
вое сопротивление свободного пространства;  — 
модуль радиус-вектора «текущей» точки на рас-
крыве;  — угол между радиус-векторами  и R; 
S — поверхность раскрыва.

Для раскрывов, линейные размеры которых 
превышают /2, касательные составляющие E и 
Н в каждой точке раскрыва связаны между собой 
таким же образом, как и в плоской волне [1, 2]:

[ ], ,Z=E n HE n H     ( )[ ]1/ , ,ZH E n=                 (2)

где Z — так называемое «волновое сопротивление 
раскрыва», которое зависит от формы и размеров 
раскрыва и от направления, в котором определя-
ется поле в дальней зоне [1].

С учетом (2) можно выразить Eд.з только через 
тангенциальную составляющую электрического 
поля в раскрыве E:
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Для плоских синфазных раскрывов, линей-
ные размеры которых превышают (3…5), можно 
принять Z = Z0 и считать, что n постоянна по рас-
крыву [1]. В этом случае формула (3) приобретает 
следующий вид:
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Для получения численных результатов необ-
ходимо раскрыть формулу (4) в каких-либо си-
стемах координат, которые будут связаны с «те-
кущей» точкой раскрыва, «текущей» точкой на-
блюдения в дальней зоне и между собой.

Совместим с раскрывом плоскость XOY декар-
товой системы координат (X, Y, Z), а ось OZ на-
правим в сторону полупространства, в которое 
происходит излучение из раскрыва (рис. 1). В этой 
системе координат положение единичной норма-

ли n, радиус-вектора «текущей» точки раскры-
ва  и касательной составляющей E определяют-
ся следующим образом:

n = –iz;                                   (5)

,x y= +x yi i                           (6)

где x, y — координаты «текущей» точки на рас-
крыве;

( , ) ( , ) ,x ya x y a x y= +x yE i i                   (7)

где ax(x, y), ay(x, y) — комплексные амплитуды 
проекций E на координатные оси OX и OY.

С учетом (5) и (7) выражение (4) может быть 
приведено к виду:
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Положение «текущей» точки наблюдения в 
дальней зоне излучающего раскрыва будем опре-
делять в двух, совмещенных с XYZ, системах ко-
ординат — сферической (R, , ) и азимутально-
угломестной (R, ,) (рис. 2, а и б).

Для систем координат (R, ,) и (x, y, z) связь 
между ортами iR , i, i и ix, iy, iz  определяется 
следующей матрицей преобразования коорди-
нат [9]:  
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  Рис. 2. Сферическая (а) и азимутально-угломест-
ная (б) система координат точки наблюде-
ния в дальней зоне излучающего раскрыва 
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  Рис. 1. Декартова система координат излучающе-
го раскрыва 

 

 

S 

O 
Z 

X  

Y 

 
n



ИНФОРМАЦИОННО
УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ№ 6, 2014 31

ОБРАБОТКА ИНФОРМАЦИИ И УПРАВЛЕНИЕ

С учетом (6) и (9) получаем
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Учитывая, что iR = [i, i], (i, ix) = cos cos, 
(i, ix) = –sin, (i, iy) = cos sin, (i, iy) = cos, 
а также то, что для плоских синфазных раскры-
вов больших размеров нормаль n  можно считать 
неизменной по раскрыву, векторные преобразо-
вания можно вынести за знак интегрирования, 
и выражение (8) примет вид
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С учетом (12) и (13) выражение (11) можно при-
вести к следующему виду:
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где А — амплитудный множитель; F(, ) — сум-
марная ДН излучающего раскрыва; F(, ) — 
ДН излучающего раскрыва для -й составля-
ющей вектора Eд.з(, ); F(, ) — ДН излуча-
ющего раскрыва для -й составляющей векто-
ра Eд.з(, );
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Для систем координат (R,, )и (x, y, z) связь 
между ортами iR , i, i и ix, iy, iz определяется 

следующей матрицей преобразования коорди-
нат [9]:

 

cos sin sin cos cos
cos 0 sin .

sin sin cos cos sin

    
 

    

R x

y

z

i i
i i
i i

æ ö æ öæ ö÷ç ÷ ÷ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç = -ç ç÷ ÷ ÷ç ÷ ç ç÷ ÷ç ÷ ç ç÷ ÷÷ç ÷ ÷ç çç ç- -÷ç è øè øè ø




   (19)

С учетом (6) и (19) получаем
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Принимая во внимание, что iR = [i, i], (i, ix) =
= cos, (i, ix) = –sin sin,  (i, iy) = 0, (i, iy) = cos, 
а также то, что для плоских синфазных раскры-
вов больших размеров нормаль n можно считать 
неизменной по раскрыву, векторные преобразо-
вания можно вынести за знак интегрирования, 
и выражение (8) будет выглядеть следующим об-
разом:
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С учетом (22) и (23) выражение (21) можно при-
вести к следующему виду:
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где F(, ) — суммарная ДН излучающего рас-
крыва; F(, ) — ДН излучающего раскрыва для 
-й составляющей вектора Eд.з(, ); F(, ) — 
ДН излучающего раскрыва для -й составляю-
щей вектора Eд.з( );
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Для плоских синфазных раскрывов, линей-
ные размеры которых гораздо больше рабочей 
длины волны, при определении главного и ближ-
них боковых лепестков ДН можно считать, что 
нормаль к раскрыву n и орт iR радиус-вектора 
R параллельны друг другу. При этом в круглых 
скобках выражения (8) можно ввести следую-
щую аппроксимацию [10]:

iR = –n = iz.                              (29)

С учетом (29) выражение (8) приобретает сле-
дующий вид:

( )

ä.ç

cos d .x y
S

jkR

j k

j
R

a a e S

e

 


z z x y

E

i , i , i i

-
= ´

é ùé ù´ +ê úê úë ûë ûò         (30)

В этом случае для сферической системы ко-
ординат точки наблюдения формулы для ДН 
F(, ) и F(, ) выглядят следующим образом:

( ) ( ) ( )( ), cos cos , sin , ;x yF N N         = +    (31)

( ) ( ) ( ), sin , cos , .x yF N N        =- +        (32)

Для азимутально-угломестной системы коор-
динат точки наблюдения формулы для ДН F(, ) 
и F(, ) приобретают следующий вид:

( ) ( ) ( ), cos , sin sin , ;x yF N N         = +    (33)

( ) ( ), cos , .yF N     =                 (34)

Формулы (31)–(34) приведены в работах [1, 4] 
в качестве рекомендуемых для расчета ДН иссле-
дуемых антенн по результатам измерения поля 
в ближней зоне этих антенн на плоской поверх-
ности сканирования. Однако диапазон углов на-
блюдения, для которых можно использовать эти 
формулы, очень ограничен. Это следует хотя бы 
из того, что в них изначально содержатся опреде-
ленные противоречия. 

Например, для линейно поляризованного рас-
крыва, вектор E  которого параллелен оси ОХ 
(ay(x, y)=0), в азимутальной плоскости (плоскость 
 = 0 на рис. 2, а и плоскость = 0 на рис. 2, б) 
получаются следующие результаты: 

( ) ( ), cos , ,xF N     =  ( ) 0, ;F   =

( ) ( ), , ,xF N    =  ( ) 0, .F   =

Для этой же поляризации в угломестной пло-
скости (плоскость  = 90 на рис. 2, а и плоскость 
 = 0 на рис. 2, б) имеем

( ) 0, ,F   =  ( ) ( ), , ;xF N    =-

( ) ( ), cos , ,xF N     =  ( ) 0, .F   =

В то же время формулы (17), (18), (27), (28) 
справедливы для более широкого диапазона 
углов наблюдения и не содержат описанных вы-
ше противоречий. Например, для линейно поля-
ризованного вдоль оси ОХ раскрыва (ay(x, y) = 0) 
в азимутальной плоскости (плоскость  = 0 на 
рис. 2, а и плоскость  = 0 на рис. 2, б) получают-
ся следующие результаты:  

( ) ( ) ( )0 5 1, , cos , ,xF N     = +  ( ) 0, ;F   =

( ) ( ) ( )0 5 1, , cos , ,xF N     = +  ( ) 0, .F   =

Для этой же поляризации в угломестной пло-
скости (плоскость  = 90 на рис. 2, а и плоскость 
= 0 на рис. 2, б) имеем

( ) 0, ,F   =  ( ) ( ) ( )0 5 1, , cos , ;xF N     =- +   

( ) ( ) ( )0 5 1, , cos , ,xF N     = +  ( ) 0, .F   =

Таким образом, при расчете ДН исследуемых 
антенн по результатам измерения фазирован-
ных антенных решеток на плоскости вблизи их 
раскрыва следует использовать формулы (17), 
(18) для сферической системы координат точки 
наблюдения и (27), (28) — для азимутально-угло-
местной системы координат точки наблюдения. 

Вывод расчетных формул 
на основе решения волнового 
уравнения Гельмгольца 

При построении модели предполагается, что 
антенна расположена в одном из полупрост-
ранств, замыкаемом плоскостью YOX  при x = d. 
Полупространство, в котором требуется опреде-
лить электромагнитное поле, является однород-
ной и изотропной средой.

Векторное волновое уравнение в декартовых 
координатах имеет вид

E + k2E = 0,                               (35)

где   — оператор Лапласа. 
В качестве частных решений используются од-

нородные плоские волны, область определения ко-
торых соответствует уравнению (35). В этом случае 
вектор напряженности электрического поля явля-
ется решением уравнения Гельмгольца в декарто-
вых координатах и определяется выражением

( ) ( ) d d( ) ,j
x ye k k

¥ ¥

-¥-¥

= ò ò kRE R A k                   (36)
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где R — радиус-вектор точки в декартовых коор-
динатах; k — волновой вектор; A(k) — угловой 
спектр плоских волн.

Из уравнения (36) для составляющих Ex и Ey 
на плоскости YOX при z = d получим

( )

( )

( )

( )

d d

d d

, ,

, ;

, ,

, .

y z

x y z

x
k

jxk jyk jk dx
x x y x y

k

y
k

jxk jyk jk d
y x y x y

k

E x y d

A k k e k k

E x y d

A k k e k k

- -

-

- - -

-

ìï =ïïïï -ï=ïïïïíï =ïïïïï=ïïïïî

ò ò

ò ò

     (37)

Составляющие амплитудных спектров пло-
ских волн определяются посредством двумерного 
обратного преобразования Фурье:

( )

( )

( )

( )

 

2
 

 

2
 

d d
4

d d
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   (38)

где xmin, ymin и xmax, ymax — координаты, опреде-
ляющие границы области измерения в плоскости 
OXYz=d.

Составляющая Az(kx, ky) = –(1/kz)((kxAx(kx, ky) +
+ kyAy(kx, ky)) находится из условия divE = 0, так 
как в рассматриваемой области не содержатся 
свободные заряды.

Для дальней зоны уравнение (38) после преоб-
разований на основе метода стационарной фазы 
приводится к виду [5, 6]

E(R) = j(2/R)kz A(k)e–j(kR).                (39)

Для сферической системы координат (R, , ), 
используя (9), получим

( )cos sin cos sin ;

sin cos .
x y z

x y

E E E E

E E E




   

 

ìï = + -ïïíï = - +ïïî
      (40)

Раскрывая (40) и используя свойство (39), 
можно получить следующие равенства:

( ) ( )( )

( ) ( )( )

2

2

, cos , sin ;

, cos , sin cos ,

jkR

x x y y x y
jkR

y x y x x y

e
E j k

R
A k k A k k

e
E j k

R
A k k A k k







 



  

-

-

ìïïï = ´ïïïï ´ +ïïíïï = ´ïïïïḯ -ïïî

    (41)

где kx = k sin cos; ky = k sinsin; kz = k cos. 

Таким образом, ДН в системе координат (R, , ) 
будут иметь следующий вид:  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
, , cos , sin ;

, ( , cos , sin )cos .
x y

y x

F A A

F A A





       

        

ìï = +ïïíï = -ïïî
  
(42)

Для азимутально-угломестной системы коор-
динат (R, , ), используя (19), получим

( )cos sin sin cos ;

sin cos .
z x y

z x

E E E E

E E E




   

 

ì = + -ïïíï = - +ïî
       (43) 

Раскрывая (40) и используя свойство (43), 
можно получить следующие равенства:
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где kx = k cos sin; ky = k sin; kz = k cos cos. 
Таким образом, ДН в системе координат (R, , ) 

будут иметь следующий вид:

( ) ( )
( ) ( ) ( )
, , cos ;

, , cos , sin sin .
y

x y

F A

F A A





    

        

ìï =ïïíï = +ïïî
  (45) 

Для того чтобы сделать заключение о точно-
сти выведенных формул, необходимо сравнить 
результаты их использования для определения 
ДН эталонной антенны.

Сравнительный анализ полученных формул 

Для оценки точности формул (17), (18), (27), 
(28), полученных интегральным методом, и фор-
мул (42), (45), полученных спектральным методом, 
был использован эталон в виде математической мо-
дели источника излучения, характеристики кото-
рого могут быть аналитически определены в любой 
точке окружающего пространства. Моделируемый 
источник излучения представлял собой плоскую 
эквидистантную решетку (1515) элементарных 
электрических диполей с дипольными моментами, 
перпендикулярными плоскости ZOX.

По известным аналитическим формулам [6] 
рассчитывали распределение поля:

— в дальней зоне (получая таким образом эта-
лонную ДН);

— на плоскости, расположенной вблизи рас-
крыва источника излучения (получая таким об-
разом исходные данные для восстановления ДН 
с помощью сравниваемых формул).

Затем, используя вышеупомянутое распреде-
ление поля на плоскости вблизи раскрыва, с по-
мощью формул (17), (18), (27), (28), (42), (45) вос-
станавливали ДН источника излучения. Оценка 
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точности этих формул проводилась путем сравне-
ния восстановленных ДН с эталонной.

Результаты расчетов составляющих F(,  = 90) 
(что соответствует F(,  = 0)) и F(,  = 0) (что 
соответствует F( = 90, )) моделируемого ис-
точника излучения в двух главных плоскостях 
приведены на рис. 3, а и б.

Как следует из проведенных расчетов, более 
близкие к эталонной ДН результаты получаются 
при использовании формул на основе спектраль-
ного метода (42), (45). 

Формулы, полученные на основе интегрально-
го метода, начиная с углов  = 25, дают неточные 
результаты, а при углах , близких к 60, относи-
тельная ошибка достигает 10 % для F(,  = 0) и 
15 % для F(,  = 90).

Формулы, полученные на основе спектрально-
го метода, для углов , близких к 60, дают отно-
сительную ошибку 6 % для F(,  = 90) и 4 % 
для F(,  = 0).

Заключение

Результаты выполненной работы позволяют 
сделать следующие выводы:

Традиционно используемые для восстановления 
ДН формулы (31)–(34) содержат внутренние про-
тиворечия и пригодны только для восстановления 
главного лепестка ДН узконаправленных антенн.

Формулы (17), (18), (27), (28), полученные на 
основе приближения Кирхгофа, не содержат 
внутренних противоречий и могут быть исполь-
зованы для восстановления главного и первого 
бокового лепестка ДН исследуемых узконаправ-
ленных антенн.

Формулы (45), (46), полученные на основе спек-
трального метода, могут быть использованы для 
восстановления главного и нескольких ближних 
боковых лепестков ДН исследуемых узконаправ-
ленных антенн.
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  Рис. 3. Диаграммы направленности моделируемого источника в вертикальной (а) и горизонтальной (б) плоскости 

В области главного лепестка ДН узконаправ-
ленных антенн все полученные формулы (17), 
(18), (27), (28), (45), (46) имеют примерно одинако-
вую точность.  

Результаты работы могут найти практическое 
применение в алгоритмах восстановления ДН 
исследуемых антенн на стендах ближнего поля 
с плоской поверхностью сканирования.
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Problem: The literature on antenna design offers various formulas for calculating the radiation pattern by measuring the amplitude 
and phase of the radiated field over the plane located close to the antenna aperture, but the range of the accurately calculated resulting 
radiation pattern is not specified strictly enough. The purpose of this work is estimating the accuracy range of the traditional formulas 
and derivating new ones, providing a broader accuracy range for antenna radiation patterns. Results: In the paper, restrictions of the 
traditional formulas are analyzed. For narrow-beam antennas, these  formulas have internal contradictions limiting the accuracy range 
of the resulting radiation pattern to  the main lobe. In Kirhgof’s approximation, formulas free of these restrictions have been dervived,  
which broaden the accuracy range and add to it the first side lobe. On basis of the spectral method  for Helmholtz equation solution, 
other formulas have been derived which broaden the accuracy  range still more, adding to it several close side lobes beside the main one. 
The accuracy ranges  provided by different formulas were estimated with the mathematical model of an equidistant planar  antenna 
array of 225 electric dipoles (1515). For this array, we calculated the radiation pattern in a remote zone and the distribution of the 
tangential component of the complex electric field vector over a scan surface located in a close zone parallel to the antenna aperture. 
The obtained tangential component distribution was used as the input data to calculate the radiation patterns using the compared 
formulas. Each calculated pattern was then compared with the model analytical pattern. Practical relevance: The obtained formulas 
allow you to accurately calculate not only the main lobe of a narrow-beam antenna but also its first side lobes. These results can be used 
in algorithms of calculating antenna radiation patterns under tests at planar near-field facilities.

Keywords — Kirhgof’s Approximation, Tangential Component of Electric Field Vector, Scan Surface, Amplitude-Phase Field 
Distribution, Helmholtz Equation, Radiation Pattern.
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