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Цель: для повышения надежности редукторов с мелкомодульными зубчатыми колесами разработаны различные 
математические модели расчета вибрации редуктора с учетом некоторых погрешностей изготовления его элементов. 
Однако эти модели не учитывают процессов проскальзывания в зубчатых зацеплениях. Цель исследования — построе-
ние математической модели вибрации редуктора с учетом процессов проскальзывания и определение спектрального 
состава сил, обусловленных процессами проскальзывания в зубчатых зацеплениях. Результаты: построенная матема-
тическая модель показала, что с учетом переменной скорости проскальзывания возмущающая сила от процессов про-
скальзывания, возникающая при взаимодействии рабочих профилей зубьев, модулирована по частоте. В спектр вибра-
ции ступени редуктора основной вклад вносят процессы проскальзывания. В спектре вибрации содержатся гармоники 
не только возмущающих сил от неточности изготовления элементов опор качения, зубчатых зацеплений и процессов 
проскальзывания, но и комбинационные гармоники от этих сил и флуктуации жесткости. Практическая значимость: 
применяя предложенную математическую модель, можно более точно проводить расчет вибрации, оценку динамиче-
ских нагрузок в зонах контакта элементов, а также намного точнее оценивать ресурс работы и надежность редуктора. 
На стадии проектирования модель позволяет нормировать процессы проскальзывания и технологические погрешности 
элементов для достижения заданного ресурса работы.
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Введение

Редукторы с мелкомодульными зубчатыми 
колесами играют важную роль как в системах 
специального назначения [1], так и в устройствах 
бытовой техники. Наличие вибрации ощути-
мо влияет на точность исполняемых функций 
этими системами, а также снижает качествен-
ные характеристики, такие как надежность 
и ресурс. 

Взаимодействие элементов редуктора приво-
дит к возникновению вибрации, которая опре-
деляется технологическими погрешностями из-
готовления отдельных элементов [2]. Точность 
изготовления элементов редуктора (зубчатых 
колес и подшипниковых опор) на стадии произ-
водства, а также дефекты, которые возникают 
в процессе эксплуатации, вследствие износа, 
значительно влияют на надежность редукторов 
[3]: увеличивают виброактивность редуктора, 
повышают динамические нагрузки в зонах кон-
такта элементов редуктора, снижают ресурс его 
работы. Известны различные математические 
модели расчета вибрации редукторов с учетом 
некоторых погрешностей изготовления элемен-
тов редуктора, однако эти модели не учитывают 
процессов проскальзывания в зубчатых зацепле-
ниях. Процессы проскальзывания зубьев в сово-
купности с неточностью их изготовления повы-
шают виброактивность редуктора, отрицательно 

сказываются на износе зубьев и, как следствие, 
приводят к разрушению редуктора [4]. 

Следовательно, разработка методик, алгорит-
мов и моделей расчета виброактивности редук-
торов с учетом этих процессов приобретает боль-
шую актуальность.

Спектральный состав возмущающих сил 
от процессов проскальзывания

Анализ процессов проскальзывания во взаи-
модействующих элементах (подшипниках и зуб-
чатых зацеплениях) позволил разработать детер-
минированные модели сигналов, характеризиру-
ющие вибрацию. 

В результате перемещения пятна контакта воз-
никает высокочастотный сигнал, который можно 
вычислить из параметров шероховатости и ско-
рости проскальзывания. Волнистость профиля 
вдоль активной линии зацепления будет приводить 
к флуктуации пятна и, как следствие, к ампли-
тудной модуляции высокочастотного сигнала [5]. 
Частота модулирующего сигнала будет определять-
ся периодичностью профиля. С учетом переменной 
скорости проскальзывания сигнал, возникающий 
при взаимодействии рабочих профилей зубьев, до-
полнительно модулирован по частоте и представля-
ет частотно-модулированный сигнал [6, 7]

( ) ( )ïð ïðsin sin ,m zF F h t K t = +  



ИНФОРМАЦИОННО
УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ № 6, 201488

МОДЕЛИРОВАНИЕ СИСТЕМ И ПРОЦЕССОВ

где h — погрешность профиля зуба; z — зуб-
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з — угол зацепления, z2 — число зубьев колеса.
Частотно-модулированный сигнал, а также 

его спектральный состав для зубчатого зацепле-
ния при z1 = 18; z2 = 25; fвp = 200 Гц графически 
представлены на рисунке, где In(x) — функция 
Бесселя первого рода n-го порядка от аргумента x.

Анализ показывает, что возмущающие силы 
от процессов проскальзывания, возникающие 
при взаимодействии рабочих профилей зубьев, 
модулированы по частоте и имеют достаточно 
широкий спектр частот.

Расчет вибрации ступени редуктора

Рассмотрим вибрацию ступени редуктора 
при условии, что вал установлен в неидеальных 
шарикоподшипниках. Шарикоподшипники и 
зубчатые зацепления являются упругими эле-
ментами, а остальные элементы конструкции, 

  Спектральный состав возмущающих сил от процессов проскальзывания: а — изменение скорости проскальзы-
вания по поверхности; б — частотно-модулированный сигнал силы трения; в — спектральный состав силы тре-
ния при проскальзывании

обладающие существенно большей жесткостью, 
считаются абсолютно жесткими. 

Действительно, исследования показали, что 
для анализируемого класса роторных систем но-
минальные частоты вращения значительно мень-
ше критических частот, при которых необходимо 
учитывать изгибные колебания вала ступени. 
Таким образом, ступень редуктора можно счи-
тать жесткой, а подшипники и зубчатые зацепле-
ния — упругими элементами [8].

При составлении уравнений колебания степе-
ни редуктора в качестве обобщенных координат 
примем координаты Хр2, Хр3, определяющие по-
ложение центра масс ротора в неподвижной си-
стеме координат оси Х1, Х2, Х3, а также углы Хр4, 
Хр5, характеризующие повороты осей вращения 
ступени редуктора. Оси Х1, Х2, Х3 — ортогональ-
ные, ось Х1 совпадает с осью вращения ступени, 
а оси Х2, Х3 лежат в вертикальной плоскости. 

Линейные перемещения ступени в точках рас-
положения подшипников определяются следую-
щим образом:

( ) 1
ð2 ð2 ð4+ 1– ;L
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( ) 1
ð3 ð3 ð51– ,L

L LX X l X+= +

где lL — расстояние от центра масс ступени редук-
тора до центра масс L-го подшипника (L = 1, 2).

В этом случае уравнение колебаний ротора за-
писывается в виде [4]
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где Mр — масса ступени; Jр — момент инерции 
ротора относительно оси Xр2, Xр3; FLXi — проек-
ция силы упругости, действующей в L-м подшип-
нике на ось Xi; FqXi — проекции силы упругости, 
действующей в q-м зацеплении ступени на ось Xi; 

ïð
qXiF  — проекции сил проскальзывания, действу-

ющих в q-м зацеплении на ось Xi; ñò
LXiF  — про-

екция статической силы, действующей в L-м под-
шипнике на ось Xi; 

ñò
qXiF  — проекция статической 

силы, действующей в q-м зацеплении на ось Xi.
Решая уравнения статического равновесия 

относительно статической деформации, возни-
кающей в местах контакта шариков с кольцами 
подшипников и зубьев в зубчатых зацеплениях, 
а также учитывая тот факт, что полная деформа-
ция зубчатого колеса имеет вид [9]

( ) 1
0 –1

,
,k

iq iq kj kj
k j

x h   + -å  = +

где 0 iq — статическая деформация зацепления; 
kj — конструктивный параметр k-го колеса в j-м 
направлении (k = 1 — шестерня, k = 2 — колесо); 
h — функция профильной ошибки зацепления.

Деформация i-го шарика подшипника

0 1 2 ,i i j jx r r d     - - +å 
j

= +

где 0 i — статическая деформация i-го шарика 
подшипника; j — конструктивный коэффици-
ент шарикоподшипника в j-м направлении; r1, 
r2, d — технологические погрешности наруж-
ного, внутреннего колец и разноразмерность ша-
риков. Линеаризуем систему дифференциальных 
уравнений относительно сил упругости, имею-
щих нелинейную зависимость от деформаций [2]:
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где B — конструктивный параметр подшипника 
или зубчатого зацепления; е() — функция кон-

тактирования: ( )
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В результате получаем систему уравнений, опи-

сывающих колебания ступени редуктора с учетом 
жесткостей и вынуждающих сил [2, 10, 11]:
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где CLPSl — амплитуда изменения жесткости 
CPS L-го подшипника на l-й частоте; FLjK — ам-
плитуда вынуждающей силы L-го подшипника 
в j-м направлении на K-й частоте; LPSl — l-я ча-
стота изменения жесткости CPS L-го подшипни-
ка; LjK — K-я частота вынуждающей силы L-го 
подшипника в j-м направлении; LPSl — фаза из-
менения жесткости CPS на l-й частоте L-го под-
шипника; LjK — фаза вынуждающей силы L-го 
подшипника в j-м направлении на K-й частоте; 

ç  qjlC  — амплитуда изменения жесткости q-го зуб-
чатого зацепления на l-й частоте; ql¢  — расстоя-
ние от центра масс ступени редуктора до q-й ше-
стерни; qjl — l-я частота изменения жесткости
q-го зацепления в j-м направлении; ç

qjKF  — ам-
плитуда вынуждающей силы q-го зацепления 
в j-м направлении на K-й частоте; з

qjK — K-я ча-
стота вынуждающей силы от дефектов q-го заце-
пления в j-м направлении; ïð

qjKF  — амплитуда вы-
нуждающих сил от проскальзывания q-го заце-
пления в j-м направлении на K-й частоте; ïð 

qjK  — 
K-я частота вынуждающих сил от проскальзыва-
ния q-го зацепления в j-м направлении:
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Система дифференциальных уравнений с па-
раметрическими коэффициентами при условиях 

CLPS0>>CLPSl, Cqj0>>Cqjl решается методом мало-
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В спектре вибрации содержатся гармоники 
не только возмущающих сил от неточности из-
готовления элементов опор качения, зубчатых 
зацеплений и процессов проскальзывания, но и 
комбинационные гармоники от этих сил и флук-
туации жесткости. Процессы проскальзывания 
в зубчатых зацеплениях редуктора вносят в спектр 
вибрации большой вклад. Поэтому их необходи-
мо учитывать при моделировании вибрационных 
процессов.
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Заключение

Разработанная математическая модель вибра-
ции редуктора позволяет более точно проводить 
расчет вибрации, оценку динамических нагру-
зок в зонах контакта элементов, а также значи-

тельно точнее оценивать ресурс работы и на-
дежность редуктора. На стадии проектирования 
позволяет нормировать процессы проскальзыва-
ния и технологические погрешности элементов 
для достижения заданного ресурса работы ре-
дуктора. 
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Purpose: To improve the reliability of fine-module gear reducers, various mathematical models have been developed which 
calculate the reducer vibration taking into account certain manufacturing errors. However, these models ignore teeth slippage. 
The purpose of this study is building a mathematical model of reducer vibration which takes into account the teeth slippage and 
determining the spectral composition of the forces caused by the slippage. Results: The developed mathematical model has shown 
that, taking into account the variable slippage velocity, the disturbing force of the slippage occurring during the interaction of 
the working tooth profiles is modulated in frequency. The slippage contributes to the gear vibration spectrum. The spectrum 
contains not only the harmonics from the disturbing forces caused by manufacturing inaccuracies in the rolling support elements, 
gearings and slippage, but also the combinatory harmonics from these forces and the stiffness fluctuations. Practical importance: 
The proposed mathematical model allows you to accurately calculate the vibration and the dynamic loads in the element contact 
zones. You can also estimate the gearbox operational life and reliability of the reducer much more accurately. At the design stage, 
this model helps to normalize the slippage and eliminate technological errors in the elements to achieve the desired service life 
of the device.
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Москва, тел.: (495) 787-38-73, эл. почта: Alfimov@viniti.ru, сайт: http://www.informnauka.com
«Гал»
Москва, тел.: (495) 500-00-60, 580-95-80, эл. почта: interpochta@interpochta.ru, сайт: http://www.interpochta.ru

Краснодар, тел.: (861) 210-90-00, 210-90-01, 210-90-55, 210-90-56, эл. почта: krasnodar@interpochta.ru
Новороссийск, тел.: (8617) 670-474
«Деловая пресса»
Москва, тел.: (495) 962-11-11, эл. почта: podpiska@delpress.ru, сайт: http://delpress.ru/contacts.html
«Коммерсант-Курьер»
Казань, тел.: (843) 291-09-99, 291-09-47, эл. почта: kazan@komcur.ru, сайт: http://www.komcur.ru/contacts/kazan/
«Урал-Пресс» (филиалы в 40 городах РФ)
Сайт: http://www.ural-press.ru
«Идея» (Украина)
Сайт: http://idea.com.ua
«BTL» (Узбекистан)
Сайт: http://btl.sk.uz/ru/cat17.html

и др.
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