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Введение

В последнее время имеет место тенденция к уве-
личению требований к качеству передаваемой ин-
формации (вероятность ошибки декодирования по-
рядка 10–12 и менее). При высокой кратности моду-
ляции более целесообразно использовать недвоич-
ные коды, которые имеют лучшую корректирую-
щую способность по сравнению с двоичными кода-
ми с той же избыточностью. Фактически, требуют-
ся коды с малой избыточностью. К передаче по со-
временным волоконным оптическим каналам свя-
зи сейчас предъявляются довольно жесткие тре-
бования. Для нормального использования необхо-
дима достаточно низкая вероятность искажения 
информации при передаче и относительно неболь-
шая избыточность используемых кодов. Кроме 
того, из-за очень высокой скорости передачи дан-
ных необходимыми условиями также являются 
использование методов кодирования, требующих 
относительно малого числа операций при кодиро-
вании и декодировании на бит передаваемой ин-
формации, а также возможности распараллелива-
ния вычислений при кодировании и декодирова-
нии. Можно выделить несколько классов кодов, по-
зволяющих построить длинный код с хорошей кор-
ректирующей способностью. Обычно это каскад-
ные коды или МПП-коды. Среди этих кодов осо-
бое место занимает подкласс обобщенных ка-
скадных кодов [1–3], а именно обобщенные коды 
с локализацией ошибок (ОЛО-коды).

В современных условиях для более эффектив-
ного использования диапазона частот применя-
ется модуляция высокой кратности. Примером 
такого метода передачи информации может слу-
жить передача по волоконно-оптическим линиям 
связи (ВОЛС). В данной работе предлагается ис-
пользовать для ВОЛС обобщенные коды с лока-
лизацией ошибок на основе кодов Рида — Соло-
мона. Впервые коды с локализацией ошибок 
были упомянуты в 1965 г. в работах [4, 5]. Дан-
ные коды на каждом этапе декодирования и об-
наруживают ошибки и стирания, и исправляют 
их [6, 7]. Кодирование осуществляется в несколь-
ко этапов, но при этом длина кодов, использован-
ных на каждом этапе, невелика по сравнению 
с общей длиной кода. Это позволяет распаралле-
ливать вычисления, а малая длина кодов-компо-
нентов обеспечивает относительно небольшую 
сложность вычислений. Поскольку на каждом 
этапе избыточность кодов-компонентов может 
быть различной, многоуровневое строение этих 
кодов позволяет подобрать структуру кода, обе-
спечивающую оптимальные значения для скоро-
сти передачи и корректирующей способности.

Постановка задачи выбора оптимальных 
параметров

Основным достоинством кодов с локализаци-
ей ошибок является их гибкость, способность со-
гласовать свою внутреннюю структуру с особен-
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ностями канала передачи данных. Отсюда край-
не остро встает проблема подбора параметров, 
обеспечивающих наилучшие корректирующие 
свойства кода. В результате, помимо разработки 
алгоритмов кодирования и декодирования ОЛО-
кодов, перед нами стоит еще задача подбора оп-
тимальных параметров кода. Данная задача яв-
ляется многокомпонентной, поскольку даже при 
заданной избыточности всего кода мы можем ва-
рьировать избыточность кодов-компонентов 
в широких пределах. Передача по оптическому 
каналу связи требует высокой скорости переда-
чи, поэтому необходимо подобрать параметры 
ОЛО-кода таким образом, чтобы избыточность 
кода оказалась наименьшей при заданной веро-
ятности отказа (и ошибки) от декодирования. 
Так как на каждом отдельном этапе декодирова-
ния используется два множества кодов (количе-
ство этапов зависит от порядка рассматриваемо-
го кода), поставленная задача может оказаться 
сложной. Для ее решения требуется получить те-
оретические оценки, ориентируясь на которые 
можно подобрать необходимые значения пара-
метров кода. 

Кодирование ОЛО-2 кодами

При кодировании ОЛО-кодами информацион-
ные символы записываются в левую часть матри-
цы, обладающей ступенчатой структурой. В пра-
вую часть матрицы записываются проверочные 
символы ОЛО-кода, полученные c помощью вну-
тренних кодов длины n1 и внешних кодов длины 
n2. Порядок ОЛО-кода m определяет количе-
ство используемых при кодировании внутрен-
них и внешних кодов, в качестве которых высту-
пают коды Рида — Соломона. 

Проверочная матрица внутренних кодов ОЛО-
кода имеет вид
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где L — количество внешних A и внутренних 

B кодов; I(i) — единичные матрицы, а 
( )i
jQ  — не-

которые матрицы с элементами из GF(q), i = 1, …, 
L, j = 0, …, L – 1. Вначале информационные сим-
волы записываются в левую часть матрицы C, 
в правую часть записываются нули (рис. 1). 

Процесс кодирования осуществляется в L ите-
раций. На первом шаге к матрице C и L-м внеш-
нему и внутреннему кодам применяется следу-
ющий алгоритм.

1. Информационные символы разбиваются на 
n2 подблоков, из которых k2 первых подблоков име-
ют длину n1, а r2 = n2 – k2 оставшихся — длину k1.

2. Каждый из r2 подблоков длины k1 кодиру-
ется внутренним кодом Рида — Соломона с пара-
метрами (n1, k1, d1). В результате получаем r2 век-
торов длины n1, являющихся кодовыми словами 
внутреннего кода.

3. Для каждого из первых k2 подблоков длины 
n1 находим вектор длины r1 = n1 – k1 по форму-
ле  

( ),Lt
B=s v H  где ( )L

BH  — проверочная матри-
ца кода первой ступени в приведенно-ступенча-
той форме, а v — -й подблок.

4. Представляя векторы ,ts   = 1, …, k2, как 
элементы 12( ),rGF  получаем вектор из k2 симво-
лов над 12( )rGF  и кодируем его внешним кодом 
Рида — Соломона с параметрами (n2, k2, d2). В ре-
зультате получаем кодовое слово внешнего кода. 
Затем к полученным в п. 2 проверочным сим-
волам внутреннего кода, рассматриваемым как 
элементы 1( ),rGF q  прибавляем соответствующие 
проверочные символы внешнего кода.

После первой итерации в правый нижний под-
блок матрицы C, прежде заполненный нулями, 
записываются проверочные символы p(L). На сле-
дующем шаге алгоритм кодирования ЛО-кода 
применяется к модифицированной матрице C 
и (L – 1)-м внешнему и внутреннему кодам. Та-
ким образом, с каждым следующим шагом в пра-
вую часть матрицы записываются новые прове-
рочные символы. Из структуры проверочной 
матрицы H следует, что, для того чтобы сохра-

нить выполнение соотношений 
( ) ( )s st
B s A= ÎH C a  

на l-й итерации, необходимо изменить все под-
матрицы Ys, s{l + 1, …, L}. Для этого необходимо 
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Алгоритм декодирования ОЛО-2 кодов

Аналогично с кодированием декодирование 
ОЛО-кода осуществляется в несколько этапов, 
количество которых равно порядку ОЛО-кода m. 
При передаче по каналу с шумом к кодовому сло-

Матрица C перед кодированием

Информационные символы

Незаполненная часть

 

Y1 = 0

YL – 1 = 0

YL = 0

  Рис. 1. Структура матрицы C
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ву ОЛО-кода C добавляется некоторая ошибка E. 
Таким образом, полученная комбинация Y зада-
ется как Y = C  E. Вначале декодирования вы-
числяются синдромы соответствующего данному 
шагу внутреннего кода, необходимые для опреде-
ления символов внешнего кода ( )( ) ,LL

B=a H Y  по-
сле чего происходит декодирование соответству-
ющим внешним кодом, в результате которого по-
лучаем  ( ).La  В предположении, что декодирова-
ние внешним кодом было успешным, происходит 
декодирование каждого столбца bj принятой ком-
бинации Y внутренним кодом таким образом, что 

( ) ( ) .L L
jBj =a H b  На каждом шаге для соответствую-

щего внутреннего кода происходит как обнару-
жение, так и исправление стираний и ошибок. 
Таким образом, если количество обнаруженных 
ошибок или число стираний в кодовом слове вну-
треннего кода превышает корректирующую спо-
собность этого кода, то для соответствующего 
этому слову символа внешнего кода выносится 
вердикт «стирание». Если же в кодовом слове 
внутреннего кода, неверно исправленном на пре-
дыдущем шаге, на текущем шаге вновь обнару-
жены ошибки, то это слово становится таким, ка-
ким оно было на предыдущем шаге. Затем проис-
ходит вычисление добавочного члена, необходи-
мого для получения синдромов следующего вну-
треннего кода a(L – 1). При декодировании на каж-
дом следующем шаге используется информация 
о стертых символах, полученная на предыдущем 
шаге. Аналогичные действия производятся на 
всех последующих шагах. Можно отметить, что 
при неправильном декодировании хотя бы одного 
внешнего кода все последующие вычисления бу-
дут неверными, поэтому очень важно правильно 
подобрать избыточность внешних кодов. Ниже 
представлена теоретическая оценка и результа-
ты моделирования для данного алгоритма.

Выбор порядка кода

Для получения оптимальных характеристик 
необходимо правильно выбрать порядок m (количе-
ство шагов), а также количество проверочных сим-
волов в каждом горизонтальном блоке. Структура 
кода выбирается таким образом, чтобы результиру-
ющее значение ошибки декодирования было мень-
ше . В работе считаем, что кодовое расстояние 

( )i
Bd  для внутренних кодов будет последовательно 

принимать значения от 2( )L
Bd =  до ( )i

Bd  с шагом 1. 
Таким образом, поскольку избыточность внутрен-
них кодов фиксирована, избыточность внешних 
кодов должна быть подобрана таким образом, что-
бы вероятность ошибочного декодирования на 
каждом шаге не превышала заданную величину. 

В работе мы используем тот факт, что код 
Рида — Соломона обнаруживает ошибки, если 

выполняется условие e +   d – 1, и исправляет 
ошибки и стирания при выполнении 2e +   d – 1. 
Из этих условий несложно получить комбинатор-
ные формулы для вероятности ошибки и вероят-
ности отказа от декодирования для кода Рида — 
Соломона [8].

Найдем формулу для вероятности ошибки. 
Предположим, что при передаче по каналу в ко-
довом слове появилось е ошибок. Таким образом, 
согласно неравенству, приведенному выше, для 
неверного декодирования необходимо также чис-
ло стираний   d – 2e, т. е. вероятность ошибоч-
ного декодирования при условии, что было сдела-
но е ошибок, задается как

2
1| ( ) .
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-
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Суммируя по всем возможным е, получаем ис-
комую вероятность ошибочного декодирования

0 2
1( ) .

n n e
e e t t n t e

err n e n e t e t
e t d e

P C p C p p p
-

- -
-

= = -
= - -å å

Аналогично получаем формулу для вероятно-
сти отказа для кода Рида — Соломона: 

0
1( ) .

n n e
e e t t n t e

eras n e n e t e t
e t d e

P C p C p p p
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- -
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Определим, какое количество шагов необхо-
димо для обеспечения нужного уровня вероятно-
сти ошибки. Для этого следует определить, ка-
кая избыточность ( )i

Bd  для внутреннего кода на 
первом же шаге обеспечит ошибку меньше . По-
скольку мы ищем код с минимальной избыточно-
стью, это означает, что избыточость внутреннего 
кода не должна превышать ( ).i

Bd  Ошибка декоди-
рования имеет следующий вид:
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Количество шагов i будет равным минималь-
ному значению 1( ) ,i

Bd -  поскольку d для внутрен-
них кодов будет последовательно принимать зна-
чения от 2 до ( ).i

Bd

Теоретическая оценка отказа 
от декодирования

В начале каждого шага производится обнару-
жение ошибок с помощью внутреннего кода. Бу-
дем считать, что обнаружение ошибок для кода 
Рида — Соломона происходит, только если вы-
полняется неравенство e +   d – 1, хотя на самом 
деле таких случаев больше. Затем производится 



ИНФОРМАЦИОННО
УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ № 1, 201350

КОДИРОВАНИЕ И ПЕРЕДАЧА ИНФОРМАЦИИ

исправление ошибок и стираний. Поскольку на 
каждом следующем шаге кодирование осущест-
вляется при помощи кода Рида — Соломона, то 
для успешного декодирования необходимо вы-
полнение неравенства 2e +   d – 1. Если же при 
исправлении ошибок и стираний при избыточно-
сти d на текущем шаге произошла ошибка деко-
дирования, то на следующем шаге при избыточ-
ности d + 1 ошибки будут обнаружены только 
в том случае, если e +  = d. Ниже приведены ис-
пользуемые для вычислений формулы вероятно-
стей ошибки и стирания кодов Рида — Соломона:
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Рассмотрим несколько первых шагов декодиро-
вания. Вероятность появления стирания и ошибки 
в символах первого внешнего кода можно выра-
зить как
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На первом этапе происходит декодирование 
первым внешним кодом A(L). При этом вероят-
ность ошибки будет выглядеть как 
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а вероятность правильного декодирования сле-
дующего внешнего кода можно представить как 

( ) 11 ( ) ( ),L L
Aerr AP P -

+-  где 1( )L
AP -
+  — вероятность пра-

вильного декодирования L – 1 внешнего кода при 
условии, что предыдущий внешний код также 
был декодирован верно. Необходимо отметить, 
что структура ОЛО-кода такова, что если хотя бы 
один из внешних кодов будет декодирован невер-
но, то неверно декодирован будет весь ОЛО-код. 
Дополнительную сложность в оценку вносит тот 
факт, что после использования каждого следую-
щего внешнего кода вероятность ошибки pe и ве-
роятность стирания pt изменяются. Используе-
мый на первом шаге внутренний код с расстояни-
ем dL = 2 может обнаружить одну ошибку в столб-
це кодового слова ОЛО-кода или исправить оди-
ночное стирание. Вероятность обнаружения ошиб-
ки первым внутренним кодом запишем как
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вероятность исправления ошибки — как
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Кроме этого, внутренний код добавляет новые 
ошибки, если в столбце кодового слова ОЛО-кода 
присутствуют одно стирание и некоторое число 
ошибок. Эту вероятность представим как
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Таким образом, вероятности стирания и ошиб-
ки в символах второго внешнего кода будут вы-
глядеть как
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На следующем шаге вероятность ошибки для 
второго внешнего кода при условии, что первый 
внешний код был декодирован верно, будет выра-
жаться как
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Аналогично при дальнейшем декодировании 
вторым внутренним кодом с dL – 1 = 3 могут быть 
исправлены двойные стирания и одиночные ошиб-
ки, а также обнаружены двойные ошибки. Веро-
ятность обнаружения ошибки вторым внутрен-
ним кодом 
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при этом ошибки будут обнаружены на позициях, 
где на первом шаге присутствовала одна ошибка 
и одно стирание, после чего на место добавленной 
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первым внутренним кодом ошибки вновь запишет-
ся стирание. Вероятность исправления ошибки 
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Вероятность добавления новых ошибок вто-
рым внутренним кодом 
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Запишем вероятности стирания и ошибки 
в символах третьего внешнего кода: 

1

2
2 2 2

2
1

1
1 1

1
2

3

1 2 2 1

3 0 1

1

1

( ) ( , ) ( , )

( , ) ( )

( )

( ) ;

t

L
B BBe

n
e e n e

B n n e e t
e

n
e e n e

n t n e e t
e

n
e e n e
n e e t

e

P P e t P e t

P e t C p C p p p

C p C p p p

C p p p

-

-
- -

-
=

-
- -

-
=

-

=

= ³ = + ³ = +

+ ³ = = - - +

+ - - +

+ - -

å

å

å

1

3
2 2 2

1 1 1 2
1

0 3 2 0

1 1 1

1

1

( ) ( , ) ( , )

( , ) ( )

( )

( ) .

L
B BBt

n
t t n t

B n t e t
t

n
n e e t

n
n t n e e t

P P e t P e t

P e t C p p p

C p p p

C p C p p p

-

-

=
-

-
-

= = ³ + = = +

+ = = = - - +

+ - - +

+ - -

å

На следующем шаге вероятность ошибки для 
следующего внешнего кода при условии, что пре-
дыдущие внешние коды декодированы верно, бу-
дет выражаться как 
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Таким образом, мы видим, что для i-го шага 
вероятности стирания и ошибки в символах соот-
ветствующего внешнего кода записываются как

1 0( ) ( { ,..., }, );i
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Соответственно, общая формула для (i + 1)-го 
внешнего кода при условии, что все предыдущие 

были декодированы верно, выглядит следующим 
образом:
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Данные вычисления позволяют сделать доволь-
но точную оценку сверху для ОЛО-кода с извест-
ными параметрами. Кроме того, очень важен тот 
факт, что полученная оценка зависит только от 
величин pe и pt, т. е., вычислив эти вероятности 
для канала с белым шумом или, в более сложных 
случаях, получив их с помощью моделирования, 
мы всегда можем сделать оценку, не оглядываясь 
на особенности канала передачи данных.

Моделирование

В данной работе было проведено моделирова-
ние передачи закодированной информации по оп-
тическому каналу в среде MatLab. Количество 
проведенных испытаний для каждого значения 
отношения сигнал/шум (ОСШ) равно 106. В каче-
стве канала передачи данных был использован 
оптический частотно-позиционный канал [9] на 
16 частотах, состоящий из двух подканалов, пе-
редающих на 8 частотах. При передаче по каждо-
му из подканалов за один такт передается только 
одна единица (сигнал, превышающий установ-
ленный порог). Таким образом, мы имеем для 
восьми частот 8 различных комбинаций, что со-
ответствует 3 битам, т. е. за один такт по такой 
ВОЛС передается 6 бит. Ошибка при передаче 
возникает, только если передаваемый сигнал по-
давлен и одновременно с этим на какой-то другой 
частоте за счет шума сигнал превысил установ-
ленный порог. Стирание возникает в двух следу-
ющих случаях: если ни один из сигналов не пре-
высил порог и если, напротив, порог превысило 
несколько сигналов. Из всего этого следует, что 
вероятность ошибки при подобном способе пере-
дачи будет невелика относительно вероятности 
стирания.

Кривые зависимости вероятности ошибки и сти-
рания при передаче одного символа от ОСШ в ка-
нале при наличии белого аддитивного шума пред-
ставлены на рис. 2. Для сравнения на нем изобра-
жена зависимость ошибки при передаче данных 
по каналу с использованием одной частоты.

Рассмотрим ОЛО-код с параметрами (4096, 
3809, 288), порядка 12. В качестве внутренних 
кодов в нем были использованы коды Рида — Со-
ломона длины 64 с кодовым расстоянием от 2 до 
13, в качестве внешних — коды Рида — Соломона 
с параметрами (64, 4, 61), (64, 9, 56), (64, 21, 44), 
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(64, 29, 36), (64, 36, 29), (64, 45, 20), (64, 49, 16), 
(64, 54, 11), (64, 56, 9), (64, 58, 7), (64, 59, 6), (64, 
61, 4). Количество шагов и избыточность внеш-
них кодов выбраны в соответствии со схемой, обе-
спечивающей оптимальное соотношение коррек-
тирующей способности и скорости передачи. На 
рис. 3 показана зависимость вероятности отказа 
от декодирования от ОСШ в канале, полученная 
в ходе моделирования. 

Необходимо добавить, что величина, в работе 
называемая вероятностью ошибочного декодиро-
вания, включает в себя также и вероятность от-
каза декодирования, поскольку в ходе работы 
и ошибка, и отказ от декодирования считались не-
удовлетворительным результатом. На самом деле, 
нужно отметить, что вероятность ошибки незна-
чительна по сравнению с вероятностью отказа. 

Для сравнения на рисунке также изображена 
теоретическая оценка зависимости вероятности 
отказа от декодирования (сплошная кривая) для 
того же ОЛО-кода от ОСШ в канале при передаче 
данных по оптическому каналу связи. В резуль-
тате большого количества численных экспери-
ментов было установлено, что полученная в работе 
теоретическая оценка является достаточно точ-
ной оценкой сверху.

Аналогичная зависимость приведена для 
стандарта ITU-T G.975 (рис. 4). Можно отметить, 
что при меньшей длине (~24 000 по сравнению 
с ~32 000) ОЛО-код дает выигрыш более 3 дБ.

Заключение

В работе были исследованы конструкции для 
ОЛО-2 кодов. Для всех конструкций были разра-
ботаны методы выбора оптимальных параме-
тров кода, а также получены формулы для тео-
ретической оценки сверху. С помощью этих фор-
мул можно получить оценки вероятности оши-
бочного декодирования для малых значений 
ошибки, что невозможно путем моделирования. 
Для конкретизации задачи формулы выводи-
лись для передачи закодированной информации 
по каналу с заданными вероятностями ошибки 
и стирания.

В ходе моделирования было выяснено, что по-
лученные теоретические оценки близки к резуль-
татам моделирования.

Показано, что использование рассматривае-
мой сигнально-кодовой конструкции на основе 
ОЛО-кодов при меньшей длине, чем в стандарте 
ITU-T G.975, обеспечивает лучшие вероятностные 
характеристики. Нужно также отметить, что код 
в стандарте ITU-T G.975 расспараллелен искус-
ственно, а рассматриваемая конструкция имеет 
естественные возможности распараллелить вы-
числения на 64 потока.

  Рис. 2. Зависимости вероятностей ошибки и сти-
рания одного символа от ОСШ в канале при 
передаче на 16 частотах

  Рис. 3. Зависимость вероятности отказа от декоди-
рования от ОСШ в канале для ОЛО-2 (4092, 
3805,288), m = 12, при передаче по оптиче-
скому каналу на 16 λ

  Рис. 4. Зависимость вероятности отказа от декоди-
рования от ОСШ в канале для стандарта 
ITU-T G.97
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Coreldraw (*.cdr); Excel; Word; AdobeIllustrator; AutoCad (*.dxf); Компас; Matlab (*.ps, *.pdf или экспорт в формат *.ai); 
— фото и растровые — в формате *.tif, *.png с максимальным разрешением (не менее 300 pixels/inch).
Наличие подрисуночных подписей обязательно (желательно не повторяющих дословно комментарии к рисункам в тексте статьи).
В редакцию предоставляются:
— сведения об авторе (фамилия, имя, отчество, место работы, должность, ученое звание, учебное заведение и год его окон-

чания, ученая степень и год защиты диссертации, область научных интересов, количество научных публикаций, домашний 
и служебный адреса и телефоны, e-mail), фото авторов: анфас, в темной одежде на белом фоне, должны быть видны плечи 
и грудь, высокая степень четкости изображения без теней и отблесков на лице, фото можно представить в электронном виде 
в формате *.tif, *.png с максимальным разрешением — не менее 300 pixels/inch при минимальном размере фото 40 55 мм;

— экспертное заключение.
Список литературы составляется по порядку ссылок в тексте и оформляется следующим образом:
— для книг и сборников — фамилия и инициалы авторов, полное название книги (сборника), город, издательство, год, общее 

количество страниц;
— для журнальных статей — фамилия и инициалы авторов, полное название статьи, название журнала, год издания, номер 

журнала, номера страниц;
— ссылки на иностранную литературу следует давать на языке оригинала без сокращений;
— при использовании web-материалов указывайте адрес сайта и дату обращения.
Более подробно правила подготовки текста с образцами изложены на нашем сайте в разделе «Оформление статей».
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