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Введение

Техническая диагностика динамических си-
стем представляет собой самостоятельное науч-
ное направление, имеющее большое значение для 
всех областей техники. Своевременное обнаруже-
ние дефектов и неисправностей позволяет преду-
преждать аварийные ситуации в информацион-
но-измерительных, электрических, механических 
и других системах.

К настоящему времени известно большое ко-
личество методов диагностики параметрических 
дефектов, которые могут применяться как в ра-
бочих, так и в тестовых режимах [1–5]. Условно 
их можно разделить на две группы. 

Первая группа включает методы, рассчитан-
ные на широкий круг объектов и неисправно-
стей. Достоинство методов этой группы — их 
универсальность, недостаток — большие аппара-
турные и иные затраты на организацию контро-
ля и диагностики.

Вторая группа включает узкоспециализиро-
ванные методы, учитывающие индивидуальные 
особенности проверяемых объектов, режимов их 
работы, априорную информацию о возможных 
дефектах. Как правило, они гораздо экономич-
ней и эффективней методов первой группы, но 
имеют ограниченную область применения, часто 
являются пригодными только для данной уста-
новки или схемы.

Важной задачей является достижение ком-
промисса между этими двумя подходами путем 

разработки методов диагностирования, ориен-
тированных на отдельные классы объектов 
и дефектов, которые можно описать типовыми 
математическими моделями. В теории управ-
ления и теории систем изучены различные 
классы линейных моделей, такие как минималь-
но-фазовые, позитивные, симметрично-реализуе-
мые и др.

В настоящей статье исследуются три разно-
видности линейных систем: фазовращательные, 
моносингулярные и бисингулярные. Решаются 
задачи обнаружения дефектов, выводящих объ-
ект диагностирования из заданного класса, и за-
дачи диагностирования дефектов, не выводящих 
объект из заданного класса. Предлагаются соот-
ветствующие алгоритмы.

Определение и свойства 
фазовращательных, моносингулярных 
и бисингулярных систем

Дадим определение и укажем некоторые свой-
ства для каждого из рассматриваемых классов 
линейных динамических систем (ЛДС).

Фазовращательной (или фазосдвигающей) на-
зывается система, амплитудно-частотная харак-
теристика (АЧХ) которой тождественно равна 
единице. Кратко такие системы называют фазо-
вращателями (ФВ) [6].

Для скалярного ФВ порядка n передаточ-
ная функция (ПФ) может быть представлена 
в виде
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где s = ±1; A(p) — полином порядка n. Таким об-
разом, ПФ ФВ с точностью до знака определяется 
характеристическим полиномом.

Отметим некоторые свойства фазовращатель-
ных систем [7].

1. Амплитудно-фазовая характеристика ФВ 
представляет собой единичную окружность 
(рис. 1).

2. Нули и полюсы фазовращательной системы 
на комплексной плоскости расположены симме-
трично относительно мнимой оси.

3. Любой ФВ, охваченный обратной связью 
с коэффициентом k, находится на границе устой-
чивости, если и только если k = ±1.

4. Устойчивый ФВ, охваченный обратной свя-
зью, сохраняет устойчивость при |k| < 1 и являет-
ся антиустойчивым при |k| > 1. 

5. Если полюсы ФВ лежат как в левой, так 
и в правой полуплоскости, путем замыкания об-
ратной связи невозможно добиться устойчивости 
системы.

Первые два свойства ФВ являются очевид-
ными. Свойства 3–5 основаны на следующем ут-
верждении.

Лемма. Пусть A(p) = a0 + a1p + a2p2 + a3p3 +
+ a4p4 + a5p5 + … + pn — гурвицев полином, 
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3 5 ...a p a p+ + +  — «нечетная» часть. Тогда кор-
ни полиномов A2(p) и A1(p) лежат на мнимой оси.

Доказательство:
Согласно критерию Гурвица, все корни поли-
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если и только если n определителей Гурвица по-
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Определители Гурвица для полинома 

 ( ) ( )A p kA p+ -  (2)

будут иметь вид
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если j — нечетное.
Все определители j  положительны только при 

|k| < 1, следовательно, при этом значении коэффи-
циента все корни полинома (2) лежат в левой по-
луплоскости. Заменяя в (2) p на –p, получаем, что 
все корни полинома (2) лежат в правой полупло-
скости только при |k| > 1. Из соображений непре-
рывности следует, что корни (2) лежат на мнимой 
оси, если и только если k = ±1. Подставляя эти 
значения k в (2), получаем: при k = –1 A(p) =
= 2A1(p), при k = 1 A(p) = 2A2(p), следовательно, 
корни полиномов A1(p) и A2(p) лежат на мнимой 
оси. Лемма доказана.

Определения моносингулярных и бисингуляр-
ных систем базируются на понятии сингулярных 
чисел ганкелева оператора ЛДС. Ганкелевы син-
гулярные числа (ГСЧ) играют важную роль в со-
временной теории линейных систем управления. 
Классический способ определения ГСЧ основан 
на рассмотрении грамианов управляемости и на-
блюдаемости ЛДС.

Пусть устойчивая ЛДС с одним входом и од-
ним выходом задана описанием в пространстве 
состояний:

 , ,u y= + =x Ax b cx  (3)

где xRn — вектор переменных состояния; u, 
yR — входной и выходной сигналы; A, b, c — по-
стоянные матрицы размеров n  n, n  1 и 1  n со-
ответственно.

Грамианами управляемости и наблюдаемости 
системы (3) соответственно называются квадрат-
ные матрицы 
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Собственные числа произведения грамианов 
WcWo не зависят от выбора базиса в пространстве 
состояний. Если система устойчива, управляема 
и наблюдаема, то все они вещественны и положи-

  Рис. 1. Частотные характеристики ФВ (а, в) и моно-
сингулярной системы (б, г)
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тельны. Арифметические корни из них называют-
ся ганкелевыми сингулярными числами 1, …, n.

Особый интерес представляют системы с крат-
ными ГСЧ [8].

Системы, все ГСЧ которых равны между со-
бой, 1 = 2 = … = n = , называются моносингу-
лярными.

Передаточная функция конечномерной моно-
сингулярной системы может быть представлена 
в виде

( )
( ) 0 0

( )( ) ( ) ,
( )

B p A p
Q p d p d

A p A p
 

-
= = + = +    (4)

где d0 — константа.
Амплитудно-фазовая характеристика моно-

сингулярной системы — окружность радиуса  
с центром в точке d0, а АЧХ заключена в коридо-
ре шириной 2 (рис. 1, б, г).

Моносингулярную систему, для которой кон-
станта d0 в разложении (4) равна нулю, будем на-
зывать центрированной.

При  = 1, d0 = 0 моносингулярная система 
представляет собой ФВ. Таким образом, ФВ явля-
ются частным случаем моносингулярных систем. 
Все ГСЧ ФВ равны единице.

Любая моносингулярная система может быть 
достроена до ФВ введением прямой связи и уста-
новкой соответствующего коэффициента усиления.

Перейдем к рассмотрению более сложного клас-
са систем. 

Системы, ГСЧ которых принимают два различ-
ных значения 1, 2, называются бисингулярными.

Отметим некоторые свойства бисингулярных 
систем.

1. Передаточная функция бисингулярной си-
стемы может быть представлена в виде [9]

0 1 1 2 1 2
( )( ) ( ) ( ) ( ),
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B p
Q p d p p p

A p
    = = + +    (5)

где 2
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p

A p


-
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Соответствующая структурная реализация по-
казана на рис. 2.

2. Амплитудно-частотная характеристика цен-
трированной бисингулярной системы заключена 

в определенном коридоре, ширина которого опре-
деляется значениями ГСЧ.

3. Бисингулярная система может быть пред-
ставлена в виде соединения двух моносингуляр-
ных подсистем согласно структурной схеме, пред-
ставленной на рис. 3. Такая реализация называ-
ется блочно-сбалансированной [10].

Коэффициент перекрестных обратных связей 

схемы определяется формулой 
1 1 2 2

1 ,k
s s 

-
=

+
 

где параметры s1 и s2 принимают значения ±1. 
Подсистемы Q1 и Q2 представляют собой фазовра-
щательные системы, охваченные обратной свя-
зью с коэффициентом ±1.

Диагностирование фазовращательных 
и моносингулярных систем

Наиболее простым способом контроля фазовра-
щательных систем является проверка АЧХ на ра-
венство единице на нескольких частотах (рис. 1, в). 

Однако могут возникать неисправности, кото-
рые не выводят систему из класса фазовраща-
тельных. Контроль таких дефектов может произ-
водиться по амплитудно-фазовой характеристи-
ке. Для этого нужно измерить значения фазы на 
нескольких тестовых частотах и сравнить их 
с номинальными. Более сложной является зада-
ча диагностики дефектов.

Ниже предлагается алгоритм, позволяющий 
произвести частичную идентификацию фазовра-
щательных систем и тем самым решить задачу 
диагностики.

Основная идея алгоритма состоит в следую-
щем. Пусть ФВ с ПФ (1) охвачен прямой связью 
с коэффициентом ±1. Результирующая ПФ имеет 

вид 
( ) ( )( ) .

( )
A p A p

Q p
A p

- 
=  В зависимости от по-

рядка ПФ числитель Q(p) будет содержать только 
четные или только нечетные степени p. Согласно 
лемме, нули Q(p) будут располагаться на мнимой 
оси, следовательно, им будут соответствовать ча-

  Рис. 2. Фазовая декомпозиция бисингулярной си-
стемы
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стоты, на которых АЧХ обращается в ноль. Таким 
образом, может быть произведена идентификация 
одной из частей (четной или нечетной) характери-
стического полинома A(p) с точностью до общего 
множителя. Можно показать, что корням второй 
части A(p) соответствуют частоты, на которых 
АЧХ Q(p) принимают максимальное значение.

Алгоритм 1. Диагностика параметрических 
дефектов ФВ.

Шаг 1. На основе известной ПФ исправного 
ФВ (1) получить полиномы A1(p) = A(p) + A(–p) 
и А2(p) = A(p) – A(–p).

Шаг 2. Ввести в систему прямую связь с коэф-
фициентом s.

Шаг 3. Найти минимумы z1, ..., zr и максиму-
мы h1, …, hv АЧХ системы, полученной на шаге 2.

Шаг 4. Сформировать полиномы
2 2 2 2

1 1( ) ( )...( )rA p p z p z= + +
и

2 2 2 2
2 1( ) ( )...( ).vA p p p h p h= + +

Шаг 5. Сравнить коэффициенты нормирован-
ных полиномов A1(p) и А2(p) с коэффициентами 
полиномов 1( )A p  и 2( ).A p  Если отклонения ко-
эффициентов в пределах допустимых — объект 
исправен. Иначе — произвести локализацию де-
фекта на основании параметрической записи ПФ.

Описанный метод также может быть исполь-
зован для идентификации мнимых и действи-
тельных нулей любой ЛДС.

 Способы диагностирования фазовращатель-
ных систем могут применяться и для моносингу-
лярных систем.

Диагностирование бисингулярных систем

Рассмотрим два способа диагностирования би-
сингулярных систем. В обоих случаях основой 
для проверки принадлежности объекта диагно-
стирования к классу бисингулярных систем яв-
ляется его структурное преобразование к ФВ. Для 
этого могут быть использованы две декомпози-
ции бисингулярных систем: фазовая (см. рис. 2) 
и блочно-сбалансированная (см. рис. 3). 

Способ 1. Для преобразования бисингулярной 
системы к фазовращательной на основе фазовой 
декомпозиции требуется устранить два первых 
слагаемых в разложении (5). С точки зрения струк-
турной схемы это означает, что параллельно про-
веряемой бисингулярной системе нужно подклю-
чить корректирующее звено с ПФ –d0 – 11(p) 
(рис. 4). Такая схема будет соответствовать центри-
рованной моносингулярной системе с ПФ 22(p). 
Ее АЧХ должна иметь вид горизонтальной пря-
мой на уровне 2, что легко поддается инструмен-
тальному контролю. 

Преимуществом такого способа диагностиро-
вания перед контролем дублированием является 
то, что размерность используемых корректирую-
щих звеньев существенно меньше размерности 
проверяемого объекта.

Алгоритм 2. Контроль бисингулярных систем 
по фазовой декомпозиции.

Шаг 1. На основе ПФ исправной системы по-
лучить фазовое разложение. Выделить два пер-
вых слагаемых d0 + 11(p).

Шаг 2. Параллельно объекту диагностирова-
ния подключить корректирующее звено с ПФ 
d0 + 11(p).

Шаг 3. Экспериментально получить АЧХ си-
стемы, построенной на шаге 2.

Шаг 4. Если АЧХ постоянна, то объект испра-
вен, иначе — объект неисправен.

Способ 2. Этот способ контроля принадлежности 
объекта диагностирования к классу бисингуляр-
ных основан на блочно-сбалансированной декомпо-
зиции (см. рис. 3). Замыкая обратную связь с коэф-
фициентом –k, получаем структурную схему, со-
стоящую из двух параллельных ветвей (рис. 5).

Устранив одну из ветвей подключением па-
раллельного корректирующего звена, получим 
моносингулярную систему, которую введением 
прямой связи можно сделать центрированной.

Алгоритм 3. Контроль бисингулярных систем 
по блочно-сбалансированной декомпозиции.

Шаг 1. Получить представление исправного би-
сингулярного объекта согласно схеме (см. рис. 3). 
Выделить коэффициент k. В качестве основы для 
корректирующего звена выбрать моносингуляр-
ную подсистему меньшего порядка Ql(p).

  Рис. 4. Контроль бисингулярной системы по фазо-
вой декомпозиции

АЧХ 
+ – 

y u Q(p)

y1
d0 + 1 1(p)

  Рис. 5. Контроль бисингулярных систем. Шаг 2

y u 

–k

–k

y1

y2
2Q2(p)

1Q1(p)
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Шаг 2. Охватить объект отрицательной обрат-
ной связью с коэффициентом –k.

Шаг 3. Подключить параллельно полученной 
системе корректирующее звено с ПФ

1
( )( ) .
( )

l l

l l

Q p
q p

k Q p



=-
+

Шаг 4. Охватить полученную систему прямой 
связью с коэффициентом k + j или k – j, где j  l, 
для систем четного и нечетного порядка соответ-
ственно.

Шаг 5. Снять АЧХ построенной центрирован-
ной моносингулярной системы.

Шаг 6. Если на всех тестовых частотах значе-
ние АЧХ постоянно, то объект исправен, иначе — 
объект неисправен.

Алгоритмы 2 и 3 не предназначены для обна-
ружения дефектов, которые сохраняют принад-
лежность подсистем объекта к классу фазовра-
щательных. Для решения этой задачи диагно-
стирования к формируемым фазовращательным 
системам можно применить алгоритм 1.

Отметим, что все описанные в алгоритмах 1, 2 
и 3 преобразования объекта диагностирования 
требуют подключения только к его входу и выхо-
ду, подключение к внутренним точкам объекта 
не производится.

Примеры диагностирования 
технических систем

Пример 1. Диагностирование электрической 
цепи второго порядка. Рассмотрим пассивную 
моносингулярную электрическую цепь второго 
порядка, представляющую собой соединение 
последовательной и параллельной RC-цепочек 
(рис. 6).

Номинальные значения параметров состав-
ляют: R1 = 1 МОм, R2 = 2 МОм, С1 = 1 мкФ, 
С2 = 3 мкФ.

Передаточная функция цепи имеет вид

( )
( )

2 1
2

1 1 2 2 1 1 2 2 2 1 1
.R C p

Q p
R C R C p R C R C R C p

=
+ + + +

  (6)

Приведем ее к виду (4):

 

( )
2

2 1 2 1
2

1 2 1

1 1
2 1

,R C a p a p
Q p

a a p a p

æ ö- + ÷ç ÷ç=- - ÷ç ÷ç ÷+ +è ø  

где a2 = R1C1R2C2, a1 = R1C1 + R2C2 + R2C1.
Значения сингулярного числа  и константы 

d0 этой моносингулярной системы равны:

 2 1
0

1 1 2 2 2 12
.

( )
R C

d
R C R C R C

= =
+ +

 (7)

Подставляя в (6) и (7) численные значения па-
раметров, получим

 
( ) 2

2
6 6 9 1

( ) ,
( )

B p p
Q p

A p p p
= =

+ +
0

1
9
.d= =

 

Рассмотрим применение к этой электрической 
цепи алгоритма диагностирования 1. Для этого 
введем в схему дефект — двукратное увеличение 
сопротивления R1: R1* = 2 МОм.

Сформируем полиномы A1(p) и A2(p):

 

2 2
1

1 1 2 2

2
1 1 2 2 2 1

2 12 2
3

2 3

( ) ;

( ) .
( )

A p p p
R C R C

p
A p p

R C R C R C

= + = +

= =
+ +  

Заметим, что для систем третьего порядка 
АЧХ несет информацию только о корнях полино-
ма A1(p). Если моносингулярная система не явля-
ется центрированной, то для диагностирования 
достаточно определить координаты максимума 
ее АЧХ.

Амплитудно-частотная характеристика исправ-
ной и неисправной схем представлена на рис. 7. 
Из несовпадения графиков можно сделать вывод 
о наличии в схеме дефекта. Для его локализации 
восстановим полином A1(p).

  Рис. 6. Схема моносингулярной электрической цепи

u y 

R1

R2

C1

C2

  Рис. 7. АЧХ исправной (пунктиром) и неисправ-
ной электрической цепи
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Максимум АЧХ для неисправной цепи достига-
ется на частоте 0,289 рад/с, следовательно, поли-
ном 1( )A p  имеет вид 2

1 0 083( ) , .A p p= +  Сравни-
вая его коэффициенты с коэффициентами норми-
рованного полинома A1(p), заключаем, что в слу-
чае однократного дефекта вдвое увеличилось зна-
чение одного из параметров цепи.

Пример 2. Диагностирование фазовращатель-
ной системы. Рассмотрим фазовращательную 
систему автоматического управления шестого 
порядка, ПФ которой имеет вид

6 5 4 3 2

6 5 4 3 2
2 17 4 15 1
2 17 4 15 1

( )( ) .
( )

A p p p p p p p
Q p

A p p p p p p p

- - + - + - +
= =

+ + + + + +

Введем в систему дефект — двукратное увели-
чение свободных членов числителя и знаменате-
ля ПФ.

Проведем диагностирование полученного не-
исправного объекта по алгоритму 1.

Составим полиномы:

6 4 2
1

5 3
2

2 34 30 2

4 8 2

( ) ( ) ( ) ;

( ) ( ) ( ) .

A p A p A p p p p

A p A p A p p p p

= + - = + + +

= - - = + +

Введем в систему единичную прямую связь 
и снимем АЧХ (рис. 8).

Минимумы АЧХ достигаются на частотах 
4,009, 0,873 и 0,404 рад/с, максимумам АЧХ со-
ответствуют частоты 1,306 и 0,541 рад/с.

Этим частотам соответствуют полиномы
2 2 2

1
6 4 2

16 072 0 762 0 163

16 997 14 991 1 996

( ) ( , )( , )( , )

, , , ;

A p p p p

p p p

= + + + =

= + + +



2 2
2

5 3

1 708 0 292

2 0 499

( ) ( , )( , )

, .

A p p p p

p p p

= + + =

= + +



Отклонения коэффициентов полинома 2( )A p  
от коэффициентов нормированного полинома A2(p) 

находятся в пределах допустимых. Сравнивая 
коэффициенты полинома 1( )A p  и коэффициенты 
нормированного полинома A1(p), замечаем, что 
свободные члены этих полиномов отличаются 
приблизительно в 2 раза. Следовательно, объект 
диагностирования неисправен. Дефект состоит 
в двукратном увеличении свободного члена ха-
рактеристического полинома.

Пример 3. Диагностирование бисингулярной 
системы автоматического управления. Рассмо-
трим применение одного из предложенных алго-
ритмов контроля бисингулярных систем на при-
мере системы автоматического управления тре-
тьего порядка с ПФ

 

2

3 2
4 16 6

2 5 1
( ) .p p

Q p
p p p

+ +
=

+ + +  

Фазовое разложение этой ПФ имеет вид

4 3 2

4 3 2
2 4 9 11 22 3

2 4 9 11 2
( ) .p p p p p

Q p
p p p p p

- + - + - +
= + +

+ + + + +

Система имеет ГСЧ 3 (кратности 1) и 1 (крат-
ности 2).

Введем в систему дефект, состоящий в увели-
чении коэффициента характеристического поли-
нома при p2 на 5 % (неисправное значение соста-
вит 2,1).

Для контроля подключим параллельно объек-
ту корректирующее звено первого порядка с ПФ

 
2 102 3
2 2

( ) .p p
q p

p p
- - +

= - =
+ +

 

Произведем измерение АЧХ сформированной 
системы. На рис. 9 приведены соответствующие 
графики. Из графика видно, что АЧХ объекта ди-
агностирования отклоняется от единицы, следо-
вательно, объект неисправен.

  Рис. 8. АЧХ объекта диагностирования, охвачен-
ного прямой связью

  Рис. 9. АЧХ для исправного (пунктиром) и неис-
правного объектов
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Заключение

В статье рассмотрены три класса линейных 
динамических систем: фазовращательные, моно-
сингулярные и бисингулярные. Все эти системы 
характеризуются высокой кратностью ГСЧ. Для 
каждого класса предложены способы и алгорит-
мы тестового диагностирования. Отдельно выде-
лены задача проверки принадлежности объекта 
к заданному классу и задача обнаружения дефек-

тов. Работа алгоритмов проиллюстрирована на 
конкретных примерах.

Полученные результаты могут быть приме-
нены при диагностировании систем автома-
тического управления, электрических цепей, 
механических систем и других технических 
объектов.

Работа выполнена при финансовой поддержке 
Российского фонда фундаментальных исследова-
ний (проект № 11-08-00240).
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