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Описывается методика синтеза систем управления с интервально заданными параметрами. Показано, что 
разложение временных характеристик системы в ряд по системе ортогональных функций экспоненциального 
вида позволяет сформулировать условия, при выполнении которых выходные координаты принадлежат допусти-
мой временной области для всего диапазона изменения параметров объекта.
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Введение

Проблема обеспечения эффективности слож-
ных систем управления в условиях реальной экс-
плуатации связана с необходимостью сохранить за-
данные свойства при наличии неблагоприятных 
внешних и внутренних возмущений, которые при-
водят к существенным вариациям параметров объ-
екта управления (ОУ). Основной причиной суще-
ствования параметрической неопределенности для 
широкого класса ОУ является отсутствие полно-
стью достоверной информации об условиях и режи-
мах их функционирования, невозможность зара-
нее описать их свойства во всех встречающихся ра-
бочих ситуациях. В результате может возникнуть 
эффект, когда управляющие воздействия, рассчи-
танные на некоторый номинальный режим работы 
системы, не обеспечивают желаемого качества 
управления во всем диапазоне изменения их ха-
рактеристик. Для предотвращения подобных нега-
тивных ситуаций синтез систем управления целе-
сообразно осуществлять в классе робастных си-
стем, сохраняющих в условиях неопределенности 
требуемые свойства не ниже заданного уровня. 
Одно из наиболее перспективных и бурно развива-
ющихся направлений в области робастного синтеза 
основывается на использовании интервальных мо-
делей ОУ. Это связано с тем, что такие модели 
требуют минимума информации о поведении па-
раметров системы, а именно лишь информацию 
о верхних и нижних границах диапазонов их из-
менения, что всегда осуществимо на практике.

Следует заметить, что бурное развитие иссле-
дований интервальных систем началось в 80-х гг. 
прошлого столетия с момента появления осново-
полагающих работ В. Л. Харитонова [1]. Тем не 
менее, большинство работ в этой области посвя-
щено разработке методов анализа робастной 
устойчивости интервальных систем. В меньшей 
степени раскрываются вопросы синтеза робаст-
ных динамических систем. В данной статье пред-
лагается метод синтеза, гарантирующий, что 
временные характеристики системы будут при-
надлежать заданной области для данного диапа-
зона вариации параметров объекта. С этой целью 
используется разложение временных характери-
стик в ортогональный ряд по специально постро-
енной системе ортогональных функций экспо-
ненциального вида.

Постановка задачи синтеза

Рассмотрим систему управления, включающую 
заданную часть — объект управления, и управля-
ющую часть, состоящую из определенной совокуп-
ности подсистем управления. Пусть динамиче-
ские свойства ОУ описываются интервальной си-
стемой дифференциальных уравнений состояния
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где x0(t), u0(t) и y0(t) — векторы соответственно пе-
ременных состояния, входных и выходных коор-



ИНФОРМАЦИОННОУПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ№ 4, 2012 53

ИнформацИонно-управляющИе сИстемы

динат ОУ, размерность которых равна n0, l0 и m0; 

( )( )0 00 ,n n I R´ÎA M  ( )

0 0

0
0 ;ij

n n
A

´

é ù= ê ú
ë û

A  ( )( )0 00 ,n l I R´ÎB M  

( )

0 0

0
0 ;ij

n l
B

´

é ù= ê ú
ë û

B  ( )( )0 00 ,m n I R´ÎC M  ( )

0 0

0
0 .ij

n n
C

´

é ù= ê ú
ë û

C
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множества матриц соответствующих размерно-
стей, элементами которых являются веществен-
ные интервалы I(R);
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Подсистемы управляющей части будем опи-
сывать аналогичным образом:
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с учетом того обстоятельства, что параметрами 
матриц управляющей части являются неизвест-
ные неинтервальные величины.

Здесь xr(t), ur(t) и yr(t) — также векторы пе-
ременных состояния, входных и выходных ко-
ординат подсистем управления (nr = dimxr(t), lr = 
= dimur(t), mr = dimyr(t)). 

Уравнения связей, описывающие взаимодей-
ствие подсистем управления, а также взаимодей-
ствие управляющей части с ОУ, представим в сле-
дующем виде:
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Здесь g(t) — вектор задающих воздействий си-
стемы; Fri, Kr, Li — матрицы размерностей lr × mi, 
lr × m0 и l0 × mi с элементами из дискретного мно-
жества {–1; 0; +1}.

Объединяя (1), (2) и (3), получаем математиче-
скую модель замкнутой системы управления
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Здесь x(t) = [x0(t), x1(t), …, xN(t)]T; AC = A + 
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F = [Fri]N×N, K = [–Kr]N×1, L = [Li]1×N — блочные 
матрицы; A = blockdiag{A0, A1, …, AN}, B = 
= blockdiag{B0, B1, …, BN}, C = blockdiag{C0, C1, …, 
CN} — блочно-диагональные матрицы.

Для обеспечения заданного робастного каче-
ства управления в синтезируемой системе потре-
буем, чтобы ее выходные координаты y0(t) при-

надлежали допустимой временной области для 
всего диапазона изменения параметров объекта 
(1). Считаем, что допустимые области, определя-
ющие желаемый вид выходных координат систе-
мы, описываются при некотором фиксированном 
векторе управлений g(t) для каждого компонента 
вектора y0(t) своими верхней ( )I

iy t  и нижней ( )II
iy t  

( )01,i m=  границами. Причем ( )I
iy t  и ( )II

iy t  — 
ограниченные, кусочно-гладкие функции. Тогда 
исследуемые выходные координаты системы бу-
дут принадлежать допустимым областям при вы-
полнении неравенств

( ) ( )I 0 0;i iy t y t- ³  ( ) ( )0 II 0,i iy t y t- ³  01, .i m=    (5)

Найдем условия, которым должны удовлетво-
рять параметры управляющей части системы 
для обеспечения неравенств (5) путем описания 
временных характеристик в среде ортогональ-
ных функций специального вида.

описание временных характеристик 
с использованием ортогональных рядов 
экспоненциального вида

Построим специальную совокупность ортого-
нальных функций, отражающих особенности 
информационно-измерительных и управляющих 
систем. Учитывая особенности временных харак-
теристик систем данного класса, воспользуемся 
совокупностью линейно независимых функций 
экспоненциального вида:

 ( ) ( )( )1exp ,k t k tψ β= - -  β > 0, k = 1, 2, … . (6)

Данная система функций обладает следующи-
ми свойствами:

— она является полной на множестве функ-
ций, интегрируемых с квадратом в интервале [0; 
+∞); полнота этой системы следует из теоремы 
Фейера [2];

— все функции данного семейства являются 
ограниченными на интервале [0; +∞);

— любая линейная комбинация этих функ-
ций имеет, как правило, монотонный или слабо 
колебательный характер. 

На базе множества функций (6) построим си-
стему ортогональных с весом р(t) = exp(–αt), α ≥ 0, 
функций. Данная функция веса обеспечивает 

сходимость интеграла ( ) ( )2

0

dp t t tφ
¥

ò  для всех 

функций, скорость роста которых не превышает 
скорости роста некоторой экспоненты. В боль-
шинстве случаев временные характеристики си-
стем автоматического управления удовлетворя-
ют этому условию.
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Ортогональные функции выражаются через 
элементы базового набора (6) в следующем виде:
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Здесь λll = 1, а λlk при l ≠ k определяются из ус-
ловия ортогональности функций ϕi(t):
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Для того чтобы сформировать совокупность 
ортогональных функций, удовлетворяющих ус-
ловию (8), воспользуемся формулой Родрига [3]:
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В данной формуле δ = (α – β)/β, а выражение 
в квадратных скобках должно быть продиффе-
ренцировано l раз по аргументу e–βt.

С помощью этого выражения можно найти об-
щую формулу для ортонормированных функций:
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где Γ(x) — гамма-функция.
Отсюда следует
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Покажем, что при выполнении определенных 
условий построенная ортогональная система обе-
спечивает равномерную сходимость к аппрокси-
мируемым функциям. Для удобства последую-
щего изложения осуществим замену переменной 
z = exp(–βt). В результате получаем семейство ор-
тогональных полиномов
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с функцией веса q(z) = zσ, где σ = (α – β)/β.
Сформулируем следующее утверждение.
Утверждение. Ряд Фурье для некоторой функ-

ции F(z) по ортогональным полиномам (11) схо-

дится к ней в данной точке z ∈ [0; 1], если вспомо-
гательная функция Ф(z, y) = (F(z) – F(y))/(z – y) 
имеет в этой точке r непрерывных производных 
по z и ( )( ),r

z z yΦ  удовлетворяет условию Липшица 
порядка 0 < γ < 1, причем r + γ >{0,5; σ + 0,5}.

Для доказательства утверждения воспользу-
емся следующим равенством [3]:
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)2 1qσ´ + +  — отношение коэффициентов при 
старших степенях z полиномов Pq+1(z) и Pq(z), 
aq(Ф(z, y)) — коэффициенты разложения в ряд 
Фурье по переменной y функции Ф(z, y). 

В силу выдвинутых в теореме предположений 
о свойствах функции Ф(z, y) скорость убывания 
коэффициентов aq(Ф(z, y)) подчиняется усло-
вию aq(Ф(z, y)) < C0/qr + σ, где C0 — постоянная, не 
зависящая от q. Покажем также, что максимум 
абсолютного значения полинома Pl + 1(z) на интер-
вале [0; 1] достигается на одном из концов этого 
интервала. Для этого рассмотрим вспомогатель-
ную функцию
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Вычислим производную этой функции
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Поскольку весовая функция ортогональных 
полиномов (11) удовлетворяет дифференциально-
му уравнению Пирсона [3], то для этих полино-
мов справедливо следующее соотношение:
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Тем самым производную V′(z) можно предста-
вить следующим образом:
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где χ = (2σ + 1)/(2σ + 2). 
Производная V′(z) меняет знак на интервале 

[0; 1], если 0 ≤ χ ≤ 1. Эти неравенства выполняют-
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ся при σ ≥ 0,5, если 2σ + 2 > 0, и при σ ≤ –1, если 
2σ + 2 < 0. Последний случай σ ≤ –1 соответству-
ет отрицательным значениям одной из величин α 
или β и поэтому в дальнейшем рассматриваться 
не будет. Следовательно, при σ ≥ –0,5 и z ≤ χ про-
изводная V′(z) принимает неположительные зна-
чения, т. е. в этом диапазоне значений z функция 
V(z) не возрастает. Аналогично при σ ≥ –0,5 и z ≥ χ 
производная V′(z) принимает неотрицательные 
значения и V(z) не убывает.

Таким образом, V(0) ≥ V(z) при z ∈ [0; χ]; V(1) ≥ 

≥ V(z) при z ∈ [χ; 1]. Поскольку ( ) ( )2
1lP z V z+ £  

и, кроме того, ( ) ( )2
1 0 0 ,lP V+ =  ( ) ( )2

1 1 1 ,lP V+ =  по-
лучаем

|Pl + 1(z) ≤ Pl + 1(0)| при z ∈ [0; χ];

 |Pl + 1(z) ≤ Pl + 1(1)| при z ∈ [χ; 1]. 

Рассмотрим далее случай, когда χ > 1 или 
χ < 0. Первое неравенство соответствует усло-
вию σ < –1, второе выполняется при –1 < σ < –0,5. 
Значит, при выполнении последних неравенств 
функция V(z) не убывает на всем интервале z ∈ [0; 
1], и, следовательно, |Pl + 1(z) ≤ Pl + 1(1)|.

Вычислим теперь значения рассматриваемых 
ортогональных полиномов на концах интервала 
ортогональности. Для этого воспользуемся фор-
мулой Лейбница
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Следовательно:
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Используя свойства гамма-функции при q → ∞
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( )

( )
1 1

1
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!
q q

q
q q

σΓ σ Γ σ
Γ

+ + + +
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получаем при Γ ≥ 0 

( )( ) ( )
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аналогично при σ ≤ 0
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Этим завершается доказательство утверждения.

Синтез системы управления  
по желаемой временной области

Раскладываем в ряд по системе функций (7) 
компоненты векторов y0(t), yI(t) и yII(t):

( ) ( )0 0

1
;

q

i l i l
l

y t a y tφ
=

é ù= ê úë ûå  ( ) ( )I I

1
;

q

i l i l
l

y t a y tφ
=

é ù= ê úë ûå

 ( ) ( )II II

1
.

q

i l i l
l

y t a y tφ
=

é ù= ê úë ûå  (12)

Причем коэффициенты I ,l ia yé ù
ê úë û

 II
l ia yé ù
ê úë û

 нахо-
дим обычным способом:

( ) ( ) ( )I I

0

d ;l i i la y p t y t t tφ
¥

é ù =ê úë û ò
 

( ) ( ) ( )II II

0

d ,l i i la y p t y t t tφ
¥

é ù =ê úë û ò

а коэффициенты 0
l ia yé ù
ê úë û

 вычислим, используя ма-
тематическую модель системы (4).

Для этого выразим вектор переменных состоя-
ния с помощью частичных сумм ряда по получен-
ной системе ортогональных функций

 ( ) ( ),t t=x HΦ  (13)

где H = Hijn×q — матрица коэффициентов 

0
;

N

k
k

n n
=

æ ö÷ç ÷ç = ÷ç ÷ç ÷çè ø
å  Φ(t) = [ϕi(t)]q×1 — вектор ортогональ-

ных функций.
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Представим также в виде, аналогичном (13), 
векторы задающих воздействий g(t) и произво-
дных от переменных состояния ( ):tx

 ( ) ( ),t tΦ=g Q  ( ) ( )I .t tΦ=x H  (14)

При этом элементы матрицы Q = Qijm0×q вы-
числяются по известным задающим воздействи-

ям ( ) ( ) ( )
0

d ,ij i jQ p t g t t tφ
¥

=ò  а элементы матрицы 

I I
ij

n q
H

´
é ù= ê úë û

H  так же, как и матрицы H, являются 

неизвестными.

Непосредственная подстановка (13) и (14) в си-
стему (4) не позволяет определить H и HI, так как 
число неизвестных в полученной при этом систе-
ме линейных алгебраических уравнений в два 
раза превышает число уравнений. С другой сто-
роны, между векторами x(t) и ( )tx  существует од-
нозначная зависимость. Следовательно, между 
коэффициентами соответствующих данным век-
торам ортогональных рядов также должна суще-
ствовать определенная взаимосвязь. Чтобы уста-
новить эту зависимость, представим элементы 
матрицы H следующим образом [5]:

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

1 0

d

d .

ij i j

q

jk i k
k

H p t x t t t

p t x t t t

φ

λ ψ

¥

¥

=

= =

=

ò

å ò

Введем обозначение

( ) ( ) ( )
0

d ,ik i kp t x t t tγ ψ
¥

=ò

1 2 1 2, ,..., ; , ,..., .i n k q= =

Тогда 
1

q

ij jk ik
k

H λ γ
=

=å  или в матричной форме 

записи H = ΓLT, где Γ = γijn×q, L = λijq×q — ниж-
няя треугольная матрица.

Поскольку матрица L невырожденная, то ма-
трица Γ может быть выражена через матрицу H:

 ( ) 1T .
-

=HΓ L  (15)

Рассмотрим теперь выражение для элементов 
матрицы HI

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

I

0

1 0

d

d .

ij i j

q

jk i k
k

H p t x t t t

p t x t t t

φ

λ ψ

¥

¥

=

= =

=

ò

å ò





Вычислим последний интеграл по частям, учи-
тывая соотношение 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 :k kp t t k p t tψ α β ψ¢ =- + -

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

I

1

0
0

1 d .

q

ij jk
k

i k i k

H

p t x t t k p t x t t t

λ

ψ α β ψ

=
¥

¥

= ´

é ù
ê ú´ + + -ê ú
ê úë û

å

ò 

В силу предположения о свойствах функций, 
разложимых в ряд Фурье по системе (7), имеем 
(p(t)xi(t)|t→∞ = 0, кроме того, (p(t)xi(t)ψk(t)|t→∞ = 
= xi(0), отсюда

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )I

1 0

0 1 d ,
q

ij jk i i k
k

H x k p t x t t tλ α β ψ
¥

=

é ù
ê ú= - + + -ê ú
ê úë û

å ò

или, используя введенное обозначение для по-
следнего интеграла, получим

( ) ( )( )I

1
0 1 .

q

ij jk i ik
k

H x kλ α β γ
=

é ù= - + + -ê úë ûå

В матричной форме записи последнее выраже-
ние принимает вид

 [ ]I T,= -H XΓP L  (16)

где P = diag{α; α + β; …; α + (q – 1)β}; X = [Xij], 
Xij = xi(0).

Подставляя в (16) выражение для матрицы Γ 
(15), получим искомое соотношение между ма-
трицами H и HI:

 ( ) 1I T T.
-é ù

ê ú= -
ê úë û

H H XL P L  (17)

Подставим теперь (13) и (14) с учетом (17) в (4)

( ) ( )

( ) ( )

1T T

.C C

t

t t

Φ

Φ Φ

-é ù
ê ú- =
ê úë û
= +

H X

A H B Q

L P L

Для того чтобы последняя система выполня-
лась при любых t, приравняем коэффициенты 
при одинаковых ортогональных функциях в ле-
вой и правой ее частях:

 ( ) 1T T T .C C
-

- = +H A H X B QL PL L  

В результате получено линейное уравнение 
относительно матрицы H. Чтобы найти реше-
ние данного матричного уравнения, перейдем 
к прямым суммам столбцов матриц, фигури-
рующих в левой и правой частях этого урав-
нения:
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( )

( )

1T T

T

*

*,

n q C

C

I I
-é ùæ ö÷çê úÄ - Ä =÷ç ÷÷çê úè øë û

= +

A H

X B Q

L PL

L

где H*, (XLT + BСQ)* — прямые суммы столбцов 
соответствующих матриц.

Отсюда

 

( )

( )

11T T

T

*

*.

n q C

C

I I
--é ùæ ö÷çê ú= Ä - Ä ´÷ç ÷÷çê úè øë û

´ +

H A

X B Q

L PL

L  

Таким образом, коэффициенты ортогональ-
ного ряда для функций ( )0

iy t  вычисляются 
следующим образом:

 0

1
.

n

l i ik kl
k

a y C H
=

é ù =ê úë û å  

Представим теперь выражения (12) в следую-
щем виде:

( ) ( )
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å
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q
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Тогда систему ограничений (5) можно запи-
сать таким образом:

( ) ( )I 0

1
0;

q

ij ij j
j

R R tψ
=

- ³å

 ( ) ( )0 II

1
0;

q

ij ij j
j

R R tψ
=

- ³å  ( )01, .i m=  (18)

Заметим, что коэффициенты 0
ijR  являются 

интервальными функциями 0 0 0; ,ij ij ijR R Ré ùÎ ê ú
ë û

 в свя-

зи с чем для оценки области значений этих коэф-
фициентов целесообразно использовать правила 
интервальной арифметики, например арифмети-
ки Кахана или Каухера.

Вычисленные таким образом границы 0
ijR   

и 0
ijR  интервальных коэффициентов 0

ijR  позволя-

ют свести систему интервальных неравенств (18) 
к совокупности вещественных неравенств:

( ) ( )I 0

1
0;

q

ij ij j
j

R R tψ
=

- ³å

 ( ) ( )0 II

1
0,

q

ij ij j
j

R R tψ
=

- ³å  01, .i m=  

Исследуем особенности полученных неравенств. 
Для этого осуществим замену переменной z = 
= exp(–βt), в результате чего эти неравенства при-
обретают вид

( ) ( ) ( )1I I 0

1
0;

q
j

i ij ij
j

P z R R z -

=
= - ³å

( ) ( ) ( )1II 0 II

1
0,

q
j

i ij ij
j

P z R R z -

=
= - ³å  01, .i m=

Полиномы I( )iP z  и II( )iP z  принимают неотри-
цательные значения в интервале [0; 1], если они 
положительны хотя бы в одной точке этого ин-
тервала и, кроме того, все их действительные 
корни располагаются правее точки z = 1.

Согласно теореме Ньютона [6], число z = 1 
можно принять за нижнюю границу положи-
тельных корней полиномов I( )iP z  и II( ),iP z  если 
выполняются условия

1 I
11 0( )( / ) ;kq

i zz P z-
=

é ù ³ê úë û

1 II
11 0( )( / ) ,kq

i zz P z-
=

é ù ³ê úë û

 
0 1 1, ,..., .k q= -  

Отсюда вытекает совокупность ограничений 
на параметры управляющей части системы, ко-
торые определяют принадлежность выходных 
координат системы заданной области:

0 I II 0
1 1 1 10 0, ,i i i iR R R R- > - >

( )
( ) ( )0 I

1
0! ;!

q k

ij i j
j

q j R Rq k j

-

=

é ù-ê ú - ³- -ê úë û
å

( )
( ) ( )II 0

1
0! ,!

q k

ij i j
j

q j R Rq k j

-

=

é ù-ê ú - ³- -ê úë û
å

k = 0, 1, …, q – 2; i = 1, 2, …, m0.

Для решения полученной системы алгебраи-
ческих неравенств, завершающей процедуру син-
теза, могут быть использованы методы, эффек-
тивные для недоопределенных и переопределен-
ных систем большой размерности. К их числу от-
носятся симплекс-метод и метод квадратичного 
программирования.
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Заключение

Рассмотренный в статье метод синтеза по же-
лаемой области временных характеристик в ус-
ловиях интервальной неопределенности обеспе-
чивает робастное качество управления в синтези-
рованной системе. При этом множество возмож-
ных траекторий выходных координат остается 
в границах допустимой зоны для всего диапазо-

на изменения параметров ОУ. Предложенный 
математический аппарат позволяет установить 
непосредственную связь временных характери-
стик с интервальными параметрами объекта 
и неизвестными параметрами управляющей ча-
сти. В результате задачу синтеза удается свести 
к решению системы алгебраических неравенств 
относительно неизвестных параметров управля-
ющих подсистем.
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