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Приводится один из подходов к оценке показателя функционирования проектируемых систем в условиях из-
менения их применения — метод значимой информативной выборки. Осуществлено обобщение метода для 
произвольной функции распределения и доказана эффективность его применения для понижения дисперсии 
оценки показателя функционирования.
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Введение

При оценке показателей функционирования 
технического комплекса пользуются методами 
статистической обработки данных исходя из пред-
положений о независимости испытаний и неиз-
менности свойств объекта и среды. Реально же 
условия возможной эксплуатации технического 
комплекса могут изменяться, что должно быть 
учтено при интерпретации получаемых резуль-
татов. C этой целью Клейнен [1] предложил про-
цедуру пересчета результатов испытаний систе-
мы на другую вероятностную меру, а Железнов 
[2] ввел комбинированную оценку результатов 
двухэтапных испытаний, когда информация, по-
лученная на первом этапе испытаний, использу-
ется на втором этапе. 

Пусть исследуемая сложная система описыва-
ется операторным уравнением y = Ax, где А — лю-
бой (дифференциальный, конечно-разностный 
и др.) оператор, преобразующий однозначно вектор 
х случайных входных воздействий X в исследуе-
мый показатель функционирования системы y. Не-
обходимо оценить математическое ожидание y
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где p(x) — плотность вероятности вектора x. Рас-
пространенным методом вычисления многомер-
ных интегралов является метод статистических 
испытаний.

Несмещенной оценкой для Q является среднее 
арифметическое из n испытаний. Этот подход 
оправдан при отсутствии априорной информа-
ции о функциональном представлении y = Ax. На 
практике, однако, такая информация обычно име-
ется, и ее целесообразно использовать. Функция 
отклика системы (показатель функционирова-
ния) y(x) в задачах системного проектирования 
априорно неизвестна, однако ее вид можно спрог-
нозировать на основе функционирующих прото-
типов и требований заказчика.

Метод значимой информативной выборки

При использовании несмещенной оценки по-
казателя функционирования ее качество может 
характеризовать дисперсия. Одним из методов 
понижения дисперсии, дающих лучший резуль-
тат, чем оценка средним по независимым реа-
лизациям, является субоптимальный метод зна-
чимой информативной выборки [1–3]. Суть ме-
тода — провести две серии опытов по оценке ма-
тематического ожидания и во второй серии опы-
тов использовать информацию об объекте, по-
лученную в первой серии. По итогам первой 
серии опытов найдем оценку математического 
ожидания 
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где x1, …, xn1 — выборка значений случайной ве-
личины (вектора) с плотностью p1(x). Выражение 
(1) в скалярном случае можно записать в виде
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и интерпретировать Q как математическое ожи-
дание случайной функции 
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по распределению p2(x). Тогда несмещенной оцен-
кой Q во второй серии опытов будет 
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с оценкой дисперсии 
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где x1, …, xn2 — выборка случайной величины 
(вектора) с плотностью p2(x).

Формулы (4) и (5) могут быть использованы 
для взвешенной обработки предыдущих резуль-
татов при уточнении плотности распределения 
случайных воздействий p1(x) → p2(x) или для 
определения на втором этапе характера выборки, 
уменьшающего дисперсию оценки Q. 

В качестве несмещенной оценки Q можно ис-
пользовать также комбинированную оценку 

 Q* = cQ1 + (1 – c)Q2. (7)

Оценка дисперсии комбинированной оценки 
математического ожидания 

 D* = c2D1 + (1 – c)2D2. (8)

Коэффициент с определяют так, чтобы комби-
нированная оценка имела минимальную диспер-
сию. Тогда, используя необходимое условие ми-
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где 1

2
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D
β=  Из (9) следует, что D* будет меньше 

наименьшего из D1, D2, поэтому комбиниро-
ванная оценка (7) может служить следующим ша-
гом в уточнении математического ожидания Q. 

И. Г. Железнов [2] применил комбинированную 
оценку для линейного и квадратичного вида 
функции y(x), используя при этом в качестве 
плотности p2(x) тот же закон распределения p1(x), 
но с другим выбором его параметров. 

Распространим метод значимой выборки на 
произвольный вид функции y(x).

Прежде всего, найдем условия, накладывае-
мые на плотность распределения p2(x), при кото-
рой дисперсия оценки Q2 будет минимальной. 
Для расчета математического ожидания Q мож-
но использовать произвольную плотность распре-
деления p2(x), так как 

2

*
( )

( ) ,
p x
E y x Q⎡ ⎤ =⎢ ⎥⎣ ⎦

 но диспер-

сия D(p2) зависит от выбора p2(x). Чтобы найти 
минимум D(p2) для y(x) ≥ 0, x ∈ X в пространстве 
функций p2(x) ≥ 0, воспользуемся неравенством 
Буняковского
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Равенство в (10) достигается, если υ(x) =
= constu(x), а дисперсия D(p2) будет минималь-
ной (равной нулю) при выполнении условия

 p2(x) = consty(x)p1(x). (11)

Величина const в (11) играет роль нормиро-
вочного коэффициента и может быть выбрана 
по результатам первой серии испытаний в виде 
const = 1/Q1. Формулы (2)–(11) можно распро-
странить на векторный случай.

Рассмотрим применение вышеизложенного 
подхода к оценке точности наведения ракеты на 
цель. В качестве показателя точности можно вы-
брать значение величины промаха y(x, ξ) (величи-
ны отклонения от центра при стрельбе по мише-
ни), зависящей от уровня случайных активных 
помех x, создаваемых противником, и уровня ин-
струментальных ошибок ξ. Для систем самонаве-
дения нормированная величина промаха моно-
тонно растет с уровнем помех и выражается при-
ближенной зависимостью [4]

 1( ) ( ) ,y x a a z bξ= + − +  (12)

где z(x) — функция, отражающая влияние уров-
ня активных помех и характеризуемая различ-
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ной скоростью его роста; а = 0,09 — величина ми-
нимальной дисперсии промаха в отсутствие ак-
тивных помех; β ≥ 0 — параметр, характеризую-
щий уровень инструментальных ошибок.

Для проведения вычислительного эксперимен-
та по проверке способа его планирования примем

z1(x) = x(2 – x), z2(x) = x2(3 – 2x), z3(x) = x2,

где x — случайная величина, равномерно распре-
деленная в интервале [0, 1]. Функции z1(x), z2(x), 
z3(x) выражают различную скорость влияния ак-
тивных помех, а ξ — случайная величина, рас-
пределенная по нормальному закону N(0; 1/6). 
Ниже представлен алгоритм, реализующий ва-
риант метода значимой информационной выбор-
ки по оценке математического ожидания y(x) при 
возможном изменении влияния среды (измене-
нии плотности распределения случайных воздей-
ствий p1(x) → p2(x)).

Этап 1. По исходным данным с помощью гене-
ратора случайных чисел получаем на интервале 
[0, 1] n1 величин x и ξ. Далее по формуле (12) вы-
числяем n1 значений функции y(x), а затем по 
формулам (2) и (3) находим оценки Q1 и D1. 

Этап 2. Аппроксимируем случайную функ-
цию y(x) полиномом второй степени f(x) = r0 + r1x +
+ r2x2 и вычисляем коэффициенты r0, r1, r2 мето-
дом наименьших квадратов.

Этап 3. Используя формулу (11) после замены 

y(x) → f(x) в виде 1
2

1

( ) ( )( ) ,f x p x
p x

Q
=  генерируем 

методом обращения (Неймана) новую выборку xj, 
j = 1, …, n2, n2 ≤ n1 и по формуле (4) (после замены 
y(x) → f(xj) = r0 + r1xj + r2xj

2) вычисляем модифи-
цированную функцию y*(xj). Находим по форму-
лам (5) и (6) оценки Q2 и D2.

Этап 4. Вычисляем коэффициент эффективно-

сти 1

2

D
D

β=  и комбинированные оценки Q*, D*
opt 

по формулам (7) и (8). 
Результаты вычислительного эксперимента 

(n1 = n2 = n) представлены на рис. 1 и 2, а, б, где:
p1(x) — плотность равномерного распределе-

ния промаха y(x); 
p2(x) — модифицированная плотность распре-

деления промаха y(x);
f(x) — аппроксимирующий полином второй 

степени для функции y(x);

1

2

D
D

β=  — коэффициент эффективности мето-

да значимой выборки.

Результаты вычислительного эксперимента 
позволяют сделать следующие выводы.

1. Для реального диапазона изменения харак-
теристик параметров функции y(x) коэффициент 

Рис. 1.  Зависимость коэффициента эффективно-

сти 1

2

D
D

β=  от параметра b при различных 

z(x) (n = 50)

Рис. 2.  Результаты расчетов y(x), f(x), p1(x), p2(x) 
с использованием функции z(x) = x(2 – x): 
а — n = 25; б — n = 50
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β > 1 и уменьшается с ростом инструментальных 
ошибок (см. рис. 1). Увеличение β или понижение 
дисперсии показателя функционирования систе-
мы D2 с учетом первой серии опытов наиболее 
значительно с уменьшением влияния инструмен-
тальных ошибок (уменьшением коэффициента b).

2. Расчеты показали (см. рис. 2), что β возра-
стает с уменьшением количества опытов.

Заключение

Подтверждена с помощью вычислительного 
эксперимента эффективность применения метода 
значимой информативной выборки для пониже-
ния дисперсии оценки показателя функциониро-
вания для широкого класса функций y(x). Пока-
зано, что следует стремиться выбирать плотность 
распределения p2(x), пропорциональную y(x) или 
аппроксимирующей формуле f(x) (при отсутствии 
явной формулы y(x)). На практике метод позволя-
ет пересчитывать результаты испытаний систе-
мы, полученные на первом этапе, на другую воз-

можную вероятностную меру p2(x) без проведе-
ния дополнительных испытаний, которые или 
невозможны, или дорогостоящи.
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