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инфОрмациОннО-управляющие системы

Введение

В последнее время наблюдается рост интереса 
к проблемам управления динамическими сетями 
[1–6], вызванный появлением новых задач в био-
логии,  физике,  робототехнике,  энергетических 
и телекоммуникационных сетях и т. п. Одним из 
способов управления динамической сетью явля-
ется консенсусное управление, цель которого со-
стоит в поиске управляющего устройства, способ-
ного синхронизировать подсистемы сети, в кото-
рой нет лидера. При этом траектории локальных 
объектов  стремятся  к  некоторой  общей  величи-
не,  зависящей  от  их  параметров  и  межузловых 
связей.

На сегодняшний день уже предложено доста-
точное  количество  решений по  проблеме  управ-
ления  динамическими  сетями. Так,  для  обеспе-
чения  консенсуса  в  мультиагентных  системах 
с измеряемыми векторами состояния локальных 
объектов предложен статический закон управле-
ния [1]. При измерении выходов локальных под-
систем вводится наблюдатель, на базе оценок ко-
торого  формируется  динамический  закон  регу-
лирования. Получены условия расчета настраи-
ваемых параметров в регуляторе, учитывающие 
топологию графа и орграфа сети. На базе подхода 
H∝-оптимизации предложен способ синхрониза-
ции  сети  в  предположении,  что  измерению  до-
ступны векторные входы и выходы каждой под-
системы [2]. Однако для расчета регулятора необ-
ходимо  решить  матричное  уравнение  Риккати, 

зависящее  от  параметров  параметрически  не-
определенных локальных объектов. Было впервые 
исследовано  статическое  консенсусное  управле-
ние по выходу сетевыми объектами произвольно-
го порядка [3]. Для решения задачи использова-
лась теорема о пассификации [7] и результаты ра-
боты [1].

Особый интерес представляет управление  се-
тью, топология которой может изменяться в про-
цессе  ее  функционирования.  Такие  задачи  воз-
никают, например, при управлении группой мо-
бильных роботов [6], связь между которыми огра-
ничена, или при управлении электроэнергетиче-
ской сетью [8], где связь между электрическими 
генераторами  зависит  от  параметров  линий  пе-
редачи и нагрузки. Так, в работах  [4, 5] консен-
сус в сети, состоящей из интеграторов или устой-
чивых  линейных  дифференциальных  уравне-
ний,  предложено  осуществлять  с использовани-
ем статического закона регулирования и в пред-
положении,  что  граф  сети  сбалансированный. 
В статье  [6]  описано  решение  для  сети  интегра-
торов  при  условии,  что  орграф,  ассоциирован-
ный  с  сетью,  содержит  ориентированное  остов-
ное  дерево. Под  ориентированным остовным де-
ревом  понимается  ориентированное  дерево,  со-
ставленное  из  ребер  орграфа  и  такое,  что  в  нем 
существует  путь из  корня  в любую другую  вер-
шину [6, 9]. Стоит отметить, что многие резуль-
таты, касающиеся свойств орграфа с ориентиро-
ванным  остовным  деревом  [6],  были  получены 
ранее [9]. 
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Как правило,  в  вышеперечисленных  работах 
не  рассматривались  вопросы  управления  сетью 
неидентичных  объектов,  когда  измерению  до-
ступны  только  скалярные  выходы  подсистем. 
На  практике  задачи  управления  неидентичны-
ми объектами возникают, например, при управ-
лении  сетью  электрических  генераторов  раз-
личных  мощностей.  Возможность  измерения 
только  скалярных  выходов  подсистем  сети  свя-
зана  с  отсутствием  соответствующих  измери-
тельных устройств. Так, авторы работы [8] отме-
чают, что при управлении сетью электрических 
генераторов устойчивыми измерениями,  особен-
но в аварийных ситуациях, являются измерения 
только относительных угловых скоростей враще-
ния роторов генераторов.

В  настоящей  статье  предложено  робастное 
управление  динамической  сетью  с переключа-
ющейся  структурой,  где  каждая  ее  подсисте-
ма  описывается  линейным  дифференциальным 
уравнением,  подверженным  действию  внутрен-
них и внешних неконтролируемых возмущений. 
Предполагается,  что  измерению доступны  толь-
ко  выходы локальных подсистем. При  решении 
задается орграф, каждая вершина которого ассо-
циирована с соответствующей подсистемой сети. 
Для  компенсации  неконтролируемых  возмуще-
ний используется подход [10], основанный на вве-
дении вспомогательного контура, позволяющего 
выделить неконтролируемые возмущения в зам-
кнутой системе. Полученный алгоритм обеспечи-
вает синхронизацию сети с требуемой точностью. 
Показано,  что  результаты,  предложенные  для 
сети, ассоциированной с орграфом, справедливы 
и для сети, ассоциированной с графом.

Постановка задачи

Рассмотрим орграф Γl = (V, El), ассоциирован-
ный  с сетью  S,  где  каждой  вершине  орграфа  Γl 
соответствует  подсистема  Si,  i  =  1,  …,  k;  V� = 
= {v1, …, vk} — множество вершин; El�⊆ V�× V — 
множество ребер. Пусть C = (cij) ∈ Rk — взвешен-
ная  матрица  смежности  орграфа  Γl  такая,  что 
cij  >  0,  если  j ∈  Ni,  иначе  cij  =  0,  Ni  =  {vj ∈  V: 
(vi, vj) ∈ El} — множество смежных вершин для 
узла  vi.  Запись  (vi, vj) ∈ El  означает,  что  инфор-
мация поступает  от подсистемы Sj  к подсистеме 
Si  [11]. Считается, что в процессе функциониро-
вания системы структура связей орграфа может 
изменяться.  Обозначим  Γ  =  {Γl:  l  =  1,  …, m} — 
множество  возможных  значений  топологий  ор-
графа сети.

Например, при решении задач управления се-
тью электрических генераторов предполагается, 
что  в  каждом  узле  сети  расположен  генератор. 
При  введении  орграфа,  ассоциированного  с  се-

тью, полагается, что каждый узел сети (электри-
ческий  генератор)  ассоциирован  с  вершиной  ор-
графа. Линии связи между генераторами сети ас-
социированы с дугами орграфа.

Рассмотрим подсистему Si, соответствующую 
i-й вершине орграфа Γl сети S, динамические про-
цессы в которой описываются следующим урав-
нением:
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где xi(t) ∈ R�n — вектор состояния i-й подсистемы; 
ui(t) и yi(t) — скалярные вход и выход, доступные 
измерению;  fi(t)  —  неконтролируемое  внешнее 
ограниченное  возмущение;  элементы  матрицы 
A ∈ Rn�× n и векторов Bi ∈ Rn, Di ∈ Rn — неизвест-
ные числа; L = [1, 0, …, 0] — матрица соответству-
ющей размерности; x0i — неизвестные начальные 
условия.  Так,  при  описании  электроэнергетиче-
ской сети модели электрических генераторов мо-
гут быть представлены уравнениями (1). Напри-
мер, в работе [8] xi(t) = [δi(t), ωi(t), Pi(t)] T, где δi(t) — 
угол поворота ротора i-го генератора относитель-
но синхронной оси вращения [рад]; ωi(t) — отно-
сительная скорость ротора i-го генератора [рад/с]; 
Pi(t) — разность  электрической  входной мощно-
сти, поступающей на i-й генератор, и входной ме-
ханической мощности i-го генератора [отн. ед.].

Требуется синтезировать непрерывный закон 
управления,  обеспечивающий  ε-синхронизацию 
[12, 13] сети S с заданной точностью, т. е. необхо-
димо обеспечить выполнение условия

  ( ) ( )i jy t y t ε- <   (2)

по истечении времени�t = T, где ε — заданное чис-
ло. При управлении электроэнергетической сетью 
целевое условие (2) является условием синхрони-
зации сети генераторов. Решим сформулирован-
ную задачу при следующих предположениях.

1. Орграфы�Γl,�l = 1, …, m�содержат ориентиро-
ванное остовное дерево.

2. Неизвестные элементы матриц�A,�Bi,�Di�и�C�
зависят от вектора неизвестных параметров�ς�∈ Ξ,�
где�Ξ – известное множество. Пары�(A,�Bi)�управ-
ляемы и пара�(L,�A)�наблюдаема.

3. Выполнены условия:�A�=�AN�+�BNhT(ς),�Bi�=�
=�BN�+�BNτi(ς), Di�=�BNki(ς), где�AN ∈ Rn×n,�BN ∈ Rn�— 
известные номинальные постоянные матрицы, при-
чем�AN�–�гурвицева;�h(ς) ∈ Rn,�τi(ς) ∈ R,�ki(ς) ∈ R�— 
неизвестные вектор и числа.

4. Локальные подсистемы (1) сети�S�— мини-
мально фазовые объекты.

метод решения

Принимая во внимание предположение 3, со-
ставим уравнение для ошибки
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где ϕij(t) = hT(ς)(xi(t) – xj(t)) + τi(ς)ui(t) – (τj(ς) + 1) ×  
× uj(t) +�ki(ς)fi(t) – kj(ς)fj(t) — функция, содержащая 
в себе неопределенности  i-й подсистемы и смеж-
ных ей подсистем.

Чтобы выделить данные неопределенности [10], 
введем вспомогательный контур
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Принимая во внимание уравнения (3) и (4), со-
ставим  функцию  рассогласования  x x( ) ( ) ( )i i ait t tσ = -  

x x( ) ( ) ( )i i ait t tσ = -  в виде

  A B L( ) ( ) ( ), ( ) ( ).i N i N i i it t t t tσ σ ψ ζ σ= + =   (5)

Здесь  ( ) ( ) ( ) ( )
i

i ij i ij i
j N

t c u t t u tψ ϕ α
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é ù= + -ê úë ûå  — но-

вая функция возмущения, содержащая в себе не-
определенности i-й локальной подсистемы и смеж-
ных ей подсистем, а также неопределенности свя-
зей между ними. Преобразуем уравнение рассо-
гласования (5) к форме вход-выход

  ( ) ( ) ( ) ( ),N i N iQ p t R p tζ ψ=   (6)

где QN(p), RN(p) — линейные стационарные диф-
ференциальные  операторы,  полученные  при  пе-
реходе от  (5) к  (6), deg QN(p) = n, deg RN(p) = m, 
p = d�/ dt — оператор дифференцирования. Ради 
простоты положим QN(p) = Qm(p) RN(p).

Из уравнения (6) видно, что сигнал ζi(t) содер-
жит информацию о возмущениях, которые при-
сутствуют в функции ψi(t). Если бы производные 
входа  и  выхода  каждой  локальной  подсистемы 
были доступны измерению, то закон управления 
ui(t) = –1/αiQm(p)ζi(t) = –1/αiψi(t), i = 1, …, k обе-
спечил бы точную компенсацию возмущений. Од-
нако из постановки задачи производные сигналов 
yi(t) и ui(t) не доступны измерению. Поэтому управ-
ляющее воздействие ui(t) сформируем в виде

  1 1( ) ( ) ( ), ,..., .i m iu t Q p t i kα ζ-=- =   (7)

Здесь  ( )i tζ  —  оценка  функции  ζi(t).  Прини-
мая  во  внимание  идеальное  управление  ui(t)  =  
=  –1/αiQm(p)ζi(t)  и  реальное  уравнение  (7),  пере-
пишем (3) в виде

  x A x B Lx( ) ( ) ( ), ( ) ( ),i N i N i i it t t y t t∆= + =

     (8)

где  ( ) ( ) ( ).i i it t t∆ ζ ζ= -
Для  оценки  производных  сигнала  ( )i tζ   в  (7) 

рассмотрим наблюдатель [14]
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где ξi(t) ∈ Rγ, γ = n – m; 
I

G ,γ-é ù
ê ú= ê úë û

1
0

0
0 0

 Iγ – 1 — еди-

ничная  матрица  порядка  γ� –� 1;  D0  =  –[d1µ� –1, 
d2µ–2, …, dγµ�–γ]T, коэффициенты d1, d2, …, dγ вы-
бираются так, чтобы матрица G = G0 – DL была 
гурвицевой, D = [d1, d2, …, dγ]T, µ > 0 — достаточ-
но малая величина.

Введем  вектор  ( )D( ) ( ) ( ) ,i i it t t  = -   который 
характеризует  точность  оценки  производных  

сигнала  ζi(t),  где  D   =  diag{µγ  –  1, µγ  –  2, …, µ,  1}, 
T( )( ) ( ), ( ),..., ( ) .i i i it t t t   é ù= ê úë û

   Продифференциро-

вав  ( ),i t  по времени с учетом уравнения (9), полу-

чим  t G t b t   = +1 ( )( ) ( ) ( ),i i i
-

 ;    1( ) ( ),i it L t-=  

где  [ ]b ;...; , .= T0 0 1   Преобразуем  предпоследние 
уравнения в эквивалентные относительно выхо-
да  ( ) :i t∆
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i i

t             G      t      b t

t L t

-

-=

1

1





  (10)

Здесь  ηi(t)  ∈  Rγ,  причем  первые  компоненты 
векторов ηi(t) и  ( ),i t  равны b = [1, 0, …, 0]T.

Принимая во внимание (10), перепишем (8) как

 

( ) ( ) ( );
( ) ( ),

i N i N i

i i

x   t      A    x   t B g t

y t Lx t

 -= +
=

1 T


 

    (11)

где ∆ ( )
T

1 1 1 ( )
( ) ( ), ( ),..., ( ) ;i i i it t t t

γ
∆ η η η

é ù
ê ú=
ê úë û

  g —  вектор, 

составленный из коэффициентов оператора QN(p), 
записанных в обратном порядке.

Утверждение. Пусть выполнены предположе-
ния 1–4. Тогда система управления (4), (7), (9) при 
µ ≤ µ0 обеспечивает выполнение ε-синхронизации 
(2), где µ0 > 0 и

 

Q Hb

Q PB g

min ;

, ( ) ,Nk c cγ

µ

ρ

-

-- - -

ìïïï< íïïïî
üïï- ýïïþ

1 2
0 2

21 1 1 T
10 125 1   (12)

где  ( ){ }L
,...,

min ( ) ,l
l m

ρ λ Γ
=

= 2
1

� λ2(L(Γl))  —  наимень-

шее  ненулевое  собственное  число  (алгебраиче-
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ская связность [11]) нормированного симметризо-
ванного лапласиана� L(Γl)�орграфа�Γl,�матрицы� P�
и�H�являются решением уравнений

A P PA Q G H HG Q, ,N N+ =- + =-T T
1 2

� Q Q ,= >T
1 1 0  Q Q .= >T

2 2 0 � (13)

Под  нормированным  симметризованным  ла-
пласианом  понимается  симметризованный  ла-
пласиан, соответствующий орграфу Γl,�у которого 
cij = 1, если j ∈ Ni, иначе cij = 0. Понятие симме-
тризованного лапласиана L(Γl) и его свойства под-
робно рассмотрены в работе [11].

Следствие.  Утверждение  справедливо,  если�
Γl,�l = 1, …, m�—�графы, у которых есть остовное 
дерево. Причем параметр µ0 можно выбирать из 
условия

 

Q Hb

Q PB g

min ;

, ( ) ,Nk c cγ

µ

ρ

-

-- - -

ìïïï< íïïïî
üïï- ýïïþ

1 2
0 2

21 1 1 T
10 125 1    (14)

где� ( )L( ) ,lsρ λ Γ= 2 �Γls�—�любой подграф из множе-
ства графов�Γl,�содержащий остовное дерево и со-
стоящий из�k�вершин и�k�– 1 ребер.

Пример

Рассмотрим орграфы Γl, l =1, ..., 6 (рис. 1), опи-
сывающие информационные связи сети S, состо-
ящей из четырех подсистем Si, i =1, ..., 4.

Рассмотрим подсистему Si,  которая  описыва-
ется следующим уравнением: 

[ ]
1 2

0 1 0 0

1 0 1 4

( ) ( ) ( ) ( );

( ) ( ), ,..., .

i i i i
i i

i i

t t u t f t
a a b d

y t t i

é ù é ù é ù
ê ú ê ú ê ú= + +ê ú ê ú ê úë û ë û ë û

= =

x x

x



Класс неопределенности Ξ задан неравенства-
ми: |aj| ≤ 10; j = 1, 2; 0 < bi�≤ 10; |di| ≤ 10; |fi(t)| ≤ 10; 
0,1 < cij ≤ 10.

Цель  управления  состоит  в  синтезе  алгорит-
ма, обеспечивающего выполнение  ε-синхрониза-
ции (2).

Выберем  в  (4) α  =  1,  A ,N
é ù
ê ú= ê ú- -ë û

0 1
1 2

  BN
é ù
ê ú= ê úë û

0
1
 

и сформируем вспомогательный контур в виде

[ ]

x x

x x

( ) ( ) ( );

( ) ( ), ( ) , ,..., .

ai ai i

ai ai ai

t t u t

y t t i

é ù é ù
ê ú ê ú= +ê ú ê ú- -ë û ë û

= = =

0 1 0
1 2 1

1 0 0 0 1 4



Пусть в (9) D = [2 1]T. Для выбора параметра µ 
в  (9) воспользуемся условиями (12) и  (13). Пусть 
в (13) Q1 = Q2 = 0,1I2. Из структур орграфов сети S 
(см.  рис.  1)  наименьшая  алгебраическая  связ-
ность ρ  соответствует  орграфу Γ1  и  равна  1,708. 
Из условий (12) и (13) определим интервал для µ0: 
µ0 < 0,05. Выберем µ = 0,01. Тогда уравнения на-
блюдателя производных сигнала ζi(t) примут вид

( )1 2 12 100( ) ( ) ( ) ( ) ;i i i it t t t   = - × -

( )2 2 1100( ) ( ) ( ) ,i i it t t  =- -

0 0( ) ,iξ =   1 4,..., .i=

В  результате  закон  управления  (7)  можно 
сформировать как

( )2 2 12 1 4( ) , ,..., .i i i iu t i  =- + + =

Рассмотрим  пример  [2–5],  где  каждый  узел 
сети  S  задан  двойным  интегратором,  т.  е.  a1  = 
= a2 = 0. Остальные параметры для каждой под-
системы  Si,  i  =1,  ...,  4  сети  S  выберем  следую-
щими:

S1: b1 = 1, d1 = 1, f1(t) = 1 + sin t, x1(0) = [1 1]T;
S2: b2 = 2, d2 = 3, f2(t) = 2 + sin 2t, x2(0) = [–1 2]T;
S3: b3 = 3, d3 = 2, f3(t) = 1 + 2sin 1,2t, x3(0) = 

= [–2 3]T;
S4: b4 = 2, d4 = 5, f4(t) = 1 + 3sin 0,8t, x4(0) = 

= [3 4]T.
Пусть в процессе функционирования системы 

топология сети S (см. рис. 1) изменяется последо-
вательно каждые 0,3 с. Элементы взвешенной ма-
трицы смежности C зададим в виде cij = 0,4ij(0,2 +  
+  0,1  sin(ijt)).  На  рис.  2,  а—е  представлены  ре-
зультаты  переходных  процессов  по  ошибкам 

12 1 2( ) ( ) ( ),y t y t y t= -   13 1 3( ) ( ) ( ),y t y t y t= -   14 1 4( ) ( ) ( ),y t y t y t= -

 
14 1 4( ) ( ) ( ),y t y t y t= -   23 2 3( ) ( ) ( ),y t y t y t= -   24 2 4( ) ( ) ( )y t y t y t= -  

и  34 3 4( ) ( ) ( )y t y t y t= -  соответственно.
Результаты  моделирования  показали,  что 

предложенная система управления обеспечивает 
условие ε-синхронизации с заданной точностью. 
Причем  с  уменьшением  числа  µ  в  наблюдателе 
(9)  уменьшается  значение  ε  в  целевом  условии 
(2), что подтверждает результаты аналитических 
расчетов.Рис.  1. �� Орграфы�Γl�сети�S

  

  
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Лемма  1.  Пусть  задан  орграф� Γl,  у  которого 
есть  ориентированное  остовное  дерево.  Рассмо-
трим квадратичную форму

( ) ( )

( )( )

x x x x

x B I B I x

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, ( ) ( ),
i

k

i j i j
i j N

n n

W t t t t t

t t

= Î
= - - =

= Ä Ä

å å
T

1

T T0 5     (П1)

где�xi(t)�∈�Rn;� x( ) ( ), ( ),..., ( ) ;kn
kt x t x t x t Ré ù= Îê úë û

TT T T
1 2  

B� —  лапласиан  орграфа� Γl;� ⊗  —  произведение 
Кронекера (прямое произведение). Тогда для�k�> 1�
квадратичную форму (П1) можно оценить снизу 
и сверху:

£ - -

´ - -( ) ( )

( ) ( )

1
2

T

1 1

T

1 1

0 25 1( ) , ( ) ( ( ))

( ) ( ) ( ) ( ) ;

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

l
k k

i j i j
i j

k k

i j i j
i j

W t k L

x t x t x t x t

W t x t x t x t x t

 -

= =

= =

³ - ´

åå

åå    (П2)

Понятия лапласиана, произведения Кронеке-
ра и их свойства подробно рассмотрены в работах 
[6, 9, 11, 15].

Доказательство� леммы� 1:  Докажем  сначала 
оценку  снизу. Для  этого  осуществим преобразо-
вание

Рис.  2. �� Переходные�процессы:�а�—�по� 12( );y t �б�—�по� 13( );y t �в�—�по� 14( );y t �г�—�по� 23( );y t

�д�—�по� 24( );y t �е�—�по� 34( )y t

Заключение

Предложен  алгоритм  робастного  управления 
динамической сетью с переключающейся струк-
турой. Каждая подсистема сети описывается ли-
нейным  дифференциальным  уравнением,  под-
верженным действию внутренних и внешних не-
контролируемых  возмущений.  Предполагалось, 
что измерению доступны только выходы локаль-
ных подсистем, но не их производные. При реше-
нии  рассматривался  орграф,  вершины  которого 
ассоциированы с соответствующими подсистема-
ми сети. На базе метода вспомогательного конту-
ра  [10]  синтезирован  алгоритм,  позволяющий 
обеспечить синхронизацию сети с заданной точ-
ностью ε, которая зависит от выбора параметров 
в системе управления.

Получены  условия,  позволяющие  выбирать 
параметр µ в наблюдателе производных (9) с уче-
том топологии орграфа сети. Алгоритм обобщен 
на случай, если узлы сети ассоциированы с вер-
шинами графа.

ПРИЛОженИе

Доказательство утверждения

Для доказательства утверждения рассмотрим 
две вспомогательные леммы.
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( )( )

( )

x B I B I x

x I x

( ) , ( ) ( )

, ( ) ( ) ( ).

n n

l n

W t t t

t L tΓ

= Ä Ä =

= Ä

T T

T

0 5

0 5

Известно [6, 9, 11], что симметризованный ла-
пласиан L(Γl) = BTB — неотрицательная матрица. 
Так как орграф L(Γl) содержит ориентированное 
остовное дерево,  то 0 = λ1(L(Γl)) < λ2(L(Γl)) ≤ … ≤  
≤  λk(L(Γl)),  т.  е.  наименьшее  собственное  число 
λ1(L(Γl)) = 0 имеет единичную кратность [6, 9, 11]. 
Тогда последнее выражение для W(t) оценим сни-
зу как

 

( )x L I x

L x x

, ( ) ( ) ( )

, ( ( )) ( ) ( ).
l n

l

t t

t t

Γ

λ Γ

Ä ³

³

T

T
2

0 5

0 5   (П3)

Для k > 1, воспользовавшись неравенством 

( ) ( )

x x

x x x x

( ) ( ) , ( )

( ) ( ) ( ) ( )
k k

i j i j
i j

t t k

t t t t

-

= =

³ - ´

´ - -åå

T 1

T

1 1

0 5 1

и подставив его в (П3), получим оценку снизу (П2) 
для квадратичной формы (П1).

Оценка  сверху  очевидна,  так  как  это  равно-
сильно введению в орграфе дополнительных ре-
бер, которые соединяют все пары вершин, т. е. ор-
граф Γl дополнен до полного орграфа.

Лемма  2. Пусть орграф�Γl�содержит ориенти-
рованное  остовное  дерево.  Рассмотрим  квадра-
тичную форму

( ) ( )T

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

i

k

ij i j i j
i j N

W t c t t t t
= Î

= - -å å x x K x x  (П4)

где�K�=�KT;� 0 .ijc c c< < < �Тогда для�k�> 1�справед-
ливы следующие оценки снизу и сверху:

( ) ( )

( ) ( )

L

x x K x x

x x K x x

( ) , ( ) ( ( ))

( ) ( ) ( ) ( ) ;

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

l
k k

i j i j
i j

k k

i j i j
i j

W t c k

t t t t

W t c t t t t

λ Γ-

= =

= =

³ - ´

´ - -

£ - -

åå

åå

1
2

T

1 1

T

1 1

0 25 1

   (П5)

Доказательство� леммы� 2:  Докажем  оценку 

снизу.  Введем  преобразование  x K w( ) ( )i it t
-

=
1
2  

и подставим его в (П4):

= - -

´ - =

= - ´( )
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( ) ( )

T

1 1
1 1
2 2

T

1 1

( ) ( ) ( )
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Тогда с учетом (П1) и (П2)
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Осуществив  в  последнем  выражении  обрат-

ную замену  w K x( ) ( ),i it t=
1
2  получим

( ) ( )
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L

x x K K x x

L

x x K x x

, ( ) ( ( ))
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Как и в лемме 1, оценка сверху следует из того, 
что орграф дополнен до полного орграфа.

Перейдем  теперь к  доказательству  утвержде-
ния. Рассмотрим систему, составленную из урав-
нений (10), (11) и записанную в виде

  1 2             

x A x B g

G b

( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ).
i N i N i

i i i

t t t

t t t

 -= +

= +

1 T
2



 

          (П6)

Для исследования поведения ее решений вос-
пользуемся первой леммой [16]. Согласно [16], по-
ложим в (П6) µ2 = 0. Очевидно, что в этом случае 
система  (П6)  асимптотически  устойчива  в  силу 
матриц AN и G. Следовательно, векторы x ( )i t , ηi(t) 
ограничены вместе со своими первыми произво-
дными.  Тогда  в  (П6)  ограничены  сигналы  ∆i(t), 

( )i tζ   [16].  Из  ограниченности  ∆i(t)  следует,  что 
в (9) |ξi(t)| < ∞, а значит из (7) |ui(t)| < ∞. Однако не-
обходимо  определить  µ0,  при  котором  исходная 
система будет диссипативной. Пусть µ1 = µ2 = µ0. 
Выберем функцию Ляпунова

= +å å 

T T

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

k k

i i i i
i i

V t x t Px t t H  t 
= =

     (П7)

Принимая  во  внимание  (13),  возьмем  от  (П7) 
производную по времени вдоль траекторий (П6):

+ - +ê úë û0 2

= - + +ê úë û
x Q x x PB g
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Для оценки первого и второго слагаемых в (П8) 
воспользуемся (П5):
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Четвертое слагаемое в (П8) оценим в виде
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выражение (П8) можно переписать как
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Очевидно, если выполнено условие (12) и Q2 – 
– HbbTH > 0, то  0( ) ( ) ,V t V t kβ µ χ£- +  β > 0. Пусть
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и Q2 – HbbTH = R2 > 0. Перепишем последнее не-
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В силу (П5) оценим функцию (П7) в виде
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Выберем число β из условия 
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Тогда,  с  учетом  (П9),  перепишем  (П10)  как 

0( ) ( ) .V t V t kβ µ χ£- +   Решив  последнее  неравен-
ство,  получим  V(t) ≤ V(0)e– βt + (1  –  e– βt)kµ0χ,  от-
куда  для  фиксированного  значения  времени 
t = T  следует оценка величины ε в целевом усло-
вии (2):
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Оценки (12) и (П11) достаточно грубые. Но из 
них видно, что уменьшением числа µ0 можно по-
лучить требуемую точность ε в (2).

Доказательство� следствия:  Действительно, 
граф, у которого есть остовное дерево, можно ас-
социировать с симметричным орграфом, у кото-
рого  есть  ориентированное  остовное  дерево. По-
этому система управления (4), (7), (9), (11) с расче-
том параметра µ в (12) справедлива в случае, если 
сеть ассоциирована с графами Γl, l = 1, …, m.

Известно [11], для того чтобы граф Γl, состоя-
щий из k вершин, содержал остовное дерево, не-
обходимо, чтобы он содержал как минимум k – 1 
ребер. Пусть Γl1, …, Γlr — подграфы графа Γl, со-
держащие k вершин, k – 1 ребер и остовное дере-
во графа Γl. Лапласианы, а значит и симметризо-
ванные лапласианы подграфов Γl1, …, Γlr — сим-
метричные матрицы, отличающиеся только рас-
положением  соответствующих  строк.  Следова-
тельно, их характеристические многочлены иден-
тичны, т. е. они имеют одинаковые собственные 
числа. Причем алгебраическая связность графов 
Γl1, …, Γlr не превосходит алгебраических связно-
стей  любых  подграфов  графа Γl,  которые  содер-
жат остовное дерево, k вершин и более чем k – 1 
ребер (лемма 13.6.1 [11]). Следовательно, для рас-
чета  числа  µ0  можно  воспользоваться  выраже-
нием (14).
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