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Введение

Управление сложными стохастическими си-
стемами различного назначения предполагает 
интеграцию в их состав измерительно-управля-
ющих систем (ИУС), синтезируемых на основе 
адекватных математических моделей. Извест-
но, что широкий класс стохастических марков-
ских систем достаточно адекватно моделирует-
ся эволюционными уравнениями (ЭУ), напри-
мер уравнением Фоккера—Планка—Колмого-
рова [1]. С использованием указанных уравне-
ний эффективно решаются задачи анализа нели-
нейной статистической динамики различного 
рода динамических систем, а также синтеза ал-
горитмов оценки их состояния в различные мо-
менты времени (например, вероятности безот-
казной работы, наработки на отказ, среднего вре-
мени достижения границ области допустимых 
значений и других стохастических характери-
стик (СХ)) [1, 2]. При этом набор оцениваемых СХ 
представляется в виде совокупности некоторых 
ограниченных непрерывных функционалов от 
плотности вероятности многомерного марков-
ского процесса, удовлетворяющей используемо-
му многомерному ЭУ.

Основной причиной, ограничивающей прак-
тическое применение марковской теории анали-
за и синтеза стохастических систем, является вы-
сокая сложность численного и, особенно, анали-
тического решения указанных ЭУ. При этом си-

туация еще более усугубляется, если рассматри-
ваются параметризованные ЭУ, т. е. заданные 
с точностью до вектора вещественных параме-
тров, в качестве которых могут выступать на-
чальные и граничные условия соответствующего 
уравнения, а также априори неизвестные кон-
станты, характеризующие условия функциони-
рования стохастической системы.

Поскольку в ряде случаев, например при воз-
никновении угрозы аварийной ситуации, предъ-
являются жесткие требования по быстродейст-
вию оценки СХ, то целесообразно этот процесс 
разбивать на два этапа. На первом этапе необхо-
димо оценить локальные характеристики (коэф-
фициенты сноса и диффузии) исследуемой систе-
мы и сформировать аналитико-параметрическое 
решение соответствующего параметризованного 
ЭУ. Здесь же по мере накопления информации об 
исследуемой системе могут уточняться параме-
тры модели и полученное решение. На втором 
этапе, при выявлении признака аварийной ситу-
ации в зависимости от конкретных значений век-
тора параметров, выдаваемых системой иденти-
фикации высшего уровня, вычисляются иско-
мые СХ. Такое рассмотрение задачи оценки СХ 
позволяет вынести основные вычислительные, 
а следовательно, и временные затраты, на первый 
этап. В данной работе для синтеза ИУС высокого 
быстродействия дается обоснование метода оцен-
ки СХ марковской системы, моделируемой пара-
метризованными ЭУ.
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Постановка задачи  
в марковско-параметрическом виде

Рассмотрим в некотором нормированном про-
странстве W0 параметризованное ЭУ в частных про-
изводных для r-мерного марковского процесса x(t) 
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где ( )
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r
tLω — оператор параметризованного ЭУ (на-

пример, оператор Фоккера—Планка—Колмого-
рова), зависящий от вещественного векторного 
параметра ω0.

Пусть искомое решение ( ),p x t
∗

 уравнения 
(1) подчинено дополнительным условиям вида 
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 (x, t) ∈  S, i = 1, …, L0, 

j = 1, …, L1, где 
jωΦ  — линейный непрерывный 

оператор, действующий в W0 и зависящий от ве-
щественного векторного параметра ;jm

j j Rω Ω∈ ⊂  
Si — некоторое многообразие в области X × T, чис-
ло измерений которого меньше r + 1; ( )

j iSωϕ  — 
заданная функция, определенная на Si и завися-
щая от ωj.

Данную задачу можно представить в виде 
одного точного уравнения [3, 4]
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где F(ω) — линейный непрерывный оператор, дей-
ствующий в нормированном пространстве W⊂W0; 
λ — некоторая постоянная, не являющаяся ха-
рактеристическим значением оператора F(ω) для
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f(x, ω, t) — заданная функция из W. 
На первом этапе функционирования ИУС мо-

жет быть построено аналитико-параметрическое 

решение ( ), ,p x tω
∗

 уравнения (2), а на втором — 

совокупность искомых СХ ( ) ( ), , ,i iY F p x tω ω
∗ ∗ 

 =  
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i = 1, …, M0, где Fi[·] — ограниченные непрерыв-
ные функционалы.

Поскольку вместо ( ), ,p x tω
∗

 можно получить 
только приближенное решение p∼(x, ω, t) уравне-

ния (2), то и вместо ( )
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Требуется с учетом принятых моделей и огра-
ничений разработать численно-аналитический 
метод оперативной оценки СХ марковской пара-
метрической системы для последующего исполь-
зования при синтезе ИУС высокого быстродей-
ствия.

Решение операторного уравнения

Рассмотрим в пространстве W полное подпро-
странство W

∼
, в котором задано приближенное [по 

отношению к уравнению (2)] операторное уравне-
ние [3, 4]

 ( ) ( ) ( ) ( ) , , , , , , ,p x t PF p x t Pf x tω λ ω ω ω− =   (3)

где P — непрерывный линейный оператор, проек-
тирующий W на W

∼
, для которого PW = W

∼
, 

P2 = P.
Будем считать, что выполнены следующие 

условия: 
1) для любого p(x, ω, t) ∈ W найдется элемент 

p∼(x, ω, t) ∈ W∼
 такой, что F(ω)p(x, ω, t) – p∼(x, ω, t) ≤ 

≤ η1p(x, ω, t) ∈; 
2) существует элемент f

∼
(x, ω, t) ∈ W∼

 такой, что 
f(x, ω, t) – f

∼
(x, ω, t) ≤ η2f(x, ω, t).

Пусть каждый элемент p∼(x, ω, t) ∈  W
∼

 един-
ственным образом представим в виде p∼(x, ω, t) = 
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, где система элемен-

тов ( ){ } 1
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∞

=
 образует базис в W

∼
. Кроме того, 

считаем заданной полную в W
∼

 систему {Dj} линей-
ных функционалов такую, что из равенств Dj[p∼(x, 
ω, t)] = 0, j = 1, 2, … следует p∼(x, ω, t) = 0. В этом 
случае вместо (3) можно ограничиться рассмотре-
нием системы равенств Dj[P(I – λF(ω))p∼(x, ω, t)] = 
= Dj[Pf(x, ω, t)], j = 1, 2, …. С учетом этого прихо-
дим к бесконечной системе линейных алгебраи-
ческих уравнений (СЛАУ) метода Галеркина в аб-
страктной форме [4]
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Если система функционалов {Dj} биортого-

нальна базису ( ){ } 1
, ,i i

x tγ
∞

=
 то ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
, , , ,j k j k j

k
c c D PF x t D Pf x tω λ ω ω γ ω

∞

=

   − =      ∑  × 

× ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

, , , ,j k j k j
k

c c D PF x t D Pf x tω λ ω ω γ ω
∞

=

   − =      ∑  j = 1, 2, …. 
В частности, если W — гильбертово простран-
ство, а P — оператор ортогонального проектиро-

вания, то ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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− =∑  j = 1, 2, …,  где 〈⋅,⋅〉 — символ 

скалярного произведения.
Представим данную систему в окончательном 

виде
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Таким образом, задача нахождения прибли-
женного аналитического решения параметризо-
ванного ЭУ сводится к решению бесконечной 
СЛАУ (4). 

Решение бесконечной системы уравнений

Применим к решению бесконечной СЛАУ ме-
тод редукции, который состоит в замене (4) усе-
ченной СЛАУ:
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(5)

решение которой ( ) ( ) 1
*

, ,n njc c j nω ω
∗   = =    

 — при-

ближенное решение (4).
Рассмотрим систему (4) с учетом ограничений 

в виде одного операторного уравнения в функци-
ональном банаховом пространстве C = l2 по ана-
логии с c(ω) – λK(ω)c(ω) = b(ω) [3], где c(ω) = {c1(ω), 
c2(ω), …}; b(ω) = {b1(ω), b2(ω), …}; K(ω) — непрерыв-
ный линейный компактный оператор в l2, опре-
деляемый для всех ω ∈ Ω матрицей A(ω) = {ajk(ω), 

j, k = 1, 2, …} системы (4); ( ) ( )
1
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Аналогично систему (5) рассмотрим в конечно-
мерном пространстве 2.n nC l=  cn(ω) – λKn(ω)cn(ω) = 
= bn(ω), где cn(ω) = {cj(ω), j = 1, …, n} и bn(ω) = {bj(ω), 
j = 1, …, n}, а оператор Kn(ω) определяется усечен-
ной матрицей An(ω) = {ajk(ω), j, k = 1, …, n}; 
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Наряду с пространствами C и Cn рассмотрим 
вспомогательное пространство C[n]⊂l2, состоя-
щее из элементов, все координаты которых, на-
чиная с (n + 1)-й, равны нулю. Обозначим через 
Hn непрерывный линейный оператор, отобража-
ющий C[n] взаимно однозначно на Cn, т. е. элемен-

ту c[n](ω) = {c1(ω), c2(ω), …, cn(ω), 0, 0, …} ∈ C[n] ста-
вится в соответствие элемент cn(ω) = {cj(ω), j = 
= 1, …, n} ∈ Cn.

Очевидно, что существует непрерывный об-
ратный оператор 1.nH−  Наряду с Hn суще-
ствует также непрерывный линейный опера-
тор Qn, являющийся продолжением оператора 
Hn, т. е. отображающий C на Cn и совпадаю-
щий с Hn на C[n]. Оператор Qn сопоставляет эле-
менту c(ω) = {c1(ω), c2(ω), …} ∈ C = l2 элемент 
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1 2, ,..., .n n n nQ c c c c lω ω ω ω ω= = ∈c  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } 2
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c c

c

где под [K(ω)c(ω)]n следует понимать усеченный 
элемент, получающийся из элемента K(ω)c(ω)∈l2 
заменой всех его координат, начиная с (n + 1)-ой, 

нулями, ( )

1
2

2

1 1
  sup ,n jk
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a

ω
σ ω ω Ω

∞ ∞

= + =

 
 = ∈ 
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∑ ∑ . Оче-

видно, что с учетом принятых ограничений σn → 0 
при n → ∞.

Кроме того:
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∑ ∑  ω∈Ω. При 

этом μn → 0 при n → ∞.
На основе результатов работы [3] и с учетом 

вышесказанного можно заключить, что если λ не 
является характеристическим значением систе-
мы (4), то для фиксированного ω ∈ Ω при достаточ-
но больших n система (5) разрешима относитель-

но ( ) ( ) ( ) ( )1 2, ,...,n n n nnc c cω ω ω ω
∗ ∗ ∗ ∗   =    

c  и имеет ме-

сто сходимость приближенных решений [ ]( ) ( ) ( ) ( )1 2 0 0, ,..., , , ,...n n nnn c c cω ω ω ω
∗ ∗ ∗ ∗   =    

c  

[ ]( ) ( ) ( ) ( )1 2 0 0, ,..., , , ,...n n nnn c c cω ω ω ω
∗ ∗ ∗ ∗   =    

c  к точному ( ).ω
∗
c  

Скорость сходимости определяется неравен-

ством ( ) ( ) ( ) [ ]( )
1

1 2
*

,n n n nnH q qω ω ω ω σ µ
∗ ∗ ∗

−− = − ≤ +c c c c  
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( ) ( ) ( ) [ ]( )
1

1 2
*

,n n n nnH q qω ω ω ω σ µ
∗ ∗ ∗

−− = − ≤ +c c c c  ω∈Ω, где ( )ω
∗
c  и ( )n ω

∗
c  — решения систем 

(4) и (5) соответственно; q1 и q2 — положительные 
постоянные, не зависящие от ω и n. Отсюда ясно, 

что каждая координата ( )kc ω
∗

 вектора ( )ω
∗
c  мало 

отличается от каждой координаты ( )nkc ω
∗

 векто-

ра ( )n ω
∗

c  для всех k = 1, …, n и ω ∈ Ω, а при k > n 

координата ( )kc ω
∗

 мала для всех ω ∈  Ω. Кроме 

того, следует сходимость ( ) ( )lim ,nk k
n

c cω ω
∗ ∗

→∞
=  k = 

= 1, 2, ….
Ниже рассмотрим общий подход к построе-

нию приближенного параметризованного реше-
ния системы (4) на базе усеченной системы (5).

Решение усеченной системы уравнений

Для сокращения записей, не снижая общно-
сти рассуждений, положим ω ∈ Ω ⊂ R1. Пусть вну-
три области Ω задан набор точек (узлов) ω(i), 
i = 1, …, N. Поставим в соответствие набору ω(1), 

ω(2), …, ω(N) семейство 1 2( ) ( ) ( )( ), ( ),..., ( )n n n Nc c cω ω ω
∗ ∗ ∗

 

точных решений системы (5), т. е. 
1

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ),
n

nj nji jk i i j i
k

c a c bω λ ω ω ω
∗ ∗

=
− =∑ 

1
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ),

n
nj nji jk i i j i

k
c a c bω λ ω ω ω
∗ ∗

=
− =∑  j = 1, …, n, i = 

= 1, …, N. Данные решения могут быть построены 
заранее, в нормальных (безаварийных) условиях 
эксплуатации, с использованием известных ме-
тодов решения СЛАУ на базе ЭВМ.

Используя введенное семейство, рассмотрим 
процедуру построения приближенного парамет-
ризованного решения с∼n(ω) = {с∼n1(ω), с∼n2(ω), …, 
с∼nn(ω)} системы (5), справедливого для всех ω∈Ω. 
На базе данного решения сформируем вектор 

[ ]( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )1
1 2 0 0 ..., ,..., , , , ,n n nn n nn c c c Hω ω ω ω ω−= =c c    × 

× [ ]( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )1
1 2 0 0 ..., ,..., , , , ,n n nn n nn c c c Hω ω ω ω ω−= =c c     который принимается в качестве при-

ближенного параметризованного решения для 
системы (4) и обеспечивает при этом выполне-

ние следующего неравенства: ( ) [ ]( ) ( ) ( )1 ,,sup sup n n n Nn H
ω ω

ω ω ω ω δ
∗ ∗

−− = − ≤c c c c 
 

  

( ) [ ]( ) ( ) ( )1 ,,sup sup n n n Nn H
ω ω

ω ω ω ω δ
∗ ∗

−− = − ≤c c c c   ω ∈ Ω, где δn, N — 

положительная постоянная, задающая границу 
допустимой погрешности вычислений.

Очевидно, что количество и правило располо-
жения указанных выше узлов ω(1), ω(2), …, ω(N) за-
висит от выбора области Ω и требуемой точности 
построения параметризованного решения (4), ко-
торая определяется константой δn, N.

Для фиксированного j = 1, …, n поставим в со-
ответствие узлам ω(1), ω(2), …, ω(N) набор чисел 

1 2( ) ( ) ( )( ), ( ),..., ( )nj nj nj Nc c cω ω ω
∗ ∗ ∗

, который соответ-
ствует j-м координатам построенных опорных ре-

шений 1( )( ),nc ω
∗

 2( )( ),...,nc ω
∗

 ( )( )n Nc ω
∗

 системы (5). 
Проведем интерполяцию данного набора, со-
поставив ему скалярную функцию ψnj(ω) извест-
ного класса: ψnj(ω) = θn(ω, νj), νj ∈ RN, j = 1, …, n, 
где вектор коэффициентов νj = {νj1, νj2, …, νjN} 
находится путем решения следующей СЛАУ: 

( ) ( ) ( )( ) ( , ) ( ),nj i n i j nj icψ ω θ ω ν ω
∗

= =  i = 1, …, N.
Данное соотношение показывает, что вектор 

коэффициентов νj выбирается таким образом, 
чтобы значения функции ψnj(ω) совпадали со зна-

чениями функции ( )njc ω
∗

 в N узлах интерполя-
ции, а его решением являлся вектор коэффици-

ентов =1, ,  .j jk k N  Далее проводится интер-
поляция для всех j = 1, …, n, т. е. определяется со-
вокупность параметризованных коэффициентов 
ψn1(ω), ψn2(ω), …, ψnn(ω), удовлетворяющих харак-
теристическому свойству. Указанные коэффици-
енты принимаются в качестве параметризован-
ных координат приближенного решения с∼n(ω) = 
= {с∼n1(ω), с∼n2(ω), …, с∼nn(ω)} системы (5), т. е. с∼nj(ω) = 

= ψnj(ω) и ( ) ( ) ( ) ( ), ,nn i n i n i n iV cc   

i = 1, …, N, где 1 2( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,..., , ,n i n n i n i n i nV  

1 2( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,..., , ,n i n n i n i n i nV  Ψn(ω(i)) = {ψn1(ω(i)), ψn2(ω(i)), …, 

ψnn(ω(i))}. Данные соотношения показывают, что 
построенное приближенное параметризованное 
решение с∼n(ω) системы (5) совпадает с ее точным 

параметризованным решением ( )n ω
∗

c  в узлах ин-
терполяции ω(i), i = 1, …, N.

Приближенным параметризованным решени-
ем системы (4) следует принять

[ ]( ) ( ) ( ) ( ){ }

1 2

1 2 0 0

0 0

, ,..., , , ,...

, , , ,..., , , , ,... .

n n nnn

n n n n

c c cω ω ω ω

θ ω ν θ ω ν θ ω ν
∗ ∗ ∗

= =

              =                    

  c

Применим к рассмотренной выше процедуре 
построения параметризованных решений извест-
ные методы интерполяции. Так, в случае парабо-
лической интерполяции на основе степенных по-

линомов ( )
1

N
k

nj jk
k

ψ ω ν ω
=

=∑  получим СЛАУ 
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( ) ( )
1

1( ) ( ) ( ) , , ,
N

k
nj i jk i nj i

k
c i Nψ ω ν ω ω
∗

=
= = =∑

 j = 1, …, n. (6)

Решая систему (6) относительно νj = {νj1, νj2, …, 

νjN} для j = 1, …, n, получим [ ]( ) 1 2
1 1 1

0 0, ,..., , , ,... .
N N N

k k k
k k nkn

k k k
ω ν ω ν ω ν ω

∗ ∗ ∗

= = =

   =    
∑ ∑ ∑c  

[ ]( ) 1 2
1 1 1

0 0, ,..., , , ,... .
N N N

k k k
k k nkn

k k k
ω ν ω ν ω ν ω

∗ ∗ ∗

= = =

   =    
∑ ∑ ∑c Очевидно, что 

[ ]( )
( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( )

1 2

1 2

0 0

0 0

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

, ,..., , , ,...

, ,..., , , ,... ,

in

n i n i nn i

n i n i nn i

c c c

c c c

ω

ω ω ω

ω ω ω
∗ ∗ ∗

=

= =

   =    



  

c

где ( ) ( ) ( ) ( )1 2( ) ( ) ( ) ( ), ,...,n i n i nn i n ic c cω ω ω ω
∗ ∗ ∗ ∗   =    

c  — 

точное решение системы (5), соответствующее 
узлу ω(i) ∈ Ω.

Предложенный подход к построению параме-
тризованного решения на базе интерполяционно-
го полинома имеет существенный недостаток: 
при увеличении семейства опорных решений не-
обходимо многократно решать СЛАУ (6) в целях 
вычисления искомых коэффициентов νjk, j = 1, …, 
n, k = 1, …, N. От этого недостатка свободна реали-
зация рассматриваемого подхода к построению 
параметризованных решений на базе интерполя-
ционного полинома Лагранжа.

Для параболической интерполяции на основе 
полинома Лагранжа получим

( ) ( )

( )

( ) ( )

1

01
0

1,, .

N

nj jk k
k

N N p
jk

p k pk
p

L

j n

ψ ω ν ω

ω ω
ν

ω ω

=

==
≠

= =

−
= ∈

−

∑

∑ ∏

Учитывая, что Lk(ω(i)) равно 1 для k = i и 0 для 
k ≠ i, несложно убедиться в выполнении следую-
щего характеристического свойства: ( ) ( ) ( )

1
,( ) ( ) ( )

N

nj i jk k i ji nj i
k

v L v cψ ω ω ω
∗

=
= = =∑ 

( ) ( ) ( )
1

,( ) ( ) ( )

N

nj i jk k i ji nj i
k

L cψ ω ν ω ν ω
∗

=
= = =∑ i = 1, …, N.

Тогда получим 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
1

1
1

( )

( ) , ,..., .

N

nj nj k k
k

N
nj k k

k

L

c L j n

ψ ω ψ ω ω

ω ω

=
∗

=

= =

= =

∑

∑  (7)

Аналогично приближенное параметризован-
ное решение с∼[n](ω) системы (4) представим в сле-
дующем виде:

[ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 2
1 1

1
0 0

( ) ( )

( )

, ,...,

, , ,... ,

N N

n k k n k kn
k k

N

nn k k
k

c L c L

c L

ω ω ω ω ω

ω ω

∗ ∗

= =

∗

=

=


∑ ∑

∑

c

(8)

при этом несложно убедиться в выполнении ха-
рактеристического свойства.

Обозначив через ( )ω
∗
c  точное аналитическое 

параметризованное решение системы (4), через 

( )
n

ω
∗ 
 
 
 
c — вектор, получающийся из ( )ω

∗
c  путем 

обнуления всех координат, начиная с (n + 1)-й, 
а через с∼[n](ω) — приближенное решение системы 
(5), для оценки результирующей погрешности 
вычислений можно воспользоваться неравен-
ством треугольника 

( ) [ ]( ) ( ) ( )

( ) [ ]( )

sup sup

sup .

n
n

n
n

ω ω

ω

ω ω ω ω

ω ω

∗ ∗ ∗

∗

 
 − ≤ − + 
 

 
 + − 
 





c c c c

c c      (9)

Конкретизация данной формулы зависит от 
метода интерполяции, выбранного в ходе постро-
ения параметризованного решения. 

Если оценка слагаемого ( ) ( )sup
nω

ω ω
∗ ∗ 

 −  
 

c c  да-

валась ранее, то в качестве оценки слагаемого 

( ) [ ]( ) sup n
nω

ω ω
∗ 
  − 
 
c c  можно в каждом конкрет-

ном случае использовать известные оценки для 
остаточного члена выбранного метода интерпо-
ляции.

Полученные результаты несложно распро-
странить на многомерный случай. Тогда проце-
дуры одномерной интерполяции, рассмотренные 
выше, заменяются процедурами многомерной 
интерполяции [5]. При этом в качестве погрешно-
сти вычислений могут быть приняты остаточные 
члены, соответствующие принятой многомерной 
интерполяции.

Выбор семейства опорных решений

Для рассматриваемого в настоящей работе 
подхода важнейшим является вопрос, связанный 
с выбором узлов интерполяции ω(i) ∈ Ω, i = 1, …, N, 
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обеспечивающим минимизацию результирую-
щей погрешности. Рассмотрим решение этого во-
проса для случая Ω = [d1, d2] ⊂ R1.

Согласно [5], погрешность интерполяции на 
основе полинома Лагранжа оценивается с помо-

щью остаточного члена ( ) ( )
( ) ( )d

 
d

,
!

N
jN

j nj N

cZ
c c

N

ωω
ω ω

ω

∗
∗

− =
 
× 

× ( ) ( )
( ) ( )d

 
d

,
!

N
jN

j nj N

cZ
c c

N

ωω
ω ω

ω

∗
∗

− =  j = 1, …, n, где ( ) ( )
1

( ) .
N

N i
i

Z ω ω ω
=

= −∏
При выборе семейства узлов ω(1), ω(2), …, ω(N), 

предполагающем обоснование значения N и опти-
мальное размещение узлов в области Ω, можно 
воспользоваться следующим неравенством:

 

( ) ( ) G

1

max sup ,
!

, , ,

N
Nj nj

j

Z
c c

N

j n

ω
ω ω

ω Ω

∗
∗ ∗

− ≤

= ∈



 (10)

где ( )
( )d

.
d

sup ; max sup
N

j
N NN Nj

c
Z Z G

ω ω

ω
ω

ω

∗
∗ ∗
= =

Для минимизации погрешности интерполя-
ции на основе полинома Лагранжа достаточно вы-
брать в качестве узлов ω(1), ω(2), …, ω(N) корни мно-
гочленов Чебышева, принадлежащие отрезку Ω = 

= [d1, d2], причем для оценки сверху величины NZ
∗

 

воспользуемся соотношением 2 12
4

.
N

N
d d

Z
∗  − ≤   

 
При этом вместо (10) имеем 

 ( ) ( ) 2 12
4

max sup .
!j

N
N

nj
j

d d G
c c

Nω
ω ω

∗
∗  − − ≤   

  (11)

С учетом (11) можно дать оценку второго сла-
гаемого в правой части неравенства (9):

( ) ( )
1

22 1 2
4 ![ ]sup .

N
N

n
n

d d G
n

Nω
ω ω

∗
∗   −   − ≤      
c c

Таким образом, по заданному значению δn, N 
можно выбрать такие n и N, при которых для слу-
чая оптимального расположения узлов интерпо-
ляции ω(1), ω(2), …, ω(N) в области Ω достигается 
выполнение неравенства (11).

Результаты численных экспериментов по-
казывают, что при гладкой зависимости пара-
метризованных коэффициентов СЛАУ (4) от ко-
ординат вектора ω количество узлов интерполя-
ции для выбранной области оказывается не-
значительным. Например, для обеспечения по-
грешности менее 4,5 % решения уравнения Фок-

кера—Планка—Колмогорова вида [6] 
( ) ( ) ( )

2

2
,

, , ,
p x t

xp x t p x t
x x x

∂ ∂ ∂   = +      ∂ ∂ ∂
  

( ) ( ) ( )
2

2
,

, , ,
p x t

xp x t p x t
x x x

∂ ∂ ∂   = +      ∂ ∂ ∂
где 0 ≤ t ≤ T, –∞ ≤ x ≤  

≤ + ∞, с параметризованным начальным услови-

ем ( )
( )

( )21
0 5 2

22

10
22 ,, exp

x
p x

ω
ωω π

 − = − 
  

 для 2 ≤ ω1 ≤ 

≤ 10 и 0 ≤ ω2 ≤ 1, было достаточно выбрать по четы-
ре узла по каждому параметру ω.

Параметризованное решение 
эволюционного уравнения

Приближенное решение параметризованного 
ЭУ (2) можно представить в виде

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

, , , , , ,
n n

nni i i in
i i

p x t c x t x tω ω γ θ ω ν γ
∗ ∗ ∗

= =
= =∑ ∑

а применительно к конкретным видам интерпо-

ляции: ( ) ( )
1 1

, , ,
n N

k
ik in

i k
p x t x tω ν ω γ
∗ ∗

= =
=∑∑  — для сте-

пенных полиномов; ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

( ), , ,
n N

ni k k in
i k

p x t c L x tω ω ω γ
∗ ∗

= =
=∑∑

 

× 

× ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

( ), , ,
n N

ni k k in
i k

p x t c L x tω ω ω γ
∗ ∗

= =
=∑∑  — для полинома Лагранжа.

Считаем, что для любого заданного ε > 0 мож-
но указать такое n, при котором для всех ω ∈ Ω 

выполняется ограничение ( ) ( )
1

, .i i
i n

c x tω γ ε
∞ ∗

= +
<∑

Для оценки результирующей погрешности 
воспользуемся неравенством треугольника

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

, , , , , , , ,

, , , , .

n

n

p x t p x t p x t p x t

p x t p x t

ω ω ω ω

ω ω

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗

− ≤ − +

+ −

 

 

С учетом условий 1 и 2 для оценки нормы 

( ) ( ), , , ,p x t p x tω ω
∗ ∗

−  можно воспользоваться сле-

дующим соотношением [4]:

( ) ( ) ( ), , , , , , ,p x t p x t q p x tω ω ω
∗ ∗ ∗

− ≤  

где ( )( ) 1 ,q I P I Fλ ε λ ω −
= − −  на базе которого 

легко получить оценку близости приближенного 

( ), ,p x tω
∗
  и точного ( ), ,p x tω

∗
 решений:

( ) ( ) ( ) ( )11

1   

, , , , , , ,

, .

p x t p x t q q p x t

q

ω ω ω

ω Ω

∗ ∗ ∗−− ≤ −

< ∈

 
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Близость решений p∼(x, ω, t) и p∼n(x, ω, t) опреде-
ляется выражением [4]

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

1

, , , , ,

, .

n

n ni i i
i

i i
i n

p x t p x t c c x t

c x t

ω ω ω ω γ

ω γ

∗ ∗ ∗ ∗

=

∞ ∗

= +

 
 − ≤ − + 
 

+

∑

∑

 

Минимизация первого слагаемого в правой 
части данного неравенства достигается за счет 
выбора эффективного метода интерполяции 
и требуемого числа узлов ω(1), ω(2), …, ω(N). Второе 
слагаемое удовлетворяет принятому ограниче-

нию ( ) ( )
1

, ,i i
i n

c x tω γ ε
∞ ∗

= +
<∑  которое определяется 

значением n. Результирующая погрешность мо-
жет быть получена, если учесть указанные выше 
соотношения.

Вычисление требуемых  
стохастических характеристик

На основе найденного решения ( ), ,p x tω
∗
  полу-

чим семейство оценок искомых приближенных 

СХ: ( ) ( ), , ,i iY F p x tω ω
∗ ∗ 

 =  
 

   i = 1, …, M0. Очевидно, 

что методическая погрешность оценки складыва-
ется из двух составляющих: погрешности получе-

ния ( ), ,p x tω
∗
  — решения параметризованных ЭУ 

и погрешности вычисления СХ, определяемой 
свойствами линейных функционалов Fi[·], i = 1, …, 
M0. Искомые СХ представим в следующем виде:

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

, , , ,

, , , , .

i i

i i i i

Y F p x t p x t

F p x t F p x t Y Y

ω ω ∆ ω

ω ∆ ω ω ∆ ω

∗ ∗

∗ ∗ ∗

 
 = + = 
 

 
  = + = +   

 



 
С учетом этого получим оценку методической 

погрешности ( ) ( , , ) ,i iY F p x t∆ ω ∆ ω
∗

≤  где Fi — 

норма функционала Fi; Δp(x, ω, t) — норма по-
грешности интегрирования ЭУ.

Сравнительный показатель быстродействия 
разработанного и классического методов оценки 
СХ определяется выражением

( )
0 0

1

0 0
1 1

,
M M

K Ð
T i i

i i
S M T T T

−

= =

      = +          
∑ ∑

где T0, Ti
K, Ti

P — время, затрачиваемое на инте-
грирование параметризованных ЭУ и на вычис-

ление i-й СХ классическим и разработанным ме-
тодами соответственно.

Поскольку время решения соответствующего 
параметризованного ЭУ значительно больше вре-
мени, затрачиваемого на вычисление конкретной 

СХ, то справедливы соотношения 
0

0
1

,
M

K
i

i
T T

=
>>∑  

0

0
1

.
M

Ð
i

i
T T

=
>>∑  Полагая, что 

0 0

0
1 1

M M
K Ð

i i M
i i

T T T
= =

= =∑ ∑  

приходим к оценке ( )0
1

0 .T MS T T
−

≈  Таким обра-
зом, применительно к разработанному опорно-
параметрическому методу, выигрыш в быстро-
действии оценки СХ по сравнению с классиче-
ским методом в основном определяется отноше-
нием времени на решение параметризованного 
ЭУ к времени вычисления всех СХ. При этом для 
многомерных марковско-параметрических си-
стем с учетом выполнения условия 

00 MT T>>  
указанный выигрыш может достигать несколь-
ких порядков.

На основании предложенного метода может 
быть синтезирована ИУС, осуществляющая фор-
мирование управляющих воздействий с учетом 
полученных СХ (рисунок). Особенностью ее функ-

Схема численно-аналитического метода оценки  �
стохастических характеристик марковской си-
стемы
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ционирования является то, что при выявлении 
признака аварийной ситуации в исследуемой си-
стеме выдается соответствующий сигнал в блок 
оценки СХ, т. е. реализуется сразу второй этап 
алгоритма. 

Это дает возможность существенно повысить 
быстродействие оценки СХ и выработки рекомен-
даций по формированию управляющих воздей-
ствий на систему, направленных на устранение 
аварийной ситуации.

Заключение

В работе предложены теоретические положе-
ния метода оперативного высокоточного оцени-
вания СХ марковских систем в опорно-параме-
трической постановке. Получены аналитические 
соотношения, позволяющие рассчитывать основ-
ные параметры метода, при которых обеспечива-
ются требуемые точность и быстродействие оцен-
ки СХ. Необходимость вычисления и хранения 
большого количества значений коэффициентов 
решений параметризованных ЭУ не является 
препятствием при использовании современных 
ЭВМ, оснащенных запоминающими устройства-
ми большой емкости.

Использование разработанного метода наибо-
лее целесообразно для оперативной оценки сово-
купности СХ, в задачах, связанных с возникнове-

нием чрезвычайных ситуаций техногенного или 
природного характера, катастроф и т. д. [2], кото-
рые достаточно эффективно моделируются в рам-
ках теории марковских динамических систем. 
На базе разработанного метода предложен вари-
ант структуры ИУС.
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