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Рассматривается решение задачи различения широкополосных сигналов, принимаемых на фоне
гауссовых коррелированных помех, с использованием алгоритмов цифровой обработки сигналов,
основанных на применении ортогональных преобразований. Основное внимание уделено оценке
влияния коррелированности отсчетов помехи на вероятность ошибки различения двух сигналов.
Приводятся примеры снижения вероятности ошибки при применении основных ортогональных
преобразований, обладающих декоррелирующими свойствами и имеющими быстрые алгоритмы
вычисления.

The article deals with the problem of detecting wide�band signals received on the background of
correlated Gauss noise. We use algorithms of digital processing based on orthogonal transformations.
The influence of the noise correlation on the error probability of distinguishing different signals is
studied. Examples when this probability is decreased after an application of orthogonal transformations
with decorrelating properties are given.

В настоящее время применение в радиоэлект�
ронных системах (РЭС) спутниковой связи мето�
дов цифровой обработки сигналов (ЦОС) приобре�
тает большое практическое значение. Переход
к методам ЦОС, практически заменяющим класси�
ческие аналоговые методы, обусловлен неоспоримы�
ми достоинствами цифровых устройств обработки
сигналов по сравнению с аналоговыми. К этим дос�
тоинствам, прежде всего, относятся: миниатюриза�
ция функциональных узлов РЭС; высокая точность
обработки сигналов; возможность реализации ряда
операций и алгоритмов, принципиально нереализу�
емых с помощью аналоговых элементов.

Современные алгоритмы ЦОС можно разделить
на алгоритмы цифровой фильтрации, реализую�
щие обработку сигналов во временной области, и
алгоритмы, основанные на применении ортого�
нальных преобразований [1].

Алгоритмы, основанные на применении орто�
гональных преобразований, в настоящее время
являются наиболее перспективными для решения
новых задач, возникающих в связи с ужесточени�
ем требований, предъявляемых к таким парамет�
рам спутниковых систем, как помехоустойчи�
вость, точность и быстродействие. Известные до�
вольно давно алгоритмы на основе ортогональных
преобразований, до недавнего времени не находи�

ли практического применения в РЭС космических
комплексов в силу значительных аппаратурных
затрат для их реализации. Благодаря техническо�
му прогрессу в области разработки и создания эле�
ментной базы ЦОС, а именно высокопроизводи�
тельных цифровых сигнальных процессоров и про�
граммируемых логических интегральных схем
большой емкости, многие известные сложные вы�
числительные алгоритмы (в том числе алгоритмы
оптимальных и адаптивных методов приема сиг�
налов) могут быть реализованы в практических
устройствах РЭС.

Принцип применения ортогональных преобра�
зований при ЦОС в спутниковых радиоканалах
рассмотрим на примере одной из классических за�
дач, решаемой при приеме сигналов задачи, – раз�
личения сигналов [2, 3].

На выходе линейной части приемного устрой�
ства присутствует аддитивная смесь

( ) ( ) ( ),mr t s t f t= + (1)

где ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }1 2, m is t s t s t s t∈ = – один из двух сиг�
налов si(t), i = 1, 2, заданных на интервале
0 ;st T≤ ≤  f(t) – мешающее воздействие.

Задача приемного устройства – определить,
какой из сигналов прототипов si(t) больше всего
«похож» на принятый сигнал r(t).
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В устройстве ЦОС принятая смесь (1) подверга�
ется аналого�цифровому преобразованию, в резуль�
тате чего формируется цифровая последовательность

( ) ( ) ( ),mr n s n f n= + (2)

где n = 1, …, N – номер отсчета.
Будем считать, что частота дискретизации опре�

деляется по теореме Котельникова, т. е. в соответ�
ствии с равенством

fT = 2fmax,

где fmax – максимально значимая частота в спект�
ре si(t).

Полученные в результате аналого�цифрового пре�
образования последовательности представим векто�
рами в действительном векторном пространстве:

( ) ( ) ( )1  2   ;T r r r N⎡ ⎤= …⎣ ⎦r

( ) ( ) ( )1  2   ;T
m m m ms s s N⎡ ⎤= …⎣ ⎦s

( ) ( ) ( )1  2   .T f f f N⎡ ⎤= …⎣ ⎦f

Входное воздействие (2) при векторном пред�
ставлении перепишется в виде

.m= +r s f (4)

Согласно общепринятому подходу [2–4], опти�
мальный по критерию максимального правдопо�
добия приемник принимает решение о наличии
того или иного сигнала в соответствии с правилом

( )

( )

1

1 2

2

,

s t

s t

<− −>r s r s (5)

где i−r s  – норма (модуль, длина) вектора разно�
сти векторов r и si, i = 1, 2:

( ) ( )( )2

1

.
N

i i
n

r n s n
=

− = −∑r s

Правило (5) означает, что если 1 2 ,− < −r s r s
то принимается решение о том, что передавался
сигнал s1(t), если 1 2− > −r s r s  – то сигнал s2(t).

Для определенности будем считать, что пере�
давался сигнал s1(t). В этом случае условие воз�
никновения ошибки определяется неравенством

1 2 ,− > −r s r s (6)

которое после несложных преобразований приво�
дится к виду

2 2 22 ,T TΔ Δ < Δs s s f (7)

где 2 2 1.Δ = −s s s
Далее, для удобства последующего количе�

ственного анализа рассматриваемых процессов,

будем считать элементы вектора f случайными гаус�
совыми (нормальными) величинами с нулевыми ма�
тематическими ожиданиями f(n) = ν1{f(n)} = 0, n =
= 1, ..., N, совместная плотность распределения
которых определяется по формуле

( )
( )

11
21 ,

2 det

T
f

N N
f

w e
−−

=
π

f K f
f

K

где Kf – корреляционная матрица мешающего воз�

действия, элементы которой ( ) ( ){1fik
f i f i⎢ ⎥ρ = ν − ×⎣ ⎦

( ) ( ) },f k f k⎢ ⎥× −⎣ ⎦  симметричные относительно глав�

ной диагонали, равны между собой: ;
ik kif fρ = ρ

ν1{…} – символ математического ожидания.
В этом случае правая часть неравенства (7) пред�

ставляет собой линейную комбинацию нормально
распределенных случайных величин f(n) и, следо�
вательно, также имеет нормальное распределение.

Обозначим правую часть неравенства (7) β:

22 .Tβ = Δs f  Левая часть неравенства (7) представ�
ляет собой энергию EΔ  вектора Δs2:

( ) ( )( )2
2 2 2 1

1

.
N

T

n

E s n s nΔ
=

= Δ Δ = −∑s s (8)

Дисперсия случайной величины β  определяет�
ся формулой

[ ]2 2 2 2 22 4 .T T
f

⎡ ⎤μ β = μ Δ = Δ Δ⎣ ⎦s f s K s (9)

Зная математическое ожидание и дисперсию
нормально распределенной случайной величины

,β  можно записать выражение для ее плотности
вероятности

( )
[ ]

[ ]
2

22

2

1 .
2

w e

β−
μ ββ =

πμ β

С учетом введенных обозначений неравенство
(7) преобразуется к виду

.EΔ < β (11)

Следовательно, вероятность ошибки P0 различе�
ния двух сигналов  – это вероятность того, что случай�
ная величина β  превысит EΔ. С учетом выражений
(8) – (10)  для вероятности ошибки P0 можно записать

( )
[ ]

2 2
0

2 2 2

d ,
4

T

T
E f

E
P w Q Q

Δ

∞
Δ

⎛ ⎞⎛ ⎞ Δ Δ⎜ ⎟⎜ ⎟= β β = =
⎜ ⎟⎜ ⎟μ β Δ Δ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ s s

s K s
(12)

где ( )
21 exp d

22
x

uQ x u
∞ ⎛ ⎞

= −⎜ ⎟π ⎝ ⎠∫  – гауссов интеграл

ошибок.
Анализ выражения (12) показывает, что вели�

чина вероятности ошибки в значительной мере
определяется корреляционной матрицей Kf меша�
ющего воздействия.

(10)
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Будем считать, что мешающее воздействие пред�
ставляет собой аддитивную смесь

( ) ( ) ( ),n Jf t f t f t= +

где fn(t) – белый гауссов шум с двусторонней спек�

тральной плотностью мощности ( ) 0

2fn

N
G f =  для

всех частот от – ∞ до  + ∞; fJ(t) – гауссова помеха
с заданной мощностью PJ, двусторонней спект�

ральной плотностью мощности ( ) 1

2f J

J
G f =  для

всех частот в полосе от 
2

Tfν−  до ;
2

Tfν+ [ ]0, 1ν∈  –

коэффициент, равный отношению ширины поло�
сы частот, занимаемой помехой fJ(t), к ширине по�
лосы частот, занимаемой сигналом.

В этом случае вектор мешающего воздействия f
представляет собой сумму случайных векторов

,n J= +f f f

компоненты которых fn(i) и fJ(k) между собой не�
коррелированные:

( ) ( ){ }1 0, , 1, , ,n Jv f i f k i k N= = …

имеют нулевые средние значения и гауссово рас�
пределение.

Поэтому корреляционная матрица вектора f
определяется равенством

,f f fn J
= +K K K

где Kfn  и  KfJ – корреляционные матрицы векто�
ров fn  и  fJ соответственно.

С учетом введенных выше свойств случайных
процессов  fn(t)  и  fJ(t) очевидно, что корреляцион�
ные матрицы  Kfn  и  KfJ будут иметь вид

0 ;
2fn

N=K I

1

1
1

,
2

1

Jf

a b
J a b

b b

…⎡ ⎤
⎢ ⎥ν …= ⎢ ⎥… … … …⎢ ⎥

…⎢ ⎥⎣ ⎦

K (13)

где I – единичная матрица;
( )sin

 ;  a
πν

=
πν

( )( )
( )

sin 2
.

2

N
b

N

π − ν
=

π − ν

В этом случае выражение (12) для вероятности
ошибки P0 различения двух сигналов можно при�
вести к виду

( )0
0 0

,
2

E
P Q

N J
Δ

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟+ η⎝ ⎠

(14)

где 0 1J J= ν  – спектральная плотность средней
мощности помехи, нормированная к занимаемой
ею полосе частот, в дальнейшем будем полагать J0 =

= const; 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

2 1 2 1
1 1

2
2 1

1

N N

nm
n m

N

n

r s n s n s m s m

s n s n

= =

=

− −
η =

−

∑ ∑

∑
– обобщенный коэффициент корреляции, завися�
щий от ν и взаимной корреляции различаемых сиг�

налов; 
( )sin

nm

n m
r

n m

πν −
=

πν −
 – коэффициенты корре�

ляции компонент вектора fJ (13).
При отсутствии помехи (J0 = 0) формула (14)

преобразуется к хорошо известной формуле [2–4],
характеризующей помехоустойчивость когерент�
ного приема сигналов:

( )( )0 02 ,P Q E NΔ=

которая для ортогональных сигналов равной энер�
гии приводится к виду

( )0 0sP Q E N= , (15)

где ( )2

1

N

s i
n

E s n
=

= ∑  – энергия сигнала si(n).

При наличии помехи с постоянной конечной
мощностью: PJ = const, выражение (14) для орто�
гональных сигналов равной энергии удобно запи�
сать следующим образом:

( )( )
0

0 1
0

,
1

s

s J s

E N
P Q

E N P P B−

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟+ η⎝ ⎠

где PJ = J0fT – мощность помехи; Ps = EsTs  – мощ�
ность сигнала; B – коэффициент расширения спек�
тра сигнала или, по�другому, база сигнала [4].

Очевидно, что при наличии такой помехи гово�
рить о приемлемой для космических радиолиний
вероятности ошибки, например 10–5, можно толь�
ко при использовании широкополосных сигналов.
По мере увеличения Es/N0 при заданном отноше�
нии мощностей PJ/Ps всегда будет существовать
неснижаемая вероятность возникновения ошиб�
ки, вызванной наличием помех [4]:

( )0
0lim .

sE N J s

BP Q
P P→∞

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟η⎝ ⎠

Единственная возможность снизить вероятность
ошибки состоит в увеличении базы сигнала B.

Кроме того, из формулы (17) очевидно, что на�
личие корреляции компонент вектора fJ (13), т. е.
когда множитель ν < 1 и, следовательно, 1μ > ,
может привести к значительному повышению ве�
роятности ошибки.

(16)

(17)
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На графиках (рис. 1) кривая 1 соответствует слу�
чаю, когда помеха отсутствует и вероятность ошиб�
ки P0 определяется по формуле (15). Кривая 2 соот�
ветствует случаю приема сигнала с базой B = 511,
наличию некоррелированной помехи (ν = 1) и отно�
шению PJ/Ps = 14 дБ. Кривая 3 при тех же B и PJ/Ps
соответствует случаю, когда помеха коррелирован�
ная (ν = 0,5). Как видно из графиков, наличие кор�
релированной помехи приводит к повышению веро�
ятности ошибки P0 различения двух сигналов.

В устройстве ЦОС принятый вектор (4) без ка�
ких�либо потерь [2, 5], кроме повышения вычис�
лительных затрат, может быть подвергнут орто�
гональному преобразованию

i= = +z r aΨ ξ,Ψ ξ,Ψ ξ,Ψ ξ, (18)

где ; ;i i=a s fΨ ξ = ΨΨ ξ = ΨΨ ξ = ΨΨ ξ = Ψ

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 11

2 2 22

1 2

1 2

1 2

T

T

T
N N NN

N

N

N

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ψ ψ … ψ
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ψ ψ … ψ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =

… … … ……⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ψ ψ … ψ⎣ ⎦⎣ ⎦

ψψψψ
ψψψψΨΨΨΨ

ψψψψ

– матрица ортогонального преобразования;

( ) ( ) ( )1  2   , 1, , T
j j j j N j N⎡ ⎤= ψ ψ … ψ = …⎣ ⎦ψψψψ  –  базис�

ные векторы преобразования, которые  для  удоб�
ства  будем считать  вещественными  и  ортонорми�
рованными:

( ) ( )
1

, , 1, , ,
N

T
j k j k jk

n

n n j k N
=

ψ ψ = = δ = …∑ ψ ψψ ψψ ψψ ψ

т. е. матрица преобразования ΨΨΨΨ является симметри�
ческой T =(Ψ Ψ)(Ψ Ψ)(Ψ Ψ)(Ψ Ψ)  и ортогональной 1);T −=(Ψ Ψ(Ψ Ψ(Ψ Ψ(Ψ Ψ  jkδ  –
символ Кронекера.

Отметим, что ограничение на то, что векторы
ψψψψψj  оставлены из вещественных чисел, не является

принципиальным, и все последующие рассужде�
ния без потери общности могут быть распростра�
нены на комплексные числа.

Вернемся к условию возникновения ошибки
различения сигналов (11), где дисперсия β  опре�
делялась формулой (9). При выполнении ортого�
нального преобразования (18) равенство (9) мож�
но переписать в виде

[ ]2 2 24 ,T T
fμ β = Δ Δa K aΨ ΨΨ ΨΨ ΨΨ Ψ (19)

где 2 2 1 2Δ = − = Δa a a sΨΨΨΨ .
Заметим, что правая часть неравенства (11) не

зависит от ортогонального преобразования ΨΨΨΨΨ:

2 2 2 2 2 2,T T T TEΔ = Δ Δ = Δ Δ = Δ Δs s a a a aΨ ΨΨ ΨΨ ΨΨ Ψ  поскольку ΨΨΨΨ  –
симметрическая матрица, для которой справедли�
во .T = IΨ ΨΨ ΨΨ ΨΨ Ψ  При этом, как мы выяснили ранее,
повышение вероятности ошибки P0 различения
двух сигналов вызвано наличием недиагональных
элементов матрицы Kf, точнее, недиагональных
элементов составляющей ее матрицы KfJ (13).

Следовательно, если использовать преобразо�
вание ΨΨΨΨΨ, которое приводит матрицу T

fKΨ ΨΨ ΨΨ ΨΨ Ψ  из
соотношения (19) к диагональному виду, то не�
гативное влияние коррелированности помех на ве�
роятность ошибки P0 можно компенсировать, т. е.
приблизиться от кривой 3 к кривой 2 (см. рис. 1).

Известно [5], что матрица T
fKΨ ΨΨ ΨΨ ΨΨ Ψ  будет диаго�

нальной, если матрица ΨΨΨΨΨ образована из векторов ,iϕ
являющихся собственными векторами матрицы Kf,
т. е. векторов, удовлетворяющих уравнению

0,f i i iϕ − λ ϕ =K

где iϕ  – собственные векторы; iλ  – собственные
значения матрицы Kf.

Указанное выше ортогональное преобразова�
ние [ ]1 2  ,N= ϕ ϕ … ϕΨΨΨΨ  базисные функции которого
являются собственными векторами корреляцион�
ной матрицы Kf, называется дискретным преоб�
разованием Карунена – Лоэва [5, 6].

Однако отсутствие быстрых алгоритмов вычис�
ления и зависимость параметров оптимального
преобразования Карунена – Лоэва от структуры
матрицы Kf существенно ограничивают практи�
ческие возможности его применения и вынужда�
ют использовать другие ортогональные преобра�
зования [6].

В настоящее время известно довольно значи�
тельное количество дискретных ортогональных
преобразований, имеющих процедуры их быстро�
го вычисления. К этим преобразованиям, напри�
мер, относятся: дискретное преобразование Фурье,
дискретное косинусное преобразование, дискрет�
ное преобразование Уолша.

Построены графики (рис. 2) при следующих
условиях: приеме сигнала с базой B = 511; нали�
чии коррелированной помехи ν = 0,5; фиксирован�
ном значении отношения PJ/Ps = 14 дБ. Кривая 5
рис. 2 соответствует кривой 3 рис. 1, т. е. случаю,

� Рис. 1. Зависимость вероятности ошибки P0
различения двух сигналов от отношения
сигнал/шум Es/N0 при фиксированных
значениях отношения PJ/Ps
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когда ортогональное преобразование над вектором
(4) не выполняется. Кривая 1 получена с примене�
нием дискретного преобразования Карунена–Лоэва,
кривая 2 – дискретного косинусного преобразова�
ния, кривая 3 – дискретного преобразования Фурье,
кривая 4 – дискретного преобразования Уолша.

Выводы, которые следуют из анализа графиков
(см. рис. 2), подтверждают известные результаты
оценки декоррелирующих свойств ортогональных

� Рис. 2. Зависимости вероятности ошибки P0
различения двух сигналов от отношения
сигнал/шум Es/N0 для различных ортого�
нальных преобразований (18) наблюдае�
мого вектора (4)
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преобразований [5, 6]. Из рассмотренных ортого�
нальных преобразований, имеющих быстрые ал�
горитмы вычисления, наиболее близкие к дискрет�
ному преобразованию Карунена–Лоэва характери�
стики декорреляции в рассмотренных условиях
дает применение к вектору (4) дискретного коси�
нусного преобразования.
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