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Рассматриваются алгоритмы случайного множественного доступа, использующие адреса або�
нентов для разрешения конфликтов в системе с конечным числом абонентов. Показывается, что
при определенной модификации данные алгоритмы работоспособны в канале с шумом, приводя�
щим к возникновению ложных конфликтов. Приведена методика определения скорости и сред�
ней задержки передачи сообщения в канале с ложными конфликтами.

The paper considers random multiple access algorithms that use subscribers addresses for collisions
resolution in finite system. With some modifications, these algorithms are able to work in the channel
with noise, false collisions appearing. A method of algorithm rate and average delay definition in the
channel with false collision is presented.

Введение

Случайный множественный доступ (СМД) ши$
роко используется для организации доступа мно$
жества абонентов к общему каналу связи как в
существующих, так и в перспективных системах.
Примерами таких систем являются организация
передачи данных в стандартах 802.3 и 802.11 [1],
резервирование времени при пакетной передаче
данных (GPRS) в стандарте GSM. В разрабатыва$
емом в настоящее время стандарте 802.16 случай$
ный доступ планируется использовать для резер$
вирования времени при передаче данных от або$
нентов к базовой станции [2]. Во всех этих систе$
мах при организации доступа используются чис$
то случайные механизмы, не опирающиеся на ад$
реса абонентов. Собственно способ использования
адресов для разрешения конфликтов был предло$
жен более 25 лет назад, и была показана его эф$
фективность по сравнению с чисто случайными ме$
ханизмами [3, 4].

В большинстве работ, посвященных этой тема$
тике, предполагается отсутствие ошибок в канале
связи, когда все абоненты безошибочно определя$
ют ситуацию в канале. Это предположение, являю$
щееся одним из допущений базовой (идеализирован$
ной) модели СМД [3, 4], не всегда справедливо для
реальных каналов связи. Наличие шума в канале
может приводить к ошибкам в распознавании ситу$
ации в канале.

Для стандартного древовидного алгоритма раз$
решения конфликта (АРК) [3, 4] модель канала с
шумом впервые рассматривалась Г. С. Евсеевым и
Н. Г. Ермолаевым [5]. Авторы исследовали харак$
теристики АРК со случайным выбором адресов (так
называемые случайные паспорта [3]) в канале с лож$
ными конфликтами и установили, что модифициро$
ванный древовидный алгоритм неработоспособен в
канале с шумом. Кроме того, они отметили, что в
канале с шумом непосредственно использовать ад$
реса абонентов для разрешения конфликтов нельзя.
Возможно, это и явилось одной из причин того, что
такой подход не нашел применения на практике.
Единственно известной системой, в которой исполь$
зуется близкий к приведенному в работе [4] подход,
является так называемый CAN$интерфейс [6].

В настоящей статье описывается вариант, позво$
ляющий применять адреса абонентов при разреше$
нии конфликтов в канале с шумом, и предлагается
методика анализа характеристик алгоритмов, ис$
пользующих такой вариант. При этом алгоритмы
интерпретируются в виде стека и в работе называют$
ся немодифицированный и модифицированный бло$
кированный стек$алгоритмы. Показывается, что оба
алгоритма работоспособны в канале с ложными кон$
фликтами.

Описание модели системы

Рассмотрим систему множественного доступа
с конечным числом абонентов M, связанных об$
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щим каналом связи. Подобная модель была рас$
смотрена в статье [4] для случая бесшумного ка$
нала. Абонентам присваиваются конкретные фи$
зические адреса в двоичной системе счисления из
диапазона 0, 1, …, M–1 (так называемые фикси$
рованные паспорта [3]), которые используются для
разрешения конфликтов. Для простоты будем счи$
тать, что M = 2l, где l – разрядность адреса.

Положим, что все сообщения имеют одинако$
вую длину, поэтому сообщение будем называть
пакетом. Длительность передачи пакета по обще$
му каналу принимается за единицу времени. Або$
нентам разрешается начинать передачу пакета
только в моменты времени t = 0, 1, 2, … (так назы$
ваемый синхронный доступ). Единичный интер$
вал времени (t, t + 1) называется окном t. В систе$
ме имеется обратная связь, посредством которой
каждый из абонентов узнает о состоянии общего
канала. В каждом окне канал находится в одном
из трех возможных состояний: пустое окно П (па$
кет не передавался, т. е. канал свободен), успеш$
ная передача У (передавался только один пакет) и
конфликт К (одновременно передавались два и бо$
лее пакетов).

Наличие шумов в прямом канале приводит
к возможности ошибочного определения абонен$
тами состояния канала (появлению ложных кон$
фликтов). С вероятностью q0 абонент принимает
пустое окно за конфликт, а с вероятностью q1 он
воспринимает успешную передачу как конфликт.
Считается, что все абоненты одинаково принима$
ют решение о состоянии канала, т. е. либо все або$
ненты правильно оценивают ситуацию, либо все
одновременно ошибаются.

Число пакетов, вступающих в конфликт, на$
зывается кратностью конфликта. Ложные кон$
фликты имеют кратность 0 или 1.

 Каждый абонент имеет буфер, состоящий из
двух ячеек (ячейка IN и ячейка OUT). Пакеты мо$
гут поступать к абоненту в ячейку IN, а переда$
ваться в канал из ячейки OUT, т. е. в каждый мо$
мент времени у абонента может находиться не бо$
лее двух пакетов.

Подробное описание двухбуферной модели (ве$
роятностная модель поступления пакетов и пра$
вило передачи пакетов в канал) приведено в ста$
тье [7].

Алгоритмы доступа для канала
без шума

В данном разделе приведены инструкции для
блокированного немодифицированного стек$алго$
ритма. Подобные инструкции для модифицирован$
ного стек$алгоритма рассмотрены в работе [7] и
здесь не приводятся. Данные алгоритмы работо$
способны при отсутствии шумов в канале связи и
рассматривались ранее в работе [3], но в несколь$
ко иной интерпретации и применительно к другой
модели системы.

Для описания алгоритмов введем понятие се$
анса. Сеанс – это последовательность окон, конец
которой определяется при помощи дополнитель$
ной целочисленной переменной, называемой мет�
кой сеанса и обозначаемой h(t). Первый сеанс на$
чинается в момент времени t = 0, когда система на$
чинает работать. Если окно t пустое или в нем пе$
редавался один пакет, то сеанс имеет длину 1 и в
момент времени t + 1 начинается следующий сеанс.
В случае, если окно t – первое окно сеанса и в нем
происходит конфликт определенной кратности, то
для определения момента окончания текущего се$
анса и начала следующего используется метка се$
анса h(t). Сеанс заканчивается, если h(t) = 0.

Пусть wi(t) – состояние ячейки OUT i$го або$
нента в окне t(wi(t) = {0, 1}, при wi(t) = 1 в ячейке
OUT находится пакет, при wi(t) = 0 ячейка свобод$
на). Будем считать абонент с номером i активным,
если он имеет пакет для передачи, т. е. wi(t) = 1.
Тогда под кратностью сеанса будем понимать чис$
ло активных абонентов в первом окне сеанса.

Разрешение конфликтов в системе производит$
ся при помощи адресов абонентов. При описании
алгоритмов доступа использованы три целочислен$
ные переменные: SPi(t) – указатель стека i$го або$
нента в окне t; ni(t) – номер анализируемого бита в
двоичном представлении адреса абонента ai = ail,
ail–1, …, ai1 в окне t; h(t) – метка сеанса в окне t.
Обозначим через η(t) = {П, У, К} состояние канала
в окне t. Пакет от i $го абонента передается в ка$
нал в окне t, если wi(t) = 1, SPi(t) = 0.

В начале первого окна сеанса (окна с номером t)
для алгоритмов доступа задаются начальные зна$
чения переменных: если пакет появился в ячейке
OUT у абонента с номером i в окне t, т. е. wi(t) = 1,
то SPi(t) = 0, ni(t) = l, h(t) = 1.

Инструкции немодифицированного стек<алгорит<
ма

Инструкции для SPi(t) и ni(t)
1. Если пакет передавался в окне t, т. е.

SPi(t) = 0, то:
• если η(t) = У, то пакет покидает стек и систему

связи: wi(t + 1) = 0;
• если η(t) = К, то SPi(t + 1) = 1–ai(ni(t)),

ni(t + 1) = ni(t) –1.
2. Если пакет не передавался в окне, т. е.

SPi(t) > = 1, то:
• если η(t) = К, то SPi(t + 1) = SPi(t) + 1,

ni(t + 1) = ni(t) ;
• если η(t) = {П, У}, то SPi(t + 1) = SPi(t)–1,

ni(t + 1) = ni(t) .
Инструкции для h(t)
1. Если h(t) = 0, то сеанс закончен и в системе

происходят следующие события:
• пакеты, поступившие во время этого сеанса в

ячейки IN абонентов, переписываются в ячейки
OUT;

• ячейки IN освобождаются;
• начинается следующий сеанс.
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2. Если h(t) ≥ 1, то:
•  если η(t) = К, то h(t + 1) = h(t) + 1;
•  если η(t) = {П, У}, то h(t + 1) = h(t)–1.
Алгоритмы разрешения конфликта можно опи$

сать, используя терминологию [3], поставив каж$
дому сеансу во взаимно$однозначное соответствие
дерево. При этом корень дерева соответствует пер$
вому окну сеанса, а концевые вершины дерева –
окнам с ситуациями «пусто» и «успех». Вид дере$
ва полностью определяется номерами активных
абонентов.

Модификация алгоритмов доступа
для канала с шумом

Доопределим алгоритм доступа для канала с
ложными конфликтами. Для этого рассмотрим
дерево, описывающее разрешение конфликта для
бесшумного канала, и на основе свойств дерева оп$
ределим модификацию дерева для канала с шумом.

Пусть в системе имеется 2lM ≤ абонентов с
адресами из множествa {a0, a1, …, 2 1la − }. Каждый
адрес ai будем представлять в виде l$разрядного
двоичного числа. Обозначим через A множество
адресов M абонентов.

Введем в рассмотрение граф GX, описывающий
дерево разрешения конфликта в бесшумном кана$
ле для абонентов с адресами из множества X.

Непосредственно из определения графа GX вы$
текает следующее утверждение.

Утверждение 1. Пусть X A⊂ , тогда дерево GX
является поддеревом дерева GA. Концевые верши$
ны деревьев GA и GX соответствуют окнам, в кото$
рых имеют место ситуации «пусто» или «успех».

Доказательство утверждения 1 основано на
том, что сначала строится полное дерево разреше$
ния конфликта для 2l абонентов и далее, из пол$
ного дерева, путем удаления ряда вершин и дуг
сначала формируется дерево GA, а затем дерево GX.
В данной работе доказательство не приводится. На
рис. 1 дан пример деревьев GA и GX при A = {000,
001, 110, 111} и X = {000, 001, 111}.

Пусть для канала с ложными конфликтами
используется тот же самый алгоритм, что и для
бесшумного канала, и GA – дерево, описывающее
разрешение конфликта для всех M абонентов.
Доопределим алгоритм следующим образом.

Если для некоторого абонента в процессе раз$
решения конфликта передавался пакет в окне,
которое соответствует концевой вершине дерева
GA, и пакет оказался не переданным (это происхо$
дит из$за ложных конфликтов), то данный або$
нент перестает участвовать в разрешении конфлик$
та.

 Пусть разрешается конфликт для абонентов из
множества X A⊂ . При отсутствии ложных конф$
ликтов множеству X соответствует единственное
дерево GX (см. утверждение 1). Из$за наличия лож$
ных конфликтов множеству абонентов X будут
соответствовать несколько различных деревьев

разрешения конфликта. Множество таких деревьев

обозначим ГX = { }(1) ((2), , ... .X XG G  Справедливо сле$
дующее утверждение.

Утверждение 2. Для любого X A⊂  любое де$
рево ( ) Г ,i

XXG ∈  является поддеревом дерева GA, и
корни этих деревьев совпадают. Дерево GX явля$
ется поддеревом для любого дерева ( ) Г ,i

XXG ∈  и кор$
ни этих деревьев совпадают (рис. 2).

Аналогично утверждению 1, доказательство
можно провести конструктивным способом, пост$
роив все необходимые деревья и убедившись в спра$
ведливости утверждения. Доказательство утвер$
ждения 2 в работе опускается.

Утверждение 3. Если некоторый абонент в со$
ответствии с алгоритмом принял решение о пере$
даче в некотором окне и после передачи определил,
что в этом окне был конфликт, то данный конф$
ликт является ложным, если данное окно являет$
ся концевой вершиной дерева GA.
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Доказательство утверждения 3 непосредствен$
но следует из построения дерева GA. В любой кон$
цевой вершине может иметь место либо ситуация
«успех», либо ситуация «пусто».

Из утверждения 3 следует, что порядок дей$
ствий абонента в канале с ложными конфликтами
должен быть изменен следующим образом. Для
каждой вершины, в которой абонент наблюдает
конфликт, определяется, является вершина кон$
цевой или нет. Если вершина не концевая, то про$
должается работа исходного алгоритма, если вер$
шина концевая, то (рис. 3):

• если абонент передавал в данном окне, то або$
нент повторяет свою передачу в последующих ок$
нах до того момента, пока его пакет не будет ус$
пешно передан. После успешной передачи абонент
продолжает работу по обычному алгоритму;

• если абонент не передавал в данном окне, то
абонент наблюдает за выходом канала и продол$
жает работу по обычному алгоритму после того,
как в канале будет иметь место ситуация «пусто»
или «успех».

Модификация стек$алгоритмов, описанных во
втором разделе настоящей статьи, заключается в
следующем. Если ложный конфликт возникает в
концевой вершине дерева, то абонент не изменяет
величины SPi(t) и h(t) до тех пор, пока в канале не
будет ситуации «пусто» или «успех».

Следствием утверждения 3 является то, что в
алгоритме с ложными конфликтами абонент дол$
жен уметь различать, является ли вершина дере$
ва концевой или нет. Для определения концевой
вершины дерева к абоненту добавляется дополни$
тельный стек, который будем называть терми�
нальным.

Терминальный стек

Будем предполагать, что число абонентов M = 2l

в системе известно всем абонентам. Это допуще$
ние справедливо, так как в блокированном алго$
ритме состав системы во время функционирования
изменяться не может.

Терминальный стек – это стек ограниченной
глубины, которая определяется как Dep = log2M + 1
и совпадает с числом ярусов в дереве разрешения
конфликта максимальной кратности. В ячейках
терминального стека могут храниться числа, со$
ответствующие максимальному числу пакетов,
которые могут находиться в вершине дерева раз$
решения конфликта максимальной кратности.

При инициализации системы ячейки терминаль$
ного стека обнуляются, т. е. TS(0) = TS(1) = …
= TS(Dep – 1) = 0, где TS(i) – содержимое ячейки тер$

минального стека с номером i.
Обозначим через TS(i)(t) содержимое ячейки

терминального стека с номером i в окне с номером t.
Если TS(i)(t) = 1, то это говорит о том, что верши$
на дерева является концевой.

Инструкции работы с терминальным стеком
1. В начале первого окна сеанса TS(0) = M, (в вер$

хнюю ячейку стека заносится число абонентов).
2. Если η(t) = К и TS(0)(t) ≠ 1, то:

TS(0)(t + 1) = TS(1)(t + 1) = TS(0)(t)/2;

TS(2)(t + 1) = TS(1)(t);

. . .

TS(Dep – 1)(t + 1) = TS(Dep – 2)(t).

3. Если η(t) = К и TS(0)(t) = 1, то вершина дере$
ва является концевой и содержимое терминально$
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� Рис. 3.  Дерево разрешения конфликта для случая, когда в концевых вершинах возникают ложные конфлик�
ты
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го стека не изменяется до появления ситуации
η(t) = {П,У}.

4. Если η(t) = {П, У}, то:

TS(0)(t + 1) = TS(1)(t);

TS(1)(t + 1) = TS(2)(t);

. . .

TS(Dep – 2)(t + 1) = TS(Dep – 1)(t).

TS(Dep – 1)(t + 1) = 0.

Пример 1. При M = 8 построим терминальный
стек для немодифицированного стек$алгоритма
(рис. 4) для следующего дерева разрешения конф$
ликта (рис. 5). Диаграммы стека на рис. 4 соот$
ветствуют состоянию стека на момент начала оче$
редного окна.

Анализируя терминальный стек, приведенный в
примере, можно прийти к выводу, что после завер$
шения последнего окна дерева разрешения конфлик$
та (в примере – окно с номером t + 8) стек будет пуст.

Непосредственно из вышерассмотренного опи$
сания функционирования терминального стека
вытекает следующее утверждение.

Утверждение 4. Терминальный стек может
быть использован как для определения концевых
вершин в дереве разрешения конфликта, так и для
определения границ сеансов, т. е. реализует функ$
цию метки сеанса.

Первые три инструкции работы с терминаль$
ным стеком модифицированного блокированного
стек$алгоритма совпадают с соответствующими
инструкциями немодифицированного алгоритма.
Инструкция 4 видоизменяется и подразделяется
на две. Кроме того, добавляется инструкция 5.

• Если η(t) = {У} или η(t) = {П} и B(t) = {У}, то:

TS(0)(t + 1) = TS(1)(t);

TS(1)(t + 1) = TS(2)(t);

. . .

TS(Dep – 2)(t + 1) = TS(Dep – 1)(t).

TS(Dep – 1)(t + 1) = 0.

• Если η(t) = {П}, B(t) = {К}, то:

TS(0)(t + 1) = TS(1)(t)/2;

TS(1)(t + 1) = TS(1)(t)/2,

где B(t) = {У, К} – переменная, которая хранит пре$
дыдущее состояние канала, кроме состояния «пу$
сто».

5. Если TS(0)(t) = 1, то B(t) = {У}.
Пример 2. При M = 8 построим терминальный

стек для модифицированного стек$алгоритма
(рис. 6) для следующего дерева разрешения конф$
ликта (рис. 7).

Количественными характеристиками алгорит$
ма доступа являются скорость и средняя задерж$
ка. В последующих разделах рассмотрена методи$
ка определения этих характеристик.

� Рис. 4. Терминальный стек для немодифициро�
ванного стек�алгоритма

� Рис. 5. Дерево разрешения конфликта для немо�
дифицированного стек�алгоритма

� Рис. 6. Терминальный стек для модифицирован�
ного стек�алгоритма
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� Рис. 7. Дерево разрешения конфликта для моди�
фицированного стек�алгоритма
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Скорость алгоритма доступа

Понятие скорости алгоритма доступа для сис$
темы с конечным числом абонентов для случая,
когда каждый абонент имеет бесконечную очередь,
было не явно введено Б. С. Цыбаковым и В. А. Ми$
хайловым в работе [8]. Согласно этому определе$
нию, скорость – это максимальная интенсивность
входного потока, при которой очереди у абонен$
тов конечны.

Для двухбуферной модели понятие скорости
было предложено Капетанакисом [4]. Предпола$
гается, что все абоненты системы имеют готовый
для передачи пакет. Тогда скорость алгоритма до$
ступа – это отношение числа пакетов, переданных
в сеансе кратности M, к длительности сеанса:

1

2 1
.

2 1 2 1 2 2

l

l l

M
R

M + −= = =
− − −

(1)

Можно показать, что это определение скорости
совпадает с определением, предложенным в рабо$
те [8].

Для канала с ложными конфликтами скорость
можно вычислить следующим образом:

1,0

1

1 1

1

1 1

11 1
1

2 1
1 1

2 1 2 1 2
1 1

1
,

2 2 (1 )

l

l l l

l

M M
R

M MT M M
q

q q

q

q q

−

−

= = =
− + − +

−

= = =
− + − +

− −
−

=
− − −

(2)

где T1,0 – среднее число окон до наступления ситу$
ации «успех» при возникновении в концевой вер$
шине ложного конфликта кратности 1.

Можно показать, что предельное значение ско$
рости при M → ∞  или, по$другому, при ,l → ∞  для

канала без шума
1

,
2

 а для канала с ложными кон$

фликтами 
1

1

1
.

2

q

q

−
−

Расчет средней задержки

Задержкой передачи пакета называется время
от момента его поступления в систему до момента
его успешной передачи. Занумеруем числовой пос$
ледовательностью все поступающие в систему па$
кеты и выделим из этой последовательности па$
кет с номером i. Этот пакет мы назовем меченым и
найдем для него среднюю задержку.

Обозначим через δi случайную задержку пере$
дачи меченого пакета. Определим среднюю стаци$
онарную задержку передачи пакета равенством

lim .i
i

D M
→∞

= δ  (3)

Методика расчета средней задержки для кана$
ла без шума подробно рассмотрена в работе [7]. При
вычислении средней задержки некоторые величи$
ны зависят от интенсивности входного потока λ, а
другие не зависят (средняя длина сеанса, среднее
время выхода и распределение вероятностей крат$
ностей сеанса по длинам сеанса). Величины, не за$
висящие от λ, рассчитываются по рекуррентным
формулам. Так как ложные конфликты приводят
к модификации дерева разрешения конфликта, то
необходимо определить рекуррентные формулы
для вычисления этих величин в канале с шумом.
Заметим, что все эти величины представляют со$
бой функции вероятностей ложных конфликтов
q0 и q1. Однако в дальнейшем с целью сокращения
записи выражений эти параметры опускаются.
Далее, используя методику [7], определяем сред$
нюю задержку пакета для канала с ложными кон$
фликтами.

Средняя длина сеанса
Пусть Tk,l – средняя длина сеанса кратности k

в вершине, соответствующей 2l абонентам. Из$
вестно, что для канала без шума T0,0 = T1,0 = 1.
Для канала с ложными конфликтами в окнах,
соответствующих концевым вершинам дерева,
может возникнуть ложный конфликт кратнос$
ти 0 или 1. На рис. 8 рассмотрены возможные
ситуации в концевой вершине дерева. Если в кон$
цевой вершине дерева имеет место ложный кон$
фликт кратности 0 (рис. 8, а), то абоненты, уча$
ствующие в первоначальном конфликте, наблю$
дают за выходом канала до появления пустого
окна. В случае, когда в концевой вершине дере$
ва происходит ложный конфликт кратности 1
(рис. 8, б), абонент, который передавал пакет в
данном окне, продолжает передавать пакет в
последующих окнах до тех пор, пока пакет не
будет успешно передан. Тогда

      T0,0 = (1– q0) + 2 q0(1– q0) + 3 2
0q  (1– q0) +� + 1

0
ssq − ×

× (1– q0) = (1– q0) (1 + 2q0 + 3 2
0q + … + 1

0
ssq − } =

0

1

1 q−
.

Аналогично, для T1,0 имеем

1,0
1

1
.

1
T

q
=

−

Для блокированного немодифицированного
стек$алгоритма определить Tk,l можно по следую$
щей рекуррентной формуле:

( )
1

1

min( ,2 )

, , , , 1 , 1
max(0, 2 )

1 ,

l

l

k

k l k k l i i l k i l
i k

T Q T T

−

−
− − −

= −

= + ψ +∑
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где
1 12 2

, ,

2

;
l l

l

i k i

k l i k

C C

C

− −
−

ψ =  Qk – вероятность конфликта,

которая определяется как

0

1

, если 0

, если 1 .

1, если 2
k

q k

Q q k

k

=⎧
⎪= =⎨
⎪ ≥⎩

 (4)

Формулу (4) можно легко получить, преобра$
зовав выражение для Tk,l в случае бесшумного ка$
нала, учитывая модификацию дерева разрешения
конфликта для канала с ложными конфликтами.

Утверждение 5. Величины Tk,l для модифици$
рованного блокированного стек$алгоритма опре$
деляются по формуле

( )
1

1

min( ,2 )

, , , , , 1
max(1, 2 )

, ,0 , 1 0 0 0, 1 0

1

{ (1 ) (1 )}.

l

l

k

k l k k l i k l k i l
i k

k l k l k l k

T Q T T

T q q Q T Q q

−

−
− −

= −

− −

= + ψ + +

+ψ − + + − −

∑

(5)

Доказательство. Введем в рассмотрение две
величины: (1)

,k lT  – среднее время разрешения конф$
ликта кратности k в системе из 2l абонентов при
условии, что в первом окне сеанса был ложный
конфликт (k = 0,1) или конфликт ( )2k ≥ ; (2)

,k lT  –
среднее время разрешения конфликта при условии,
что в первом окне не было конфликта.

(1)
,, ,k lk lT T=  если 2;k ≥

(2)
, 1k lT =  при  k = 0,1;

(2)
, 0k lT =  при  2.k ≥

Тогда можно записать

( )(1) (2)
, , ,1 ,k l k kk l k lT Q T Q T= + −

откуда можно выразить (1)
, :k lT

( ),(1)
,

1
.k l k

k l
k

T Q
T

Q

− −
=  (6)

Для модифицированного блокированного стек$
алгоритма имеем

( )
1

1

min( ,2 )

, , , , 1 , 1 , ,0
max(1, 2 )

1 ,

l

l

k

k l k k l i i l k i l k l k
i k

T Q T T B

−

−
− − −

= −

= + ψ + + ψ∑

где

( )( ){
( )}

(2) (1)
0 , 10, 1

(1)
0 , 10, 1

1 1

.

k k k ll

k ll

B Q q T T

q T T

−−

−−

= − + − +

+ + (7)

Подставляя (6) в (7) и учитывая, что (2)
0, 1 1,lT − =

имеем
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� Рис. 8. Поведение алгоритма в концевых вершинах дерева: а) в концевой вершине ложный конфликт крат�
ности 0; б) в концевой вершине ложный конфликт кратности 1

а)

б)
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, 1
0

0, 1 0
0 , 1 0 , 1

0

0 0, 1 0 0 , 1

(1 )
(1 )

(1 )
(1 )

(1 )(1 ) (1 ) .

k l k
k k

k

l
k l k l

k k l k k k l

T Q
B Q q
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T q
q T q T

q

q Q Q T q Q Q q T

−

−
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− −

− −⎧
= − +⎨

⎩
⎫− −⎛ ⎞⎪+ + = − −⎬⎜ ⎟
⎪⎝ ⎠⎭

− − − + − − + (8)

Сгруппировав слагаемые в выражении (8) и под$
ставив результирующее выражение для Bk в (7),
получим выражение (5). Утверждение доказано.

Введем в рассмотрение дополнительный пара$
метр γ – тип алгоритма. Пусть для немодифициро$
ванного алгоритма γ = 0, а для модифицированно$
го алгоритма γ = 1. Тогда можно записать общую
формулу для Tk,l

( )

( ) ( ){ }

1

1

min( ,2 )

, , , , 1 , 1
max( , 2 )

, ,0 , 1 0 0 0, 1 0

1

1 1 .

l

l

k

k l k k l i i l k i l
i k

k l k l k l k

T Q T T

T q q Q T Q q

−

−
− − −

= γ −

− −

= + ψ + +

+ψ γ − + + − −

∑

(9)

Пусть ( | )lP s k  – вероятность события (сеанс
кратности k длится s окон в вершине, соответству$
ющей 2l абонентам).

Вычисление ( | )lP s k
Известно, что для канала без шума

0 0(1 | 0) (1 |1) 1.P P= =  Для канала с ложными конф$
ликтами, учитывая поведение алгоритма в конце$
вых вершинах дерева (см. рис. 8), можно записать:

1
0 0 0( | 0) (1 ) ,sP s q q −= − 1;s ≥

1
0 1 1( |1) (1 ) ,sP s q q −= − 1;s ≥

0 ( | ) 0,P s k = 1,s ≥ 2.k ≥
Утверждение 6. Величины ( | )lp s k  для модифи$

цированного блокированного стек$алгоритма оп$
ределяются следующим образом:

( )
{ }

1

1

min( ,2 ) 2

, , 1
1max(0, 2 )

1 0

, ,0 1 1

( | ) ( | )

( 1 | ) 1

( 1 | ) ( 2 | ) .

l

l

k s

l k k l i l
i k

l

k l l l

p s k Q p i

p s k i q

p s k p s k

−

−

−

−
ν== −

−

− −

= ψ ν ×

× − ν − − + − ×

×ψ − − −

∑ ∑

(10)

Доказательство. Введем в рассмотрение вели$
чину (1) ( | )lp s k  – вероятность события (сеанс крат$
ности k длится s окон в вершине, соответствую$
щей 2l абонентам, при условии, что в данной вер$
шине имеет место ситуация конфликта).

Тогда можно записать:
(1)( | ) ( | ),l k lp s k Q p s k=

(1)( | ) ( | )l lp s k p s k=  (11)

при 2.k ≥

Для модифицированного блокированного стек$
алгоритма имеем

( )

1

1

min( ,2 ) 2

, , 1
1max(1, 2 )

2

1 , ,0 1
2

(1)
1 0 1

( | ) ( | )

( 1 | ) ( | 0)

( 1 | ) 1 ( 1 | ) .

l

l
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s

l k l k l
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p s k Q p i
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−

−

−

−
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−
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− −

= ψ ν ×

⎧⎪× − ν − − + ψ ν ×⎨
⎪⎩

⎫⎪× − ν − + − − ⎬
⎪⎭

∑ ∑

∑

(12)

Преобразуя первую сумму в формуле (12), оп$
ределив нижний индекс как ( )1max 0,2li −=  и вы$
ражая (1)

1( 1 | )lp s k− −  через 1( 1 | ),lp s k− −  получим

( )

1

1

min( ,2 ) 2

, , 1
1max(0, 2 )

1 , ,0 1

1 , ,0 0 1

( | ) ( | )

( 1 | ) ( 2 | )

(1 | 0) 1 ( 1 | ).

l

l

k s

l k k l i l
i k

l k k l l

l k l l

p s k Q p i

p s k i Q p s k

p q p s k

−

−

−

−
ν== −

− −

− −

= ψ ν ×

× − ν − − − ψ − ×

× + ψ − −

∑ ∑

(13)

Заменяя в (13) 1(1 | 0)lp − на (1–q0) и вынося
( ), ,0 01k l qψ −  за скобки, получим (10). Утвержде$

ние доказано.
Отметим, что в выражении (10) второе слагае$

мое необходимо только для модифицированного
алгоритма. Поэтому добавим параметр γ и приве$
дем общую формулу для вычисления ( | )lP s k  для
блокированного стек$алгоритма:

( )
{ }

1

1

min( ,2 ) 2

, , 1
1max(0, 2 )

1 0 , ,0

1 1

( | ) ( | )

( 1 | ) 1

( 1 | ) ( 2 | ) .

l

l

k s

l k k l i l
i k

l k l

l k l

p s k Q p i

p s k i q

p s k Q p s k

−

−

−

−
ν== −

−

− −

= ψ ν ×

× − ν − − + − γψ ×

× − − −

∑ ∑

(14)

Среднее время выхода
Пусть dk,l – среднее время выхода пакета из кон$

фликта кратности k в вершине, соответствующей
2l абонентам.

Известно, что для канала без шума d1,0 = 0. Для
канала с ложными конфликтами, учитывая пове$
дение алгоритма в концевых вершинах дерева (см.
рис. 8), можно записать

d1,0 = 0(1 – q1) + d1(1 – q1) 2
12q + (1 – q1) + …

+ 1
ssq  (1 – q1) = (1 – q1) q1(1 + 2q1 + 2

13q + … + 1
1
ssq − } =

1

1

.
1

q

q
=

−
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Для блокированного немодифицированного
стек$алгоритма определить dk,l можно по следую$
щей рекуррентной формуле:

( )

1

1

min( ,2 )

, , , , 1
max(0, 2 )

, 1 , 1

1

.

l

l

k

k l k k l i i l
i k

k i l i l

i
d Q d

k

k i
d T

k

−

−
−

= −

− − −

⎧⎪ ⎛= + ψ +⎨ ⎜⎝⎪⎩
⎫− ⎞+ + ⎬⎟⎠⎭

∑

(15)

Утверждение 7. Величины dk,l для модифици$
рованного блокированного стек$алгоритма опре$
деляются по формуле

( ) ( ){

1

1

min( ,2 )

, , , , 1
max(1, 2 )

, 1 , 1 , ,0 , 1 0 0

1

1

l

l

k

k l k k l i i l
i k

k i l i l k l k l k

i
d Q d

k

k i
d T d q q Q

k

−

−
−

= −

− − − −

⎧⎪ ⎛= + ψ +⎨ ⎜⎝⎪⎩
⎫− ⎞+ + + ψ − + +⎬⎟⎠⎭

∑

( ) }0, 1 01 .l k kT Q q Q−+ − − (16)

Доказательство утверждения 7 выполняется
аналогично доказательству утверждений 5 и 6 и
поэтому здесь не приводится.

Объединяя формулы (15) и (16), получим

( ) ( ){

1

1

min( ,2 )

, , , , 1
max( , 2 )

, 1 , 1 , ,0 , 1 0 0

1

1

l

l

k

k l k k l i i l
i k

k i l i l k l k l k

i
d Q d

k

k i
d T d q q Q

k

−

−
−

= γ −

− − − −

⎧⎪ ⎛= + ψ +⎨ ⎜⎝⎪⎩
⎫− ⎞+ + + ψ γ − + +⎬⎟⎠⎭

∑

( ) }0, 1 01 .l k kT Q q Q−+ − − (17)

Численные результаты

На основе рассмотренной методики построим
зависимости средней задержки от интенсивности
входного потока. С помощью этих зависимостей
проиллюстрируем, что во влиянии ложных конф$
ликтов на процесс разрешения конфликтов име$
ется ряд особенностей по сравнению со случаем,
когда для разрешения конфликтов не использу$
ются адреса абонентов. Результаты для алгорит$
мов, использующих случайные паспорта для раз$
решения конфликтов, получены численным путем
по методике, изложенной в работе [3].

Средняя задержка пакетов для немодифициро$
ванного стек$алгоритма при использовании случай$
ных и фиксированных паспортов абонента для раз$
решения конфликта в системе приведена в табл. 1.
Для случайных паспортов наиболее критичной яв$
ляется вероятность ложного конфликта на пустом
окне. Алгоритм со случайными паспортами рабо$
тает только в случае, когда эта вероятность мень$
ше 1/2. При использовании адресов абонентов
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� Рис. 9. Зависимость средней задержки от ин�
тенсивности входного потока для АРК
со случайными и фиксированными пас�
портами при q0 = q1 = 0,2

� Таблица 1

�

акжредазяяндерС D (M � ,46 q0 � q1 � )2,0

имыннаворискифсКРА
иматропсап

имынйачулсосКРА
иматропсап

0,0 0 266,2 00 286,2

1,0 0 161,4 00 234,4

2,0 0 386,7 0 891,01

3,0 804,02 0 565,26

4,0 270,35 97,161 0

5,0 749,18 63,512 0

ложные конфликты на пустом окне вообще не ока$
зывают влияния на скорость алгоритма [см. фор$
мулу (2)]. На рис. 9 показаны значения скорости
алгоритма СМД для алгоритма со случайными (Rсл)
и фиксированными (Rф) паспортами. Выражение
для Rсл было приведено в работе [9], а Rф рассчи$
тывают по формулам (1), (2).

При отсутствии ложных конфликтов средняя
задержка при использовании адресов абонентов
лишь незначительно меньше задержки при исполь$
зовании случайного выбора адресов. При увеличе$
нии вероятностей ложных конфликтов разница в
задержке становится более существенной (рис. 10).
В табл. 2 приведены средние задержки пакета в
системе.

Известно, что при использовании случайных
паспортов модифицированный стек$алгоритм не
работоспособен в канале с ложными конфликта$
ми [5]. При использовании фиксированных пас$
портов алгоритм работает в канале с шумом. Из
графика зависимости средней задержки от интен$
сивности входного потока при различных значе$
ниях вероятностей ложных конфликтов (рис. 11)
видно, что при низких интенсивностях наиболь$
шее влияние на среднюю задержку оказывает ве$
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роятность q0. Это объясняется тем, что возникно$
вение ложного конфликта на пустом окне приво$
дит к появлению двух дополнительных окон, если
окно не является концевым. При высоких интен$
сивностях уменьшается вероятность появления
пустых окон, и наибольшее влияние на величину
задержки оказывает вероятность q1. Результаты
численного расчета средней задержки в системе с
шагом 0,1 и различных вероятностях ложных
конфликтов представлены в табл. 3.

Если не использовать адреса для разрешения
конфликта, то модифицированный алгоритм в бес$
шумном канале имеет более высокую скорость, но
при этом алгоритм не работоспособен при появле$
нии ложных конфликтов на пустом окне. При ис$
пользовании адресов абонентов модификация не
влияет на скорость алгоритма, однако алгоритм
при этом становится работоспособен при появле$
нии ложных конфликтов на пустом окне. В табл. 4
сравнение модифицированного и исходного алго$
ритмов по задержке выполнено с шагом 0,1. Соот$
ветствующая графическая зависимость приведена
на рис. 12. Можно отметить, что модификация
алгоритма позволяет лишь незначительно снизить

� Таблица 2

q0=q1

акжредазяяндерС D (M ,46= � )2,0=

имыннаворискифсКРА
иматропсап

имынйачулсосКРА
иматропсап

0,0 0 31,2 0 0 833,2

1,0 0 68,3 0 0 234,4

2,0 0 386,7 891,01

3,0 361,71 30,64 0

� Таблица 3

�
акжредазяяндерС D (M = )8

q0 = 0,0 q1 = 2,0 q0 = 2,0 q1 = 0,0 q0 = 2,0 q1 = 2,0

0,0 644,1 176,2 0 902,3

1,0 798,1 213,3 0 901,4

2,0 156,2 439,3 0 371,5

3,0 19,3 0 276,4 0 955,6

4,0 409,5 46,5 0 0 853,8

5,0 806,8 739,6 105,01
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� Рис. 10. Зависимость средней задержки от веро�
ятностей ложных конфликтов для
АРК со случайными и фиксированными
паспортами при l = 0,2
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� Рис. 11. Зависимость средней задержки от ин�
  тенсивности входного потока для мо�
  дифицированного алгоритма

�

акжредазяяндерС D (M ,8= q0 = q1 )2,0=

Н йыннаворицифидоме
мтирогла$кетс

М йыннаворицифидо
мтирогла$кетс

0,0 0 694,2 0 902,3

1,0 0 292,3 0 901,4

2,0 0 763,4 0 371,5

3,0 0 898,5 0 955,6

4,0 0 769,7 0 853,8

5,0 4,01 00 105,01

� Таблица 4

� Рис. 12. Зависимость средней задержки от ин�
тенсивности входного потока для немо�
дифицированного и модифицированного
алгоритмов при q0 = q1 = 0,2
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задержку при высоких интенсивностях. Это сни$
жение становится значимым лишь для случая,
когда ложные конфликты на пустых окнах отсут$
ствуют.

Заключение

Изложена методика расчета точного значения
средней задержки пакета для канала с шумом. Реа$
лизация предложенных алгоритмов оказывается
достаточно простой и сводится к выполнению ариф$
метических операций над тремя и четырьмя перемен$

ными для немодифицированного и модифицирован$
ного стек$алгоритмов соответственно. Алгоритмы,
использующие адреса абонентов для разрешения
конфликтов, оказываются более устойчивыми к
проявлению ложных конфликтов, чем алгоритмы,
основанные на чисто случайном способе разрешения
конфликтов. Так, относительный выигрыш алго$
ритмов с фиксированными паспортами по средней
задержке составляет примерно 37% (при λ = 0,2,
q0 = q1 = 0,2 и M = 8) и резко возрастает при увеличе$
нии λ и вероятностей q0 и q1.
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