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На основании предложенных автором информационных алгоритмов проведен аналитико�ими�
тационный анализ потенциальных возможностей адекватных алгоритмов аналого�цифрового пре�
образования поразрядного уравновешивания, в том числе, при воздействии аддитивной помехи.
На основе критерия помехоустойчивости разработаны рекомендации по оптимальному выбору
параметров адекватных алгоритмов аналого�цифрового преобразования в зависимости от уровня
аддитивной помехи.

On the basis of the information algorithms proposed by the author, certain methods of analog�
digital transformation are investigated in the presence of noise. The results of research allow us to
receive recommendations as to an optimum choice of parameters of adequate algorithms of analog�
digital transformation depending on noise.

Счисление и информационные алгоритмы
аналого(цифрового преобразования

Известно, какую роль в современной электрон�
ной аппаратуре играют аналого�цифровые преоб�
разователи (АЦП). Все современные АЦП реали�
зуют аппаратно тот или иной алгоритм аналого�
цифрового преобразования. Аналитическая за�
пись алгоритмов АЦП в математической форме,
даже для наиболее распространенного алгоритма
поразрядного уравновешивания,  долгое время
отсутствовала в литературе.  Это было связано с
тем, что процесс аналого�цифрового преобразова�
ния, независимо от применяемого способа, из�за
наличия операции сравнения входного сигнала с
уравновешивающей физической величиной пред�
ставлял собой нелинейный, итерационно развора�
чивающийся во времени  процесс, содержащий
одновременно  дискретное  и  непрерывное пред�
ставление входящих в алгоритм величин. Разра�
ботка адекватной аналитической записи различ�
ных алгоритмов АЦП не только открывает новые
возможности по исследованию свойств алгоритмов
без дорогостоящих экспериментальных исследо�
ваний их аппаратной реализации, но и позволяет

обрести дополнительные знания и сравнить меж�
ду собой, например, потенциальные свойства того
или иного алгоритма, которые в принципе нельзя
получить экспериментально.  Доступность прове�
дения имитационного моделирования по адекват�
ной математической записи алгоритма с учетом
вносимых, в том числе случайных, искажений от
неидеальной аппаратной реализации алгоритма
расширяет и углубляет понимание многих процес�
сов, происходящих в электронной аппаратуре, что
способствует нахождению технологических и кон�
структивных путей ослабления или даже  устра�
нения их влияния на ухудшение метрологических
характеристик АЦП. Это особенно важно, так как
АЦП выполняет функцию измерения, и возмож�
ный уход параметров от номинальных значений
по тем или иным причинам не приводит к явному
отказу аппаратуры в целом, а только ухудшает ее
качественные и некоторые технические показате�
ли. Аналитико�имитационные исследования с це�
лью априорного предсказания  последствий каче�
ственного ухудшения эксплуатируемой аппарату�
ры позволяют также не только выбрать оптималь�
ные величины основных параметров АЦП, а и
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определить режимы тестирования в период его эк�
сплуатации, и разработать соответствующие ре�
комендации по эксплуатации аппаратуры с учетом
изменяющихся условий ее функционирования.

Целью работы является аналитический анализ
и исследование, включая  методы имитационного
моделирования, динамики помехоустойчивости
АЦП в зависимости от изменения его параметров
и интенсивности помех с последующей разработ�
кой рекомендаций для оптимального выбора раз�
рядности на базе предложенных и обоснованных в
работе модификаций наиболее распространенных
алгоритмов  аналого�цифрового преобразования
поразрядного  уравновешивания.  В  основу  пред�
ложенных  в  работе  математико�информацион�
ных алгоритмов   положены рассмотренные  в ра�
ботах [1–3] с учетом воздействия аддитивной по�
мехи ξ(nΔt) на входной сигнал следующие анали�
тически адекватные  представления алгоритмов
АЦП:

E(nΔt) = Е[(n – 1)Δt]  + Еnh {х + ξ(nΔt) –

 – Е[(n – 1)Δt] – Еn} (1)

и

E(nΔt) = Е[(n – 1)Δt] + Еnsign {х + ξ(nΔt) –

– Е[(n – 1)Δt]}, (2)

где E(nΔt) и Е[(n – 1)Δt] — значения уравновеши�
вающей физической величины (в дальнейшем –
уравновешивающей величины) на n и n – 1�м так�
тах уравновешивания, n = 1, 2, …, N; N — число
двоичных разрядов; Еn = Е0/2n — уравновешива�
ющая последовательность, имеющая ту же размер�
ность, что и входной сигнал с помехой; Е0 — за�
данный диапазон аналого�цифрового преобразова�
ния; х + ξ(nΔt) — соответственно входной сигнал
и аддитивная помеха, эквивалентная по существу
инструментальной помехе; Δt — величина времен�
ного такта уравновешивания (время, в течение
которого выполняется единичный акт процесса
уравновешивания); ΔtN — временной интервал
аналого�цифрового преобразования (интервал пре�
образования); h {...} и sign {...} — функции срав�
нения входного  сигнала и помехи с уравновеши�
вавшей величиной E(nΔt), при n = 1, 2, …, N зада�
ются следующим образом:
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( ){ } ( )
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1 при 1 ;
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1 при 1 ,
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⎧ ⎡ ⎤≥ − Δ +⎪ ⎣ ⎦⎡ ⎤− − Δ − = ⎨⎣ ⎦ ⎡ ⎤≤ − Δ +⎪ ⎣ ⎦⎩
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где y = х + ξ(nΔt), 0 ≤ x ≤ E0 (в дальнейшем поло�
жим временной шаг Δt = 1).

Первую функцию сравнения в математике на�
зывают индикаторной функцией [4], а вторую —

знаковой. В соответствии с этими терминами ал�
горитмы (1) и (2) в дальнейшем будем сокращенно
называть индикаторным и знаковым алгоритма�
ми.  Как следует из формул (1) и (2), каждое после�
дующее значение уравновешивающей величины
зависит от его предыдущего значения. Таким об�
разом, суть алгоритма сводится к последователь�
ным во времени сравнениям входного сигнала с
априорно известной, изменяющейся по определен�
ному закону в зависимости от результатов сравне�
ния, уравновешивающей величиной. При этом
точность аналого�цифрового преобразования зави�
сит от точности установления уравновешивающей
величины и числа двоичных разрядов, равного
числу шагов (тактов) изменения уравновешива�
ющей величины и сравнения ее с входным сигна�
лом. Обычно начальное значение уравновешива�
ющей величины устанавливается равным нулю,
т. е. Е(0) = 0. Однако для алгоритма  (2) допускается
установка начального значения Е(0) = 0,5 Е0, если
нежелательно, чтобы уравновешивающая величина
принимала отрицательные значения при 0 ≤ х  ≤ Е0.

Особенностью рассматриваемого представле�
ния адекватных алгоритмов является то, что они
математически описывают динамику уравновеши�
вающей величины, т. е. сигнала на выходе цифро�
аналогового  преобразователя  (ЦАП)  (рис. 1),
встроенного в цепи обратной связи АЦП. Описа�
ние алгоритмов в виде нелинейного итерационно�
го уравнения или отображения — термина, при�
нятого в математике [5], позволяет, например,  на�
глядно представить графически в различных ва�
риантах динамику уравновешивающей величины,
которую невозможно представить при  оператор�
ной форме описания процесса аналого�цифрового
преобразования, предложенного в работе [6]. При
этом наиболее полное графическое представление
в динамике уравновешивающей величины будет
при условии, что моделью входного сигнала явля�
ется постоянная величина, изменяющаяся от пре�
образования к преобразованию по равномерному
закону распределения вероятности в пределах за�
данного диапазона Е0 (рис. 2–4).

Примеры подобных графиков (см. рис. 2, 3) как
по форме, так и по сути соответствуют так называ�
емому древовидному фракталу [7], корнями этих
«кустов» и «деревьев» являются значения вход�
ных сигналов (позиции 1 и 2 на оси абсцисс для
рис. 2 и 3 соответственно; конечному результату
преобразования для заданного числа двоичных
разрядов N = 10 соответствует позиция 12, кото�
рая образует «вершину куста» и «вершину дере�
ва», соответствующие их «корням»). Отличие ал�
горитмов (1) и  (2) наглядно иллюстрируется из�
менением вида симметрии древовидных фракталь�
ных структур (см. рис. 2, 3). На трехмерном гра�
фике (рис. 4) изображена динамика изменения
погрешности преобразования для случайно изме�
няющегося входного сигнала индикаторным ал�
горитмом. График наглядно демонстрирует дина�
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мику погрешности  процесса уравновешивания ин�
дикаторным алгоритмом выборки, состоящей из
пяти случайно изменяющихся от измерения к из�
мерению амплитуд входного сигнала с равномер�
ным законом распределения вероятностей.

Прежде чем перейти к формированию и рассмот�
рению других эквивалентных форм записи алго�
ритмов АЦП,  необходимо затронуть вопрос, свя�
занный со счислением или нумерацией как сово�
купностью приемов представления натуральных
чисел [7–9]. Очевидно, что квантованный по уров�
ню сигнал может принимать только конечное мно�
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жество значений. Поэтому выходной сигнал АЦП
в пределах каждого временного интервала преоб�
разования ΔtN (Δt ≠ 1) представляется числом,
сформированным физически в виде совокупности
электрических сигналов, образующих код в при�
нятой системе счисления, соответствующий поряд�
ковому номеру квантов, укладывающихся в уста�
новленном на входе АЦП уровне сигнала.

Принцип записи чисел в позиционной системе
счисления, обладающей  аддитивно�мультиплика�
тивными свойствами, определяется теоремой из
элементарной теории чисел, согласно которой, для

� Рис. 1. Структурная схема аналого'цифрового преобразования: У — входной согласующий усилитель; СУ —
сравнивающее устройство; ИОН — источник образцового напряжения (источник уравновешивающей
физической величины); УУ — устройство управления
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� Рис. 2. График, характеризующий работу индикаторного алгоритма в виде древовидной структуры («кус'
та»), образующего соответствующий фрактал
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любого натурального числа А можно найти одно и
только одно натуральное число при заданном на�
туральном основании q [9]. Следовательно, для
этого числа А выполняется уравнение

1

,
N

i
i

i

A a q−

=
= ∑ (3)

которое имеет решение в целых числах  ai (i = 1, …,
N) таких, что 0 ≤ ai ≤ q. Приведенному уравнению
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� Рис. 3. График, описывающий работу знакового алгоритма в виде древовидной структуры, образующего соот'
ветствующий фрактал
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� Рис. 4. Изменения погрешности уравновешивания в зависимости от изменения числа разрядов АЦП и ампли'
туды входного сигнала
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(3) удовлетворяет решение только с одним упоря�
доченным набором <a1, …, aN> целых чисел, кото�
рый и должен образовать на выходе АЦП соответ�
ствующий  цифровой  код  или  кодовое  слово
(рис. 5). Поскольку в основном все современные
вычислительные машины работают в двоичной по�
зиционной системе счисления, для которых q = 2,
то 1 0ia = ∪  (где символ ∪  соответствует логиче�
ской операции «ИЛИ»), поэтому кортеж <a1, …,
aN> определяет N�разрядный двоичный код, при�
чем уравнение (3) выполняется для любого
0 ≤ А ≤ 1 при N, стремящемся к бесконечности. Если
же для А выполняется условие 0 ≤ А ≤ Е0 , то при
конечном N

0
1 1

2 2 ,
N N

i N i
i i

i i

A E a q a− −

= =
= = Δ∑ ∑

так как Е0 = Δq2N, где Δq — величина кванта. Ко�
довые слова можно передавать в параллельной или
последовательной формах. Для передачи в парал�
лельной форме надо использовать N линий в ка�
нале связи.

Представление числа А в символьной форме при
использовании алгоритма со знаковой функцией
сравнения, т. е.  при использовании  кортежа вида
<b1, …, bN>, будет несколько иным. Для этого пред�
ставления числа А воспользуемся равенством аi =
= 0,5(1 + bi), которое подставим в формулу для дво�
ичного изображения числа А. В результате получим

( ) ( )0
1 1

0,5 1 2 0,5 1 2 ,
N N

i N i
i i

i i

A E b q b− −

= =
= + = Δ +∑ ∑

где bi = 1 ∪ (–1).
Все рассмотренные выше алгоритмы аналого�

цифрового преобразования направлены на поиск

такого набора  <a1, …, aN>  или  <b1, …, bN>  при
фиксированном основании позиционной системы
счисления q = 2, для которого при конечном N осу�
ществляется с точностью до кванта минимизация
равномерного критерия вида

( )1
1

, ..., 2
N

N i
N i

i

K a a q a X−

=
= Δ −∑ (4)

или

( ) ( )1
1

, ..., 0,5 1 2 ,
N

N i
N i

i

K b b q b X−

=
= Δ + −∑ (5)

где множество значений чисел Х, соответству�
ющих входному сигналу АЦП, совпадает с подмно�
жеством М значений чисел А, представленных в
двоичном коде, только в конечном числе точек на
отрезке  [0, E0]. Это множество М образуется при
делении числа Х на квант Δq = E0 / 2N без остатка.
Для остальных чисел Х возникает погрешность
усечения в пределах кванта Δq, т. е. 0 ≤ γq ≤ Δq.
Действительно, при конечном числе разрядов N
минимизация (4) и  (5) может быть выполнена ал�
горитмически  только  приближенно  с  погрешно�
стью усечения γq ≡  γ, кроме случая, когда множе�
ство Х совпадает с подмножеством М. Минимум
критериев  (4) и (5) достигается в нулевой точке,
т. е. при  выполнении равенства

1
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N

N i
i

i

X q a −

=
= Δ ∑ (6)
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N i
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� Рис. 5. Изменение кода при преобразовании линейно изменяющегося входного сигнала от 16 до 39 индикатор'
ным 9'разрядным алгоритмом
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для фиксированных N и Δq относительно ai и bi
(i = 1, …, N).

Специфика  алгоритмов  аналого�цифрового
преобразования входного аналогового сигнала,
значение которого соответствует искомому числу
Х, в цифровой двоичный код  заключается в том,
что алгоритмическое решение уравнений (6) и (7),
следовательно, поиск кортежей  <a1, …, aN>  или
<b1, …, bN> осуществляется итерационно методом
деления отрезка [0, E0] пополам. При этом пред�
полагается, что искомое число Х находится в пре�
делах отрезка [0, E0], а число коэффициентов в кор�
тежах <a1, …, aN>  или  <b1, …, bN> при фиксиро�
ванном основании позиционной двоичной систе�
мы (q = 2) соответствует числу операций последо�
вательного деления отрезка [0, E0] пополам с
точностью до кванта Δq. Если выбрать другое ос�
нование q, то число деления исходного отрезка,
естественно, изменится [10], а это приводит к из�
менению алгоритма поиска минимума критериев
(4) и (5). Физически каждый символ набора обыч�
но адекватно представляется с помощью уровня
одного или нескольких дискретных электрических
сигналов — импульсов. Поэтому процесс преобра�
зования аналогового сигнала в последователь�
ность кодовых слов часто называют импульсно�
кодовой модуляцией. Представление слов элект�
рическими сигналами определяется форматом
кода.

Множество существующих алгоритмов анало�
го�цифрового преобразования связано с особенно�
стями методов поиска искомой точки с координа�
той, равной числу Х, принадлежащему некоторо�
му заданному отрезку. При этом немаловажную
роль играет операция получения информации по�
средством функции сравнения о принадлежности
искомой точки Х в процессе ее поиска соответству�
ющему подынтервалу отрезка [0, E0].  Учет в ма�
тематических моделях вида реальной функции
сравнения, близкой по форме к так называемой
сигмоидной функции  [11], и способа обработки
результатов сравнения приводит к новым алгорит�
мам, близким по своей структуре к алгоритмам,
лежащим в основе нейронных сетей [11]. В этом
случае при решении уравнений (6) и (7) поиск ис�
комых наборов <a1, …, aN> или <b1, …, bN> может
осуществляться не только последовательным де�
лением исходного отрезка пополам, а и в других
пропорциях, например, в пропорциях,  соответ�
ствующих золотому сечению [10, 12].  При этом
общий вид алгоритмов (1) и (2) сохраняется, а ме�
няется только вид последовательности En.

Многообразие алгоритмов последовательного
действия, объединенных единой методикой пост�
роения, обусловлено разнообразием выбора типа
уравновешивающей последовательности Еn и вида
функции сравнения, а также возможностью  до�
полнительной обработки входного сигнала и ре�
зультатов сравнения входного сигнала с уравно�
вешивающей физической величиной. В первом слу�

чае, например, алгоритмы  (1)  и  (2) при  выборе
уравновешивающей последовательности, равной
постоянной величине в виде Еn  = Δq = E0 /2N   (N —
число двоичных разрядов), преобразуются в алго�
ритмы  с постоянным квантом (шагом) уравнове�
шивания.  При этом алгоритм (2) соответствует
так называемому алгоритму развертывающего
уравновешивания или алгоритму счета, а алго�
ритм (1) — алгоритму следящего уравновешива�
ния [13, 14].

Возможны варианты алгоритмов АЦП, в кото�
рых благодаря введению дополнительной обработ�
ки результатов сравнения повышается надежность
и достоверность функции сравнения входного сиг�
нала с уравновешивающей физической величиной.
При этом алгоритмы (1) и (2) аналитически могут
описываться в виде

Е (n + 1) = E(n) + ЕnH { h [y – Е(n) – аn]};

Е (n + 1) = E(n) + ЕnH { sign [y – Е(n)]},

где H {…} — некоторый оператор преобразования
результатов сравнения сигнала y с уравновешива�
ющей физической величиной.

Дополнительной обработке может подвергать�
ся входной сигнал. В этом случае алгоритмы ана�
литически представимы в виде

Е (n + 1) = E(n) + Еn { h [G(у) – Е(n) – аn]};

Е (n + 1) = E(n) + Еn { sign [G(y) – Е(n)]}.

Оператор  G(у) в этом случае может описывать,
например, действие устройства выборки и хране�
ния, которое может применяться для фиксации
амплитудного значения входного сигнала при пре�
образовании изменяющегося во времени сигнала
y(t).

Очевидно, что могут иметь место и комбиниро�
ванные алгоритмы вида

Е (n + 1) = E(n) + ЕnН {h [G(у) – Е(n) – аn]};

Е (n + 1) = E(n) + ЕnН {sign [G(у) – Е(n)]},

в которых одновременно применяются  операторы
H{…} и G(у).

Исходному значению уравновешивающей вели�
чины Е = 0 для рассматриваемых алгоритмов соот�
ветствует начальное значение кортежа <0, 0, …, 0>.
Не останавливаясь на технических особенностях
реализации алгоритмов, отметим только, что  ал�
горитм (1) реализуется проще за счет использова�
ния активных электронных компонентов с одно�
полярной проводимостью.  Значения  функций
сравнения для временных тактов с индексом i = 1,
2, …, N тождественны искомым значениям коэф�
фициентов ai и bi в установленной  двоичной систе�

ме  счисления,  т. е.  ( ){ 1ia h y E i a⎡ ⎤= − − +⎣ ⎦   и

( ){ }sign 1 ,ib y E i⎡ ⎤= − −⎣ ⎦  и приводят, согласно ал�
горитмам, к изменению начального значения кор�
тежа <a1, …, aN> или <b1, …, bN> на каждом такте
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итерации. Иллюстрация динамики трансформа�
ции начального значения кортежа <a1, …, aN> на
каждом такте итерации, полученная  посредством
имитационного моделирования, на примере пре�
образования линейно изменяющегося входного
сигнала, эквивалентного изменениям порядково�
го номера квантов от 16 до 39, приведена на рис. 5.

Для дальнейшего анализа целесообразно перей�
ти к модифицированной  форме записи  алгорит�
мов (1) и (2). Для этого разделим их правые и ле�
вые части на величину кванта Δq. Учитывая, что
значение функции сравнения не меняется, если
будут сравниваться величины, поделенные на одно
и то же положительное число, например, на вели�
чину кванта Δq, то в результате получим следу�
ющие эквивалентные  отображения исходных ал�
горитмов:

K(n) = K[(n – 1)] + 2N–nh[Kв.с + γ(N) – K(n – 1) –

– 2N–n + ξн]; (8)

K(n) = K[(n – 1)] + 2N–nsign {Kв.с + γ(N) –

– K(n – 1) + ξн], (9)

где K(n) = Е(n)/Δq, K(n – 1) = Е (n – 1)/Δq и Kв.с =
= [х/Δq] — целая часть результата деления вход�
ного сигнала на квант; Δq = 2–NE0 — величина
кванта при заданном числе двоичных разрядов N;
γ(N) — величина приведенной (нормированной) к
кванту погрешности усечения, соответствующая
дробной части деления х на Δq, т. е. х = (Kв.с + γ)Δq
или хн = х/Δq = Kв.с + γ(N) и ξн = ξ/Δq — нормиро�
ванные к кванту сигнал и помеха. В дальнейшем,
если речь идет о нормированной к кванту погреш�
ности усечения при заданном числе двоичных раз�
рядов N, то γ(N)= γ — погрешность усечения при
n = N (определение «нормированная к кванту» или
«приведенная» может опускаться, если из контек�
ста ясно, о какой именно погрешности идет речь).

При  выводе  алгоритмов  (8)  и  (9)  принима�
лись во внимание тождественные преобразования
sign [х + ξ(n) – E(n – 1)]  ≡ sign [Δq (Kв.с + γ – K (n – 1) +
+ ξ/Δq)]  ≡ sign [Kв.с + γ – K (n – 1) + ξн] и h[х + ξ(n) –
– E(n – 1) – 2N–n + γ] = h[Kв.с + γ – K (n – 1) – 2N–n +
+ ξн], так как Δq > 0. Представление входного сиг�
нала  в виде х = (Kв.с + γ ) 2–NE0 приводит к тому,
что первое слагаемое данного равенства «привя�
зывает» значение входного сигнала к конкретно�
му дискретному значению градуировочной харак�
теристики АЦП, совпадение которых с соответ�
ствующими значениями входного сигнала как раз
и дает в идеальном случае точный результат пре�
образования. Второе слагаемое определяет по�
грешность усечения или квантования, возника�
ющую из�за конечного числа разрядов АЦП и, сле�
довательно, обусловленную дискретностью его
градуировочной характеристики.

Подставляя значения K(n), K(n – 1) и Kв.с  в со�
ответствии с формулами (6) и (7),  получим следу�
ющее отображения для алгоритмов (8) и (9):
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где индекс х при коэффициентах аi и bi обозначает
их принадлежность к входному сигналу.

Заметим, что если погрешность усечения γ из�
меняется в пределах 0 ≤ γ ≤ 1, то для ξн может вы�
полняться условие 0 ≤ |ξн| ≤ ξ0, где const ≥ ξ0 ≥ 1, т. е.
аддитивная помеха может быть больше кванта Δq.
Если же положить в алгоритмах (10) и (11) ξн = 0,
то получим так называемые  идеально�информа�
ционные алгоритмы аналого�цифрового преобра�
зования с величиной кванта, равной единице.
В случае, если ξн ≠ 0, то будем говорить о реально�
информационном алгоритме. Для того чтобы ра�
зобраться в сущности подобных алгоритмов, це�
лесообразно рассмотреть следующий подход. Как
было показано выше, анализируемые алгоритмы
описывают функционирование АЦП, структура
которого имеет дискретные состояния, упорядо�
ченные в соответствии с выбранной системой счис�
ления, и открыта для взаимодействия с внешней
средой, информация о которой в виде физического
сигнала поступает на ее вход, образуя входной сиг�
нал. Этот сигнал не обладает конкретной матема�
тической структурой. Однако его можно структу�
рировать, используя любую упорядоченную струк�
туру. Выбором типа алгоритма аналого�цифрово�
го преобразования практически осуществляется
при реализации структуризация соответствующе�
го ему типа АЦП и тем самым, опосредованно,
структуризация входного сигнала. Причем взаи�
модействие между входным сигналом и структу�
рой АЦП до полного установления их соответствия
между собой в установленном смысле осуществля�
ется посредствам сравнивающего устройства.
В дальнейшем, если понятно из контекста, о ка�
ком алгоритме идет речь, т. е. об обычном адек�
ватном, или идеально�информационном, или ре�
ально�информационном, будем просто говорить о
знаковом или индикаторном алгоритме.  Итера�
ционные  алгоритмы или отображения (10) и (11)
позволяют установить соответствие между уров�
нем входного сигнала и последующим состоянием
АЦП, эквивалентным, при математическом опи�
сании, априори неизвестному коэффициенту аn по
результату сравнения для всех n = 1, …, N входно�
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го сигнала с предыдущим известным состоянием.
Доказательство этого утверждения следует из (10)
и (11) при условии, что входной сигнал теорети�
чески априори можно структурировать любым спо�
собом, но для рассматриваемого случая его целе�
сообразно структурировать в соответствии с уста�
новленной структурой АЦП.  Действительно, пре�
образуем, к примеру,  алгоритм (10) к следующей
эквивалентной форме:
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где <a1, a2, …, aN> = <0, 0, …, 0> — начальное
значение набора.

В результате из (12) получаем
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Положим n = 1, тогда в соответствии с (13)
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При ах1 = 1 минимальное по остальным всевоз�
можным значениям набора <a2, …, aN>, нормиро�
ванное к кванту Δq значение входного сигнала (код
<1, 0, …, 0 >) равно 2N–1, а при  ах1 = 0 макси�
мальное  по  всевозможным  значениям  набора
<a2, …, aN>, нормированное к кванту Δq значе�
ние входного сигнала (код <0, 1, …, 1 >) равно
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i = 2, 3, …, N, а во втором случае максимальный
набор соответствует равенству а1 = 0 и аi = 1 для

i = 2, 3, …, N.  Поэтому с вероятностью, сколь угод�
но близкой к единице, с учетом неравенства 1 ≥ γ ≥ 0
получаем

1 2

1
1 2

1, если 1 при любом наборе , ..., ,

так как 0;

0, если 0 при любом наборе , ..., ,

так как 1.

х N

х N

a a a

a
a a a

= < >⎧
⎪ γ ≥⎪= ⎨ = < >⎪
⎪ γ <⎩

Если n = 2, поскольку а1 = ах1, то

2

2
2

2

1, если 2 2 0;

0, если 2 2 0,

N
N i N

xi
i

N
N i N

xi
i n

a

a

a

− −

=

− −

=

⎧
− + γ ≥⎪

⎪= ⎨
⎪ − + γ <⎪⎩

∑

∑
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Пусть теперь n = k; поскольку а1 = ах1, …, аk–1 =
= ахk–1, то при ахk = 1 минимальное, нормирован�
ное к кванту Δq значение входного сигнала равно
2N–k, а при  ахk = 0 максимальное, нормированное
к кванту Δq значение входного сигнала равно
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так как 0;

0, если 0 при любом наборе , ..., ,

так как 2 2 1 2 и 1 0.

хk k N

хk k Nk

N
N i N k N k

i k

a a a

a a aa

+

+

− − −

= +

= < >⎧
⎪ γ ≥⎪⎪ = < >= ⎨
⎪
⎪ = − − γ − <
⎪⎩

∑

Решением полученного итерационного уравне�
ния доказывается, что для любого набора <aх1,
aх2, …, aхN>, определяющего соответствующую
структуру входного сигнала в соответствии с вы�
бранной системой счисления, и временного интер�
вала Δt при n → N устанавливается взаимноодно�
значное соответствие между структурой АЦП и струк�
турой входного сигнала, или K(NΔt) = Kв.с (NΔt).
Выполняя аналогичные действия, можно также
доказать сходимость в указанном смысле и для
знакового идеально�информационного алгоритма.
Таким образом, посредством идеально�информа�
ционного алгоритма устанавливается однозначная
связь между априорно выбранной структурой АЦП
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и входного сигнала независимо от величины кван�
та Δq. При этом величина Δq определяет точность
представления входного сигнала выбранной струк�
турой АЦП и, тем самым, установленной  систе�
мой счисления.

Отметим, что, применяя последовательно опи�
санные алгоритмы к кванту, определяющему так
называемую погрешность усечения, можно пост�
роить множество разновидностей исходного алго�
ритма, порождающего соответствующие фрак�
тальные древовидные структуры. Именно такой
подход применяется к построению некоторых из�
вестных алгоритмов аналого�цифрового преобра�
зования, например параллельно�последователь�
ных [15], не рассмотренных в данной статье, ал�
горитмов.

Аналогичный результат анализа можно полу�
чить, если перейти к рассмотрению следующей
модификации индикаторного идеально�информа�
ционного алгоритма:

( ) ( )в.с( ) 1 ( ) 1 1 ( ) ,K n K n h K n K n n∗ ∗ ∗ ∗⎡ ⎤= − + − − − + γ⎣ ⎦
(14)

где K*(n) = K(n)/(2N–n); K*(n – 1) = K(n – 1) /(2N–n);
K*

в.с (n) = Kв.с (n)/(2N–n) — целая часть результата
деления входного сигнала на величину  2N–n, где
переменная n соответствует  n�му такту итерации;
γ(n) = γ2–N+n — величина погрешности усечения
на n�м такте итерации, соответствующая дробной
части деления входного сигнала х на величину
кванта  для  n�го  акта  итерации  Δq2N–n;  х =
= (K*

в.с (n) + γ(n)) (Δq2N–n) – для любого значения
Δt; хн(n) = х/(Δq2N–n) = K*

в.с(n) + γ(n) и ξн(n) =
= ξ/(Δq2N–n) — нормированные к кванту, соответ�
ствующему  n�му такту итерации, сигнал и помеха.

Вид  плотности  распределения  вероятности
w(γ(n)) погрешности усечения  для первых тактов
преобразования зависит от плотности распределе�
ния вероятностей входного сигнала. По мере уве�
личения номера такта преобразования вид плот�
ности распределения вероятности погрешности
усечения уже для n = 3, 4 трансформируется в рав�
номерную плотность распределения. Если же вход�
ной сигнал имеет равномерный закон распределе�
ния вероятностей, то при всех тактах n преобразо�
вания плотность распределения вероятности по�
грешности распределения остается равномерной и
имеет вид

( ) 2

2

n

N
w n

γ⎡ ⎤γ = ⋅⎣ ⎦

Так как случайная величина γ или γq, по опре�
делению, принимает значения на отрезке [0, 1] и
имеет равномерный закон распределения вероят�
ностей, то ее функции и плотности распределения
вероятностей принимают вид графиков, приведен�
ных на рис. 6.

Прежде чем перейти к анализу влияния адди�
тивной помехи на сходимость алгоритмов, рас�

смотрим усредненный индикаторный идеально�
информационный алгоритм аналого�цифрового
преобразования. Для этого усредним (14) по слу�
чайной величине γ(n) для n�го такта итерации при
фиксированном значении входного сигнала. В ре�
зультате получим

( ) ( )( ) в.с( ) 1 ( ) 1 1nK n K n F K n K n∗ ∗ ∗ ∗
γ ⎡ ⎤= − + − − −⎣ ⎦

или

( ) ( ) ( )( ) 1 1 ,nV n V n F V n∗ ∗ ∗
γ ⎡ ⎤= − − −⎣ ⎦ (15)

где  V* (n)= K*
в.с (n) – K*(n) – 1  и V*(n – 1) = K*

в.с (n) –
– K*(n – 1) – 1; Fγ(n) V(n – 1) — функция распреде�
ления нормированной к кванту погрешности усе�
чения на n�м такте итерации.

Проанализируем функцию распределения веро�
ятностей погрешности усечения γ(n), которая в со�
ответствии с рис. 6 для рассматриваемого случая
принимает только два значения и не может при�
нимать значения  меньше единицы. Это связано с
тем, что абсолютная величина разности |V*(n)|, по
определению, изменятся при n = 1, 2, …, N  в пре�
делах 0 ≤ |V*(n) | ≤ 2N–n в соответствии с натураль�
ным рядом. Поэтому для функции распределения
имеем

( ) ( ) ( )
( )

1 для 1 0;
1

0 для 1 0
n

V n
F V n

V n

∗
∗

γ ∗

⎧ − ≥⎪⎡ ⎤− = ⎨⎣ ⎦ − <⎪⎩
(16)

или

( )

( ) ( )

( ) ( )

1 1

1

1

1

1

2 2 1

2 2 2, если 1 0;

2 2 1, если 1 0

n N
n i n i

xi i xi
i i n

n N
n i n i

xi i xi
i i n

n N
n i n i

xi i xi
i i n

a a a

a a a V n

a a a V n

− −

= = +

−
− − ∗

= =
−

− − ∗

= =

− + − =

⎧
− + − − ≥⎪

⎪= ⎨
⎪ − + − − <⎪⎩

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

wγ( ),x Fγ( )x

1

1
0

x

� Рис. 6. Плотность wγ(x) и функция Fγ(x) распре'
деления  вероятностей  нормированной
к кванту Δq погрешности усечения значе'
ния входного сигнала при его преобразова'
нии в двоичный код
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и после упрощения для всех n = 1, 2, …, N получаем

( )

( )

( )

( )

1

1

1

1

1, если 1

2 2 1;

0, если 1

2 2 1.

n N
n i n i

xi i xi
i i n

n

n N
n i n i

xi i xi
i i n

V n

a a a

a
V n

a a a

∗

−
− −

= =
∗

−
− −

= =

⎧ − =
⎪
⎪

= − + ≥⎪
⎪= ⎨

− =⎪
⎪
⎪= − + <⎪⎩

∑ ∑

∑ ∑

(17)

Следовательно, для n = k при  определении зна�
чения коэффициента аk получаем

1, если ( 1) 2 1;

0, если ( 1) 2 1,

N
k i

xi
i k

k N
k i

xi
i k

V n a

a

V n a

∗ −

=

∗ −

=

⎧
− = ≥⎪

⎪= ⎨
⎪ − = <⎪⎩

∑

∑

откуда сразу же следует, что аk = 1, если только
ахk = 1, и ахk = 0, если только ахk = 0.

Пусть k «пробегает» все значения от 1 до N, тог�
да для конечного k = N выполняется равенство

Kв.с (NΔt) – K(NΔt) = 0.

Таким образом, установлено, что для всех так�
тов преобразования и любого значения Δt справед�
ливо равенство K*(n) = K*

в.с (n). Поэтому погреш�
ность преобразования для k = n, согласно опреде�

лению, соответствует погрешности усечения, ко�
торая определяется по формуле

ε(n) = х – K*(n) = [K*
в.с (n) + γ(n) – K*(n)] Δq2N–n =

= Δqγ2N–n.

Математическое ожидание погрешности усече�
ния для k = n и ее дисперсия при равномерном рас�
пределении соответственно равны

( ){ } ( ) ( )
1 1

0 0

2
d 2 d

2

N n
N n q

M n n w q
−

− Δε = ε γ γ = Δ γ γ =∫ ∫

и ( ){ }
( )222

.
12

N nq
D n

−Δε =

В заключение отметим, что алгоритмический
подход к изучению АЦП, или преобразователей
форм информации, был предложен еще в работах
А. П. Стахова (см., например, [10]), где автор пред�
ложил для описания различных методов аналого�
цифрового преобразования так называемые (j, k, S�
алгоритмы). Однако такое представление алгорит�
мов, на наш взгляд, является скорее только инди�
катором соответствующего алгоритма, так как не
отвечает общепринятому определению алгоритма
[16], и поэтому  при конкретизации действий дол�
жно сопровождаться подробным словесным описа�
нием, которое в представленной символьной форме
алгоритма  вида  (j, k, S) просто отсутствует.
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