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Получено одинаковое выражение для радиуса малой дуги оптимальной траектории в двух фи�
зических моделях — движения точки с единичной скоростью и распространения луча света. Прин�
цип минимального времени распространения света в трехмерном физическом пространстве обоб�
щается и на многомерное пространство и используется для разработки соответствующего числен�
ного метода пристрелки при построении оптимальных многомерных траекторий. Оптимальность
траекторий, найденных методом пристрелки, подтверждена формальным, но строгим математи�
ческим градиентным методом.

We derive an expression for the radius of a small arc of the optimal trajectory in two physical
models: the motion of a point with unit velocity and the propagation of a light ray. The principle of
minimal propagation time in three�dimensional physical space is generalised to high�dimensional space
and is used for the elaboration of the corresponding digital method of fire adjustment in contstructing
the optimal high�dimensional trajectories. The optimality of the obtained trajectories is justified by a
formal mathematical gradient method.

Введение

Пусть  заданы  некоторая  положительная
функция  потерь  или  затрат  от  n  переменных

1 2( ) ( , , ..., ) 0,nF F x x x= >r   а  также  начальная
и  конечная  точки  T

beg 1 2  [ , , ..., ]b b Nbx x x=r  и
T

end 1 2[ , , ..., ]e e Nex x x=r  соответственно.
Оптимальной траекторией является линия L,

соединяющая эти две точки, такая, что криволи�
нейный интеграл I  вдоль  этой линии от заданной
функции минимален:

: ( )d min .
L

L I F l
⎧ ⎫⎪ ⎪= =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∫ r (1)

В статье описывается метод поиска  оптималь�
ной траектории, разработанный на основе исполь�
зования физических моделей. Аналогичный под�
ход использовался и в работе [1]  для оптимиза�
ции по времени двумерных задач.

В монографии [2] отмечается, что физический
подход к решению некоторых геометрических задач
использовался выдающимися учеными прошлых
столетий. Авторами этот подход развивается и про�
изводится обобщение понятия центра тяжести твер�
дого тела и на многомерные  пространства.

Обобщение физических моделей и аналогий на
многомерные  пространства зачастую позволяет эф�
фективно и наглядно решать задачи, решение ко�
торых «чисто математическими» методами затруд�
нительно и неочевидно.

Так, например, в методе наискорейшего спуска
для поиска экстремума овражных функций со�
ставляются дифференциальные уравнения без�
ынерционного движения  «материальной» точки
в многомерном пространстве [3].

Известны многомерные сферические координа�
ты [4, 5]. Эти координаты задаются углами, кото�
рые являются  обобщенными физическими анало�
гами углов широты и долготы.

В статье развивается ранее означенный и нами
подход [6] с обобщением физических аналогий на
многомерные пространства  для поставленной оп�
тимизационной задачи.

Определение радиуса кривизны малой
дуги оптимальной траектории на основе
модели движения

Допустим, что координаты некоторой текущей
точки в многомерном пространстве являются функ�
циями времени. Тогда малый вектор перемещения
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ложим начало и конец малой  дуги траектории ле�
жащими  на касательной оси  0τ  в фиксирован�
ных, равноотстоящих от нуля точках  с координа�
тами,  соответственно:

[ ] [ ]T T
beg end, 0 , , 0 .= −Δτ = Δτr r (7)

Тогда отрезок прямой, соединяющий по оси 0τ
эти точки с координатами (7), является хордой
дуги. Так как любое малое перемещение Δr с точ�
ностью до 2�го порядка малости раскладывается
по двум ортогональным базисным векторам V и W,
малую дугу траектории можно считать плоской, т. е.
лежащей в плоскости рисунка 0τη. Радиус кривиз�
ны траектории Rк  и модуль  нормального ускоре�
ния связаны  общеизвестным  соотношением, ко�
торое при единичной скорости записывается так:

2 1 1
к к .R R− −= ≡W V (8)

При этом векторы скорости и ускорения в про�
екциях на координатные оси

[ ]T T
, 1, 0 ;′ ′= =⎡ ⎤⎣ ⎦V τ ητ ητ ητ η (9)

TT 1
к, 0, ,R−′′ ′′ ⎡ ⎤= =⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦W τ ητ ητ ητ η (10)

откуда уравнения траектории относительно сере�
дины дуги с точностью до 2�го порядка малости
при –Δτ ≤  t  ≤ Δτ  равны

2 1
т к 0/2 ,t R−η ≈ − η (11)

где высота параболического сегмента дуги

2 1
0 к /2.R−η ≈ Δτ (12)

Вместо функции от N переменных 1 2( , , ..., )NF x x x
рассмотрим соответствующее ей сечение ( , )F τ η
в плоскости 0τη. При фиксированных концах (7)
элементарная дуга окружности полностью  опре�
деляется радиусом кривизны. Определим опти�
мальный радиус кривизны этой малой дуги opt

кR
такой, что криволинейный интеграл

к т к к( ) [ ( / )] ( / )d ,I R F R m R
Δτ

−Δτ

= η τ τ τ∫ (13)

зависящий от  параметра  Rк, будет минимален, т. е.

opt
к к( ) min { ( )}.I R I R= (14)

С точностью до 2�го порядка малости
2 1

т к 0( / ) /2RR R−η τ ≈ τ − η (15)

— уравнение траектории (в котором произведена
замена переменной t = τ),

2 2
т

к 2
к

d
( / )d 1 d 1 d

d 2
m R

R

⎛ ⎞η⎛ ⎞ ττ τ = + τ ≈ + τ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟τ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
  (16)

— дифференциал длины дуги. � Рис. 1. Малая дуга оптимальной траектории

η

τΔτ–Δτ 0

η0

v

этой точки Δr при разложении в ряд Тейлора с точ�
ностью  до 2�го порядка малости по времени Δt2

записывается так:

[ ]T 2
1 2, , ..., /2,nx x x t tΔ = Δ Δ Δ ≈ Δ + Δr V W (2)

где

[ ]T
1 2, , ..., ,nx x x′ ′ ′ ′= =V r (3)

[ ]T
1 2, , ..., nx x x′′ ′′ ′′ ′′= =W r (4)

— векторы первых и вторых производных  коор�
динат по времени соответственно (и где приняты

обозначения 
d

d
i

i
x

x
t

′ =  и  
2

2

d
).

d
i

i
x

x
t

′′=

Вектор V по своему физическому смыслу  явля�
ется вектором скорости, а вектор W —  вектором
ускорения в многомерном пространстве.  Наложим
ограничение, что модуль вектора скорости  всегда
имеет  единичное значение

 2

1

( ) 1.
n

i
i

x
=

′= =∑V (5)

Дифференцируя (5) по времени, получаем, что
скалярное произведение векторов скорости и ус�
корения тождественно равно нулю:

d
, 0.

dt
≡ ≡V V W (6)

Условие (6) означает ортогональность векторов
скорости и ускорения, при этом можно положить,
что и в многомерном   пространстве при постоян�
ной скорости движения полное ускорение являет�
ся только нормальным, аналогично как и в трех�
мерном.

Направим касательную ось 0τ параллельно век�
тору скорости V на середине дуги,  а нормальную
ось  0η — по вектору ускорения W (рис. 1), распо�

W
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С целью упрощения и удобства дальнейшей раз�
работки метода и соответствующего алгоритма
поиска оптимальной траектории зададим началь�
ную  точку от середины дуги, оставив конечную
точку прежней:

T T
beg 0 end[0, ] , [ , 0] ,= − η = Δτr r (17)

и перейдем к задаче определения оптимального
радиуса кривизны, который минимизирует криво�
линейный интеграл, рассчитанный только для
правой половинки дуги элементарной траектории:

к т к к
0

( ) [ ( / )] ( / )d ;I R F R m R
Δτ

= η τ τ τ∫ (18)

opt
к к( ) min{ ( )}.I R I R= (19)

В этой новой задаче, как и прежде, зафиксиро�
вана конечная точка. Для новой начальной точки

T
beg 0[0, ]= − ηr   зафиксирована координата τ = 0,

а координата η0, рассчитываемая как (12),  явля�
ется варьируемой по радиусу кривизны. При этом век�
торы скорости и ускорения,  записанные в проекциях
на координатные оси как T[1,0]=V  и 1 T

к[0, ] ,R−=W
имеют  постоянные направления, независимые от
радиуса кривизны. Для старой начальной точки

T
beg [ , 0]= −Δτr направления векторов скорости и

ускорения  варьируются в зависимости от радиуса
кривизны,  что существенно усложняет задачу оп�
тимизации.  Этим и объясняется переход ко вто�
рой постановке задачи,  решение которой, строго
говоря, является квазиоптимальным, так как но�
вая начальная точка не зафиксирована по коорди�
нате η.

Разложим подынтегральную функцию в ряд
Тейлора относительно нулевой точки  с точностью
до 2�го порядка малости

22 2 2 2

2 2

(0 , 0 )

,
2 2

F FF F

F F F

∂ ∂+ τ + η ≈ + τ + η+
∂τ ∂η

η∂ τ ∂ ∂+ + τη+
∂τ∂η∂τ ∂η

(20)

где численные значения функции  и ее соответству�
ющих частных производных берутся в нулевой
точке в начале координат 0τη (τ = 0, η = 0).

Положим, что Rк > 1 и запишем минимизируе�
мый по параметру Rк   интеграл в виде суммы двух
интегралов

к 0 к 2 к( ) ( ) ( ),I R I R I R≈ + (21)

которые берутся соответственно от нулевого  и 2�го
членов  ряда Тейлора  (20):

0 к к
0

( ) ( / )d ;I R Fm R
Δτ

= τ τ∫ (22)

2 к к к
0

( ) ( / ) ( / )d .FI R R m R
Δτ ∂= η τ τ τ

∂η∫ (23)

Подставляя в формулы для интегралов (22)  и
(23) уравнения траектории (15) и дифференциала
дуги (16), производя интегрирование по τ и затем
дифференцирование по Rк, из условия

к

d 0
d

I
R

= (24)

 находим радиус  кривизны малой дуги оптималь�
ной траектории как

( ) 1opt
к ,R F F

−
η′≈ (25)

где FFη
∂′ =
∂η

 — производная по нормальному на�

правлению.
При решении уравнения (24) был учтен 3�й по�

рядок малости Δτ3 в интегралах I0 и I2, берущихся
от нулевого и 2�го членов ряда Тейлора (20).

Остальные члены ряда Тейлора, имеющие бо�
лее высокие  порядки малости, отбрасываются.

Итак, чтобы найти opt
к ,R  надо задать коорди�

наты r и вектор единичной скорости V (или еди�
ничный вектор касательного направления  τττττ ≡  V).

Если модуль некоторого вектора скорости не
нормирован к единице: н 1,V ≠ то следует   перей�
ти к единичной скорости (или единичному  векто�
ру направления τττττ)

1
н н .V

−= ≡ τV V (26)

Далее необходимо найти вектор нормальной
составляющей градиента функции

, ,η∇ = ∇ − ∇F F F τ ττ ττ ττ τ (27)

рассчитать производную по направлению норма�
ли

Fη η′ = ∇F (28)

и, подставляя (28) в (25), определить оптималь�
ный радиус кривизны

( ) 1 1opt
к .R F F F

− −
η η′≈ = ∇F  (29)

При этом единичный вектор нормали

1
.

−
η η= ∇ ∇F Fηηηη (30)

Движение по оси 0τ является заданным, или
вынужденным, а по оси 0η — варьируемым, вы�
бранным из условия минимума (1). Результат име�
ет очевидный смысл: при увеличении радиуса кри�
визны слагаемое I0(Rк) ≈  FΔt (21) растет, так как
увеличивается длина дуги Δt, а  слагаемое I2(Rк)  ≈
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≈ – Fη′ Δt3/Rк  убывает, так как дуга выгибается в
сторону меньших значений функции, и при усло�
вии (29) достигается минимум.

Обобщение модели распространения света
по  оптимальной  траектории
на многомерное  пространство

Определим радиус  кривизны малой дуги опти�
мальной траектории на основе известного факта,
что свет в оптической среде с переменной оптиче�
ской плотностью распространяется из начальной
точки в конечную по некоторой траектории, та�
кой, что время распространения — минимально.
Допустим, что свет распространяется по некото�
рой кривой L, приходя из некоторой начальной
точки в конечную (рис. 2). Разобьем кривую L на n

малых отрезков Δli так, что 
1

.
n

i
i

l L
=

Δ =∑  Обозначая

модуль скорости света на малом отрезке iV  и учи�
тывая, что время распространения света на отрез�
ке 1

,i i it l
−Δ = ΔV запишем суммарное время  рас�

пространения T по линии L как предельный переход
к соответствующему криволинейному интегралу:

1
с

0 1

lim ( ) ,
i

n
i

t ii L

l
T l

→∞
−

Δ → =

Δ= =
Δ∑ ∫ V

V
(31)

где c( )lV  — модуль скорости света в оптической
среде как функция положения в зависимости от
текущей длины l на траектории L.  Запишем изве�
стное соотношение в виде

1
с с в( ) ( ) ,l F l−=V V (32)

где Fc(l) — абсолютный показатель преломления
оптической среды; вV  — модуль скорости  света
в вакууме. Тогда, подставляя (32) в (31), запишем
принцип минимума времени  распространения света

с с: min ( )d ( )d ,

VL L

L F l l F l l
⎧ ⎫⎪ ⎪ =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∫ ∫ (33)

где LV  — некоторая варьируемая траектория; L —
траектория луча света, вдоль которой «автомати�
чески» достигается минимум интеграла от функ�
ции Fc(l) — переменного показателя  преломления
оптической среды. Из курса оптики известна соот�
ветствующая закону Снеллиуса [7] простая иллю�
страция преломления луча света при прохождении
через границу двух слоев с разными показателями
преломления F0 и F1 (рис. 3, дополненный необхо�
димыми построениями). Луч света при переходе
границы Г уменьшает скорость со значения V0  до
значения V1  (так как F1 > F0); ηгр — нормаль к
граничной поверхности, разделяющей слои с раз�
личной оптической  плотностью (градиент ∇F на�
правлен по нормали ηгр); α0 — угол падения; α1 —

� Рис. 2. Элементарные участки траектории луча
света

Δln

Δl0

Δli

vi

� Рис. 3. Преломление луча света при прохождении границы двух сред с разной оптической плотностью
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угол преломления; Ф0В0 —  длина фронта пада�
ющей волны,  а Ф1В1 — преломленной; точки М0 и
М1 — середины этих фронтов соответственно. Пря�
мые углы отмечены точками.

Правый крайний падающий луч за время Δt
проходит малый путь

0 1 0 .В В V t= Δ (34)

Левый крайний преломленный луч проходит
путь

0 1 1 .Ф Ф V t= Δ (35)

Очевидно, что через точки М0 и М1 можно про�
вести дугу окружности касательно к векторам ско�
ростей. Тогда радиус кривизны этой дуги

1
к 0 0 1 1 01Ц Ц ,R М М L−= = = Δα Δ (36)

где  точка Ц0 образуется пересечением продолжен�
ных прямых линий фронтов Ф0В0 и Ф1В1; Δα —
угол между прямыми Ц0 М0 и Ц0 М1; ΔL01 — длина
дуги, приходящей из точки  M0  в точку M1.

C точностью до 1�го порядка малости заменим
длину дуги  ΔL01 на путь крайнего правого пада�
ющего луча

1
01 0 в 0 .L S V t V F t−Δ ≈ Δ = Δ ≈ Δ (37)

Прямая Ц1B1 параллельна прямой Ц0B0, тогда
с точностью до 1�го порядка малости (см. треуголь�
ник Ф1В1Ф2)

1 1 0 0/ / ,V t Ф В V t Ф ВΔα ≈ Δ Δ ≈ Δ Δ (38)

где

0 0 0 01 0ctg ctg ;Ф В S L= Δ α ≈ Δ α (39)

в в в
0 1 2

0 1 0

,
V V V F

V V V
F F F

ΔΔ = − = − ≈ (40)

где приращение показателя преломления вдоль
линии ΔL01

1 0.F F FΔ = − (41)

Расписывая  (38) далее, имеем

2
в 0 0

01 0

1sin .
cos

FV tF
L

− ⎛ ⎞ΔΔα ≈ Δ α ⎜ ⎟Δ α⎝ ⎠
(42)

Отношение ΔF/ΔL01 в пределе при ΔL01 → 0
представляет собой производную по направлению
L (по касательной оси 0τ), которая равна проек�
ции градиента на это направление:

01
0

0 01

lim , cos ,
L

F F F
LΔ →

∂ Δ= = ∇ = ∇ α
∂τ Δ

F ττττ (43)

а проекция градиента на нормальное направление
0η равна частной производной по этому направле�
нию:

0, sin .FFη
∂′ = = ∇ = ∇ α
∂η

F Fηηηη (44)

Тогда, подставляя (44) и (43) в (42), а (42) в
(36), после несложных преобразований оконча�
тельно имеем

( ) 1opt
к к .R R F

−
η′≡ ≈ F (45)

То есть и во второй физической модели, незави�
симо от первой, получен тот же самый результат
(29), что подтверждает правильность физических
моделей и математических выкладок. Соответ�
ствие критерия  оптимальности траектории мини�
муму времени прохождения света по этой траекто�
рии дает возможность применить принцип поша�
говой оптимизации: если каждый шаг оптимален,
то оптимальна и вся траектория в целом. При по�
шаговом движении необходимо попасть из началь�
ной точки в конечную.

Алгоритм поиска  оптимальной
траектории  методом пристрелки

Входными   величинами   на   каждый    i�й   шаг
являются   местоположение   текущей   точки

[ ]T
1 2, ,i i i nix x x=r  и заданное направление движения

в виде вектора единичной скорости или в виде единич�
ного вектора направления 

T
1 2, , ..., .i i i i nix x x′ ′ ′≡ τ = ⎡ ⎤⎣ ⎦V

Кроме того, должны быть рассчитаны радиус кри�
визны Rкi и вектор нормали ηi по формулам (27)–
(30).

Далее рассчитываются соответствующие вы�
ходные величины i�го шага

1 ,i i i i i i+ = + Δη + Δτr r η τη τη τη τ  (46)

где Δτi — малое перемещение по касательной (ко�
торое задается одинаковым для всех шагов);

tgi i iΔη = Δτ θ (47)

— малое перемещение по нормали.

1 sin cos ,i i i i I+ = θ + θτ η ττ η ττ η ττ η τ (48)

где

к

arcsin i
i

iR

⎛ ⎞Δτθ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

(49)

— угол раствора i�й дуги траектории.
Таким образом, если  в заданной начальной точ�

ке [ ]T
0 beg 1 2, , ...,b b nbx x x≡ =r r  задать и некоторое

начальное направление τ0, то текущая точка, пере�
мещаясь по шагам, будет двигаться по определенной
траектории,  которая в общем случае пройдет мимо
заданной конечной точки [ ]T

end 1 2, , ..., .e e nex x x=r
Поэтому надо скорректировать начальное на�

правление движения так, чтобы попасть в конеч�
ную точку. Условием окончания пути движущей�
ся текущей точки является  условие  пересечения
сферы радиусом Rсф

beg сф 1 beg сф,i iR R+− < ∩ − ≥r r r r (50)
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где

сф end beg .R = −r r (51)

На этой сфере должны заканчиваться все проб�
ные  (или пристрелочные) траектории. При выпол�
нении  условия (51), решая уравнение

22
сф э сф beg( ) 0,iR t− − =r r (52)

найдем экстраполированную точку траектории

э сф( ),ir t которая лежит на этой сфере. Траектория
экстраполируется рядом Тейлора до 5�го порядка
малости

5

э
1

d( ) ,
!d

m m

m
m

tt
mt=

≈ + ∑ rr r (53)

где соответствующие производные от радиуса век�
тора r рассчитываются как для четных порядков:

2 2

2 2 3
к к

d d, ,
d dRt t R

= = −r rη ηη ηη ηη η
(54)

так и для нечетных:

3 5

3 2 5 4
к к

d d d, , ,
d d dt t R t R

= = − =r r rτ ττ ττ ττ τττττ (55)

где Rк, ττττ  и ηηηη  — радиус кривизны, касательный и
нормальный векторы, соответственно, в предпо�
следней точке траектории, от которой производит�
ся экстраполяция.

Далее уравнение (52) решается методом после�
довательных приближений

2
1 сф кв кв[ ( )]/ ( ),j j j jt t R S t S t+ ′= + − (56)

где j – номер итерации;

2
кв э beg( ) ( )j jS t t= −r r (57)

— квадратический путь экстраполируемой точки;

кв э beg э( ) ( ) ( )j j jS t r t r r t′ ′= − (58)

— производная  квадратического пути;

5 1
э

э
1

d d( )
d ( 1)!d

m m

j m
m

tt
t mt

−

=

′ ≡ =
−∑r rr (59)

— производная экстраполируемого радиуса�вектора.
Определив конечную точку некоторой пристре�

лочной траектории, лежащую на сфере пр э сф( ),t≡r r
где tсф — время на последней итерации, при кото�
ром экстраполируемая точка достигает сферы, рас�
считаем направляющие косинусы прямой линии,
соединяющей начало траектории и точку j�й при�
стрелки rпрj:

1
пр сф пр beg( ),j jR−= −e r r (60)

при этом направляющие косинусы прямой линии,
соединяющей начало и конец требуемой оптималь�
ной траектории:

1
тр сф end beg( ).R−= −e r r (61)

Этим векторам направлений епрj  и  етрj  некото�
рым образом соответствуют векторы начальных
касательных направлений прjττττ  и  трττττ  пристрелоч�
ной траектории Тпрj и требуемой  оптимальной тра�
ектории Ттр (рис. 4, где траектория Ттр  условно
наклонена к нам, а Тпрj — от нас). Вектор каса�
тельного направления оптимальной траектории
τττττтрj пока не известен. Следовательно, надо в век�
тор 0τη вносить такие поправки, чтобы вектор  eпрj
совместился с вектором eтр.

Это проделаем таким образом. Рассчитаем по�
правку на  плоскости П, натянутой на два вектора
eпрj  и eтр:

пр пр тр.j jΔ = −e e e (62)

Пусть ненормированный вектор направления
пристрелки спрj продолжен по нормированному век�
тору пристрелки прjττττ  таким образом, что проек�
ция вектора спрj на плоскость П есть вектор eпрj.
В соответствии с этим модуль ненормированного
вектора

1
пр пр пр, .j j j

−
=с eττττ  (63)

Вектор  стрj свяжем с векторами трjττττ  и eтр анало�
гичными  построениями, модуль этого вектора

1
тр тр тр пр, .j

−
= =c e cττττ (64)

Ненормированный (j + 1)�й вектор пристрелки
сформируем как

пр 1 тр пр пр .j j j+ = = + Δc c c e (65)

� Рис. 4. Соотношение векторов в методе пристрелки

Спрj

Tпрj

eпрj

eпрj
eтр

Tтр

End

Begin

npjττττ

прjΔττττ

трττττ

Δeпрj
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Тогда с учетом подобия треугольников, образо�
ванных парами векторов тр,ττττ прjττττ  и стр, спрj, нор�
мированный j + 1�й вектор  пристрелки сформиру�
ем так:

пр 1 тр пр тр тр пр, .j j j+ = = + Δe eτ τ τ ττ τ τ ττ τ τ ττ τ τ τ (66)

Условием окончания итераций пристрелки (66)
можно выбрать уменьшение угловой ошибки на
сфере ниже минимального  заданного предела

пр minjΔ ≤ δe (67)

либо задавать заведомо большее количество цик�
лов пристрелки, чем необходимо для выполнения
условия (67).  Чтобы не накапливались погреш�
ности, единичный вектор направления, рассчиты�
ваемый по формулам (47) и (49), следует нормиро�
вать на каждом шаге вновь по формуле (26). Заме�
тим, что, строго говоря, точка начала координат
0τη, относительно которой рассчитывается радиус
кривизны, нам неизвестна, а фактически известна
точка начала дуги с координатами rbeg = [0, –η0]T.
Как показало промежуточное моделирование (ре�
зультаты которого здесь не приводятся), процесс
итерационного поиска точки начала координат от
точки начала дуги через радиус кривизны не все�
гда приводит к необходимому уменьшению интег�
рала. Поэтому в формулах (29) и (45) следует рас�
считывать  постоянное значение функции и ее про�
изводной по нормали  относительно доступной точ�
ки начала дуги по приближенным формулам

0 0(0, 0) (0, ), (0, 0) (0, ).F F F Fη η′ ′≈ − η ≈ − η (68)

Вычисление криволинейного интеграла
вдоль оптимальной траектории

Этот интеграл требуется не только для провер�
ки различных траекторий на оптимальность, но
также и для оценивания затрат или потерь наблю�
дателем. При выводе формулы (29) при разложе�
нии в ряд Тейлора были учтены варьируемые со�
ставляющие – в интегралах I0(Rк) и I2(Rк), кото�
рые оказывают наибольшее влияние на миними�
зацию интеграла вдоль малой дуги. Однако  при
большей  протяженности  траектории  следует
учесть и составляющие I1(Rк) и I3(Rк), которые
вносят  хотя и менее варьируемый — более посто�
янный,  но зато существенный вклад в минимизи�
руемый интеграл. Зафиксировав найденный опти�
мальный радиус (45), определим длину дуги как
Δt i = Rк iθi ,  где θi  — угол раствора дуги. Далее,
опуская индекс i, возьмем четыре учтенные до 3�го
порядка малости составляющие интеграла вдоль
дуги окружности:

0
0

d ;
t

I F t F t
Δ

= = Δ∫ (69)

2
1 т к

0

( )d (1 cos );
t

F FI t t R
Δ

∂ ∂= τ = − θ
∂τ ∂τ∫ (70)

2
2 т к к

0

( )d ( cos sin );
t F F

I t t R t R
Δ ∂ ∂= η = Δ θ − θ

∂η ∂η∫ (71)

22 2 2
к кт

3 2 2
0

( )
d sin2 .

2 4 2

t R RF t F
I t t

Δ ∂ τ ∂ ⎛ ⎞= = Δ − θ⎜ ⎟∂τ ∂τ ⎝ ⎠∫ (72)

Составляющая I0 имеет 1�й порядок малости.
Несложно показать, что составляющие  I1; I2  и  I3
имеют 2�й и 3�й порядки малости соответственно:

2 3 2 3

1 2 3 2
к

; , .
2 3 6

F t F t F t
I I I

R

∂ Δ ∂ Δ ∂ Δ≈ ≈ − ≈ −
∂τ ∂η ∂τ

На последнем шаге траектории, при котором
пересекается  сфера, в формулы (69)–(72) следует
подставлять Δt = tсф.

Итоговый криволинейный интеграл вдоль  оп�
тимальной траектории

end 1 3 3

сф
0 0 0

( ),
i

ni i
i n n

I I I t
−

= = =
≈ +∑ ∑ ∑ (73)

где iend —  номер предпоследней точки траектории,
лежащей еще внутри сферы, iend определяется из
условия (50).  Второе слагаемое в (73) рассчиты�
вается для интегралов при уменьшенном времени
движения tсф от предпоследней точки riend до за�
данной конечной rend.

Результаты моделирования поиска
оптимальной траектории
методом пристрелки

В качестве тестовой функции затрат была задана
нетривиальная  функция пяти переменных, состав�
ленная по типу  квадратической формы, которая
(функция), однако, является формой 4�й степени:

2 2
const( )  , ,F F= +r r Cr (74)

где

1,567 0,501 0,432 0,324 0,179

0,501 1,932 0,179 0,218 0,091

0,432 0,179 2,147 0,107 0,215

0,324 0,218 0,107 2,254 0,137

0,179 0,091 0,215 0,137 2,702

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

C

— матрица формы 4�й степени аргументов;

T2 2 2 2
1 1ц 2 2ц 5 5ц( ) , ( ) , ..., ( )x x x x x x⎡ ⎤≡ − − −⎣ ⎦r
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— вектор квадратических отклонений от центра
осевой симметрии функции;

T
ц 1ц 2ц 3ц 4ц 5ц

T

, , , ,

8,562 8,321 8,678 8,324 8,879

x x x x x⎡ ⎤≡ =⎣ ⎦

⎡ ⎤= ⎣ ⎦

r

— вектор смещения центра осевой симметрии  фун�
кции, Fconst = 1000 — постоянная составляющая
функции. Эта составляющая задана для положи�
тельной определенности тестовой функции и со�
ответственно для устойчивости численных мето�
дов  в окрестности, близкой к центру rц.

Начальная и конечная точки задавались  соот�
ветственно так:

T

beg 0,000 0,567 0,268 0,345 0,191 ,⎡ ⎤= ⎣ ⎦r

T

end 1,621 1,235 1,339 1,976 1,752 .⎡ ⎤= ⎣ ⎦r

В табл. 1 приводятся относительные мини�
мальные  значения  криволинейного интеграла Iм.о
вдоль  траекторий, найденные методом пристрел�
ки при увеличении элементарного шага Δτ с 2–11 до
2–1 при количестве циклов пристрелки 48.

Количество итераций для определения време�
ни  пересечения конечной сферы, отсчитываемого
от предпоследней точки траектории tсф, было  выб�
рано равным 16.

При Δτ = 2–11 получается минимальное значе�
ние Iм.а = 44 284,808, которое и принимается за
абсолютный минимум (при еще меньших значени�
ях Δτ уже сказываются погрешности вычислений,
которые искажают истинную картину). Относи�
тельные  превышения абсолютного минимума

1
м.о м.а м.о м.а( ) 100%.I I I I−δ = − ⋅

Отношение относительных  превышений мини�
мума при уменьшении шага Δτ [в единицах «коли�
чество раз»] [ ] 1

м.о 1 м.о( ) ( ).n nk I I
−

+= δ Δτ δ Δτ
Так, например, число  2,07  в  6�й строке табл. 1

следует понимать так:  при увеличении элементар�
ного шага с  2–7 = 1/128  до  2–6 = 1/64  относитель�
ное превышение увеличивается  в   k = 0,352/0,170 =
= 2,07 раз.  Из 4�й колонки видно, что  чем меньше
элементарный шаг, тем  точнее траектория при�
ближается к минимальному значению интеграла,
что и должно быть при правильной работе алго�
ритма. При увеличении элементарного шага в два
раза  относительные превышения увеличиваются
также примерно в два раза. То есть превышение
абсолютного минимума почти линейно зависит  от
элементарного шага, из чего следует, что порядки
малости учитываемых и отбрасываемых  величин
во всех предшествующих выводах вполне согла�
сованы.

Здесь автор не рассматривает неоднозначные
решения задачи оптимальных траекторий методом

пристрелки. Неоднозначность возникает, напри�
мер, когда максимум функции потерь находится
достаточно близко к прямой,  соединяющей задан�
ные начальную и конечную точки, и  возможно
попадание в конечную точку методом пристрелки
двумя (или более) траекториями, проходящими по
разные стороны от максимума. Также неоднознач�
ность траекторий может быть при многоэкстре�
мальных функциях. В этом случае  следует задать
некоторое упорядоченное множество  начальных
приближений векторов направления, например,
с использованием многомерных сферических ко�
ординат [5], и далее из полученных квазиопти�
мальных траекторий выбрать оптимальную.

Проверка оптимальности траектории
путем ее аппроксимации полиномами
и поиска минимума криволинейного
интеграла градиентным методом

Выше для построения оптимальной  траекто�
рии  был обобщен принцип минимума времени рас�
пространения света на многомерное пространство.
Однако для подтверждения достоверности постав�
ленную задачу необходимо также решить формаль�
ным, но строгим математическим методом без ка�
ких�либо допущений. Этот метод разработан толь�
ко для  тестирования метода пристрелки и не име�
ет самостоятельного значения, поэтому освещает�
ся более кратко, чем основной материал.

В качестве тестовой была задана функция (74).
Траектория задавалась полиномами 8�й степени
таким образом, что координаты X2, X3, X4, X5 яв�
ляются функциями координаты x1 — собственно

аргумента 2 8
1 0 1 1 2 1 8 1( ) ... ,i i i i iX x k k x k x k x= + + + +  где

i = 2, 3, 4, 5.
Начальная точка

rbeg = [0,000;   0,567;  0,268;  0,345;  0,191],

� Таблица 1

�� I о.м �I о.м %, k зар,

2 11– 808,48244 – –

2 01– 438,48244 110,0 –

2 9– 788,49244 430,0 90,3

2 8– 189,41344 970,0 23,2

2 7– 531,55344 071,0 51,2

2 6– 975,53444 253,0 70,2

2 5– 237,69544 617,0 30,2

2 4– 921,02944 644,1 20,2

2 3– 171,45554 878,2 99,1

2 2– 951,88764 566,5 79,1

2 1– 109,81194 039,01 39,1



МОДЕЛИРОВАНИЕ СИСТЕМ И ПРОЦЕССОВ

ИНФОРМАЦИОННО
УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ№ 2, 2007 37

а конечная точка

rend = 0,400000;  0,748993;  0,472549;
0,563411; 0,418735.

   При таком задании траектории 28 коэффици�
ентов: k22÷k28,  k32÷k38,  k42÷k48,  k52÷k58 — свободно
варьируются, а  4 коэффициента (k21, k31, k41, k51)
являются зависимыми от всех предыдущих коэф�
фициентов и рассчитываются соответствующим
образом так, что траектория всегда приходит в ко�
нечную точку. Криволинейный интеграл, рассчи�
танный вдоль траектории по несложным, но гро�
моздким формулам, которые здесь не приводятся,
минимизируется по тем же 28 коэффициентам гра�
диентным методом.  Прежде всего, проверим соот�
ветствие решений, получаемых методом пристрел�
ки и градиентным методом непосредственной ми�
нимизации криволинейного интеграла. Для выше�
приведенных данных вначале была построена
траектория методом пристрелки и рассчитано ми�
нимальное значение криволинейного интеграла:

м.а. 10 711, 179 548 291...,I = которое и принима�
ется за абсолютное или «истинное».

Далее в качестве начального приближения для
градиентного метода  было задано четыре девятки
отсчетов  по координатам

{ }2 1 3 1 4 1 5 1( ), ( ), ( ), ( ) , 0,1, ..., 8.i i i iX x X x X x X x i =

Эти отсчеты рассчитаны как точки пересечения
траектории с девятью гиперплоскостями. Гипер�
плоскости через равные промежутки перпендику�
лярно пересекают ось аргументов

1 0,05 , 0, 1,..., 8.ix i i= =

Градиентный метод после 8 итераций выходит
на квазиминимальное значение интеграла

км 10 711,179 583 802...I =

В  табл. 2 приводятся относительные отклоне�
ния текущего значения интеграла от «абсолютно�
го» минимального значения.

Так, например, число 3,32 в 5�й колонке рас�
считано так:

8к.м м.а
отн

м.а

8

100 10 (%)

3,32 10 (%).

I I
I

I
−

−

−
δ = ⋅ ⋅ =

= ⋅

Из табл. 1 видно, что градиентный метод прак�
тически не отклоняется от минимального значе�
ния интеграла, найденного  методом пристрелки.

Незначительное   относительное   отклонение
8

отн 3,32 10 (%)I −δ = ⋅  объясняется погрешностями
вычислений. В табл. 3 приводятся относительные
расхождения по координатам Xj(x1i), где j = 1, 2,
3, 4; в сечении гиперплоскостями 1 0,05 ,ix i=  где i =
= 1, 2, …, 7, квазиоптимальной траектории  (най�
денной градиентным методом) и оптимальной (по�
строенной методом пристрелки). Начальные и ко�
нечные точки обеих траекторий не варьируются и
всегда совпадают (i = 0 и i = 8). Для большей  на�
глядности и критичности этих оценок из всех ко�
ординат Xj(x1i) вычтены постоянная и линейная
составляющие, т. е. сравнивались относительные
разности координат дуговых сегментов траекторий

kvaz 1 opt 1
отн 1

opt 1

( ) ( )
( ) 100%,

( )
j i j i

j i
j i

X x X x
X x

X x

−
= ⋅

где kvaz 1( )j iX x   и  opt 1( )j iX x — координаты дуговых
сегментов квазиоптимальной и оптимальной тра�
екторий соответственно.

Как упоминалось выше, в проверочном гради�
ентном методе линейные составляющие выбира�
ются так, что начало и конец траектории всегда
проходят через заданные начальную и конечную
точки. Из табл. 3 следует, что квазиоптимальная
траектория, найденная градиентным методом,
практически совпадает по своим координатам с
оптимальной  траекторией, найденной методом
пристрелки.

Далее в качестве начального приближения для
градиентного метода была задана прямая, соеди�
няющая начальную и конечную точки траектории.
Градиентный  метод  за  13   итераций  от  началь�
ного значения интеграла 10 711,803 155 583...I =
сошелся к квазиминимальному значению к.мI =

10711,183 207 083...=
В табл. 4 отражены эти итерации.
Во 2�й колонке записано итерационное умень�

шение минимизируемого интеграла I, в 3�й колон�
ке — абсолютное отклонение от квазиминималь�
ного значения δIкм, в 4�й колонке — абсолютное
отклонение  от абсолютного минимального значе�
ния δIм.а.

� Таблица 2

иицарети№ 1 2 3 4 5

�I нто 01• 8– ,
%

54,1 88,2 03,3 13,3 23,3

� Таблица 3

x1i �X нто2 %, �X нто3 %, �X нто4 %, �X нто5 %,

50,0 165,0– 350,0– 044,0 576,0

01,0 516,0– 180,0– 224,0 476,0

51,0 476,0– 011,0– 204,0 176,0

02,0 637,0– 241,0– 083,0 866,0

52,0 308,0– 671,0– 653,0 566,0

03,0 578,0– 412,0– 923,0 066,0

05,3 259,0– 452,0– 003,0 556,0
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Целая десятичная часть всех интегралов равна
10 711, а целые десятичные части величин δIк.м и
δIм.а на всех итерациях равны нулю.

Из табл. 4 видно, что в начале итераций откло�
нения от квазиминимального значения и от абсо�
лютного минимального значений практически рав�
ны. Затем градиентный метод имеет неустранимые
ошибки, которые, однако, примерно в 150 раз мень�
ше начальных отклонений. В итоге  результаты
проверки метода пристрелки тестовым методом сле�

дует признать вполне удовлетворительными. Еще
раз подчеркнем, что тестовый метод не имеет само�
стоятельного значения и не рекомендуется к прак�
тическому использованию, так как сходится к ми�
нимуму лишь для малых длин траекторий, много
меньших, чем для метода пристрелки. При боль�
ших длинах траекторий тестовый метод либо теря�
ет устойчивость, либо сходится к локальным не�
оптимальным минимумам, и квазиоптимальная
траектория получается извилистой.

Возможные применения

Полученные результаты можно рекомендовать,
например, для оптимизации управления систем в
многомерном  обобщенном пространстве состоя�
ний или параметров [8], где необходимо перевести
систему из заданного начального состояния в за�
данное конечное с минимальными затратами, по�
терями и т. д. При этом системы могут быть не толь�
ко технические но и, например, экономические и
другие. Оптимальная траектория вышеописанным
методом пристрелки получается в виде множества
координат  точек i   = 0, 1, 2, … iend, которые разра�
ботчик или исследователь  при необходимости мо�
жет, например, аппроксимировать удобными для
дальнейшего использования функциями. Кроме
того, должна быть задана (или известна) функция
потерь или затрат. Если эта функция не задана, то
ее следует либо  вывести аналитически, либо рас�
считать численно, либо  получить эксперименталь�
но. Далее найденное оптимальное движение си�
стемы в многомерном пространстве состояний  сле�
дует пересчитать в программу управления (если это
требуется). Однако все эти задачи уже выходят за
рамки статьи и здесь не рассматриваются.

� Таблица 4

j
I яанборд(

)ьтсач
�I м.к яанборд(

)ьтсач
I а.м яанборд(

)ьтсач

0 385551308, 949916, 706326,

1 145942212, 240920, 107230,

2 332718581, 016200, 962600,

3 084362481, 650100, 517400,

4 881179381, 467000, 324400,

5 590578381, 866000, 723400,

6 694538381, 826000, 782400,

7 175377381, 665000, 522400,

8 906356381, 744000, 501400,

9 916136381, 524000, 380400,

01 334706381, 004000, 950400,

11 301804381, 102000, 068300,

21 060762381, 060000, 917300,

31 380702381, 000000, 956300,
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