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Ставится задача определения пространственного распределения концентрации электронов
бортовой плазмы. Предлагается использовать решение обратной задачи Штурма—Лиувиля. Ис�
ходными данными являются измеренные на нескольких модах значения комплексных коэффици�
ентов отражения в плоскости апертуры бортовой антенны. Рассматривается алгоритм восстанов�
ления распределения концентрации электронов.
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Знание электрофизических параметров плаз�
менной оболочки, окружающей гиперзвуковой ле�
тательный аппарат (ГЛА) на траектории спуска,
совершенно необходимо для расчета прохождения
электромагнитной волны через плазму. Оценка
этих параметров возможна методом активной мно�
гомодовой диагностики.

Предполагается, что свойства плазмы непре�
рывно изменяются в направлении одной из осей
прямоугольной системы координат (оси z, перпен�
дикулярной к поверхности борта ГЛА) и остаются
неизменными в плоскостях, перпендикулярных
этой оси. Такое предположение вполне правомер�
но, поскольку газодинамические расчеты показы�
вают, что за исключением мест, где наблюдаются
скачки уплотнения набегающего потока, и появ�
ляется градиент параметров плазмы вдоль осей x
и y. Плазма представляет собой плосконеоднород�
ную среду. При этом рассматривается слой плаз�

мы с малыми потерями:
( )

1,
zν <<

ω
 где ν(z) — часто�

та соударений электронов; ω  — циклическая ча�
стота зондирующей электромагнитной волны.

Ставится задача определения распределения
концентрации электронов плазмы Ne(z) по комп�
лексным коэффициентам отражения мод зондиру�
ющей по направлению z электромагнитной волны,
т. е. решения обратной задачи радиофизики вос�
становления профиля плазмы.

Запишем уравнение Гельмгольца для плоско�
неоднородной среды в виде

2 2( ) ( ) ( ) 0,E r k z E r∇ + ε = (1)

где ( )E r  — напряженность электрического поля
в точке, определяемой радиус�вектором r ; k — вол�

новое число; ε(z) — относительная диэлектриче�
ская проницаемость среды. Перейдем к спектраль�
ной плотности функции ( )E r�  через преобразова�
ние Фурье по x и y:

( )
~

2

1
( ) ( , , )exp( ( ))d d ;

2
E r E h z i hx y h

+∞

−∞

= χ − + χ χ
π ∫ ∫

( )
1

( , , ) ( )exp( ( ))d d ,
2

E h z E r i hx xy x y
∞

−∞

χ = +
π ∫ ∫�

где h и χ  — проекции волнового вектора на оси x
и y соответственно, а символ “~” означает спект�
ральную плотность. Перепишем уравнение (1),
опуская аргументы r  и z, в следующем виде:

2 2 2
2

2 2 2
0.

E E E
k E

y z

∂ ∂ ∂+ + + ε =
∂χ ∂ ∂

Теперь сведем уравнение Гельмгольца к урав�
нению Штурма—Лиувиля на отрезке, взяв соот�
ветствующие производные от (1):

2 2 2 0.h E E E k E′′− − χ + + ε =� � � �

Сгруппировав, получим
2 2 2( ( )) 0E E k h q z′′ + − − χ − =� �

или
2( ( )) 0,E q z E′′ + Γ − =� �  [0, ],z d∈

где 2 2 2( ) ( ) (1 ( )).q z k k z k z= − ε = − ε
Для напряженности электрического поля

2( , ) ( ( )) ( , ) 0.E z q z E z′′ Γ + Γ − Γ = (2)
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Здесь Γ — продольное волновое число или про�

екция волнового вектора на ось z; 2 2 2 .k h= + χ + Γ
Выражение (2) представляет собой краевую за�

дачу Штурма—Лиувиля на отрезке с параметром
Γ — собственным значением данной краевой зада�

чи. Фактически 2 2 2 ,n k hΓ ≡ Γ = − χ −  где n = 1 ...

N — число мод зондирующей волны.
Обозначим решение задачи (2) через E±(Γ, z).

Они описывают волны, расходящиеся в направле�
ниях ±z, переходящие соответственно в волны
E±(Γ, z)~exp(–iΓz) при d ≤ z и E_(Γ, z)~exp(+iΓz)
при z ≤ 0 и удовлетворяющие граничным усло�
виям.

Для решения обратной задачи введем в рассмот�
рение так называемую функцию рассеяния S(Γ).
При решений задачи Штурма—Лиувиля функция
S(Γ) представляется следующим образом:

( )
( ) ,

( )

A
S

B

ΓΓ =
Γ

(3)

где A(Γ) и B(Γ) — целые функции, определяемые
следующими вронскианами:

( , ),E z+ Γ  ( , );E z− Γ

( , ),E z+′ Γ  ( , );E z−′ Γ

( ) ( )
( ) ( )

, ,
( ) ;

, ,

( , ) ( , )
( ) .

( , ) ( , )

E z E z
A

E z E z

E z E z
B

E z E z

+ −

+ −

− +

− +

Γ Γ
Γ =

′ ′Γ Γ

Γ Γ
Γ =

′ ′Γ Γ
(4)

Подставляя (4) в (3) и учитывая, что E+(Γ, z)~
~exp(–iΓz), а E_(Γ, z)~exp(+iΓz), получим

( , ) ( , )
( ) .

( , ) ( , )

i E z i E z
S

i E z i E z
+ +

+ +

′Γ Γ + Γ ΓΓ =
′Γ Γ − Γ Γ

При z = 0

( , 0) ( , 0)
( ) .

( , 0) ( , 0)

i E i E
S

i E i E
+ +

+ +

′Γ Γ + Γ ΓΓ =
′Γ Γ − Γ Γ

Для того чтобы использовать функцию рассея�
ния для решения поставленной обратной задачи
активной многомодовой диагностики плазмы, не�
обходимо определить область изменения, область
возможных значений и свойства функции S(Γ).
Можно показать, что для Γ∈[0, k] значения S(Γ)
являются коэффициентами отражения зондирую�
щих мод от слоя на апертуре излучателя (z = 0)
в функции продольных волновых чисел.

Для функции рассеяния могут быть доказаны
следующие свойства [1], используемые для вос�
становления ее значений на бесконечном интерва�
ле –∞ ≤ Γ ≤ ∞.

1. S(Γ) = –1. Свойство используется при вос�
становлении значений S(Γ) в нуле.

2. В случае среды с малыми потерями 
( )

1
zν⎛ ⎞<⎜ ⎟ω⎝ ⎠

функция S(Γ) аналитически продолжается с по�
ложительной полуоси на отрицательную, причем

* max ( )
( ) ( ) ,

z
S S

ν−Γ − Γ <
ω

 т. е. ⏐S(–Γ)⏐≈⏐S*(Γ)⏐. Свой�

ство используется при восстановлении значений
S(Γ) на отрицательной оси.

3. На вещественной оси S(Γ) полиномиально

убывает по модулю при ⏐Γ⏐→ ∞: ( ) const
,S Γ <

Γ
 т. е.

S(Γ) → 0 при ⏐Γ⏐→ ∞. Свойство используется при
восстановлении значений S(Γ) на бесконечности.

4. В верхней полуплоскости вблизи веществен�
ной оси S(Γ) ограничена: ⏐(Γ)⏐ < M.

Восстановление концентрации электронов плаз�
мы Ne(z) возможно провести в два этапа:

1) восстановление функции рассеяния по вход�
ным данным — комплексным коэффициентам от�
ражения;

2) восстановление распределения концентрации
электронов Ne(z) по функции рассеяния: S(Γ) →
→ Ne(z).

Восстановление функции рассеяния проведем
по следующему алгоритму.

1. Восстановление S(Γ) в узлах Γ = 0: ± Γn ∈
[−k, k].

1.1. Для достаточно большого электрического

размера апертуры волновода 
const

0
ka

⎛ ⎞→⎜ ⎟⎝ ⎠
 прини�

маем, что на положительной полуоси Γ ∈ ]0, k[
комплексные коэффициенты отражения n�х мод
будут равны соответствующим значениям искомой
функции S(Гn).

1.2. Используя свойство 2 функции S(Γ), ана�
литически продолжаем функцию S(Γ) на отрица�
тельную полуось, для чего откладываем в левой
полуплоскости еще N дискретных сопряженных
значений функции S(Γ). Физически Γ ∈ [0, k], но
для аналитической процедуры восстановления
Ne(z) необходимо продолжить функцию рассеяния
на всю ось –∞ < Γ < ∞, используя свойство анали�
тического продолжения, и иметь 2N значений.

1.3. Используя свойство 1 функции S(Γ), вос�
станавливаем ее значение в нуле: S(0) = −1. Полу�
чаем (2N + 1) значений.

2. Восстановление функции S(Γ) на всем интер�
вале –∞ < Γ < ∞.

2.1. По (2N + 1) дискретным значениям функ�
ции S(Гn) в узлах известным аналитическим мето�
дом (например, кусочно�ломаной аппроксимаци�
ей) формируем непрерывную функцию S(Гn) на про�
межутке ]–k, k[.

2.2. Используя свойство 3, функцию S(Γ) вне
интервала ]–k, k[ интерполируем нулем. Таким
образом, из N значений измеренных комплексных
коэффициентов отражения, зондирующих плазму
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мод, восстановлена функция рассеяния S(Γ) на бес�
конечном интервале –∞ < Γ < ∞.

Восстановление распределения концентрации
электронов плазмы проведем по восстановленной
функции рассеяния. Определим параметр q(z)
в краевой задаче Штурма—Лиувиля. В теории об�
ратных задач функция q(z) называется потенциа�
лом рассеяния и для плазменной среды имеет вид

( )2( ) 1 ( ) .q z k z= − ε (5)
Потенциал рассеяния характеризует рассеива�

ющие свойства зондируемой среды. Диэлектриче�
ская проницаемость плазмы описывается выра�
жением

( )2
0( )/

( ) 1 ,
1 ( )/

z
z

i z

ω ω
ε = −

− ν ω
(6)

где плазменная частота

0( ) 2 8978 ( ).z Ne zω = π (7)

Подставляя (6) в (5) и учитывая, что 
2

2 ,k
c

ω⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎝ ⎠
где с — скорость света, получим связь потенциала
рассеяния с плазменной частотой:

( )2
0( )/

( ) 1 .
1 ( )/

z
q z

i z

ω ω
− = −

− ν ω
Для плазмы с малыми потерями

2
0 ( )

( ) .
z

q z
ω⎛ ⎞≈ ⎜ ⎟ω⎝ ⎠

Учитывая выражение (7), получим связь потен�
циала рассеяния с искомым распределением кон�
центрации электронов плазмы:

( ) const ( ),Ne z q z= (8)

где 
2

2 2
const .

4 (8978)
c=

π
Таким образом, из найденного уравнения (8)

видно, что в конечном счете для решения обрат�
ной задачи необходимо определить потенциал рас�
сеяния, связанный с искомым распределением про�
стым соотношением (8).

Решение E_(Г, z) краевой задачи Штурма—
Лиувиля представляется следующим оператором
преобразования через решение этой же задачи при
q(z) = 0:

exp( ( , )exp( )d , 0
( , ) .

exp( ), 0

i z K z t i z t z
E z

i z z

+∞

−
− −∞

⎧
Γ + Γ ≥⎪

Γ = ⎨
⎪ Γ <⎩

∫

Подынтегральная функция K_(z, t) определя�
ется решением уравнения Марченко — основного
уравнения теории рассеяния:

( , ) ( ) ( , ) ( )d 0.
z

K z t f z t K z u f u t t
−∞

+ + + + =∫      (9)

Функция K(z, t) является суммируемой на по�
луоси –∞ < t ≤ z, причем

1
( , ) ( )d .

2

z

K z z q z z
−∞

= ∫ (10)

Функция f(z), входящая в (9), представляет
собой преобразование Фурье найденной ранее фун�
кции рассеяния S(Г) [1, 2]:

1
( ) ( )exp( )d .

2
f z S Г i z z

∞

−∞

Γ
π ∫

Связь функции K(z, t) и искомого потенциала
рассеяния просто находится, если для решения
краевой задачи (2) подставить представление по�
следнего в виде оператора (9) или прямо из выра�
жения (10):

d
2 ( , ), 0

( ) .d
0, 0

K z z z
q z z

z

⎧ ≥⎪= ⎨
⎪ <⎩

Откуда с учетом выражения для q(z) получаем

2
2
0

d
2 ( , ), 0

( ) .d
0, 0

c K z z z
z z

z

⎧ ≥⎪=ω ⎨
⎪ <⎩

Искомое распределение концентрации электро�
нов с учетом (7) определится следующим образом:

2

2 2

d
2 ( , )

d , 0.
4 (8978)

0, 0

c K z z
z zNe

z

⎧
⎪⎪ ≥= ⎨ π⎪
⎪ <⎩

Таким образом, полученные соотношения и опи�
санный порядок их применения определяют алго�
ритм восстановления концентрации электронов
бортовой плазмы. Разработанный алгоритм явля�
ется приближенным. В связи с этим встает вопрос
корректности решения обратной задачи многомо�
довой диагностики. Корректность использования
математического аппарата решения обратных задач
рассеяния (существование, единственность и устой�
чивость решения) в общем случае полностью дока�
зана в специальных математических работах [1–3].
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