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Введение: задача оценки времени задержки в кольцевых автоколебательных системах с запаздыванием по времен-
ным рядам возникает в самых различных областях науки и имеет большое значение при исследовании реальных си-
стем, генерирующих хаотические временные ряды. Цель: провести сравнительный анализ работы методов реконструк-
ции систем с запаздыванием по хаотическим временным рядам в отсутствие и при наличии аддитивного шума. Методы: 
применялись методы оценки времени запаздывания по статистике экстремумов, с использованием автокорреляцион-
ной функции и метод порядковой временной асимметрии. На основе последнего метода предложен метод, ориентиро-
ванный на оценку времен запаздывания в системах с двумя задержками. Результаты: проведен сравнительный ана-
лиз работы четырех методов реконструкции времен запаздывания в автоколебательных системах с запаздыванием по 
хаотическим временным рядам на примере систем Икеды с одним и двумя временами запаздывания. Показано, что в отсут-
ствие аддитивного шума метод оценки времени запаздывания, основанный на статистике экстремумов, является наиболее 
точным для случая анализа временных рядов систем как с одним, так и с двумя запаздываниями. При наличии аддитивно-
го шума предложенный в рамках работы модифицированный метод порядковой временной асимметрии при анализе систем 
с одним временем запаздывания работает не хуже, чем метод автокорреляционной функции и порядковой временной асимме-
трии. В случае двух времен запаздывания модифицированный метод порядковой временной асимметрии работает лучше дру-
гих. Практическая значимость: описанные методы могут иметь практическое приложение при оценке времени запаздывания 
в автоколебательных системах, при этом уровень аддитивного шума может влиять на точность оценки. 
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Введение

Системы, поведение которых определяется 
не только текущими значениями динамической 
переменной, но и одним или более задержанны-
ми состояниями, широко распространены в при-
роде и технике. Задержка в распространении 
сигнала в различных реальных системах может 
быть часто связана с конечностью скорости рас-
пространения потока информации, определя-
ющей характеристики системы. Запаздывание 
играет ключевую роль в формировании хаоти-
ческого сигнала в радиофизических генераторах 
с запаздыванием [1], оптических системах [2–4], 
а также проявляется в целом ряде биологических 
и физиологических систем [5–8]. В динамике по-
пуляций запаздывание связано с тем, что особи 

участвуют в репродукции лишь после периода 
взросления [9]. Одним из практических при-
менений кольцевых автоколебательных систем 
с задержкой является построение систем пере-
дачи информации на хаотической несущей [10], 
в том числе в оптическом диапазоне [11, 12].
Оценка запаздывания по временным рядам 

колебаний является важной задачей для многих 
научных дисциплин и может помочь в понима-
нии принципа функционирования исследуемых 
систем, а также для целей моделирования и про-
гнозирования поведения. Для решения задачи 
оценки параметров систем с запаздыванием ис-
пользуют специально разработанные методы, ко-
торые постоянно совершенствуются. При оценке 
параметров используют теоретико-информаци-
онные подходы [13, 14], регрессионный анализ 
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[15, 16], анализ экстремумов временных рядов 
[17], метод множественной стрельбы [18], метод 
ближайших соседей [19], энтропию перестановок 
[20], взвешенную энтропию перестановок [21], ме-
тоды машинного обучения [22] и др. Внимание 
исследователей привлекают новые методы, при-
менимые для оценки времени запаздывания по 
экспериментальному временному ряду, и способы 
расширения их функциональности. 
Задача оценки времени запаздывания суще-

ственно осложняется, когда динамика системы 
зависит не от одного, а от двух и более задер-
жанных координат. Так, в работе [23] был пред-
ложен новый метод оценки одного запаздывания 
по временному ряду, который может быть развит 
для эффективной оценки параметров в системах 
с двумя запаздываниями. В настоящей работе 
проведены сравнительный анализ трех методов 
оценки времен запаздывания в автоколебатель-
ной системе с одним запаздыванием, модифика-
ция метода для оценки двух времен запаздыва-
ния [23] и сравнение нового метода с методами, 
основанными на анализе экстремумов и авто-
корреляционной функции.

Методы оценки времени запаздывания

Системы с запаздыванием, описываемые 
дифференциальным уравнением первого поряд-
ка, могут быть записаны в достаточно общем ви-
де как 

 1 2    ( , ( ), ( ), ..., ( )),sx f x x t x t x t          (1)

где  — параметр инерционности системы; f — 
некоторая нелинейная функция; x — динамиче-
ская переменная; 1, 2, …, s — времена запаз-
дывания; s — число времен запаздывания в си-
с теме. 
В работе рассмотрены три часто используе-

мых метода для оценки времени запаздывания 
по временным рядам и предложена модифи-
кация одного из методов, ориентированная на 
оценку двух времен запаздывания. 
Первый метод основан на анализе статистики 

экстремумов [17]. Принцип его работы базируется 
на том, что расстояние между экстремумами вре-
менного ряда кольцевой системы с запаздывани-
ем не может принимать значения, равные време-
ни запаздывания. Таким образом, если построить 
зависимость количества временных интервалов 
между экстремумами от длительности этих вре-
менных интервалов, то количество временных 
интервалов длительности, равной времени запаз-
дывания в системе, будет минимальным. 
Метод статистики экстремумов был применен 

к временным рядам автоколебательных систем 

с двумя запаздываниями в цепи обратной связи. 
Показано [24], что в зависимости от числа пар 
экстремумов временной реализации, удаленных 
друг от друга на некоторое пробное время запаз-
дывания, присутствует два минимума, соответ-
ствующих двум временам запаздывания. 
Для оценки времени задержки в системах 

с запаздыванием часто применяется автокор-
реляционная функция, например, при оценке 
времени запаздывания по временным рядам 
интенсивности лазеров, описываемых уравнени-
ем с запаздыванием [25]. Автокорреляционная 
функция определяет зависимость взаимосвязи 
между сигналом и его сдвинутой копией от ве-
личины временного сдвига. По временному ряду 
колебаний x(t) исследуемой системы автокорре-
ляционная функция может быть определена как 

 0

1
d( ) ( ) ( ) ,

T
R x t x t t

T


   

  
 

 (2)

где x(t) — исследуемый временной ряд;  вре-
менной сдвиг; t — текущее время; T — время на-
блюдения. Автокорреляционная функция име-
ет экстремумы на временных сдвигах, близких 
к времени задержки и кратным ему временам. 
Метод оценки времени задержки, основанный 
на расчете автокорреляционной функции, явля-
ется вторым из рассматриваемых в данной рабо-
те методов.
В работе [23] предложен метод порядковой 

временной асимметрии для оценки единствен-
ной задержки по временному ряду. Этот метод 
был применен для нелинейного фильтра сколь-
зящего среднего с задержкой, хаотического ото-
бражения с задержкой и реальных климатиче-
ских рядов. 
Вкратце суть метода заключается в следу-

ющем. Порядковое символическое представле-
ние получается из исходного временного ряда 
путем построения векторов из трех значений 
переменных с лагом  (в дискретном времени n) 
(x(i), x(i – n), x(i – 2n)). При этом значение динами-
ческой переменной заменено на числа от 1 до 3 
в зависимости от его величины. Самое маленькое 
значение соответствует 1, среднее 2, самое боль-
шое 3. Таким образом, из временного ряда дли-
ной N выборок можно построить N – 2 векторов 
(шаблонов), каждый из которых представляет 
собой перестановку вектора (1, 2, 3). Количество 
возможных вариантов равно шести (1 = (1, 2, 3), 
2 = (1, 3, 2), 3 = (2, 1, 3), 4 = (2, 3, 1), 5 = (3, 1, 
2), 6 = (3, 2, 1)). Затем оценивается вероятность 
каждого шаблона. Для гауссова случайного про-
цесса вероятность шаблона не зависит от лага . 
В то же время, как показано в [23], для уравне-
ния скользящего среднего с задержкой эти веро-
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ятности демонстрируют отклонение от среднего 
значения при величине лага, соответствующей 
истинному времени задержки1.
Для оценки времени запаздывания предложе-

но [23] также использовать порядковую времен-
ную асимметрию (Ordinal Temporal Asymmetry, 
OTA): 

 1 6 2 4 3 5 .OTA               (3)

Эта мера достигает максимума при  = 1, что 
было показано в работе [23] на примере нелиней-
ного фильтра, хаотических дискретных отобра-
жений и реальных примерах. 
В настоящей работе описанный метод приме-

няется для кольцевой системы с запаздыванием, 
а также на его базе предложен новый метод для 
исследования временных рядов систем с одним и 
двумя временами запаздывания. 
Предлагаемый нами модифицированный 

метод порядковой временной асимметрии за-
ключается в том, что для построения шаблонов 
используется не один лаг, как это было сде-
лано в [23], а два, т. е. рассматриваются векто-
ры [x(i), x(i – n), x(i – n – m)]. Другими словами, 
анализируются три точки временного ряда, но 
не с равными расстояниями между ними, как 
в методе порядковой временной асимметрии, а 
с разными: между первой и второй точками рас-
стояние равно n, а между второй и третьей — m. 
Затем проводится суммирование вероятностей 
появления шаблонов и нахождение OTA для 
каждой пары m, n в соответствии с (3). Таким 
образом, пробным временам запаздывания соот-
ветствуют две координаты, m и n, и каждой паре 
значений m, n соответствует своя величина OTA. 
Величина OTA отображается цветовой гаммой 
на плоскости пробных лагов (m, n).

Результаты оценки времени 
запаздывания по временному ряду

Сравнение методов оценки времени задержки 
для системы с одним запаздыванием
В данном разделе проведено сравнение рабо-

ты всех четырех перечисленных выше мер оцен-
ки времени запаздывания по временному ряду 
для типичного представителя системы первого 
порядка с одним запаздыванием — уравнения 
Икеды [2] вида

 1sin( ( )),x x x t         (4)

где время запаздывания1 = 100; параметр инер-
ционности  = 4; параметр нелинейности  = 4. 
Расчеты проводились методом Эйлера с шагом 1 
и длиной временного ряда 105 точек.

Примеры применения выбранных мер к вре-
менному ряду системы (4) представлены на 
рис. 1, а–е. На рис. 1, е светлые области соответ-
ствуют более высоким значениям OTA, темные — 
более низким. Время запаздывания хорошо оце-
нивается по вертикальной линии, соответству-
ющей максимальным значениям OTA. Также 
для иллюстрации построена картина локальных 
максимумов, подобно тому, как строятся скеле-
тоны в вейвлет-спектрах. Черная вертикальная 
линия соответствует времени запаздывания си-
стемы (4). Видно, что один из максимумов хоро-
шо соответствует времени запаздывания. 
Как и ожидалось, метод статистики экстрему-

мов является наиболее точным. Минимум N() 
строго соответствует времени запаздывания 
1 = 100. Автокорреляционная функция демон-
стрирует особенности вблизи времени запазды-
вания, максимум R() соответствует значению 
102 и смещен на две единицы дискретного вре-
мени относительно истинного времени запазды-
вания. Экстремумы в вероятности порядковых 
паттернов на рис. 1, в смещены относительно ис-
тинного значения. Так, паттерн 6 демонстрирует 
максимумы на временах 99 и 103. Кроме того, есть 
также экстремумы на времени, близком к поло-
винному времени запаздывания. Это существен-
но затрудняет оценку времени запаздывания по 
временному ряду. В суммарном значении поряд-
ковой временной асимметрии OTA (рис. 1, г) есть 
максимумы, мешающие оценке времени запазды-
вания в системе. На плоскости рис. 1, д и е время 
запаздывания определяется более уверенно и со-
ставляет 101, что отличается от истинного на 1 %.
При добавлении аддитивного шума минимум 

N() при истинном времени запаздывания на 
рис. 1, а становится менее выраженным. При 
уровне добавленного шума 2 % от дисперсии 
сигнала системы (4) минимум перестает соответ-
ствовать точному времени запаздывания, демон-
стрируя смещение в большую или меньшую сто-
рону. При этом автокорреляционная функция, 
метод ОТА и модифицированный метод ОТА 
не демонстрируют изменения оценки запазды-
вания по сравнению с сигналом без шума. При 
дальнейшем увеличении уровня шума появля-
ется возможность оценить время запаздывания 
с погрешностью лишь по максимуму N(), в то 
время как минимум становится неразличимым. 
Другие методы еще продолжают работать.

Сравнение методов оценки времени задержки 
для системы с двумя запаздываниями
Интересно исследовать возможность рекон-

струкции времен задержки в кольцевых автоко-
лебательных системах с двумя запаздывания-
ми, поскольку в реальных сетевых системах со 
сложными связями часто присутствуют процес-
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сы, динамика которых определяется не одной, а 
бóльшим количеством задержек. 
В этой статье проанализирована работа четы-

рех мер для временного ряда модифицированной 
системы Икеды с двумя временами запаздыва-
ния: 

1 20 5 0 5, ( sin( ( ))) , ( sin( ( ))),x x x t x t            (5)

где 1 = 80, 2 = 100,  = 5,  = 4. Расчеты про-
водились по временному ряду длиной 105 точек, 
шаг интегрирования составлял 1. 

Так же, как и для системы с одним временем 
запаздывания, описанные методы применялись 
к временному ряду системы (5). 
Метод статистики экстремумов дает точные 

значения обоих времен запаздывания, соот-
ветствующих минимумам на рис. 2, а. Авто-
корреляционная функция R() демонстрирует 
единственный максимум на  = 97 (рис. 2, б), 
так что в этом случае оценить задержки по вре-
менному ряду не удается. 
Результаты использования метода поряд-

ковой временной асимметрии представлены 

  Рис. 1. Примеры применения выбранных мер к временному ряду системы (4): а — статистика экстремумов; б — 
автокорреляционная функция; в — вероятности порядковых паттернов с D = 3; г — порядковая временная асимме-
трия OTA; д — модифицированная порядковая временная асимметрия; е — скелетон модифицированной порядковой 
временной асимметрии

  Fig. 1. Examples of applying the selected measures to the time series of the system (4): а — statistics of extrema; б — 
autocorrelation function; в — ordinal patterns probabilities with D = 3; г — ordinal temporal asymmetry OTA; д — modi-
fied ordinal temporal asymmetry; е — modified ordinal temporal asymmetry skeleton
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на рис. 2, в, г. Графики вероятности порядко-
вых паттернов с D = 3 (см. рис. 2, в) построе-
ны в зависимости от лага  для системы (5). 
Полученные зависимости сложно интерпре-
тировать, поскольку они содержат целый ряд 
экстремумов, не соответствующих ни одному 
из времен запаздывания. В суммарном значе-
нии порядковой временной асимметрии OTA на 
рис. 2, г также есть целый ряд максимумов, ко-
торые не соответствуют ни одному из времен за-
паздывания. 

В модифицированном методе порядковой 
временной асимметрии (рис. 2, д) временам за-
паздывания соответствуют горизонтальные и 
вертикальные светлые полосы, отражающие 
максимальные величины OTA. По максималь-
ным значениям можно провести вертикальные 
полосы при m = 83 и m = 102, что является до-
статочно близкой оценкой времен запаздывания 
в системе (5). Смещение оценки в большую сторо-
ну связано с наличием инерционности в системе. 
Для иллюстрации на рисунке проведены верти-

  Рис. 2. Примеры применения выбранных мер к временному ряду системы (5): а — статистика экстремумов; б — 
автокорреляционная функция; в — вероятности порядковых паттернов с D = 3; г — порядковая временная асимме-
трия OTA; д — модифицированная порядковая временная асимметрия; е — скелетон модифицированной порядковой 
временной асимметрии

  Fig. 2. Examples of applying the selected measures to the time series of the system (5): а — statistics of extrema; б — 
autocorrelation function; в — ordinal patterns probabilities with D = 3; г — ordinal temporal asymmetry OTA; д — modi-
fied ordinal temporal asymmetry; е — modified ordinal temporal asymmetry skeleton
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кальные черные линии, соответствующие време-
нам задержки в системе (5). 
Более наглядно времена запаздывания опре-

деляются по скелетону (рис. 2, е). Этот рисунок 
представляет собой не такую прямую линию, 
как это было для системы с одним запаздыва-
нием (см. рис. 1, е), а извилистую линию с гра-
ницей слева 83, справа — 102. Эти границы 
представляют собой оценку времен запазды-
вания в системе. Вертикальные черные линии, 
проведенные на рис. 2, е, как и на рис. 2, д, со-
ответствуют временам запаздывания 80 и 100 
в уравнении (5). 

«Присутствие шума во временных рядах при-
водит к появлению дополнительных экстрему-
мов, не связанных с собственной динамикой 
системы с запаздыванием. Вследствие высоко-
частотного шума вероятность обнаружить пару 
экстремумов на удалении  друг от друга в общем 
случае должна возрасти. В результате с увели-
чением уровня шума наблюдается увеличение 
среднего значения N. Вероятность обнаружить 
пару экстремумов на удалении 1 друг от друга 
тоже растет. Однако при не слишком больших 

уровнях шума эта вероятность все же меньше, 
чем вероятность встретить пару экстремумов на 
удалении    1 . То есть качественные особен-
ности зависимости N(), обусловленные динами-
кой системы с запаздыванием, сохраняются при 
умеренном шуме» [24].
На рис. 3 представлены расчеты метода стати-

стики экстремумов, автокорреляционной функ-
ции и модифицированного метода порядковой 
временной асимметрии при достаточно большой 
дисперсии аддитивного шума, равной 0,5 [что 
составляет 15 % дисперсии сигнала системы (5)]. 
При этом минимумы в статистике экстремумов 
не видны совсем (рис. 3, а), а экстремумы ста-
новятся распределенными по временному ряду 
почти равномерно. В первую очередь это связано 
с плохой оценкой производной, что также нами 
отмечалось в работе [24]. Автокорреляционная 
функция практически не изменилась, демон-
стрируя один максимум на времени запаздыва-
ния 97, как и в примере без шума (рис. 3, б). 
В то же время следует отметить хорошую ра-

боту модифицированного метода порядковой 
временной асимметрии, предложенного в данной 

  Рис. 3. Примеры применения выбранных мер к временному ряду системы (5) с добавленным шумом: а — стати-
стика экстремумов; б — автокорреляционная функция; в — модифицированная порядковая временная асимметрия 
OTA; г — скелетон модифицированной порядковой временной асимметрии

  Fig. 3. Examples of applying the selected measures to the time series of system (5) with additive noise: а — statistics of 
extrema; б — autocorrelation function; в — modified ordinal temporal asymmetry OTA; г — modified ordinal temporal 
asymmetry skeleton 
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статье (рис. 3, в). Светлые области, соответствую-
щие истинным временам запаздывания и макси-
мальным значениям OTA, также находятся при-
мерно на уровне m = 83 и m = 102, как и в случае 
без добавления аддитивного шума. На скелетоне 
OTA (рис. 3, г) видны характерные максимумы 
в районе m = 83 и m = 102. Вертикальные чер-
ные линии соответствуют истинным временам 
запаздывания 80 и 100 в (5). 

Заключение

В рамках данной работы проведен анализ 
трех методов оценки времени задержки по вре-
менному ряду в автоколебательных системах 
с запаздыванием и предложена модификация 
метода, ориентированная на оценку параме-
тров систем с двумя временами запаздывания. 
Показано, что метод статистики экстремумов 
хорошо работает при достаточно низких уровнях 
аддитивного шума для оценки как одного, так и 
двух времен запаздывания. Метод автокорреля-
ционной функции хорошо работает для систем 
с одним запаздыванием при небольшом времени 
инерционности исследуемых систем (по сравне-
нию со временем запаздывания), хотя и дает сме-

щенную оценку. В то же время для систем с дву-
мя временами запаздывания этот метод работа-
ет плохо. Метод порядковой временной асимме-
трии для систем с одним запаздыванием также 
дает смещенную оценку времени запаздывания, 
а для систем с двумя временами запаздывания 
не позволяет хорошо оценить величины времен 
запаздывания. Модифицированный метод по-
рядковой временной асимметрии в отсутствие 
аддитивного шума уступает в точности методу 
статистики экстремумов как для одного, так и 
для двух времен запаздывания. С другой сторо-
ны, при наличии шума в случае анализа систем 
с двумя запаздываниями модифицированный 
метод работает лучше других. 
Таким образом, при оценке времен запаздыва-

ния по временному ряду различных реальных си-
стем необходимо пользоваться всем спектром до-
ступных методов, что позволит более эффективно 
оценивать параметры исследуемых систем.
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Introduction: The problem of delay time estimation in ring self-oscillatory time-delay systems arises in various fields of science 
and is of great importance in the study of real systems generating chaotic time series. Purpose: To conduct a comparative analysis of 
the operation of methods for the reconstruction of time-delay systems from chaotic time series in the absence and presence of additive 
noise. Methods: Methods for estimating the delay time according to the statistics of extrema, using the autocorrelation function and the 
method of order time asymmetry are used. Based on the latter method, a method is proposed that is focused on estimating the delay times 
in systems with two delays. Results: We carry out a comparative analysis of the operation of four methods for reconstructing the delay 
times in self-oscillating time-delay systems from chaotic time series using the example of Ikeda systems with one and two delay times. We 
demonstrate that in the absence of additive noise, the delay time estimation method based on statistics of extrema is the most accurate 
one for the case of time series analysis of systems with both one and two delays. In the presence of additive noise, the modified method of 
order time asymmetry proposed in the work in the case of the analysis of systems with one delay time works no worse than the method 
of the autocorrelation function and order time asymmetry. In the case of two delay times, the modified order time asymmetry method 
works better than others. Practical relevance: The described methods can have a practical application in estimating the delay time of 
self-oscillating systems, yet the level of additive noise can affect the accuracy of the estimate.
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